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LES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE 

UN NOMBRE (IUELCONOUE DE PERIODES 

(Premier M~moire') 

~AR 

F. C A S O R A T I .  
A P A V I E .  

I .  

Lorsque j'6tudiai, il y a longtemps, le e616bre M6moire: De functio- 
nibus daarum variabilium quadrupliciter periodicis, quibus theoria transcen- 
dentium Abelianarum innititur publi6 par JACOBI en 1835 ( J o u r n a l  de 
CRELL~, T. I3), je n'y ai pas trouv6 de raisons suffisantes pour regarder 
eomme impossible l'inversion des intfgrales Ab61iennes, une k une, et, plus 
en gdndral, pour regarder eomme absurde la pdriodieitd plus que double 
dana lea fonetions analytiques d'une seule wwiable. L'admiration, que je 
ressentais pour le grand gdom6tre, et l'importanee de la question m'enga- 
g6rent 'k insister sur ce point, dans l'espoir que, k l'aide des principes de 
la variabilit6 complexe, j'aurais pu parvenir ~ l'honneur de l'6claircir. 

JAcom a d6montr6 rigoureusement que, trois grandeurs to, to', to" 
6tant donn6es, on pent, en g6n6ral, choisir des nombres entiers m, m', m" 
de mani~re que le module de 

into + m'to' + m"to" 

soit moindre qu'une grandeur donn6e, si petite qu'elle soit. 
Cette proposition, pour ainsi dire, arithmdtique, transportde dans la 

t h6orie des fonetions, fait voir imm6diatement qu'il ne peut pas exister 

' Ce premier Mdmoive est la reproduction~ corrigde par l'auteur~ d'une brochure 
imprimde ~ Milan en 1885~ et ser~ d'introduction au Mdmoire plus dtendu qui suit~ e~ 
qui dtait inddit. 

Acta mathematiea. 8. Imprim6 le 17 Aoflt 1886. 44  
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de fonctions uniformes ayant  plus de deux p6riodes. ~ Mais qu'est-ce 
qu'elle nous dit par rapport aux fonctions non uniformes? C'est la de- 

mande que je me suis faite ~ un certain point du M6moire du tome 13 . 
Pour  les fonctions ayant  un nombre fini de valeurs pour chaque 

valeur de la variable on fair bien ais6ment la mOne conclusion que pour 
les fonctions uniformes. Mais pour les fonctions ayant une infinitd de 

valeurs (j'entends, toujours, pour chaque valeur de la variable), une con- 
clusion n'6tait pas aussi facile h atteindrc. 

C'est pour cela que j 'ai entrepris !'analyse de quelques 5quations 
diff6rentielles tr6s simples, dont chaque intdgrale devait  admettre  une in- 

finit6 de valeurs et poss6der une p6riodicit6 qui serait impossible dans 
une fonction uniforme. J 'ai  trouv6 que ces intdgrales, bien loin d'etre 
absurdes ou de ne pas poss6der les caract6res de fonctions analytiques, non 

seulement se comportaient comme les fonctions analytiques les plus usuelles 

dans le voisinage de chaque valeur particuli6re de la w~riable (re que le 
t.h6or6me de CAUCHy sur l 'existence des fonctions int6grales nous apprenait  

bien d6j~); mais aussi, qu'elles pouvaient (~tre continu6es de proche en proche 
ind6finiment, sans obstacles, comme les dites fonctions. 

Alors je pr6sentai une partie de ces recherches ~ l 'Aead6mie des 
sciences de Paris, qui les faisait imprimer  dans ses C o m p t e s  r e n d u s  

de d6cembre i863 et janvier  186 4 . Je  ne manquais pas de dire que, 
en affirmant l 'absurdit6 de la p~riodicit5 multiple,  JACOBI n'avaitprobable- 

ment en rue que la classe de fonctions de laquelle font parlie les fonctions 

circuhtires et elliptiques, ~ c'est-~t-dire, l'r classe des fonctions uniformes. 
Mais j 'avais dfi aussi faire remarquer  que la limite supdrieure Z '~ de 
l 'int6grale z 

j "  a + ~z  dZ z - -  qz(t  --Z)(i  --  x~Z)(, - ~Z)(t --,u~z) 
0 

n'~tait pas monodrome (lisez uniforme), ni avait un hombre fini de valeurs. 

' Deux pdriodes aussi seraient impossibles (w I d u  Mdmoire de JAcom) darts une 
Conetion unii'orme, si leur rapport devait ~tre rdel et incommensurable. Lorsque nous 
dirons pdriodicitd multiple que l'on croit absurde, on doit y comprendre aussi le cas de 
deux p@iodes en rapport rdel et incommensurable entre elles. 

~" Oomptes rendus, T. 57, P. I~ 
'~ Comptes rendus, T. 58, p. 2o 7. --  Cette l%netion Z s'y trouveddsigndeaussi 

par d)(z). 
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J'ai pens~ quc JAco~I n'avait pus soupgonn~ l'existence d'une infinit5 
de valeurs pour cette fonction; car, en cas eontraire, il n'aurait pas 
appliqu5 sa conclusion (functio tripliciter periodica non dat'a~ k cette limite 
Z, e t  d~tourn5 les gSom&res de toute recherche sur les fonctions (d'une 
seule variable) inverses des int~grales. ~ 

Bien que publi4es dans uu recueil tr+s r~pandu, rues recherches 
n'curent pas le bonbeur d'attirer l'attention des gdombtres? On continuu 
de croire ~ l'absurdit6 absolue de la p6riodieit~ multiple pour les fonc- 
tions analytiques d'une seule variable. 

Des causes 6trangSres ~ la science m'ont 6loign~ ensuite de cette 
question. Cependant, je ne savais douter des r(~sultats que j'avais obtenus, 
et je pensais que l'usage des variables complexes s'6tendant toujours plus, 
et les consequences de eettc croyanee erron6e s'accumulant et s'aggravant 
de plus en plus, le moment serait venu, oh j'aurais pu rappeler avec plus 
de succ~s l'attention bienveillante des savants sur ma th+se de 1863. 

Ce moment me parait ~ present arriv6. M. Fucas, l'~minent g6omStre 
auquel la doctrine des 6quations diff6rentielles dolt tant de progr~s, s'ap- 
puyant sans soup(;on sur l'interpr6tation dominante du M~moire de JacoBr, 
commence d'en tirer les consSquences les plus immSdintes ~ l'~gard des 
6quations diffSrentielles. ~. En rappelant que le rdsultat de JACOB~ peut 
s%noncer en disant que les intggrales de l'dquation 

clx, 

oie R (x )  est une fonction entibre de degrd supdrieur d 4, ne peuvent pas 
~tre regarddes comme des fonctions analytiques de u, il ajoute: Es ist abet 
ein fi~r die Grundlagen tier Theorie der Dif[brentialgleichungen wesentlicher 
Umstand dass es auch unter den Differentialgleichungen jeder Ordnung und 

' I1 est~ au rcste, presqu~ superflu de remarquer que l '~tude de ces fonetions ne va 

pas amoindrir mais augmenter la haute valeur des rdsultats ddji~ acquis dans la direction 

trac6e par JAcom. 

2 Quelques fautes d'impression en rendaient., peut-~tre~ la lecture difficile dbs le pre- 

mier paragraphe. L 'obseuri td  de l 'auteur aura fait le reste. 

a Voir  sa communication du 15 janvier  t885 ~ l 'Aeaddmie des sciences de Berlin, 

sons le t i t re :  LYber de~ CharaMer der I'ntegrale von Differentialgleichunge, zwischen com- 
plexen Fariabeln. 
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jeden Grades, welche nicht nur Transformationen yon (a) sind, Classen solcher 
Art gibt, wdche zwischen der unabhdingigen und abhdingigen Ver(i~derlichen 
keine funct ionale  Bez iehung  im gewOhnlichen Sinne des Wortes fest- 
setzen, so lange jene Veranderlicken complexe Werthe annehmen diirfen. 

Il me  semble  que la gravit6 de Ces consdquences peut  bien faire 

ddsirer un nouvel  examen  de Ieur source. 

2.  

Rien de plus  facile au jourd 'hu i  que  de v6rifier sur  le M6moire m6me 

de JACOBT l ' exac t i tude  de rues remarques .  Mais je  laisse de c5t6 rnainte- 

nant  route au t re  observat ion  r6trospective et je prie rues coll6gues, et  en 

par t icul ier  M. Fucns ,  dont  je  connais l 'affabilit6 comme j ' admi re  les talents, 

d 'avoi r  la bont6 de life ce peu de pages, ou je prdsente le commencemen t  de 

rues recherches ~ d 'une  mani6re qui me parai t  ex t r6memen t  claire et facile.:  

En I86  3 je  n 'avais pas connaissance de ces l ieux repr6sentat ifs  des fonc- 

tions et de leurs t ransformat ions  conformcs,  qui au jourd 'hu i  sont dcvenus  

beaucoup  plus familicrs. Avec  leur secours, l ' intui t ion et l '6 tude de ces 

fonct ions p6riodiques,  que 1'on croit  impossibles ou t rop 6tranges, de- 

viennent  aussi faciles que pour  les fonctions usuelles. 

J e  commence  par  exp l iquer  mon proc6d6, et  les d6nominat ions  qui 

s 'y ra t tachent ,  sur  une de ces t ranscendantes  que l'on dit  616mentaires. ~ 

J e  prends  la fonction Z ddfinie par  l 'dquation 

AdZ 
- d z - - o .  Z a 

i Ne s'agissant iei que de la .question de possibitit4 de  la pdriodicit6 multiple dans 
les fonetions analytiques~ je ne considSre que deux cas trbs-slmples; l'un bien connu h une 
pdriode e~ l'autre ~ dcux pdriodes. Le ]ecteur vcrra de lui m~me. assez clairement pour 
notre but. ce qu'il arrive dans tout autre cas. 

Mon exposition para~ra m6me trop ddveloppde, c'est quc j'ai voulu ~trc facile 
aussi pour d'autres ]eeteurs moins exercds. 

s J'entre dans beaueoup de ddtails relativement ~ ce eas connu~ afin d'6tre clair et 
bref dans le cas successir. 
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avec la condition initiale Z ~---o pour z = o. ] C'est la fonction inverse 
de l 'int~grale 

Z 

0 

ou bien la fonction Z implicite dans l ' 6 q u a t i o n z - - - - A l o g ( I - - ~ ) .  Nous 

savons que cette fonction n'est autre chose que rexponenfiel le 

z 

Z - ~ -  a ( I  ea) ;  

mais nous voulons l '6tudier, sans rien savoir, ~ l 'aide de l '6quation'aiff6- 
rentielle ou de l '6quation (I). 

Le second membre de cette 6quation a une infinit6 de valeurs pour 
chaque valeur de Z. Pour lc rendre monodrome par rapport  ~ Z,  anus 
savons qu'il suffit d'empdcher Z d'accomplir des tours autour du point a. ~ 
A cet effet et pour notre but, il convient d'envisager comtne lieu du point 
Z une surface 6tendue sur le plan Z, recouvrant partout ce plan une seule 
lois, ct coui)6e suivant une ligne (droitc, si l'on veut) al lant  du point a 

l'infini. Je nomme cette surface la s,~rface monodromique pour l'int6- 
grale (i). Chaque point de cette surface cst cens6 repr6senter la m6Ine 
w l e u r  de Z que le point qui lui est au-dessous dans le plan Z. Mais 
nous devons aussi imaginer que l'on d6pose en chaque point de cette 
surface la valeur de l 'int6grale, c'est-~-dire la valeur de z donn6e par 
l'in~6gration de la diff6rentielle 

A 
- - - d Z  Z a 

le long d'un chemin conduisant d'une mani6re quelconque dans cette 
surface du point Z - - o  au point envisag6. Chaque point de la surface 

i Cette condition, que j 'a joute  pour fixer les iddes, iei eomme dans la suite, n'entame 

en rien la nature de la recherche. Si l'on fixait un autre syst~me z o, Z o de valeurs ini- 

tiales, on reviendrait  au premier en posant z ~ z o "t" z ' ,  Z - -  Z o -b  Z ' ;  z '  ct Z '  6rant les 

nouvelles variables. 

2 J 'emploic la repr6sentation usuelle des valeurs d'une variable eomplexe par ]es 

points d'un plan. Le point a est done le point du plan Z qui reprdsente la valeur a de 

Z.  I l  e n e s t  de m~me pour z et pour le plan z. 
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monodromique portera doric (pour ainsi dire) un couple de valeurs cor- 
respondantes de z et Z. 1 

Je fransporte la surface ainsi Chargde sur ic plan z, en l'y 6tendant 
de mani6re que chaque valeur de z tombe au-dessus du point qui la 
repr6sente dans le plan z. J 'appelle la surface ainsi transform6e lieu 
fondamental de la fonction Z, sur le plan de la variable ind6pendante z. 2 

Dans notre cas, tout le monde salt que ce lieu recouvre une bande 
infinie de plan z contournde par deux l ignes congruentes, ayant entre 
elles la diff6rence A.  27ri. 3 Mais je vais chercher la forme de ce lieu, 
comme si elle nous 6tait inconnue. Pour faire cette recherche, il n'est 
pas n6cessaire de d6terminer beaucoup de choses relativement ~ la trans- 
formation que subit la surface monodromique en devenant lieu fondamental. 
I1 suffit de d6terminer la transform6e du contour, et de plus, dans lcs 
cas successifs, les positions que viennent prendre certains points singuliers. 

J'envisagerai la surface monodromique comme born6e h, rinfini par 

Fig. I (sur le plan 'Z).  Fig. I '  (sur le plan z). 

@ 
un cercle. 4 Partant, son contour 
sera form6 par ce cercle, par un 
cercle infiniment petit (fig. I) autour 
du point a, et par deux lignes : .. 3 
et i . .  4, qui sont les bords, droit 
et gauche, de l a  coupure imagin6e. 

Pour trouver la transformde 
de ce contour, faisons-le parcourir 

par Z, dans sa direction positive, ~ et cherchons l e  chemin correspondant 
de z sur le plan z. 

* Nous concevons ce point et son couple eomme indissolublement lids entre eux 
dordnavant. 

Les figures darts ee lieu sont~ comme on sai% des reprdsentations conformes des 

figures correspondantes dans la surface monodromique. 

8 Je  dis que deux lignes ou figures sont congruentes entre elles lorsque l 'une peut 

venir eoi 'nciderlavec l 'autre par une simple translation. E t  dans notre plan z~ je dirai 

que la difference (de position) M - ~ - N  de deux figures eongruentes M e t  _~ est une cer- 

taine quantit4 complexe lorsque cette quantitd exprime en grandeur et en direction la 

plus petite translation par laquel]e -N peut aller coYneider avee M.  

4 Si au plan z on substituait  la sphere z~ ee cerele infiniment grand serait  con~u 

comme un cercle infiniment petit  autour du point z----axe. 

Je  conserve les ddfinitions, que je erois usuelles, de direction positive d'un contour 
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Nous d6signerons par z~, Z~; z2, Z2; etc., tes valeurs des variables 
dans les points marqu6s i, 2, etc. dans la surface monodromique comme 
darts le lieu fondamental. 

Z partant du point marqu6 I darts fig. ~ et d6crivant le petit cercle 
I . .  2, z partira du point marqu6 I dans fig. I', qui repr6scnte le lieu 
fondamental, et d6crira la droite I . .  2.~ La diff6rence z ~ -  z~ 6tant le 
r6sultat de l'int6gration de la diff6rentielle 

A 
dZ 

Z - - a  

pendant le tour n6gatif de Z autour de a, on aura 

Z ~ - - Z  1 ~-  - - A . 2 ~ r i .  

D e  m d m e ,  l o r ~ q u e  Z d 6 c r i r a  le  g r a n d  c e r c l e  3 . .  4 ,  z d 6 c r i r a  la 

d r o i ( e  3 - . 4  de  fig. I ' ;  e t  r o n  a u r a  z 4 - z  3 ~ A . 2 z i .  

Z d d c r i v a n t  la  l i g n e  2 . . 3 ,  z d d c r i r a  u n e  l i g n e  c o r r e s p o n d a n t e  2 . . 3  .2 

~nfin, quant s la quatribme portion 4 . .  I du contour, je remarque que, 
si Z partai t  de i pour aller ~ 4, z ddcrirait (sur le plan z) une ligne 
4 . .  t congruente de la ligne 2 . .  3 ddcrite auparavant;  car l ' int6gration 
de |a  diff@entielle sur les deux bords de la coupure donnerait m~mes 
rdsultats. Mais Z devant parcourir toute portion du contour dans la 

et de tour positif aulour d'un pob~t adopt6es aussi dans ma Teorica delle funzioni di va- 
riabili compless e (w 7o). Iei~ Z d6evira positiveme~d le eontour~ si en partant du point I~ 
elle ira sueeessivement aux points 2~ 3~ 4~ I. 

t Je  rappelle que~ pendant ee mouvement~ on peut poser Z--a---:-re ~, d Z ~  ~'d~ 
dz = Aid& 

Si~ ayant fixd un point I dabs la fig. I, on voulait ddterminer ]e point I eorrespondant 

dabs ]a fig. I', on Ferait marcher Z de son o au poibt I par tel ehemin que l'on veut dans la 

fig. I~ et l'on ddterminerait le chemin correspondant de z dans la fig. I '  par les valeurs suc- 
eesslves de l'int6grale (I). 

2 N,importe iei de prdciser |a nature g6om6trique de ees lignes. Cependant, si l'on 

veut imaginer que la cbupure soit faite suivant une droite~ ]a ligne 2 . .  3 sera dans la 
surface monodromique une droite issue du point a~ et l'on pourra poser 

o 

Alors la diffdrentielle /~ intdgrer devient dz A dr ~--- - - ;  ee qui nons dit que la ligne 2 . . 3  
r 

dans le lieu fondamebtal est une droite ayant la direction ddterminde par l'argument de la 
grandeur eomplexe A .  
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direction positive, elle partlra de 4 pour aller ~ I. Alors z d6crira en 
sens contraire la dite ligne congruente. 

Le lieu fondamental est done la bande parall61ogrammique exprim6e 
par la fig. i ' ;  dont les c6t6s I . . 2  et 3 . .  4 doivent dtre 61oign6s ~ l'infini 
respectivement dons les directions de - - A  et A,' si l 'on veut qu'ils cor- 
respondent aux deux cereles dans leur 6tat limite. 2 

Quant k la distribution des valeurs de Z dans ce  lieu, il nous suffit 
de remarquer  que ces valeurs sont 6gales entre elles dans chaque couple 
de points correspondants 3 des c6t6s 2 . .  3 et I . .  4. Cette 6galit6, qui 
dans la surface monodromique est en 6vidence, exprime la p6riodicit6 
de Z, comme fonction de z. 

On peut remarquer aussi que, la bande parall61ogrammique tendant 
son 6tat limite, les valeurs de Z en I . .  2 tendent ~ devenir 6gales 

a, en 3 . .  4 a devenir infinies, en restant partout s l 'int6rieur finies et 
bien d6termin6es. 

w 

Prenons maintenant la fonction Z d6finie par l'~quation 

A B ' 
+ dz  - -  o ,  

avec la condition initiale Z - - o  pour z -  o. C'est la  fonction inverse 
de l 'int6grale 

Z 

~ A B 

a. 

0 

' Par direction de A on entend eelle de la droite qui va du point o au point A.  

Les droites perpendiculaires h A ont la direetion de A i  ou de - - A i .  

C'est-~,-dire~ lorsque le petit cerele sera r6duit au point a~ et l 'autre sera infiui- 

ment grand. Au reste~ si |es cercles n'6taient pas ~ l'6tat limite, ]a transform6e de fig. ! 

serait toujours une bande paralldlogrammique, mais fioie. Col" les deux bords de ]a coupure 

se transrorment toujours dons deux lignes congruentes~ ayant entre elles la diff6renee A.2~rl. 

s (~'est-~,dire de points qui ont entre eux la m6me diff6rence de position que les 

deux c6t6s. 
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ou la fonction implicite dans l'6quation 
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Z -~ A log ( i  --7~ Z) Jr- B log ( i  - -  Z). 

L'intdgrale (2) a, eomme on salt, une double infinit6 de valeurs 
pour chaque valeur de Z,  k c'mse des multiples arl)itraires dee denx 
p&iodes A.  27ri et B.  2zi. Mais on la %duit monodrome en emp~ehant 
Z de tourner autour des points a et b. A cet effet, nous concevons 
comme lieu du point Z une surface 6tendne sur le plan Z et coupde 
suivant deux lignes allant des points a et b g l'infini 

Fig. 2 (sur le plan Z). 
(fig. 2). 1 Cette surface, dont ehaque point est cens~ 
porter la valeur de Z avec la valeur eorrespondante de / /  " ~  
l'intdgrale (2), est notre surface monodromique pore-cette {,. 
int6grale. 

Transportons eette surface sur le plan z. I1 en 
r6sulte un certain lieu fondamental. Quel est son contour? 
Pour le reeonnaitre, raisons marcher Z sue le contour de fig. 2 en direc- 
tion positive, et voyons quel est le ehemin eorrespondant de z sur le plan z. 

Z marehant  sup le cerele I . .  2, z marehe sur une droite parall6,1e 
k - -  A. 2;r,i. Cal', le cerele i .. 2 6taut inf. petit, l 'int6gration du second 
t e l - m e  

B 
- - d Z  
Z - - b  

de la diff&entielle ne donne qu'un contribut inf. petit, et il suffit de 
eonsiddrer l 'int6gration du premier terme 

A 
- -  dZ. Z-v~a 

Z parvenant  an point 2, on aura z . ~ -  z I - -  A .  275. 

Semblablement, lorsque Z dderira le cerele 5 . .  6, z (]~crira. une 
droite congruente k - -  B.  2a'i. 

Z marehant  sur une des portions, 3 .. 4 ou 7 . .  8, du grand eerele, 

1 Cette figure et le lieu fondamental correspondant se rapportent au cas particulier,  

off a ~ - t ~  b . . . .  I ,  A ~ I~ B---~ g~ avec les coupures suivant l 'axe rdel. Mais le 

discours est tout&-fait, gdndra]. Toutes ces figures~ d'ailleurs, sont purement scl%matlques. 
Ac ta  m a t h e m a t i c a .  8. I m p r i m 6  le 25 Aofit 1886. 45  
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z marehera sur lnle droite paralldle h (A + B)2~i. Car, pendant eetie 
marche, on peut poser 

d'oh 

Z ~ .~(jr dZ = Rd~ 

dz = ( M- I  Z ~ -~ - - i  --~i 'J ~t ~('0' 

c'est.k-dire, on ndgligeant les rapports de a et b h Z, 

--  (.4 + F)m0. 

Venons enfin tmx bords des eoupures. Pendant  que Z ddcrira les 

herds 2 . .  3 et 8 . .  i ,  z d6erira deux portions de contour du lieu fonda- 
mental eongruentes l 'une de l 'autre prise en seas eoniraire, Mdme chose, 

lorsque Z dderira les herds 4 . .  5 et 6 . .  7. 
Le contour de notre lieu fondamental sera done formd eomme il eat 

exprim6 sehdma.tiquemeJlt p'lr la fig. 2'. Les portions de contour i . .  o 

et 5 - . 6 ,  eongruentcs de - - A . 2 z r i  et - - B . 2 ~ r i ,  et les portions 3 . . 4  
et 7 . .  8, den t  l:t somme est eongruen/e h (A + B)2zS, doivent dtre 
imagindes "l, l 'iniini dans les directions de - - A ,  - - B ,  A + B.  

l)ans son lieu f(mdameJdal, 1.~ reaction Z aura mdme valeur dans les 

points eorrespondants des deux e6ids eongruents 2 . . 3  et I . . 8 ,  dent  la  
diffdrence de position est l't pdriode A .  2~i; et aura, semblablement,  des 
valeuvs 6gales entre elles dans les poinls eorrespondants des edlds 4 . .  5 

et 7 . .  6, dent  la diffdrenee de position eat 11.2~ri. O n  peut remarquer  
aus~i que notre fonetion aura la valeuv a en 1 . . 2 ,  la valeur ben  5 . . 6 ,  

la valeuv ~ en 3 . - 4  et 7 . .  8; et partout  ailleurs une valeur finie et 
bien ddterminde. Tout eela eomme dan~ le eas (I). 

Fig. 2' (sur le plan z). 

1 

Mais un fiiit se prdsente iei qui ne pouvait  

se pr&enter "mp'lravant; e'est que le lieu fonda- 
mental ne reeouvre pas u~e settle foTs partout la 
portion de plan z sur laquelle il s'dtend. Ce 

lieu dans l 'dtendue 1'34P (fig. 2') reeouvre d e u x  
lois le plan z, ou, en d'autres termes, est eonstitu6 
par deux couches. I1 y a iei un point de ra- 
lnifieation ~" qui appartient aux deux couches, et 
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autout- duquel les &'ux couches se eontimtent l 'une dans 1 :,utre, le long 
d:une ligne 4"P, J COllllUC los couches tics surfaces l lie| | |amliennes qui servent 
t~ repr6senter los fonctions algdbriques. 

Quelles sotit los valeurs do Z et z en ~? I1 faut se r:li)peler le 
th6ordlne de Caucrir, qui nous assure que, jusqu'~ ce que le coefficient 
diffdrentiel 

,1Z (Z a ) ( Z -  b) 
dz (A + B)Z--(~ib + B,) 

demeure syndctique, la fonction int6grale Z se comporte elle-mdlne an 
fonction syndctique. Notre fonetion tie peut done cosset d'dtre syn6etique, 
par rapport au plan z, qu'autour du point o(:l 

Ab + Ba 

A + B 

Voil'~ 1~ valour de Z dans le point de ramification. La valeur de z 
s'obtiendra par l ' intdgration de 

,, A B (tZ~ 

depuis la valour o jusqu'<~r cello que nous venons de trouver, le long d'un 
ehemin trae6 eomme on veut darts la surface monodromique. ,]e poserai 
pour abr6ger: 

(s) ~l + sJ - -  ~7, / - -  -~ --I- ~ - ~ , / d Z  = ~'. 

0 

Apr6s un tour  au tour  de ~" datis le l ieu fondamental  on revi~:nt h. 
la m61ne va lour  de z mais non pas i'~ h~ ll i6:no valem" tie Z I  ce n'est 

qu'apr6s deux tours clue l'on retrouve h~ m6nie valour de Z. Analytique- 
tnent~ ceh~ signifie que, autour de ~', notre fonetion Z no pout pas s'ex- 
primer par une sb, rie de puissances entigres el: positives de z - - ~ ' ;  co- 
pendant, elle s'y exprime par los puissances entiSres et positives de 

( z - - E )  ~. O'ailleurs, autour de tout autre point (oh z = z0), e'est bien 
par les puissances ent~eres at positives de z - - z  o qu'elle pout s exprlmer. 
Notre fonction Z e s t  done ,u.ne fonction analyliqzw, a~tssi bien que l'e,)~:po,nenlielle 
considdr@ auparavant et les autres fonctions analyt, iques ~tsuelles. 

i Ligne que je dis de passaqe, et qui daus fig. 2' cst ddsigndc par des traits, 
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Nous allons maintenant remarquer  un second fait, d@endant  du 

premier, qui ne se prdsente pas dans la repr6sentation des fonctions 
p6riodiques uniformcs. 

Dans le cas de la fonction uniforme consid~r6e auparavant  (fig. I 

et I') nous savons que, pour en concevoir la continuation en dehors du 
lieu fondamental,  on n'a qu'it imaginer un autre lieu congruent au fon- 

damental,  charud des mdmcs valeurs de Z dans les points homologues, ct 

joint au lieu fondamcntal  le long d u  bord 2 . .  3 ou 4 . .  i. En con- 
t inuant  de joindre aux nouvcaux licux d'autres licux toujours congrucnts 
et 6galement ehargds, on ira recouw'ir tout  le plan z. Mais on lc re- 

couvre unc seule ibis, ce qui exprime que cetle fonction p6riodique est 

uniforme. 
Dans le cad de la fonction ddfinie par l '6quation (,2), on peut en 

eoncevoir lt~ continuation de la mdme manidre. La fonction a l e s  pdriodes 

A .  2 ~ i  e t  / J . 2 ~ r i .  

Dans le  lieu fondamental  l 'cxistence de ces pdriodes se traduit,  comme 
on a vu, dans l'6galit6 des valeurs de Z le long des e6tds (fig. 2) 2 . . 3  

et I . .  8, 4 . . 5  et 7 - .  6. Maintenant, on pourra, done imaginer quatre 
l ieux eongruents ct joints au lieu fondamental,  le long respeetivement 
des quatre e6t6s que nous vcnons de nommer. A chacun de ces lieux 
on pourra en ajouter trois autres nouveaux, et ainsi de suite. Bicn en- 

tendu, ces lieux congruents doivent porter toujours les mdmes valeurs 
de Z 6galement distribu6es. 1 l)e cette mani6re on recouvrira pcu ~r peu le 

plan z, comme dans  le cas de la fonetion uniforme, Mais le fait nouveau, 

qu'il  faut remarquer  g prdsent, est que ehaque lieu peut empidter plus ou 
moins sur les l icux contigus. Par  cons6quent, le nombre des couchessur  
un m~me point du plan z pourra eroitre ind6finiment. Et  si, envisageant 

ensemble tous ces l ieux,  l 'on se permet  de passer de F u n  "~ l 'autre tel 

nombre de lois que ce solt, et par eonsdquent aussi de traverser tel 

nombre de lois que ce soit les lignes de passage d'une ~ autre eouehe 

I A c e s  l ieux on peut concevoir qu ' i l  Correspond, sur lc plan Z~ autant  de surfaces 

monodromiques superposdes l 'une ~t l'aut.re et se cont inuant  l 'une dans l 'autre  le long de 

leurs bords 2 . . 31 I . .  8, 4 .  �9 51 7 �9 , 6. Mais il est superflu maintenant  de conside'rer 

cette eorrespondanee, 



Les fonctions d 'une  seule variable ~ un nombre queleonque de pdriodes. 357 

(lignes homologues de ~'P), alors on pourra revcnir au dessus d'un m6me 
point du phm z dans des couches toujours nouvelles et dans des positions 
non homologues des precddentes, oh l'on trouvera des valeurs toujours 
nouvelles pour Z. Voil~ done que notre fonction sera en mdme temps 
doublement p&iodique, monodrome dans la surface constitu6e par tel 
nombre que ee soit de lieux congruents, et cx>drome par rapport au plan 
z, e'est-h-dire, admettant une infinit6 de valeurs pour chaquc wdeur de z. 

w 4 .  

Qu'il me soit pcrmis d'ajouter quclques remarques g c e  que je viens 
de dire sur l '6quation (2), bicn qu'elles paraitront superflues pour le simple 
but de ce M6moirc. C'cst ce que je feral en consid6rant le cas particulicr 
oh le rapport des deux p6riodes devient r6cl et incommensurable. 

Parmi les fonclions que j'avais &udi6es en I863, j'avais choisi pour 
les C o m p t e s  r e n d u s  celIe qui est d6finie par l '6quation 

Z 

(4) z = Z- -  I Z - -  z 
0 

1 Si le rapport  des p@iodes devenait  commensurabl% lc nombre des positions non 

homologues (dont on vient de parlor) resterai t  fini. La fonction serait s implement pdrio- 

clique, mais non pas uniforme~ si les points de diramation nc ~ disparaissent pas. Si l 'on 

voulait remonter  ~L l 'dquation (2)~ en y faisant A .  2 7 , / = / l t o  et B .  2 ~ i  ~ vto,  oh f f  ct 

ddsignent des hombres entiers premiers entre eux~ on obtiendrait  par l ' intdgrat ion 

(2 ~ == t - -  - -  
o /  \ b ]  ~ 

Si ~ est le degrd cn Z de cette dquation: on pourra donc~ cn cffct, reprdsenter Z par une 

surface recouvrant n tois le plan z. Z &ant  alg6briquc par rapport  ~ l 'exponentielle~ 

routes scs valcurs se t rouvent  ddj'a dans une bande rccouvrant  n lois un  lieu fondamental 

de l 'exponentiell% qui cst unc bandc de largeur eo~ sur lc plan z. Ainsi~ par exemple, 

dans le cas t r~-s impl% o~t f f = ~ =  I ct b = - - a  (avee ~ o =  2~i)~ t o u s l e s  couples de 

valeurs de la fonction simplemcnt pdriodique Z = a ~ / t -  e ~ et de l 'cxponcntiel lc e ~ sour 

reprdsentds sur le plan z par deux couches de largeur 2~i~ superposdes l 'une ~ l ' aut re  ct 

se eont inuant  l 'une  dans ] 'autre le long d 'une  ligne de passage qui part  du po in t  [formules 

(3)] oh ~*= ! et Z = o~ 
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pour dolmer un exemple de fonetion I, Oss6dant la plus simple p&iodicit6 
que l'on disait absurde, c'est-~-dirc deux pdriodes en rapport  rdel et in- 
commensurable entre elles. 

Avant de former la surf'~tee monodromique et le lieu fondament:ll pour 
ee eas, je veux faire eette remarque gdndrale, que le systdme des lignes de 
coupure, ql)straetion faite maintenant de la nature gdomdtrique de leur 
eours, peut 6tre aussi tel ou tel autre, diffdrent du syst&ne indiqu6 fig. 
2. De mdme que la sul'face monodromique, le lieu fondamental pourra 
done prendre une ou autre forme. 

Ainsi, en revenant au cas (4), si 

Fig. 3 (sur le plan Z). 

/ ~  Fig. 3' (sur le plan z). 

se eontinuent l 'une 
du point <te ramification, m't la valeur de Z est ~ 2 -  
est exprimde par l ' intdgrale reetiligne 

on fair, par exemple, les eoupures k 
part iv de Z = x, le long de l 'axe 
rdel positif, jusqu'g l'infini (fig. 3), 1 
le lieu fondamental sera form6 de 
deux couches (fig. 3') borddes par des 
droites paralldles k l 'axe %el; les 
droites pour une eouehe ayant  entre 
elles la distance 2,-r, et pour l 'autre 
la distance (V'~-- 1):,'r. Cos couches 

dans l 'autre le long d'une ligne de .passage partant 
- -  ~ ~/~, et eelle de z 

- l ( '  o,,25 . . . .  s - =  , Z - - t  Z - - 2  
0 

On peat aussi former un lieu fondamental compldtement 
e'est-k-dire, qui halle part ne recouvre deux lois le plan z. 

simple, 
S i  l'on 

Fig. 4 (sur le plan Z). 

Fig. 4' (sur lc plan z). 

W-~-- ~va 

empdehe'  Z de fifire phls d'un 
demi-tour autour de ~ dans la sur- 
face lnonodromique, z ne pourra 
faire plus d'un tour autour de ~" 
dans le lieu fondamental. 

Partant ,  si on fair,  par exemple, 
les eoupures (tig. 4) le long de tout 

Dans cctte figur% ainsi que dans la fig. 4~ a et b ont rcspectivement ]cs valour s I et 2, 
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l'axc r&l, hormis entre Z----I e~ Z = 2, on obtiendra le lieu fonda- 
mental tout simple indiqu6 fig. 4'. 

Les lieux congruents contigus au fondamental le long des bords 
2 3 et i . .  8 n'empigtent pas sur lui; il y a empidtement par les deux 
autres lieux qui lui sont joints le long des bords 5 . .  4 et 6 . .  7. Ces 
bords dans fig. 4', 6tant bris6s aux points de ramification, deviennent les 
lignes de passage d'une k autre couche. 

Pour tout autre cas, de pdriodes en rapport r&l et incommensurable 
entre clles, on aura des lieux fondamentaux de mdme forme que darts 
cas (4), mais dont les bords pourront avoir m~lre eux d'antres distances, 
et le point de ramification une position diff6rente. 11 est mdme presque 
6vident que l'on peut prendre  A, B e t  a:b de mani&e h obtenir des 
bords distants entre eux comme on veut, et h faire tomber off l'on veut 
le point de diramation. Mais eela se rapporte h une question g6n6rale, 
qui n'a pas de place iei. 

La mdthode que nous venons d'indiquer, pour reeonnaitre la mani6re 
de se comporter des fonctions inverses des intSgrales ( I ) e t  (2), s'applique 
immddiatement ~ route intdgrale de dift'drentielle rationnelle. Et l'on 
trouve ainsi 6videmment des fonctions dont les lieux fondamentaux sont 
contourn& par tel hombre que l'on veut de couples de c6t6s congruents, 
ou, en d'autres termes, l'on trouve des fonctions analytiques doudes de 
tel hombre que l'on veut de p6riodes; chaque infini logarithmique de 
l'intdgrale pouvant donner naissar~cc h une nouvelle pdriode. 

Nous avons pu '~ppliquer aussi aisdment la mdthode aux inl6grales 
de diff&entielles algdbriques quelconques: car une surface Riemannienne, 
repr&entative de la fonction algdbrique dont il s'agit, et coupde de ma- 
ni<~re h annuler l'influence de la connexion, multiple et des infinis loga- 
rithmiques, n o u s  off ra i t ,  route pr6te, notre surface monodromique. 

Pavie, rlovembre t885 . 


