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GEOMETRISCHER BEWEIS EINES ALGEBRAISCHEN SATZES VON JACOBI
VON

A. V. BACKLUND

in LUND.

I

Ein Satz von Abel.

In einer kurzen Note im Bande 4 des CrELLE'schen Journals fiir das
Jahr 1829 mit dem Titel: Démonstration d'une propriété générale d'une
certaine classe des fonctions transcendantes (Oeuvres complétes de NIELS
Hewrik ABeL. Nouvelle Edition, Christiania 1881, 1, p. 515), hat AskL
emen Satz entwickelt, der fiir die Theorie der Integrale der algebraischen
Funktionen von grundlegender Bedeutung geworden ist und der so lautet:

»>Wenn y definirt wird durch die Gleichung:

(1) B+py+py+. . 0y Y =0,

WO Py Pyy Py - -+ Puoy ganze Funktionen von z bedeuten, und eine zweite
Gleichung hinzugezogen wird:

(2) Gt ay+aey+. .. 4+ 9.9 =o,

WO ¢y, 9,,qy, - .., 4, gleichfalls ganze Funktionen von # sind, in denen
aber die Koefficienten gewisser Potenzen des x als variable Parameter
@, «,a’, ... betrachtet werden, und man das Integral bildet:

(3) ¢(@) = [1(=z, y)da,

wo f(x,y) irgend welche rationale Funktion von z,y bedeutet, so findet
man, dass es sein muss:

(4) 'égb_(x,-) = U 4 ,.élk”' log v,,,
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288 A. V. Bicklund.

falls links iiber alle Wurzeln z,, z,, ... der durch Elimination von y aus
(1) und (2) entspringenden Endgleichung fiir # summirt wird und unter
k,, k,, ... Konstanten, unter u, v, ,v,,... rationale Funktionen von

a,a,a’ . .. verstanden werden.>»
Der Beweis dieses Satzes ruht darauf, dass wegen (1) und (2) y als
rationale Funktion von z und a, a', a”, ... erhalten wird, und dass ferner

die aus (1) und (2) entspringende Endgleichung fiir z giebt

dr, = ada + a'da’ + . ..

t "

wo a, a', ... rationale Funktionen von z,,a,a, a”,... werden. Aus
diesem Grrunde kommt niimlich
”
Ef(zra s ¥i)dx;
gleich einer Summe:
daXo(r,, a,a,a", ..) + daXe (@, a,d,a", .. )+ ...

die, als Funktion von den Wurzeln x,, ,, ..., 2, der erwiihnten End-
gleichung fiir # betrachtet, als symmetrisch anzusehen ist. Jede sym-
metrische und rationale Funktion der Wurzeln «, ist aber in a, «
rational. Also ist

1

,a', ...

X g(x)

als Integral einer Summe rationaler Funktionen von @, o', a”, ... aufzufassen.
Desshalb wird diese Summe von der Form (4). — (Obenstehendes ist eine
beinahe wortliche Uebersetzung der citirten Note von ABEr.)

Wenn p das Geschlecht der Kurve (1) bezeichnet, — dann z, y als
Koordinaten der Punkte einer Ebene gedeutet, — so giebt es bekanntlich
p verschiedene Integrale (3), die iiberall endlich und stetig sind. Falls
man den Satz (4) auf irgend eines dieser Integrale und auf die Schnitt-
punkte der Kurve (1) mit einer variablen Kurve eines algebraischen Kur-
ven-Biischels (2) anwendet, und wenn A, anstatt der vorigen Zeichen
a,da, ..., den Parameter des Kurven-Biischels darstellt, und dieser somit
die Gleichung hat:

(s) Oz, y) + AW(r,y)=o,.
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so findet man, dass
d IL

gleich sei einer rationalen Funktion von A, die nirgends unendlich wird.
Aber jede eindeutige und stetige analytische Funktion von 2, die nirgends
unendlich wird, muss konstant sein. Weil ferner 2¢(z,) aus einer end-
lichen Zahl von allenthalben endlichen Integralen (3) zusammengesetzt ist,
kanu sie nicht mal fir A = co unendlich werden. Daher soll jene jetat
auftretende Konstante Null sein, und desshalb

d I

(A) azd@), d i éf(x.-,y.-)dx"

di ’
wenn die Summe iiber alle Schnittpunkte (z,, y,) zwischen der Kurve (1)
und irgend einer der Kurven (5) ausgedehnt wird, und wenn, wie gesagt,
¢ ein allenthalben endliches und stetiges Integral ausmacht.’

Sei zweitens ¢# ein Integral dritter Gattung, welches in zwei Punkten,
— die o und B heissen moégen, — unstetic und daselbst unendlich wie
log (x —a) fix r = a wird, aber an allen anderen Stellen endlich und
stetig ist, und seien & , %, ; &,, 5, die Koordinaten jener Unendlichkeits-
punkte, und sei das fragliche Integral speciell von der Form eines Normal-
integrals, das in jenen Unendlichkeitspunkten genau gleich

log 1{-?

wird, so folgt aus dem AgrL'schen Satze (4) oder lieber aus dessen Be-
weise, wenn man diesen Satz auf das Schnittpunktssystem (1) und (s)
anwendet, aber mit jenem Integrale dritter Gattung, das ich jetzt mit S,;
bezeichne, eingefiithrt statt ¢, dass

d »

da E 1 S"ﬁ (.’B‘)
eine solche rationale Funktion von A sein muss, welche in der komplexen 2-
Ebene an nur zwei Stellen unstetic und unendlich wird und dann gleich

d,  i—1i

QT

' Diese und nichstfolgende Beweisfilhrung findet man bei RIEMANN in dessen
Theorie der Abel'schen Funktionen (Art. 14). Ges. Werke von RIEMANN, S. 123,
Acta mathematica, 26. Imprimé le 19 juillet 1902. 37
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wenn A, und A, die Werthe des Parameters 4 in den Unendlichkeitspunkten
vorstellen, also

5 = PG 7)
' &)

A —_— w(ég ’ 7/‘2)
? II/‘(Ez ’ 772) ’

Eine solche Funktion, wenn sie in allen anderen Punkten A endlich sein
soll, kann nur die Form besitzen:

d, A—21 ., .

{ﬂlog )\———7; + C .
Damit aber fir A= co die fragliche X¢ nicht unendlich werde, muss
sein C = o; desshalb:
(B) iX S, () — di % log i

=10 Pl pun

1

-Z .

11.

Zwei Folgerungen des Vorangehenden.

Man trage in (A) fiir % seinen Werth aus (1), kiirzer

Flz,y) = o,
und (5) ein. Man wende also die zwei folgenden Gleichungen an:
oFdw | oF'dy
sxdi ' oydi 7’
20 3 dx 20 3\ dy .
(o t25) mt Gy +25) G+ v —o

und man wird somit, wenn der Kiirze wegen

343B 2A%B
geschrieben wird, erhalten:
oF
(©) = s
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Es soll die in (A) auftretende Funktion f(z, y) rational sein, also gleich
dem Quotienten zweier ganzer Funktionen. Soll aber das Integral

¢ =[x, y)do

eben der ersten Gattung werden, so muss, wenn f== o0, dz verschwinden,
also f gleich

M

oF

oy
sein, M eine ganze Funktion und zugleich die Doppel- und Riickkehr-
punkte der Kurve F=o0 als Nullpunkte habend. Ferner muss, damit
das Integral auch im Unendlichen endlich werde, M, falls F vom Grade
m ist, selbst vom Grade m — 3 sein.

Die Gleichung (A) besagt somit, dass es sei

, s My
<A) ;(F—d))=o’

falls die Summe iiber alle Schnittpunkte: F=o0, @=o0, ausgedehnt wird.
Das zur Gleichung (1) oder zur Kurve F = o zugehorige Integral
dritter Gattung allgemeinster Art ist der Form

Ndzx
(1) S —
(ax + by + c)a—y

Dann liegen die beiden Unstetigkeitspunkte des Integrals auf der Gerade:

(8) ar + by + ¢ = o,

und N soll eine ganze Funktion m — 2'" Grades bedeuten, die fir die
iibrigen m — 2 Schnittpunkte der Kurve F = o mit der Gerade (8) so-
wie fiir die Doppel- und Riickkehrpunkte jener Kurve F' = o verschwindet.
Hieraus geht eine wichtige Beschrinkung der Funktion N hervor. Falls
die beiden Unstetigkeitspunkte des Integrals mit a und 3 und die m — 2
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Schnittpunkte der Gerade a8, d. i. der Gerade (8), und der Kurve N=o0

mit @, a’, a”, ... bezeichnet werden, so muss sein:
(g) aa.aa,...—N(Q"l,ﬂ‘) 1
Ba pa_ .. NG )
Weil aber dieselben Punkte a, a’, @, ... zusammen mit a und g

die Schnittpunkte der Kurve F = o und der (terade (8) ausmachen, so
muss sein:

oF oF

‘ala—E—*‘aza

af .aa.aa’. .. = (— I)'n~m)_—l’

(10) ar
oF oF

ala—é‘l'agﬁ

, [ m___">8 U3

af.fa.fa’... = (—1) Fola , a) ’

a,, a, die Richtungscosinus der Gerade af bezeichnend und F,(a,, a,) das
Aggregat der Glieder m*" Grades in Bezug auf z,y von F, nachdem
a, , a, statt  bez. y eingefiihrt worden sind, darstellend.

Nun ist

und wir werden also aus (9) und (10) zu schliessen haben, dass

(II) N(El’%) PR N(Ea’v:)
oF 3F oF oF
~ — b= a——D>
7, o, 97, A

In der Nihe des Punktes a wird das Differential des Integrals (7)
der Form:

(12) N(Sl’ 771)dx
(ale — &) + by — 7)) 2

a7,
und in der Nahe des Punktes § der Form:
NG, , 5)d
(13) (Ea 77) X L
(ale — &)+ bly — 77:))3—’7*

! Wir stitzen uns hierbei auf die folgende Entwickelung einer ganzen Funktion
of

5;7) + ... ‘o"f,.(al, az\,

und interpretiren p als Radius vektor vom Punkte (£, 7) und «,, «, als seine Richtungs-

cosinus.

) . 9
nte? Grades f(.’t, y) f(E + P, - ‘06{2) = f(g’ )7) +‘()<al 5£ + «a,
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Im ersten Falle soll der Punkt (z,y) auf der Kurve F = o und un-
endlich nahe an a liegen, wesshalb

ar oF
e —&)z +0 *”’71)5,; =0,

folglich (12) von der Form werden:

N ) d _ Az
oF oF, T Tz —4 -
(x—sl)<arvl—ba:-‘)

Im Ausdrucke (13) soll (z,y) unendlich nahe dem Punkte 3, dennoch auf
der Kurve 7' = o gelegen sein, und daher (13), auf Grund von (11), die
Form annehmen:
dx
- K‘%_.—_-?z .

Im obigen in (B) eingehenden Integrale S,5 ist N mit einem solchen
Faktor versehen, dass die entsprechende Grésse K ehen gleich Eins wird.

Die Gleichung (B) giebt daher fir A = o und nach Einfithrung des
Werthes (6) den Satz:

, S Ny v v
(B”) ;(ax + by + c(FO) <$>aw <5),a’

falls die Summe {iber alle Schnittpunkte zwischen F = o und @ = o
ausgedehnt wird.

Der Satz (A’) ist von JAcoBI in einer etwas allgemeineren Form ge-
geben worden, némlich in der Form:

L2
(14) Z:(F—d))=o’

wobel I, @ und & beliebige ganze Funktionen der Grade m bez. n und
m + n— 3 darstellen und die Summirung iiber alle Schnittpunkte zwischen
F = o0 und @ = o auszudehnen ist.

Dieser Satz zusammen mit einem anderen, den Satz (B’) umfassenden,
wurde von Jacosr entwickelt im B. 14, S. 281 des Journals von CRELLE.
Man siehe auch die 7heorie der Abel'schen Funktionen von CLEBSCH und
GorDAN, Leipzig 1866, wo diese Siitze von Jacosl zum Beweise der
ABgL’schen Sitze (A) und (B) benutzt worden sind.
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Der von Jacosr gegebene Beweis seiner Siitze ist rein algebraischer
Natur, elementiir, jedoch im Vergleich zu den oben vorgetragenen Beweisen
komplicirt. Es giebt aber eine rein geometrische Beweisfithrung jenes
Satzes (14), die an Einfachkeit und Uebersichtlichkeit Nichts zu wiinschen
iibrig ldsst, die freilich einen Satz von LiouviLre in T. VI, p. 345 des
Journal de Mathématiques (1841) ither den Schwerpunkt der Schnitt-
punkte zweier Kurven voraussetzt, aber dieser Satz kann, wie ich frither in
einer Abhandlung Om geometriska kurvor med dubbel krikning in T. VIII
der Jahresschrift der Universitit zu Lund (1871) gezeigt habe, sehr
leicht auf rein geometrischem Wege gewonnen werden. Hiervon wird
das Nichstfolgende handeln.

IIL

Ein Satz von Liouville.

Folgende Bemerkung schicke ich voran:
Wenn eine solche einfach-unendliche und stetige Kurven-Schaar vom
Index p:

(15) f@,y,4=o,

vorgelegt ist, die zwar p Kurven durch einen beliebig genommenen Punkt,
aber durch einen Punkt O besonderer Lage nur g — r 4 1 Kurven schickt,
und dabei immer O fiir eine der letzteren 7-fach ist, und O nur in der-
artigem Falle fiir eine der Kurven (15) vielfacher Punkt wird, so bilden
die geraden Polaren von O in Bezug auf die Kurven der gegebenen
Schaar eine Schaar vom Index p—»r 4+ 1.

Fiir den Beweis zeige ich zuniichst, dass im angenommenen Falle die-
jenige Kurve der Schaar (15), die O als r-fachen Punkt besitzt, fiir r ver-
schiedene Kurven gezihlt werden muss, deren nur eine O als r-fachen,
aber eine andere ihn als » — 1-fachen, eine dritte ihn als » — 2-fachen
Punkt besitzt, u. s. f. Es soll niimlich jetzt fiir einen gewissen Werth A°
von A der obigen Voraussetzung geméss sein:

[ =o0, fA)=o0, ..., () =o0,
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falls statt # und y die Koordinaten von O eingetragen werden. Aber
diese Gleichungen fithren die folgenden mit sich:

1° f(4)=o, f({)=o0, ..., *A)=o0,
wenn A = A, + dA und dA uneﬁdlich klein ist; ferner

2° f(4) = o, fl(A)=o0, ..., [7%2)=o0,
falls A, = 2 4+ dA, dA unendlich klein; u. s. f.; endlich

(r— 1y f(h) = o,

A_y = A_y + dA, di unendlich klein.
Sei dann

(a,) f@,y,4)=o0

die Gleichung der Kurve mit O als r-fachem Punkte.’ Sie ist nach dem
eben Angemerkten als zusammenfallend zu betrachten mit einer zweiten

Kurve

(a,) flz,y,4)=o0

mit O als » — 1-fachem Punkte,’ und mit einer dritten Kurve

(a,) fle,y,4)=o

mit O als r — 2-fachem Punkte, u. s. f., schliesslich mit einer Kurve
(@) flw, 9,4 = o

mit O als einfachem Punkte.

Sei dann p ein Punkt allgemeiner Lage in der z, y-Ebene, so finden
wir, dass unter den ersten Polaren von p in Bezug auf die Kurven (15)
jedenfalls r — 1 Polaren, niimlich diejenigen in Bezug auf (a,), (,), (a,), ...,
(a,_;), durch O gehen. Unter den geraden Polaren des letzteren Punktes
in Bezug auf die Kurven (15) gehen also immer diejenigen, welche den
Kurven (a,), (a,), (a,), ..., (a,_,) zugehéren, durch den beliebig genom-

! Also mit r Zweigen durch O.
* Namlich, nach 1°, mit # — 1 Zweigen durch O.
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menen Punkt p und werden folglich unbestimmt. Nun kann aber die
Schaar der geraden Polaren irgend eines Punktes in Bezug auf die Kur-
ven (15) hochstens vom Index p werden, so dass hochstens g derselben
durch irgend einen beliebigen Punkt p gehen.! Vom Punkte O gilt daher
insbesondere, dass unter seinen geraden Polaren in Bezug auf die Kurven
der Schaar (15), — wenn die Kurve mit O als Multipelpunkte ausge-
schlossen wird, — nur p— 7 4 1 derselben durch p gehen, oder dass
jene gerade Polaren des Punktes O eine Kurve der p—r 4 1% Klasse
wumhaillen.

Ich betrachte jetzt eine Kurve (K) der m*" Klasse und eine Schaar
von Kurven C’, C” ..., n*" Klasse, welche letztere simmtlich von den-
selben #*® Geraden beriithrt sein sollen. K und €’ hat eine Tangenten-
gruppe gemein, die ich mit I" bezeichne, & und C” eine derartige, die
I'” heisse, u. s. f. Es bilden diese I"", I'”, ... eine Kurvenschaar vom
Index m, denn durch jeden Punkt (p) der Ebene gehen m Tangenten
der Kurve K und jede dieser Tangenten wird von einer, aber auch nur
einer der Kurven C’, C”, ... berithrt. Diese, jene Tangenten beriihrenden
Kurven C bestimmen ihrerseits die einzigen Tangentengruppen I”, I'”, ...
die durch den Punkt p hindurchgehen. Wir sehen ferner, dass, wenn O
ein r-facher Punkt einer /" wird, es nur m — s andere durch O hindurch-

gehende I, I, ... geben kann, weil nimlich jetzt » von den Tangenten
an K, von O aus gezogen, von ein und derselben Kurve C berithrt wer-
den. Die Schaar der Kurven I, I'”, ... ist also gerade des oben postu-

lirten Charakters.

Auf diese Kurvenschaar konnen wir daher den obigen Satz anwenden.
Thun wir es, so erkennmen wir sogleich, dass die geraden Polaren irgend
eines Punktes O in Bezug auf die der Kurve A und den verschiedenen
Kurven €', C”, ... gemeinsamen Tangentengruppen im Allgemeinen, wenn
O ausserhalb K liegt, eine Kurve der m'" Klasse umbhiillen, die mit K
die von O aus zu ziehenden m Tangenten gemein hat;

wenn aber O zwar ausserhalb K liegt, aber Schnittpunkt zweier ge-
meinsamer Tangenten von K und einer der Kurven C ist, so wird die
Klassenzahl der umhillten Kurve nur m — 1,

' Es gilt némlich p als Index fiir die Schaar der Polaren beliebiger Ordnurgs-
zahl irgend eines Punktes in Bezug auf die Kurven (13).
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und wenn 7 der von O ausgehenden Tangenten an K zugleich ein
und dieselbe Kurve C berithren, so wird die Klasse der von jenen geraden
‘Polaren von O umbhillten Kurve nur m — r + 1.

Aber wenn insbesondere die Kurve K im Berithrungspunkte einer der
Tangenten durch O von einer Kurve C° berithrt wird, so gilt von der
ersten Polare eines beliebigen anderen Punktes p in Bezug auf die den
beiden Kurven K und C° gemeinsame Tangentengruppe, dass sie durch
jenen Beriihrungspunkt beider Kurven geht und diese dort auch beriihrt.
Dieselbe Polare muss ferner die Schnittpunkte der Tangente von K und
C° im gemeinsamen Beriihrungspunkte mit den iibrigen diesen Kurven
gemeinsamen Tangenten enthalten, weil diese Punkte Doppelpunkte der
fraglichen Tangentengruppe, als Kurve betrachtet, ausmachen. Die An-
zahl solcher Punkte ist nur mn — 2, weil die Tangente im gemeinsamen
Berithrungspunkte fiir zwei Individuen der fraglichen Tangentengruppe
zihlt. Hieraus wiirde aber folgen, dass jene erste Polare mit der Tan-
gente im gemeinsamen Berithrungspunkte der K und C° mindestens mn
Punkte, niimlich zwei mit jenem Berithrungspunkte zusammenfallende und
die eben erwihnten mn — 2 Doppelpunkte, gemein haben miisste. Die
Ordnungszahl der Polare ist doch nur mm— 1. Die Tangente im an-
genommenen Beriihrungspunkte zwischen K und C° gehért daher in ihrer
ganzen FErstreckung der ersten Polare von p zu, die daher durch O geht.
Die gerade Polare von O in Bezug auf die fir & und C° gemeinsame
Tangentengruppe geht folglich durch p. Aber p war ganz beliebig zu
nehmen. Die letat-erwiihnte gerade Polare wird daher unbestimmt. Es
gehen aber durch O noch m — 1 andere erste Polaren von p in Bezug
auf chen so viele andere Tangentengruppen, die fiir K und gewisse, von
der Lage von p abhiéngige der Kurven C’, U, ... gemeinsam sind. Die
geraden Polaren von O in Bezug auf diese Tangentengruppen werden im
Allgemeinen vollkommen bestimmt und die einzigen derartigen, die durch

p gehen.
Hieraus konnen wir ferner schliessen, dass, wenn X von einer der
Kurven (', C”,... in k Punkten berithrt wird, und die Tangenten in

diesen Punkten durch O gehen, die geraden Polaren von O in Bezug auf
die Gruppen gemeinsamer Tangenten von X und C’, von K und C”, ete.,
eine Kurve der Klasse m — k umhiillen, deren von O ausgehende Tan-

genten ebenfalls A beriihren.
Acta mathematics. 26. Imprimé le 20 juillet 1902, 38
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Vermittels des Korrelationsprincips oder einfach des Princips der
reciproken Polaren in Bezug auf einen Kreis mit O zum Mittelpunkte
werden wir von den eben angefiithrten Sitzen zu anderen sehr einfacherer
Form gelangen. Aus der Kurve K wird niimlich jetzt eine Kurve m**
Ordnung allgemeinster Art, aus der Kurvenschaar C’, C”, ... ein Biischel
von Kurven €', C”, ... #* Ordnung mit »* gemeinsamen Schnittpunkten,
aus der Gruppe /" der gemeinsamen Tangenten von X und C’ die Gruppe
(7') der Schnittpunkte der entsprechenden Kurven, und endlich, weil dem
Punkte O die unendlich entfernte Gerade entspricht, wird die gerade Polare
von O in Bezug auf /" in den Schwerpunkt der Gruppe y’ transfor-
mirt, hierbei doch alle Punkte in 7’ mit gleich grossen Massen verseben
gedacht.

Dies giebt uns folgende Siitze:

Wenn K eine nicht-parabolische Kurve m'* Ordnung und C', C”, ...
Kurven n'" Ordnung eines Biischels sind, so werden im Allgemeinen die
Schwerpunkte der Schnittpunktssysteme der K und C’, der K und O,
u. s. f., eine Kurve m"" Ordnung erfilllen, deren Asymptoten denen der
Kurve XK parallell laufen.

Wenn aber eine der Kurven C durch » der unendlich entfernten
Punkte von X hindurchgeht, also » Asymptoten hat parallell mit eben so
vielen Asymptoten der Kurve J{, so kann die Ordnungszahl jener Schwer-
punktskurve héchstens m — r 4 1 sein; .

und wenn insbesondere »r Asymptoten einer C mit eben so vielen
Asymptoten der K zusammenfallen, wird jene Ordnungszahl nur m —r,
und die Asymptoten der Schwerpunktskurve laufen mit den tbrigen Asymp-
toten von K parallell.

Denken wir uns C’ als eine Kurve »
und C” aus den Asymptoten von C’' gebildet, so giebt es in dem von
diesen C' und C” gebildeten Biichsel eine dritte Kurve, C'”, die aus der

ter

ter

Ordnung allgemeinster Art

unendlich entfernten Gerade, zwei mal gezihlt, und einer Kurve # — 2
Ordnung zusammengesetzt ist. Diese C'” muss als die Kurve X in simmt-
lichen ihren unendlich entfernten Punkten berithrend angesehen werden,
und daber liegt jetzt ein Fall der zuletzt betrachteten Art vor, und zwar
mit r =m. Wir kommen aber dann gerade zu demjenigen Satze von
LiouviLLE, von dem am Ende des vorigen Abschnittes die Rede war und
der folgendermassen lautet:
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sDer Schwerpunkt der Schnittpunkte zweier nicht parabolischer Kur-
ven fillt mit dem Schwerpunkte der Schnittpunkte der einen Kurve mit
den Asymptoten der anderen und also mit dem Schwerpunkte der Schnitt-
punkte der Asymptoten beider Kurven zusammen.»!

V.

Fin Satz von Jacobi.

1. Die Kurven des Biischels

(16) ¢+ A =o0, A var. Parameter,

besitzen simmtlich dieselben Asymptoten, falls, wie ich annehme, ¢ des
n''® und ¢ des n' — 2*® Grades in Bezug auf x,y sind. Sei F m'™
Grades und

(17) F=o0

die Gleichung der Kurve (1), die ich K nenne. Der Schwerpunkt der
mn’  Schnittpunkte der Kurve K mit einer der Kurven (16) wird jetzt,
nach dem oben bewiesenen Satze von LiouviLLE, von A unabhingig. Wenn
daher die Koordinaten jener Schnittpunkte mit

xl)y];xQ)yQ;"
bezeichnet werden, so muss sein:

mn

(18) g:ldx,. = o, ;}dy,— = o,

wenn mit dz,, dy, die aus der Aenderung di von A erfolgenden Aender-
ungen von x, und y, bezeichnet werden. Diese Aenderungen sind aber
durch die Gleichung (6) im Abschnitte II bestimmt worden. Dadurch
bekommt man aus der ersten der Gleichungen (18) die Gleichung:

y2F
oy

I 2 TN e 0,

(r0) Fo) + 2(Fyg)

' Auch andere Sitze dieser Art betreffend Kurven doppelter Kriimmung und Fidchen
sind in derselben Weise von mir in der oben citirten Abhandiung in T. VIII der Jahres-
schrift der Universitdt zu Luund hergeleitet worden,
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wo fiber alle mn’ Schnittpunkte der zwei Kurven (17) und (16) summirt
werden soll.

Es kann sein ¢ = V. #, wo @ eine ganze Funktion des #'" und V
eine ganze Funktion des n' — n"® (irades sind (n < »’). Man hat dann:
(Fg) = V(FO) + &(FV),

also aus (19) fir 2 = o:

27 T
oy I

20
( ) (d):o) V(T¢) (r=0) J)(FV) !

falls die erste Summe iiber die Schnittpunkte: 77 = o, ¢ = o und die
zweite Summe iiber die der Kurven F = o, ¥V = o ausgedehnt werden.

2. Wenn gesetzt wird
oF

— @ N
und demgemiiss #'—n = m — 1, so fillt in vorangehender Formel die
zweite Summe weg, und man hat den Jacosr'schen Satz (14):

/
DI

~ (FO)

wo ¢ eine ganze Funktion des Grades ' — 2 =m + n— 3, F und @
ganze Funktionen der Grade m bez. n vorstellen, und iiber simmtliche
mn Schnittpunkte der Kurven /' = o, @ = o summirt wird.

3. Wenn dagegen
oF
V= (ax + by + C)a—y)

und demgemiiss %' — % = m, so muss sein:
(FV)=(aw+by+c)< + (Fax+by+c)

= (az + by + o (F2)) +§f(b§—a§),

und die Gleichung (2 ) nimmt die Form an:

¢ _
(21) (;))(ax + b./ + )(F @) + Z < oF 3F> =0

b— —a—

(az+by+c=0) ox 3y
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Es muss nach dem Obigen ¢ eine ganze Funktion des Grades n'— 2
= m + n— 2 sein. Sei sie ausserdem so gewihlt, dass m — 2 der m
Schnittpunkte der Gerade ar + by + ¢ = o mit der Kurve F = o Null-
punkte fiir sie werden, so reducirt sich die zweite Summe in (21) auf bloss
zwel Glieder

¢ ! (8 1
A L e

deren das erste ein Substitutionsresultat der Koordinaten einer der iibrig-
gebliebenen zwei Schnittpunkte: ax + by + ¢ = o, F = o, ausmacht, das
zweite Glied sich in derselben Weise auf den zweiten dieser Punkte be-
zieht. a heisst der erste, § der zweite Punkt.

Aber oben, aus der Gleichung (11), haben wir gesehen, dass, falls N
eine ganze KFunktion des m — 2" Grades ist, die fir die oben angenom-
menen, fir F, ¢ und ox + by + ¢ gemeinsamen m — 2 Nullpunkte ver-

schwindet, so ist
N N
oF  aF T aF k)
b——a— b— —a—
x %Y/ a X Y/ 5

Wenn daher angenommen wird
g =N.V¥,

wobei ¥ eine ganze Funktion des »*® (irades bedeuten soll, so wird der

Ausdruck (22) der Form ’
—#((5).~ (),

A
w By 3

Die Gleichung (21) giebt somit die Formel:

K eine Konstante gleich

s

> wrima = (o).~ (2),),

(0=0)
die, wenn der Kiirze wegen N statt % geschrieben wird, in die Formel
(B') des Abschnittes II iibergeht.
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Y.

Die Abel’sche Transcendente T,3(z).

Fir die Losung des Jacosr'schen Umkehrproblems spielt die Tran-
scendente

T.s(x) = éfdnaﬁ

eine Hauptrolle. Die hier angewandten Bezeichnungen haben die folgende
Bedeutung: a, f sind zwei Punkte auf der Kurve K (F = o), II,; ist
ein Integral dritter Gattung, das sich auf die Kurve K bezieht und nur
die Punkte a, f als Unstetigkeitspunkte besitzt. Es soll aber iiberdies
Haﬁ ein besonderes §,; sein, ndmlich aus einem allgemeinen §,; und
Integralen erster Gattung in linearer Weise so zusammengesetzt werden,
dass bei geschickter Wahl der Integrationswege:

&’ 3
(23) [all,, = fall,
I3 a

unter &, £&” zwei beliebige Punkte auf K verstanden. Ferner soll p das
(teschlecht der Kurve K bedeuten und durch das Zeichen

Vi
.‘n/ (i=1 oder 2,3,...,p)

eine Integration zwischen zwei bestimmten Punkten auf K, die ich kiirz-
lich als Punkte z,,y. bezeichne, vorgeschrieben sein; aber simmtliche 2p
Punkte © und y sollen zusammen mit den ausser a und f befindlichen m — 2
Schnittpunkten zwischen K und der Gerade afi sammt den Doppel- und Riick-
kehrpunkten von K auf ein und derselben Kurve m — 2** Ordnung liegen.

Es gilt dann der fiir jene Transcendente T,,(#) fundamentale Satz,
dass dieselbe die Differenz zweier Funktionen ausmacht, deren eine nur
von « und z, die andere nur von g und z abhingt." Diesen Satz werde
ich hier aus dem CARrNo1r’schen Theoreme iiber die Schnittpunkte dreier
Transversalen mit einer algebraischen Kurve (K) ableiten.

! Man siehe CLEBscH und Gorpax: Theorie der Abel’schen Iunktionen, Leipzig
1866. S, 154—160.
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Sei y ein Punkt auf K, der nicht mit a und S in gerader Linie liegt,
iibrigens aber beliebig fixirt ist, und seien die ausser «, 8 und y vorhan-
denen Schnittpunkte der Kurve K mit den Seiten Sy, ya, af des Dreiecks
afy mit a,,a,,... bez. b ,d,,... und ¢ ,¢,, ... bezeichnet. Durch
die p Punkte (z), die Doppel- und Riickkehrpunkte von A und jene
Punkte (a) bez. (b) und (¢) werden drei Kurven m — 2* Ordnung ge-
legt, die durch die Gleichungen @ = o bez. ¥ = o, y — o vertreten sein
mochten und die ich der Kiirze wegen mit @, ¥, y bezeichne. Jede
dieser Kurven schneidet K in noch p Punkten, die fiir die Kurve @
t,,ty, ... fir die Kurve ¥ 2,2, ... und fir die Kurve y y,,9,. .
heissen mogen. Die ABEL’sche Gleichung (B) des Abschnittes I, auf I1,,
statt S,; angewandt, werde jetzt von den Schnittpunkten der Kurven K
und ¥ als unteren zu denen der Kurven K und y als oberen Grenzpunkten,
oder, wie ich kiirzer sagen kénne, von ¥ zu y integrirt.' Es kommt
dann die folgende Gleichung heraus:

m—2

(24) éj?iﬂ,,, + 2 fliHa, + ?:3, fxdﬂar = 102[(6)(?)7]

Und wenn man dieselbe Gleichung (B) auf Il, anwendet und von
x zu @ integrirt, bekommt man:
m—2 a; P

) E fdnﬂ, + [0l + £ de,, —10e[(2),(4) |

Die Dreiecksseiten fr, ya, af seien durch die Gleichungen 4 = o,
B =0, (= o0 vertreten. Dann kann ich sagen, dass, wenn man die
zwei Differentialgleichungen (B) fir II,,, Il,, von B zu C bez. C zu 4
integrirt, die folgenden Relationen gewonnen werden:

o E s, (§),(5)]

! Die Wege, welche die Schnittpunkte: F =0, ¥ + iy =0, oder bez. der
Gleichung (25) die Schnittpunkte: F = 0, y 4+ A@ = 0, beschreiben, wenn 4 stetig von
O bis co variirt, werden zu Integrationswegen benutzt. Es werden aber noch Wege
von z; nach y; hinzugefiigt und ferner Integrationen von z; nach z; und von z; nach ¢

folgendermassen definirt:
jfofo fofef

z z Y x x v
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o Efs fa, - e(4)(9)]

hierbei o', 3, 7 Punkte auf K bezeichnend, die unendlich nahe an a bez.
B und r liegen.
Es ist aber nach (23):

8 4 4
deIa-r- == [d]:[n; == _IdHﬂr,
s a a
und daher:

de,.,. +deI,,,,. =frdHﬁ.,.—deﬁ,,

gleich Null, wenn o', f und 7' den kiirzesten Weg nach « bez. § und
ricken. Durch Addition von (26) und (27) erfolgt somit:

(28) i( f all,, + f dII,,) = lim log[@,(%),(‘g)a] '

t=1 /

Aber, wenn A, B, C in der Hrsse’schen Normalform gegeben sind:

<§> __ Linge des Lothes von ;" auf ay _ sin 'y«
A/, Linge des Lothes von ;' auf By  sin 778’

<A> __ Liange des Lothes von £ auf ;3  sin 88y
8

C/sz  Lange des Lothes von B auf ¢f  sinffu’

<0 __Linge des Lothes von o' auf ¢ _ sina'af
B/, Linge des Lothes von « auf ya  sind'ay’

Es werden beim Grenziibergange a'a, #f, y'r Tangenten der Kurve K in
den Punkten «, 3, y bezw. Ich werde sie mit 7,, 75, 7, bezeichnen. Be-
merken wir hernach, dass der Formel (9) des Abschnittes II zufolge:

Za_(ic,.ac,‘acs...
25 Pe, fe, fe,

RO (TR (R (JRER
v,

~ ab,.ab,.ab,...’

—a)—ﬂ-_-_: ECI_‘_,ML_
o e, .7a,.ra,...°
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so finden wir durch Addition der Gleichungen (24) und (25) und nach-
folgende Subtraktion von (28):

(29) Zf(dHa,-—dH ) + Zde deH

=1 x =1 x; =1 z

o sin (z5, Ba)fa, . fa, ... sin(t., 7P b, . 7b, . .. sin(za, ay) ac, . ac, .. ]
[sin (t8, By) Be, . Be, ... sin (7, ya)7a, . 7a, . . . 8in(t,, aPab, .ab, ... |’

Aber nach dem Carnor’schen Theoreme, wie es, wenn die Ecken des
Dreiecks (afy) auf der Kurve (K) fallen, zu formuliren ist (siche CiASLES,
Mémoire de Géométrie, Suite d Apercu historique ete., p. 727, 846), wird
der eingeklammerte Ausdruck gleich eins. Ferner muss nach (23) sein:

fall, — fall, = faIL,,— fall,, = faIL, = faTL,.
4 4 b 5 a i

Damit erfolgt aus (29) die Relation:

> Jall, + ¥ [all, + 3 fall,. -

i=1 i=1 =

&
2

also nach der Definition der Transcendente 7':

Ty(2) = T, (2) — Tp(a).

Es geniige hier y als konstant, dagegen a, f und z als variabel an-
zusehen, damit wir in der letzten Formel den wichtigen Satz erblicken,
dass die ABEL’sche Transcendente T, eine Differenz zweier Funktionen
ausmacht, deren eine nur von a und den p Punkten z, die andere nur
von 2 und denselben p Punkten x abhingt. W. z. z. w.

Acta mathematica. 2%6. Tmprimé le 7 aoiat 1902, - 39



