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SUR L'APPI_;ICATION DU THI~0REffIE FONDAMENTAL D'ABEL RELATIF AIJX 

INTI~GRALES ALGl~BRIQUES A LA RECHERCHE DE SYSTEMES e0NPLETE- 

MENT 0RTHOGONAUX DANS UN ESPACE A n DIMENSIONS 

P A R  

GASTON DARBOUX 
P A  l. 'I  S. 

Parmi les diff~rentes m6thodes que JACOm a fair connaitre pour l'in- 
tdgration des dquations diffdrentielles abdliennes, s'en trouve une qui repose 
sur une transformation analytique des plus remarquables, ddcouvm~e et 
employde d'abord par LAM~. dans le cas de trois variables inddpendantes. 

Si l'on ddsigne par Pl,  P 2 , " ' ,  Pn les n valeurs de Jl qui sont ra- 
cines de l'dquation 

(~) ~ ~" 
a i - ~ =  I, 

1 

off al ,  a ~ , . . . ,  a., sont des constantes, on peut substituer aux variables 
xl ,  x ~ , . . . ,  x,,, que l'on envisagera comme les coordonn~es cart~siennes 
d'un point dans l'espace h n dimensions, les n variables p~, p ~ , . . . ,  p, ,  

qui deviendront ainsi des coordonndes curvilignes du m~me point. Nous 
les ddsignerons dans la suite sous le nora de coordonndes elliptiques, parce 
que les surfaces sur lesquelles chaque coordonnde demeure constante sont 
du second degrd. Jhcom a donnd les formules qui permettent de passer 
des coordonndes cartdsiennes aux coordonndes elliptiques. Si l'on pose, pour 
ab%ger, 

( ~ )  f ( u )  = ( u  - -  . , ) ( , ,  - -  ~ )  . . . (~  - -  . . ) ,  

( 3 )  ~ ( , , )  = ( u  - -  p , ) ( u  - -  I ) ~ )  �9 �9 �9 ( u  - -  ,,,,,), 
Acla n~alhemalica. 26. Impr ime le 3o ju in  1902. 
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on aura 

2 ~--- s v ( a i )  

(4) f ' ( a , )  ' 

et l'dldment lindaire de l'espace, donn6 par la formule 

ds 2 = dx~ + . . .  + dx~., 

aura pour expression, en coordonndes elliptiques, 

I r (P~ ) dp~ (5) ds'  = 2[., 
- - : , 1  " 

Cette expression apparait comme la g~n6ralisation naturelle de celle que 

l 'on doit h LAM~ pour l'espaee h 3 dimensions. 
Dans mes premiers travaux sur les cyclides homofocales j 'ai 6t6 conduit 

~ ddfinir et h dtudier un nouveau syst~me de coordonndes curvilignes ortho- 
gonales qui, lui aussi, peut s'dtendre h u n  nombre quelconque de dimensions. 

On le ddtermine de la mani~re suivante. 
Ddsignons par la notation b~k les (n + 2) 2 dldments d'une substitution 

lindaire orthogonale 
les relations 

(6) 

h n + 2 variables. Ils sont lids comme on sait par 

k = n + 2  i = ~ + 2  

k=u+2 k=~l+2 

T-.~=~= bubkh = o, k=~ bikbhk "= o. 

Supposons que tous ces dldments soient des constantes, et introduisons ~ la 
place des n variables xi les n + 2 variables Yi dont les rapports mutuels 
sont ddterminds par les dquations suivantes 

2 ~ R 2  z ~ + . . . + z ~ -  
(7) ),y~ = bk,•l + bk, x~ "4- . . .  + bk, x ,  + bk,,+~ 21r 

2 ~ ~ '~  z , + . . . + ~ +  
+ bk, +2 

21~ ~/-- i 

off R ddsigne une nouvelle constante et 2 un facteur de proportionnalitd. 
Un point de l'espace h n dimensions sera ddtermind, par les rapports 

mutuels des variables y~. Mais ces variables sont des coordonndes homo- 
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gdnes surabondantes lides, eomme il est facile de le vdrifier, par la relation 
identique 

n + 2  

(s)  X: = o.  
1 

Nous les appellerons coordonn@s sphdriques du point. Rdciproquement, 
routes les fois que n -4- 2 variables Yi vgrifient la relation identique prdcd- 
dente, e11es sont les coordonndes sphdriques d'un point, et les formules (7) 
permettent d'en d6duire les coordonndes cartdsiennes xi. On trouve en 
effet, par des calculs faciles, 

(9) 

k = n + 2  

X i = ,~ ]~, bkiYk,  
k=2 

~ r,s k=n+2 x~ + . . .  + x , , - -  
2I~ ~ ~--- )' ~ bk,,,+~yk, k = l  

'2 ~ k = n q - 2  x, + . . .  + z,, + //~ 
= ), r ,  bk,,,+:yk; 

k = l  2R ~/-- I 

et des deux derni~res de ces relations on ddduira les suivantes: 

~ k = n T 2  

= 22 + \ / 
k = l  

( i x )  
R k=n+2 

- = Z (~I----G b , , , + ,  - -  b k , , , + , ) y ~ .  
k=l  

Cette derni~re ~quation fera connaitre l'expression de , t e n  fonction des 
coordonnges Yk et permettra, en pal~iculier, d'obtenir les expressions sui- 
vantes des x~ 

k=n+2 

R ~-, bkiyk 
k=l  

( I 2 )  Xi ~ -  k=n+~ 

(~/----- [ bk,,+: - -  bk,,+l)yk 
k = l  

I1 est d'ailleurs tr~s aisd de former l'expression de l'dl~ment lind.aire 
de l'espace en fonciion des quantitds Yk et de leurs diffdrentielles. 

Si l 'on diff6rentie en effet l 'dquation (7) et si on ajoute, apr~s les 
avoir 61ev6es au carrd, routes les dquations ainsi obtenues, en dormant 
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a k routes los valeurs possibles, on trouvera, cn tenant conTfe de l'iden- 
titd (8), 

n + 2  n 

1 1 

et, par suite, l 'dldment lindaire de l'espace h n diinensions sera fourni par 
la formule 

n + 2  

R' Z ,lye, 
( i 3 )  d s  2 . . . . . . . . . . . . . .  2 ...... 

(r  b,<,,,+~- ,,,:,,,+,),j~ 

oh ne figurent que les eoordonndes sphdriques Yk. 

I I .  
L'emploi des coordonndes sphdriques permet de montrer que, dans 

tout espaco ~t n dimensions, il existe un syst6me triple orthogonal algd- 
brique, plus gdndral que celui des coordonn6es elliptiques. 

Si l 'on pose en effet 

( '4)  
y ~  = ((,~ - -  p D ( a k  - -  p.D . �9 �9 ( a k  - -  p . )  

f ' ( ~ k )  

f ( u )  ddsignant le polynome h racines constantes 

( I 5 )  r ( u )  = ( u  - -  <, , ) (~  - -  ~ )  . . . ( , ,  - -  a , ,+ , ) ,  

les quantit& Yk satisferont h la relation identique 

Z y ~  - -  o 
1 

et pourronf 6tre considdrdes, par consdquent, comme les coordonndes sphd- 
riques d'un point dans l'espace ~t n dimensions. 

Les quantitds & ,  & , . . . ,  p,, seront les n racines de l'dquation en 

n + 2  '2 

,6) ~ ,  !/k __ ~ a k - -  ), O. 
I 
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Par un calcul analogue ~ celui de JAcom, on trouvera 

(, 7) X @~ - ~ ~r ,,f,,." 
1 4 , f ( , i )  

if(U) dgsignant, pour abr6ger, le polynomc 

01l aura done, pour l'dl&nent de l'espace h n dimensions, l'expression 
suivante, d6duite des formules (I3) et (I7), 

~ , ,  -- 
(19) ds.~ = 3 i  2 ~o(p i )dp~,  

" ~  f ( m )  1 

oh M aura pour expression 

(20)  M = - ~ = ~  - n ~ / - ,  

x w ( ~ / - - '  < . + = -  ~,,.,.+~) k = l  

On voit ainsi que, dans un espace quelconque, les n variables pi ddf{nies 
par l'dquation (16) forment un syst6me de coordonndes curvilignes ortho- 
gonales. 

Ce systbme est, plus gdngral que celui de LA~ts et de aaconI, puisque 
les surfaces qui le composent et. pour lesquelles une des coordonndes est 
const.ant.e sont ddfinies par l'dquat.ion (I 6), et. il rdsulte de l'expression (7) 
des coordonndes y~ que cos surfaces sont du quat.ribme ordre et. qu'elles 
admet,tent, pour ligne double le cercle de l'infiui. 

III. 
Des calculs qui out 6td ddvelopp6s dans l'article prdcddent, il rdsulte 

que, dans tout espace h n dimensions, on peat d6finir deux syst~mes ortho- 
gonaux alg6briques pour lesquels l'dldment lin6aire est compris darts la forme 
gdn6rale 

~ = n  i o 

(2 J) ds ~ = M ~ ~ r  
i =~  l ' ( pd  ' 

oh l'on a 

(22) ~ ( ~ )  = (u - -  pl) . . . .  ( .  - -  p,,) 
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et off f(u) dSsigne un polynome a|g6brique h coefficients constants. Pour 
l 'un de ces syst~mes, forms des surfaces homofocales du second degrS, M 
se r~duit ~ une consfante et le polynome f(u) est du degrS n. Pour l'autre, 
forms de surfaces du quatri~me ordre analogues aux cyclides, f(u) est un 
polynome du degr6 n + 2. Nous allons voir comment 1'application du 
th6or~me fondamental d'AngL permet de r~tf~cher ~ ces syst~mes une suite 
illimitde de nouveaux syst~mes orthogonaux algSbriques. 

0 et 0~ dSsignan~ des fonctions quelconques des variables pi, dSsignons 
par A 0 ,  A ( 0 ,  0~) les symboles opdratoires suivants: 

(23) 

L'6quation 

est Svidemment la 
families de surfaces 

/ 2-,) 
i = l  

i = l  

~ x ( ~ ,  o , )  = o 

condition nScessaire et suffisante pour que les deux 

0 ---- const., 0t ----- const. 

se coupent mutuellement h angle droiK 
Cela posd, introduisons la fonction 0 dSfinie par la formule 

f o = ~ j ~  �9 
i = l  

(24) 

o?l l 'on a 

(2s) ~ ( u )  = (u  - -  ~ , ) ( u  - -  ~ 2 ) . . .  (u - -  ~.), 

%, . . . , a, ddsignant n consf~ntes arbitraires. 
I1 es~ facile de voir que la fonction 0, consid~rSe comme ddpendante 

des quantitds al, satisfait identiquement aux dquations aux dSrivdes partielles 

sui~antes: 

qui sont au nombre de n ( ~ -  I) 
2 
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Considdr6e comme fonction des variables pi, elle satisfera 5ga|ement 

h une ~quation aux ddriv~es partielles que nous allons former. 
On a 

(: 7) tx o = S" ~q"). --" r  
i = l  

La somme qui figure dans le second membre est prdcisgment une de celles 

qu'ABEL nous a appris ~t dvaluer. C'est le coefficient de _i duns le dd- 

veloppement de ~(u) suivant les puissances descendantes de u .  ~(u) 
On ~ donc ggugralement 

n 

(~s) A O =  Z r ~,) 
1 

(~9) 

Ce point ~tant admis, reprenons la formule gdn~rale 

et diff~rentions par rapport h une des consiantes a. 
conduit h l 'identit~ 

(30) aA0 4(0 aS ~ - ,~ , ) .  

On sera dvidemment 

En faisant usage de eette relation on voit que si l 'on diffdrentie par 

rapport h ai l 'gquation (28) on aura 

(3,) 2 

~ �9 * 
I lfferenhons h son tour l 'dquation (31) par rapport. 'h une autre des 

constantes a;; nous aurons 

. ' o  (3 2) ~ 0 , ~ . ! +  \ ~ : ,  ~ - -o .  

Aeta m a t ~ m a ~ a .  ?6 ,  I m ~ r i m 6  l e  30  j n i u  1 ~ 2  30 
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Or d'apr~s les 6quations (26) auxquelles satisfait 0, on a identiquement 

(33) ,(o,-+,,(o, ( ,o) ~,~o,~/ , ~ --A O, ~ = o, 

ee qui donne, en tenant eompte de l'dquation (3t), 

(34) 
~'0 ' ~ =  

A 0 ,  ~ai~a~/ O. 

On aura done, dans tous les  eas, en vertu de l'Squation (3 z) 

(35) , ~ ,  ~ = o .  

z0 ~0 
Le leeteur pourra d'aiUeurs ealeuler directement ~a~' ~ak et vdrifier sans 

peine la relation, fondamentale pour notre objet, que nous venons d'obtenir. 
Ces formules pr61iminaires une fois dtablies, considdrons une fonction 

F des seules variables a~, assujettie ~ v6rifier les 6quations aux ddrivdes 
partielles 

(36) 2 ( a , -  ak) ~---~a k q- ~a, ~ak = O, 

et 6erivons les n 6quafions 

~0 ~F 
(37) ~a~ ~=~' ( i=1 , s  ..., n) 

qui dgterminent a I , . . . ,  a, en fonction de p : , . . . , p , .  Nous allons montrer 
que les fonctions a~ ainsi ddfinies forment un syst~me compl~tement ortho- 
gonal. 

Remarquons h eet effet qu'en vertu des 6quations (26) et (36) on a 
identiquement 

Par eonsdquent routes les dquations 

(38) ~,,o,,k ~,~, ~ ' 
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oh i est diffdrent de k, s 'obtiennent par la combinaison lindaire des dqua- 
tions (37), dont elles sont de simples consgquences. 

D'apr~s cela, si nous diffdrentions totalement lesdquat ions  (37), nous 
aurons, en tenant compte des formules (38), 

(39) Z ~'0_8 dpj, , _---;)aai. 
k=! ~ai~pk \~a i  ~ai / 

Si donc l 'on pose, pour abr~ger, 

(40) p ~ =  
a~F ~+0 

on voit que l 'on aura 

I A(O0 ~0) (4I) A(a,,ak) =/~,p--~ \ a a , ' ~  = ~  

Donc les fonctions a l , . . .  , a, forment bien un systbme orthogonal. 
On peut ddmontrer ce rdsultat d'une autre mani~re. La relation (4 i) 

montre que les n 2 616ments ddfinis par la formule 

D - -  

~a~ Opk 

sont ceux d'une substitution lindaire orthogonale. Car, on vertu de l'dqua- 
tion (4I), ils satisfont identiquement h la relation 

Imll  

Z CilCkl -~  0 
l = l  

et, d'apr~s la ddfinition du symbole A,  on a dvidemment 

Zc = ,. 

Or on trouvera aisdment que l 'on a 

(;~0\ 
= 

I ~,'(ai) 

4 ~(a~) ' 
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ce qui donne, pour /'expression des coefficients ci~, 

,/f(pk) r ~(a,) ~'0 

En tenant compte de cette expression, rdquation (39) peut se mettre sous 
la forme 

(42) ~ c~ dpk = da~. 

Si l'on dl~ve Ies deux membres au carrd et si l'on ajoute toutes les dqua- 
tions obtenues en dormant h i routes les valeurs possibles, on aura 

ou encore, en utilisant l'~quation (2t), 

<43) ds,= __4M, E ~(<~,) , 2 ~' (al) p~ da~ . 

Cei~e expression de l'dI6ment lindaire de I'espace /t n dimensions, dtant 
ddbarrassde des rectangles, met en 6vidence que les fonetions a~ torment 
un syst~me compl~tement orthogonal. 

I V .  
Des propositions 6tablies dans l'article prdcddent rdsulte l'existence 

d'une infinitd de syst~mes orthogonaux nouveaux. II est aisd en effet de 
ddmontrer que les 6quations (36), quoique en nombre surabondant, admet- 
tent des solutions, algdbriques ou transcendantes, en nombre illimit6, et 
que leur intdgrale gdndrale contient dans son expression n fonctions arbi- 
traires d'une variable. Les syst~mes orthogonaux ddfinis par les formules (37) 

vO ~F 

ont donc un degrd assez grand de g6n6ralitfi. 

(~= 1, ~, . . . ,  n) 
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Les Equations prEcddentes se prdsentent sous forme transceudante, 
puisque 0 a pour expression 

0 = 

i = l  

mais nous allons voir qu'en s'appuyant sur la ddcouverte fondamentale 
d'ABEL relative aux intEgrales algdbriques, on peut, dans un nombre illi- 
mite de cas, les remplacer par des relations enti~rement algdbriques. 

ConsidErons en effet l'gquation 

(44) P ' - -  Q ' f ( x ) • ( x )  ----- o 

off P e t  Q ddsignent deux polynomes algEbriques en x dent nous re- 
gardens les coefficients comme variables. Le thEorSme d'AI~EL nous apprend 
que, si on dEsigne par x~, x2, . . . ,  les racines de cette Equation et si l'on 
suppose pour chacune d'elles le signe du radical dEfini par l'Equation 

P 
(45) ~ / ~  = ~,  

on aura, en supposant que les polynomes P et Q varient de 3P et de ~Q 
et en dEsignant par 3x~ la variation correspondante de xi, 

(46) Z R(z,)~z, = 2R(zXP3Q-- Q~P). 
~/f(~i)~(~i) H p'  ~ Q'f(x)~(~) ' 

/r ddsignant un polynome quelconque et I I  Etant le signe qui exprime 

le coefficient de _l dans le dEveloppement de l'expression soumise ~t ce signe 

suivant les puissances descendantes de x. 
Supposons maintenant que les coefficients des polynomes P et Q 

varient d'un syst~me de valeurs ddsignd par l'indice o fi un autre syst~me 
o h dEsignd par l'indice I. Chacune des racines xi p~sera d'une valeur xi 

une valeur x]; l'Equation prEcEdente, int6grde entre ces deux dtats, nous 
donnera la suivante 

(47) " 7 " J ~ / ~ , )  = H ~ / f ~ )  l o g ~ ; - - ~ ~  

qui est due ~galement h ARsL. 
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Nous allons l'appliquer successivement fi nos deux syst~mes ortho- 
gonaux en prenant pour ~(x) le polynomc ddfini par l'dquation (25) et 
pour f ( x )  le polynome qui figure dans l'expression de l'dldment lindaire. 

Pour le premier des deux syst~mes orthogonaux, ce polynome est du 
degr6 n. Choisissons P du degr6 p + n e t  Q du degr6 p - - I  et prenons 
pour syst~me de valeurs initiales celui pour lequel P se rdduit k son premier 
terme, tous les coefficients de Q 6rant nuls. Alors routes les valeurs ini- 

0 seront nulles et il en sera de m~me de la valeur initiale de tiales x~ 

log P + Q ~/f(x)~(i~) 

p -- Q ~/f(z)~(~) " 

Choisissons maintenant pour l'dtat final eelui dans lequel n des 2 / )+  2n 

racines xl sont 6gales ~ p ~ , p ~ ,  . . . , p , ,  les 2p + n autres se rdduisant 
routes h des constantes h~, h 2 , . . .  , h~p+,. En exprimant que l'6quation 
(44) admet routes ces racines, nous aurons 2p + 2n 6quations qui, par 
l'6limination des 2p + n coefficients de P e t  de Q, donneront n relations 
algdbriques entre les quantit6s Pi, ak, hr. Ces relations alg6briques don- 
neront naissanee, d'apr~s la formule (47), aux relations transcendantes com- 
prises dans la folanule g~n~rale 

(48) 

iol hi 

i=, 4f(pO~(pO i=, ~/f(hO~(hi) 
0 0 

/r log P + Q qf(~)$(~e) 
= H qf(z)~(z) p _ Q qf(~)~(z) '  

P et Q ayant les valeurs qui correspondent h l'6tat final, parce que, pour 
l'dtat initial, le logarithme qui figure dans la formule (47) se rdduit k zdro. 
Ainsi les coefficients de P e t  Q sont d6terminds par les conditions 

(49) 

(50)  

P ( ? , ) -  = o, 

p ( h , )  - -  = o ,  

qui permettraient dvidemment d'6crire les expressions d6veloppdes de ces 
polynomes, 
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Dans la formule (48), 10 second membre sera nul routes les lois que 
R(x) sera de degr6 inf6rieur it n. On aura donc 

pl hi 

0 0 

pour tout polynome R(0~) de degrd infdrieur ou ~gal it n -  I. 
D'aprbs cela, prenons pour R(x)successivement les diff6rents quotients 

,~(,) 
que l 'on obtient en supprimant un des facteurs de N(x). On aura 

- -  t~ k 

les n dquations 

pi hi 

(5 , )  ~=, (e~ - ~3 q?(p# = - -  , : ,  ( h , -  ~,k) q i ( ~ i , )  
0 0 

auxquelles on pent donner la forme suivante. 
Posons 

pl 

0 

hi 

(s3) u = -  Z JV eh, �9 
i = l  

0 

Les 6quations (5 I) pourront s'derire sons la forme abrdg6e 

a O  aF 
(54) aai aei 

Et  eomme la fonetion F satisfait 6videmment aux ~quations aux d~riv6es 
partielles (36), nous voyons que les gquations (54) rent-rent duns le type 
(37) donn6 plus haut et que les variables %,  %,  . . . ,  a, d&ermindes par 
ces 6quations en fone$ion de p~, p , ,  . . . ,  p. sont les param~tTes d'un 
syst~me orthogonal. Comme les relations transcendantes (54) peuvent gtre 
remplac6es par les 6quations alg6briques que l 'on obtient en 61iminant 
entre les 6quations (49) et (5o), les coefficients de P e t  de Q, on reeonnait 
que tons les systSmes orthogonaux ainsi ddfinis sont algdbriques. 
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Les raisonnements prdcddents se rattachent 

st~mes orthogonaux ddfinis aux articles I et I I .  

second, pour lequel f ( x )  est du degrg n ~ 2, 

thdorie analogue. 

On prendra l 'dquation alg6brique 

au premier des deux sy- 

Si nous envis.ageons le 
on poma~ constituer une 

(55) P ~ - -  Q ~ f ( x ) ~ ( x )  = o 

off P sera maintenant un polynome de degr6 n -~ p + i et Q un polynome 
de degr6 p.  On exprimera qu'elle admet pour racines p ; , . . .  , p ,  et 

n -t- 2p + 2 constantes hi. L'dlimination des n A- 2p n u 2 coefficients de P 
et de Q entre les 2n + 2p A- 2 gquations ainsi obtenues laissera n relations 

entre les variables pl et les variables as qui d6finiront 6galement un syst~me 

orthogonal. Le raisonnement est le mgme que pour le cas pr~c6dent. 


