
127 

LES DI RIVI ES PREMIERES ET SECONDES DU POTENTIEL 
PAR 

H E N R I K  P E T R I N I  
s v F . x  i O. 

Introduction. 

L'6quation de POlSSOl~ 

z/V ~- - - 4 z r  

oh V d6signe le potentiel Newtonien clans le point P(x, y, z) d'une masse s trois 

dimensions dont  la densit6 en ce m~me point est 6gale h Q, a ~t6 d6duite par 

Polssol~ en 1813 sous la condition que la densit6 est eonstante dans le voisi- 

nage du point P .  Puis GAuss, en i84o, a d6duit ]a m6me formule sous la con- 
dition plus gdn6rale, que Q admette les d6riv6es du premier ordre. Apr~s GAuss 

plusieurs g~om~tres et physieiens, parmi lesquelles nous citons DmmHLV.T, RIE- 

MAI~, CLAUSI~S, KIRCHHOm~, KRONECKER, ont essay6 de d~duire la formule de 

PolssoN dans des cas plus g~n6raux. ~ Mais ce n'est  qu'en 1882 que M. H6LDER ~ 

a r6ussi s la d6duire sans avoir recours h la condition de GAuss, en supposant 

seulement ]a condition 

1,o-- ~ol < A~*, 

,% 6tant la densit6 au point consid6r6 P ,  r la densit6 dans un point quelconque 

Q, situ6 dans l'int6rieur d 'un petit  espaee autour  du premier poildt, r la di- 

stance PQI A et !t des constantes positives. Plus tard, en I887 M. MOmSRA '~, a 
d6duit la m6me formule sous la condition plus g6n6rale encore, que l'int6grale 

1 Voir M. BACH.~aACH: ~Abriss der Geschichte der Potentialtheorie.* Diss. Wiirzburg I883. 
O. H6LDEt~: ~Beitrage zur Potentialtheorie.~ Diss, Stuttgart 1882. 
G: MoRERA: r derivate seconde della funzione potenziale di spazio;* Rendiconti del 

R. Instituto Lombardo Serie II, Vol. XX, fasc. VIII .  Milano 7887. 
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est finie et ddtermin~e le long de chaque rayon veeteur partant  du point P ,  et 

que 00 est une constante absolue. Enfin j'ai r6ussi ~ en ~899 ~ d6duire la 

formule de Pomso~ sous la seule condition que la densit6 o est continue, mais 

en d6finissant le symbole _4 V de la mani~re suivante: 

hi--0 0X d x  ' 
h ~ 0  x, y, z 
h3-0 

en supposant que les rapports des iner6ments ht, h~, h3 ne tendent ni vers z6ro 

ni vers l'infini. Dans ee eas il peut arriver que d V existe quoique tes ddriv~es 

0 2 V O~ V ~ V n'existent paz sbpar~ment. 

Cependant tous ces d~veloppements ont dt6 faits en supposant que la 

densit4 ~ est continue. Ils ne suffisent donc pas pour mettre en 6vidence, com- 

ment se comportent les d6riv6es secondes dans un point de la surface du corps. 

Pour cela il faut  faire l'analyse des d6riv~es du potentiel dans le cas plus g6n6ral 

encore, off la densit6 e peut ~tre discontinue. 

Une question analogue et d 'un int~r6t aussi important est celle qui se rap- 

porte /~ ]a d~termination de la d6riv~e premiSre du potentiel d'une simple touche 

pour un point situ6 dans la surface ou infiniment pros d'elle. Cette question a 

6t6 traitde par MM. ~[()LDER*- et MORERA 3 SOUS les m~mes conditions que la 

pr6c~dente. Plus r6eemment M. POINCAR~,' a trait6 cette question d'une ma- 

ni6re tr6s g6n6rale. 

Enfin la thdorie du potentiel d 'une double eouche d6pend de l'6valuation 

des d6riv6es secondes du potentiel d'une simple couche. Ce dernier problbme a 

aussi dr6 trait6 par M. POI~OAR~ dans des eas tr~s 6tendus. M. LIAPOU~OFF a 

d6montr6 un th6or6me fondamental sur le potentiel d'une double couche. '~ L'appli- 

cation de ce thdor6me exige qu'on sache si la limite de la d6riv6e normale ex- 

,~D6monstration g6n6rale  de l '6quat ion de t'msso~" J V - = - - 4 r : p  en  ne supposan t  que p 
soit  continue.~ K. Vet.  Akad. 0fvers .  S tockhohn  I899. 

O. HOT~D~R: ((Beitri~ge zur Potent ia l theor ie .~-  Diss. S tu t tga r t  i882. 
3 G. Moav.aA: r  alle der iva te  normal i  della funz ione  potenzia le  di superficie.~ 

Rend.  Lomb.  S. I I  V. X X  fasc. XIV .  Milano I887, 
4 H. l'oi,~c.~a/:: ~Thdorie da  po ten t i e l  Newtonien.~ Par i s  ~899. 
a A. Lt~eov.~OFr: ,Sur  cer ta ines  ques t ions  q u i c e  r a t t a c h e n t  au probl~me de Dlama~m~.* 

Jo u r na l  de Math6mat iques  IV  sdrie V, ~898 pp. 2 : ~ - - 3 ~ .  
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t~rieure du potentiel d 'une double touche existe, ~ mais les conditions n~cessaires 

et suffisantes pour que cela ait lieu n 'ayant  pas ~t~ donn~es, il dit (p. 293): 

))I1 va sans dire qu'il est impossible de donner les conditions n~cessaires et  

suffisantes pour l'existence, la r~gularit~ et l'~galit~ des deux d~riv~es normales 

de W. Mais on peut en indiquer des conditions suffisantes plus ou moins g~n~- 

rales, etc.)) 

Dans ]e present m4moire j'ai essay~ de donner les conditions n~cessaires et 

suffisantes pour l'existence des d~riv~es premieres et secondes du potentiel en ne 

faisant en g~n~ral sur la densit~ d 'autre  hypoth~se dispensable que celle qu'elle 

cst finie. Le cas off la densit~ est infinie en un certain point peut 6tre trait5 

de la m6me mani~re, quoique ce cas soit iei exclu. Quelques-uns des princi- 

paux r~su]tats de rues recherches ont ~t~ publi~s dans des m~moires divers. ~ 

CHAPITRE I. 

Les d~riv~es seeondes du potentiel d'une masse /~ trois dimensions. 

w 1. t~valuation de la d~rivde O~V 8x ~ . Pour  l'6tude du potentiel et de ses 

denvees dans le voisinage du point P(x, y, z) il suffit d 'en ~tudier la partie qui 

se rapporte s une petite sphere, dont  le centre est en ce point P .  Soit a l e  

rayon de eette sphbre Q une fonction qui dans le domaine de eette sphere reste 

plus petite qu'une eonstante finie, et posons 

off d~ est l%l~ment de volume dans le po in t  0(~, ~7, ~) et r, la distance PQ; 
l'intAgration s'~tend sur t o u s l e s  416ments de la sphere. Soit Vh le potentiel de 

i Voir aussi ERnsT RICHARD NI~UMXNN: r fiber die Methoden "con C. N~u~A~ und G. 
ROBIN zur LOsung der beiden Randwertaufgaben der Potentialtheorie.~ Preisschriften der 
Fiirstlich Jablonowskischen Gesellschaft. Leipzig I9o5 pp. 38---46. 

r l 'existence des d~riv~es secondes du potentiel* Comptes Rendus. Paris I9oo. 
cAllgemeine Existensbedingungen fiir die zweiten Differentialquotienten des Potentials.~ 

K. Vet. Akad. 0fvers. Stockholm 19oo. 
r sur les d4riv~es premieres du potentiel d'une couche simple.~ Ibid. 
~Les limites des d~riv~es secondes du potentiel d'une couche simple.~ Ibid. I9oi. 
~Continuit~ et discontinuit~ des d~riv~es du potentiel.* Ibid. 

Acta mathema$ica. 31. Imprim~ le 29 aoilt 1907. 17 
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la sphere au point pr(x + h, y, z), Ia quantifA h dtant assez petite pour que ee 
point se trouve dans l'intdrieur de la sphere; soit de plus R la distance P'Q 
et posons 

f ~ = x  + r cosO 
] 7/= y + r sin 0 cos ~D 

(2) 
| ~ r = z  + r s inOs in  q, 
| 

( cosO----u. 
Nous aurons 

(3) 

d'ofi, en posant 

(4) 

on ddduit 

I Iogj, 

R = V r 2 - - z r h u  + h e 
2 ~  1 a 

0 - - 1  0 

2 ~  1 a 

0 - - 1  0 

2~  1 a 

ovf ff = ~p udu  odr 
0 - - I  0 

27c 1 a 

ovh 

0 - -1  0 

r ~ h t  

q =  Vt~- -2 tu  + I ,  

2 ~  1 1 

_ u ) d , +  
0 - -1  0 

a 

2 ~  1 h 

t U ~ I  + 
0 - - 1  1 

u) dt~--Ih + Th, 

t'/l -- Its en nommant  les deux derni~res intdgrales Ih et Irh resp. La quantitd qS 

no ehangeant pas de signe entre les limites d'intdgration de Ih, on peut dcrire 

f f ,  f f f  Ih =o'  d(p 2dr d u - -  O~p udu  qdt, 

0 0 - - 1  0 - - 1  0 
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r 6rant une valeur moyenne de q. Le premier terme du second membre est 
= - - ~ z q ' ,  done l imlh  est finie. 

h - O  

mani~re que 

done on aura 

1 
27r w 

$ I - - ~ U  

0 1 --I  

Soit w une constante quelconque choisie de 

a 
~ > w > r ,  

2 :g w 1 

0 1 1 

a 

27~ 1 w 2~: 1 h 

1 - - 1  1 0 - - 1  w 

dt ,  

et on trouve comme pour Ih 
second membre a une limite 

grale peut ~tre raise sous la forme 

2 ~  I h 

0 - -  1 w 

que chacune des trois premieres intdgrales du 
finie, quand h tend vers z6ro. La dernibre int6- 

t + ~ P  , u  dr, 

off lim P (  I ) t=~ ~ , u  est finie. Par  suite elle a uno limite finie pour lim h - - o  en 

m6me temps que la quantit6 Kh, d6finie par l '6quation 

(5) 

a 

0 - - 1  1 

2 7 r  1 a 

0 - - 1  h 

(") d ~ ! 

(h) 

oi~ l'int6gration s'6tend sur l'espaee qui se trouve entre les deux spheres con- 

centriques de rayons h e t  a.  Les d~veloppements doan6s conduisent done au 
r~su!tat suivant; 
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Th6or~me: 
et (5), done 

Henrik Petrini. 

Les lonetions V, Vh, et Kh ~tant d~linies par le* ~quations (i), (3) 

lim{ htOVh OV ,-~x -Ox ) - -  Kh} est linie" 

Corollaire. 

(6) 

est linie, la d&iv& 

(7) 

Si la quantitd 

K ---- ]im Kh 
h ~ o  

~ V  . I{OVn OV I = h m ;  est ]inie. 
Ox' h-o a I 0-~ ~ x  ] 

En r6sumant les formules nous pouvons 6crire 

(8) 

{~ Vn o v) 

2~z 1 a 

0 ~ 1  h 
a 

2 ~  1 1 2 ~  1 h 

0 - - i  0 0 ~ I  1 

lira L~ finie. 
h -O  

t ~_u_  3ut--X)dt 

w ~. Cas des valeurs ddtermin&s. La densit4 Q est fonction des coordonn~es 

(x, y, z) du point consid6r6 P et des coordonn6es relatives (r, O, ~P) du point Q, 

de mani~re qu'on peut 6erire 

(9) e = e(r, o, ~ ) =  e(ht, o, ~p). 

Restriction impos& ~ la /onction Q. Jusqu'ici nous n'avons fair que supposer 
que Q soit une fonction int6grable des eoordonn6es (~, ~, ~). Dans la suite nous 
imposerons g la fonction Q la condition que dans le voisinage du point P elle est 
continue le long de chaque rayon vecteur autour de ce point, c. g. d. que si l 'on pose 

(~o) Co(U, ~)  = lira e(ht, ,% ~P), 
h--O 

Q0 doit ~tre une fonetion de u et de ~V bien d6termin6e; de plus nous supposerons 

que /a ]onction r eat int~grable pour routes lea directions (u, ~p). 



Les d6rivdes premi6res et secondes du potentiel. 133 

Remarque .  Si la densit6 e est cont inue,  r est une cons tan te  absolue, ind6- 

pendan t e  de u et  de ~p. 

Dans ces condit ions nous pour rons  p rendre  h assez pet i te  pour  que Q--Qo 

soit si pe t i te  qu 'on  le voudra .  Soit L~ ce que devient  Lh quand  on y remplace 

pa r  r On t rouve ra  en remplagant  ~ pa r  ~ - - e0  dans  l '6quation (I) e t  en r6- 

p6 tan t  les d6monst ra t ions  du  w i que  la quant i t6  L h - - L ~  devient  inf in iment  

pe t i te  en m6me temps  que  e--Qo.  P a r  sui te  la fonct ion Lh est cont inue  pa r  

r a p p o r t  g la var iable  h dans  le poin t  h = o. On pour ra  donc 6crire 

lira Lh = lira L~, 
h=0  h=0  

�9 ] 1,m[~-[ OVh O V t _ K n  = l i m L h = L  ' 
i,=0 La l~5-d -O~xl h=~ 

bien d6termin6e. Nous pouvons  dcnc  6noncer  le th6or6me 

( ] : I )  . ' .  

off L e s t  une quant i t6  

su ivant  : 

Th fo r6me :  Si  r 

la condition ndcessaire 

ddtermin& est que la 
ddterminge. 

(u, ~ ) ~  l imr  est une ]onction bien ddtermin& et intggrable, 
r=O 

O ~ V 
et su//isante pour que la ddrivde ~ ait une valeur [ inieet  

quantitd K, dd/inie par l'dgalitd (6), a une valeur /inie et 

E n  ef fec tuant  le calcul de L on p eu t  int6grer  p a r  r appor t  ~ t. 

t ab leau  I des int6grales g la fin du m6moire on t rouve ra  

A l 'a ide du 

O~V 
= K + . 5  

/)x ~ 

L ~.f~o~p(u)&o 

(i2) 
cf (u) = z - -  3 u - -  5 u~ - -  (3 u: - -  I) log I - -  u 0 0 ( u )  

2 - -  Ou 

O(u) = u - - u  ~ - - ~ u  a+ ( u - - u  a) log I - u  
2 

u = cos (r, x) ,  

dco & a n t  l'616ment de surface de la sph6re d6crite au to u r  du point  P comme 

centre ,  et  dour  le r ayon  est 6gal ~ l 'unit6; l ' in t6grat ion s '&end sur t ou te  cet te  

surface (~). Les quan t i t&  K et  Q0 sont  d6finies au m o y en  des 6galit6s (6), (5) 

et  (io). 

Corol laire .  Si K existe, on aura  

(z3) ; eo  (3 u ~ -  z)d,~ = o. 
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Remarque sur la quantitg L .  Si la densit6 ~ est continue, on aura 

(~4) L = - - ~ z e ( x ,  y,  z), 

par suite dans ce cas ]a quantit6 L e s t  aussi continue. D'autre  part, si la fonc- 
tion q est discontinue, il peut  aussi arriver que la quantit6 L est discontinue. 

En effet, considdrons la surface qui s6pare deux corps de densit6s continues, et 

supposons que ces densitds sont diff6rentes h ]a surface commune. La fonction 

L est continue dans l'intdrieur de chacun des deux corps, mais se rapproehe de 

deux valeurs diff6rentes, lorsque le point P s'approche d'un mfime point de la 

surface, selon qu'il se meut dans un corps ou dans l'autre. 

0 ~ V 
w 3. Ca., particuliers, oh existe la dgrivde 8x ~ . D'apr6s les r6sultats du 

paragraphe pr6c6dent, il faut et il suffit de considdrer la quantitd K.  Cette 

quantit6 a une valeur finie et d6termin6e dans les cas suivants: 

1 

(I5) a) / r  u ~ - I ) d u = o .  

- - 1  

Ce cas aura lieu par. ex. si la densit6 Q est constante, si elle est fonction de 

r et de ~p, mais est ind6pendante de u, si elle est une fonetion impaire par rapport  

la variable u ,  etc. 

2 r  
f a  

(I6) fl) J c d t p =  o. 
i t J  

0 

Ce cas aura lieu p. e. si ~ ehaque valeur ~t de ~P correspond une valeur q)2 

de la m6me variable de mani6re que 

e(r,  u, ~ l ) = - - Q ( r ,  u, (p~). 

Exemples: e(r, u, ~D)=--e(r ,  u, --~p), ou = - - e ( r ,  u, z - - ~ ) o u  

- - e ( r ,  u, z + (P) etc. 

Remarque. Dans ce cas fl) K est = o pour chaque point de l'axe des x; 
0 ~ V 

par suite ~ existe tout  le long de cet axe. 

(~7) 7) e =  e(ru, r 
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En effet, posons 

~ '~  ~ X ~ 

27~ a 1 27~ h 

. ' .Kh= q~ (x', ~P)-~-J tSU - - , ) d u  + d e  e--~ ( 3 u - -  
0 h x~ 0 a x 

a 

x ~ tg t 

+ 

135 

27~ 0 a 27~ - - h  a 

tp 3u - - I ) d u  + ~p 7 ] ( 3 u  - - I ) d u .  
0 - - h  x" 0 - - a  - - 1  

En effeetuant la troisi~me int6gration de chacune des quatre int~grales du 
second membre, on trouvera que lim Kh est finie et d6termin4e. 

h - 0  

0Q 
~) La d@iv~e ~ est finie et int~grable. 

En  effet, on a 
( a ) ~ i  ~),~I ~) ~I 

f '" ~ ,  I ~7 . t o e  V ~ .  

(h) (h) (h) 

off l e s  int~grales de volume s!4tendent sur l'espace qui se trouve entre les deux 
spheres de rayons h e t  a, et l 'int6grale de surface s%tend sur ]es surfaces de ces 
m6mes spheres. Cette derni~re int6grale est finie, car on a 

(a) O I  (a) 

Q o~udco-- = - -  qu~,  = - -  ~[qm(a)--q,~(h)], 

off r et o~(h) sont des valeurs moyennes de Q sur les deux sph6res resp. 

Done la d4riv6e - g ~  existo. 

Exemple. S i r  est fonction de ~ et de ~, mais non pas de ~, c. ~. d. si 

e=e(v, 
0~V la d~r iv~e-~y existe. 

a 

(I9) e) limh.0hj~(~--r drr est finie et d~terminSe, et (~)r ~ -  i ) d c o =  o.  
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En effet, on aura 
(,I O* x 

(h) 

a 

, 0 [ ; e ,  . . ' .Kh= e~-7~,d,= (e--Co)-- = (3u---~)d,o (e--eo) 7 ,  
( (h) h 

.'. lim Kh est finie et ddtermin6e. 
h = 0  

Remarque. Le cas particulier off ~o est une constante absolue, coincide avee 

celui de M. MOR~.RA. Pour  Q--r ~ r%f, a > o, lim~f finie, r une constante ab- 
r m 0  

solue, on retrouve le cas de M. H6LDER. 

Exemple. Soit 

~ U2 

e log~, a < I ,  
r 

(2o) log 
�9 Kh ----- ~ z  log ~ �9 lira Kh infinie. 

log a h-0 

m V 
Dans ce cas ~ n'existe pa8, q~mique la densitd Q soit continue dans tout 

l' espace. 
~) Plus gdndralement on trouvera sans peine qu'on peut dnoncer le thdo- 

rbme suivant: 

Thdorbme. Soit 

e (r, u ,  ~p) = r (u,  qJ) + u,  (r) e, (u,  ~p) + ,.~(r) q~ (u,  (P) + . . .  + ,.,,(r) [q,,(u, ~p) + ~(r, u ,  ~p)], 

oh l i m ~ o  et l im~lV+l~o.  
r -O r-O ~llv 

Supposons de plus que l'intdgrale 

a 

l~ r 

devienne in/inie pour lim h = o si r < n,  mais qu'elle air une limite /inie, lorsque 

r e s t  = n.  Pour que lira Kh soit /inie, il /aut et il su//it que 
h-O 

(zi) ~oq~(3u-~-- i )d to=o pour r < n .  
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~ V  w 4. Continuit~ de la ddrivge -~-~. Cas particuliers. Nous supposerons dans 

ce paragraphe que la densit~ ~ est continue, done la quantit~ L e s t  continue, et il 

reste ~t examiner la continuit~ de K.  Nous consid~rerons que]ques cas parti- 

cullers. 
* a) 

K~---o, 

La densitd ~ est constante. Dans ce cas, nous avons trouv~ L ~ - - ~ z r  

0~g 
(22) .'. ~x ~ - - - - - - ~ ( x ,  y, z). 

La valeur de ~-~ dans le point voisin (x ~, f ,  z ~) diff~re de la quanti tJ  

- - ~ z Q ( x  r, f ,  z') d'une quantit~ qui ne d~pend que des masses voisines de la sur- 

0 ~ Y 
face de la sphere (a). Done la d6riv~e ~ est continue dana route direction. 

27: 

f 0 9 V fl) Qdtp ~ o. Dana ce eas, la d~riv~e ~ eat ~videmment continue le long 

o 
de l'axe des x, paree que K y est toujoura -----o. 

7) e est /onction de ru et de ~p. Dana ceeas ,  la d~riv~e ~-~ existe pour 

tout  point de l 'axe des x (w 3 7) et eat continue le long de cet axe, si la den- 

sit6 r y est continue. 

t~) La d~riv~e -~ est linie et int~grable. Dana ee cas, la quantit6 K existe 

et eat continue clans tout  l'eapaee, ce qu'on trouve d'apr~s (i8),  en observant 

que la d~riv~e premiere du potentiel eat toujours continue. 
a 

~) Si (e--eo)T-  est [inie, la quantit~ K n'eat pan n~cessairement finie 

en tous les points du voisinage de l'origine. En effet, la fonction r peut  6tre 
d4finie, de sorte que, dans une infinit~ de points de l'axe des x, situ~s clans le 

voisinage du centre, la quantit~ 

2~r 1 

f d ~ P f e o ( 3 U 2 - - I ) d u e a t ~ o .  
0 - -1  

Exemple. Supposons que U soit une fonction harmonique de x et de r V x -  u ~ 

le demi-plan ~ ~ eonst, et  que ce t te  fonction prenne sur l 'axe des x des d a n s  

valeura discontinues aux points 
~vta  ~nathsmatlca. 31. Imp'tired le 30 ao(lt 1907. 18 
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x = k t ,  k2, ks . . . .  [k~+ 1 [<[k~[ ,  l i m k ~ =  o. 

On sait que darts le voisinage d 'un tel point (k,) la fonetion U prend des 

valeurs de la forme ~& + 0 ~ ,  off 0 est l'angle que fait avee l'axe des x le rayon 

veeteur qui part  de ce point, et oh 9~ et ~2 tendent vers des constantes a~ et by, 

lorsque le point Q (~, ~, ~) tend vers ce point. Posons 

(23) ~ = U~#t(r), 

off la fonction ~t(r) est d6termin6e de manibre que 

a 

lira ;~t (r) dr 
h~O ~ h  r 

Done nous aurons en ce point 

est finie. 

(24) 

l~;g.1. 

2 ~  1 

/ d ~ ) ' Q k ( 3 u ~ - - i ) d u  = ~zb~,l(kw), 
0 - -1  

par suite la quantit6 K ne peut  pas fitre finie (x3). I1 

peut  done arriver - -  au moins si la densit6 q est diseon- 

0 3 V 
tinue - -  que la ddrivde -g~x ~ devient infinie dans une 

infinit6 de points voisins du centre, quoique au centre 

lui-m~me 
tt 

l!m~(r - -  r dr__r soit finie. 

i 
~) r ~P) dt l'origine. Nous chereherons la 

valeur de K au point P (k ,  o, o). 

Soient a > 3 >  h e t  R la distance PQ (fig. 1), 

d "  

0 

les limites de l 'int6gration 6tant 

r: x) o s k - - h  

R: x) k - - r  h k + r  

2) k - - h  ~ k + h  

2) h h k + r  

(a) 0 2 

(h) 

. ' . R =  Vr~-- 2rku  + k ~ 
2 ~  

3) k + h  h a 

3) r - - k h r + k .  
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En consid6rant R comme variable ind6pendante au lieu de u et en int6- 

grant, on aura 

27~ 

0 

2r~ k - - h  2r~ k + h  

0 0 0 k - - h  

6r  ~ -  ~./# (r'--__k')" 1 
R R ~ ] 

2 g  k + h  

k ~ ]rdr. 
0 k - - h  

Posons r = k s  dans la premiere int6grale du dernier membre, r ~ k  + hs 
dans les deux autres, et h-~ ka, .'. o <  a < i ,  

2~ 1--(z 

�9 ". K h =  4 f d  ~Pfr (ks, ~V)s~ds 
0 0 0 --1 

27c 1 

0 - - 1  

2~ 1 2~ 

(25) .'. K-----lima___oKh ~---4/defe (ks, q~)s'ds--*fe(k, ~P)dr 
0 0 0 

27: 1 

+ 2 a f d q ) f Q  ( k + k c t s ,  ~ p ) ( i + . s ) ' d s -  

as } 
.s(3 - - s  ~) + 7 (3 + 6s  ~ - -  s') (~ + as )ds ,  

De plus nous trouverons, si la fonction e est continue, 

(26) lira K ~ o, 
k = 0  

done nous pourrons 6noncer lo th6or6me suivant: 

Th~or~me. Si par rapport ~t l'origine Q est ]onetion de r et de q) seulement, 
03 V 

la d&iv& ~ est /inie et ddterminde en chaque point de l'axe des ~c; eile est aussi 

continue le long de cet axe, si la /onction Q y est continue. 
a S V 

Corollaire. Si ~ est /onction de r seulement, la d&iv& ~ existe dans tout 

l'espace ; elle est aussi continue dans tousles points o?, la /onction Q est continue. 
En effet, on trouvera (25) que la quantit6 K est continue et que lim K----o. 

k = 0  

a ~ V 
w 5. La ddrivge seconde ~ normale, tangentielle et oblique ~ la sur/ace plane 

d'un corps. Nous supposons que le point P(x ,  y, z) est situ6 dans une partie 

plane de la surface qui s6pare deux corps dont les densit6s sont constantes et 
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6gales g Qt et  Q2 resp. Menons l ' axe  des z posit ifs  paral l6le  g la  no rmale  de la 

surface  vers  l ' in t6r ieur  du  corps  'dont  la densi t6 est  QI. Nous  au rons  

Q = Qt pou r  o < u < I et  ~ = Q2 p o u r  - -  I < u < o,  

�9 ".Kh----- o, L - - - - - - ~ z Q ,  + ~ z ~ ,  

(27) S t V 

(z8) 

Dans  ]a di rect ion oppos6e,  on a u r a  de  m~me  

0 8 V 
~x ~ ~---~zr + ~ze,. 

P o u r  faire le calcul de la d6riv6e tangentiel le ,  nous  mbnerons  l ' axe  des x e t  

le p lan  ~p = o dans  la surface,  

�9 " . e = e ~  p o u r  o < l p < z  et  Q~Q2 p o u r  z < ~ V < 2 z .  

Nous  ob t i endrons  

Kh = o, L = - - - ~ z ( r  + ~2), 

d s V 2 z  
(29) " dz----~ ----- - -  ~ - -  ({?, + e~). 

Be V 
Afin de t r o u v e r  la va l eu r  de la d6riv6e ~ dans  une di rec t ion qui fair  

l ' angle  a igu w avec  la no rmale  laqueUe est  dirig6e vers  l ' in t6r ieur  du corps d o n t  la 

densit6 est  Q1, nous  t i rons  l ' axe  des x dans  ce t te  d i rec t ion  de la normale  e t  choi- 

sissons comme p lan  des xy le p lan  de la no rmale  e t  de l '616ment ds. Soient  ,9 

l ' angle  que fair  le r a y o n  vec teu r  r avec  l ' axe  des x ,  ~p l 'angle  que fair  avec  l ' axe  

des y la p ro jec t ion  de r dans  le p lan  des yz, et  u le cosinus de l ' angle  que  fair  

l '616ment ds avee  le r a y o n  vec teur .  On a u r a  dans  le eas g6n6ral 

(30) 

u = cos w cos `9 + sin w cos e / s in  ,9 

2 ~  ~ a 

 )sin "9dr  Qdrr 
0 0 h 

L =fd~Pfeo~(U)sin `gdO 

0 0 

~ ) ( U )  --~- I - -  ] U - -  5 U 2 -  (3•2 __ I ) l o g  I - -  U 
2 

o~ K ~  ~m Kh. 
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D a n s  le cas  a e t u e l  n o u s  t r o u v e r o n s  

141 

e t  p a r  s u i t e  

K h ~  0 

2 ~  2 2 ~  z~ 

Os~ - -  O~ ~0 (u)  s i n  O d O  + ~ q~ ( @ s i n  OdO. 
0 0 0 z~ 

P o s o n s  

o ( o ,  9 )  - - f ~ f ( u )  s i n  Od.O, 
d 

.'. q)(O, ~p) = ~ (cos  ~ w + s i n  ~ w cos  ~ ~P) cos  O - -  ~ u cos  w - -  co s  O + u cos  0 + ~ u ~ cos  O + 

+ (2  ( c o s ~ w  + sin~wcos2~)cosO_2ucosw__cosO+ u ~ c o s  O} l o g  I - - u  
2 

- -  2 s i n S w  c o s  ~p s i n  ~tpfi__udO, 
27~ 7C 2 ~  ;~ 

O~V 

0 0 0 zr 

2~  

0 

�9 (~r, ~0) = I + c o s  w - -  ~ c o s  ~ w - -  ~ s i n  ~ w c o s  ~ (P - -  s i n  ~ w c o s  2 q; l o g  i + c o  s w _ 
2 

- -  2 s i n  8 w c o s  ~p s i n  ~ ~ i 

q) ~-, ~p = - -  ~ s i n  w c o s  w c o s  ~O - -  z s i n  w c o s  w c o s  ~ l o g  i " s i n 2 w  c o s  ~p _ 

2 ~  

.'. fr (~, ~p) d ~P = 2 ~ (~ + cos  w - -  �89 cos" w)  - -  I (~) 
0 

2 ~  

0 

f o  

- -  2 s i n  8 w c o s  qJ s i n  ~ ~p / a o  , 
d I  - - u  
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2 ~  

l(~9)~2sinSu,(dO ffCOS ~J_sfn~ ~ d ~ j  _ 
j j i - - u  

o 

= 2 . f ( 2  (I - -  cos w cos sin w sin , 9 }  dO sin s 0 
2~ 

- - 2 f { ( i - - c o s w  eosO)-"--s in2w sin2 O} I --c~176 d~V 
sin ~ O I - -  u 

o 
De plus on a 

2~ 

f dtp 2 z  
~ ~ - u  = I cos , 9 - -  cos w l" 

o 

M a i s  

o < w <  -z et ~ < , 9 < ~ ,  
2 2 - -  - -  

. ' .  C O S O - - C O W  < O, 

�9 i(O).~___2~(i__cosw)2I + eos3 
�9 " s i n  ~ O 

2n  

o 

+ c o n s t . ~  

+ 2 r C08 ~ W, 

0 ~ V 
(3I) " ds ~ ~ ( e , + ~ 2 ) + 2 ~ ( ~ 2 - - Q t ) c o s ~ w ,  o < w < - - 2  

De m~me on aura 

(32) Os ~ 2~(q~ + q~) + 2~(r __q~)cos~w ' ~-~<w<~.  
3 2 

Remarque. Si la fonetion e n'est pas constante, et qu'elle varie d 'une 

mani~re continue de chaque c6t6 du plan eonsid6r6, de sorte que lira q----q, et ~ r 

pour les deux cSt6s, on retrouvera ]es m~mes formules pour la quantit6 L.  

D'autre part  K" n'est pas n6cessairement = o dans ee cas. Pour avoir la valeur 

0~ V 
de - 3 ~ '  on n 'a done qu's ajouter la quantit6 K dans les seconds membres  des 

6galit6s (3 I) et (32). 

~* V 0 ~ V ilyO~--VV~x" L'6tude de la d6riv~e ~ w 6. Les ddriv~es ~dx--~ et 

~ V 
m~me mani~re que celle de )]X~. En posant comme pr6c6demment 

se f a r  de la 



nous aurons 
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Vh= V(x + h, y, z) 
u = cos 0 

r =h t  

1o Vh o V) 

2 ~  ~ 1 

0 0 0 

q =-Vi~--:tu4-~ 
a 

2~v ~ h 

0 0 1 

143 

L' int6grale Ih peut  s'dcrire 

2 ~  ~ 1 2zc 

ta Ih =~COS r f e(ht', o, ~v) sin' OdO/~dt-- f cos ~vd e f e(ht", o, ~)sin2 OdO, 
0 0 0 0 0 

t r et  t" 6rant des va]eurs mpyennes  de t. De plus on t rouvera  

1 

f t ~ d t = 3 ( q l _ _ i  ) 3 + 2 u  i 2 + q l  qt ( I  + u) + " r - - u  - - - - - ~  + 3 u l ~  qt 
0 

.'. lim Ih est finie. 
h - - 0  

a 

2~v ~ h 

0 0 1 

a 

2 ~  ~ h 

0 0 1 

t ~ 3cosO I ( I)  
' t-limP({)| finie. 

Nous obtiendrons le r6sultat  suivant  
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(33) 

0 9 V - -  
0-]~--~ = K + L 

K ~ lira Kh 
h = 0  

_ / /  f Kh = 3  eos~pd~ sin~`geosOdO q(r, O, (P) r =  qOxO---y 
0 0 h 

21r 7~ 

=feos,Pd,Pfeo(O,  ) (u)sin20dO 
0 0 

~ ( U )  - -  I 3 - - 5 u ~ 3 u l ~  I ~ u  
I - - U  2 

u ~ cos ,9 

f ~ ( e o s  O) sin~OdO=sin 0 + sin `9 cos 0 - - ~ s i n 3 0  ~ sinSO log 
i - -  cos,9 

D'ofi le th6or~me: 

O~ V 
Th~or~me. La condition ndeessaire et suffisante pour que la d3riv3e Ox#----y 

exiote e~t que la quantit~ K existe. 

Oas part icul iera .  Si la fonction Qo est ind6pendante  de ~v ou de O, ce qui 

a l ieu par  ex. si la densit6 q est continue,  

est = o ,  " Oxi]y K .  

Si la densit6 q est elle-m6me ind6pendante  de tp ou de O, la quant i t6  Kh 

0 ~ V 
est -----o, et dans ce e a s ~ =  o. 

Pour  la d6riv6e ~ nous aurons les formules analogues 
vyvx  

Oy i)x 
27r 

L' = f g t P f q o ( O ,  ~P)~(u')sin#cosOdO 
0 0 

u' = s i n O c o s  

f (u')sinOeosOdO=--( ++r u ' log  L - ~ ) s i n '  O. 

Nous pouvons donc 6noncer le th~or~me suivant :  

(34) 
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0" V 0 ~ V 
The~ 8yOxO~ V ~xlste dana les m~mes conditions que ~ ,  ma~a ~ n' ed 

8* V 
pa, en gdngral dgale h 8x d---y" 

Remarque. Si la densit6 e est continue, done E=~ ~ ~ o 

a 2 V 0* V ~= 

~ V O~ V w 7. Valeurs des ddriv~es ~ et ~ d la sur/aee plane d'un dorpd, 

Soient r et r los densit6s de deux corps, dent  los surfaces ont une partio piano 

commune, et soit le point P situ6 dans ce plan. Nous traiterons dans ce para- 

graphe trois eas. 

i ~ Prenons P pour origine et dirigeons l'axe des x suivant  la normale vers 

l'int6rieur du corps dent  la densit6 est Oz. Supposons que les densit6s r et e, 

soient continues, .'. la fonction ~0 est ind6pendante de ~p, 

O~ V .~ . 
.'. L,= o, .'. OxOy 

0"~ V 
La valeur de ~ s'obtient en prenant l 'axe des y eomme axe des coor- 

donn6es polaires: La fonetion Q0 6rant ind6pendante do O, on aura 

i f =~ o ,  

O~ V O~ V 

K est ~ o, si los densit6s Q~ et Q2 sent constantes. 

~~ Si l 'axe des x est dirig6, dans la surface et que l'axe des y fasse l'angle u 

w avec la normale, on aura, los densit6s r et Q2 ~tant suppos6es continues, 

L=LI----o, 

O~ V O~ V -- 
.'. O y O x ~ ~ - K ;  

K est ~ o, si los densit~s r et r sent constantes. 

3~ Si l'axe des z e s t  situ6 dans la surface et que l'axe des x fasse l'angle 

aigu w a v e c l a  normale, dirig6e vers l'int6rieur du corps dent  la densit6 est e~, 
Aeta math~vtna~iea. ~l. Imprim4 le 31 ao~t 1907. 19 
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~T 
enfin, si l'axe des y fair l'angle - - - w  avec cette mSme normale, on aura e/l 

2 
p r e n a n t  l ' a x e  d e s  z c o m m e  a x e  d e s  c o o r d o n n ~ e s  p o l a i r e s ,  

 35) 
27r ~, a 

,?. 
0 0 h 

t t '~  sin,9 cos (p et u" ~- sin $ sin ~p sont les cosinus des angles que fair le rayon 

v e c t e u r  a v e c  l e s  a x e s  d e s  x e t  d e s  y .  

S i  l ' o n  s u p p o s e  q u e  l e s  d e n s i t d s  r e t  q2 s o n t  c o n t i n u e s ,  o n  t r o u v e r a  

27r It 

(~) o o 

(g~ (2cos' ~-- I ) f ~  + 3 cos ~p cos 3 + sin O cos 3 ~ ~ cos ~ cos s O + 

+ c o s  (p (3 c o s  0 - -  c o s  s O) l o g  
2 

"'" @=~~176176176 + (z  c ~  I )  i - -  c o s  tp s i n  # '  
0 0 

2 z r  

L =  ~)~ sin tP (2 c~ qJ-- I) d q) ~ cos ~psinO = 
0 0 

3~ 
w - { - - -  

2 ~  ~ 2 

_/=.j" =oo=.,-. . . . . . . . .  ' 

0 0 0 
w + -  

2 

O~ _-- c~ 3~0 + 2sin 2c~ OtP + 2 --sin ssin~O 0 log ( I ~ cos (P sin O), 

�9 ~ 

, / ' [ 4  s in  w 2 - -  s i n  ~ , 9 ,  
�9 " .  i = ( e , -  o,Jj[  + ,og 

0 

I - -  s i n w s i n  O l d  o 
i + sin w sin 

0/, f d$ 0 s in  w = (r - -  r  ( I  - -  z s i n '  w )  ~ - -  s in  w s in  $ = z lr (r - -  r  (2 c o s 2 w  - -  i )  ----. 
0 

I 

COS W 
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& a n t  -----o p o u r  s in w ~--o, n o u s  a u r o n s  

f,O 

---- 2 z~ (r - -  ~ ) f ( 2  cos z w - -  ~) dw ----- 2 z (r - -  e,) s in w cos w,  

o 

d ' o h  l ' on  c o n c l u t  

~ V 0 ~ V - -  
(36) Ox Oy -~ ~ = K + 2 z~ ( ~  - -  0,) s in w cos w.  

147 

Si l ' a x e  des  y fa i r  l ' ang le  _z + w a v e c  la  n o r m a l e ,  c. s d. si  l ' a x e  des  x e s t  
2 

dir ig6 ve r s  l ' i n t 6 r i e u r  du  co rps  d e n t  la  dens i t6  e s t  Q~, t a n d i s  que  l ' a x e  des  y es t  

m e n 6  v e r s  l ' i n t6 r i eu r  d u  co rps  d e n t  la  dens i t6  e s t  Q2, on  t r o u v e r a .  

(37) 

/ :0~ V - +  , 
= ~ - -  2 z (Q2 - -  e, ) s in w cos w. 

8 ~ V - -  
~ 8--y-~ ~ K +  2 z  (+: - - + , )  s in w cos  w. 

Si les dens i t6s  Qt e t  q2 s e n t  c o n s t a n t e s ,  K es t  = o .  

82 V 
w 8. Existence de la d&iv& dslds2" Soien t  dst e t  ds~ d e u x  6Mment s  

6 m a n a n t  d u  p o i n t  P(x ,  y, z) d a n s  les d i r ec t i ons  (4~, tq ,  ~ )  e t  (42, ~2, v~) resp . ,  

4~, ~ etc .  6 r a n t  les eos inus  des  ang les  q u e  f o n t  ces 616ments a v e c  les a x e s  des  

coo rdonn6es .  So ien t  u~ e t  u2 ]cs cos inus  des  ang les  que  fa i t  le r a y o n  v e c t e u r  

PQ a v e c  les d i r ec t ions  de  ds~ e t  de  ds2 resp. ,  

(38) 
. ' . u 1 _: cos (r,  ds l )  = 41 sin O cos qJ + ~,  s in O sin ~ + vt cos O 

u2 --~ cos (r ,  ds2) = 4~ sin O cos  ~p + ~2 sin O s in  ~p + v2 cos  O, 

l ' a x e  des  z 6 t a n t  choisi  c o m m e  axe  des  c o o r d o u n ~ s  po la i res ,  de  m a n i ~ r e  quo  

(39) / ~ - - x - - - - - r s i n O c o s ~  

- -  y ~ r s in  O s in  

~ , z  ~ r  c o s ~ ,  
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Soit Vh la va leur  de V au po in t  P ' ( x + ~ , h , y + ~ , h ,  z + v t h )  c. ~. d. 

au poin t  qui  est situ6 ~ la d is tance h du  po in t  P dans la di rect ion de ds, ,  

(40) 

' OV f d .  

c ~ cos (ds, ,  ds2) ~- ~t~ ~'2 + t t, t% + v, v2 

R ~- Vr ~ -  gr hu,  + h ~ .  

E n  posan t  r ~-h t  comme prdcddemment ,  nous t rouve rons  

(4I) 

[ovh 

T = 08, Os------, a~  

/o,(" +J','.:, " (0) (~) 

1 

 fo" _ 

q ~ Vt ~ - -  2 t u, +-~, 

d'ot~ l 'on d6dui t  

(42) 

O* V 
K + L ,  

Oe, Os~ 

K = lira K~ 
h--O 

L, =f*o[~ r 

( ~ f l )  - -  I - -  •1 - -  3 - -  5 U l  - -  3 U l  log z - -2  ul 

I . X 
. . . . . . .  2 - -  log 

( x(u,)  i - - u ~  2 

0sV 
Pour ~ on obtient la formule analogue 

u~2 u81 

_i_�9 dr - -  
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O~ V 
0 ~ 1  s + L~ 

L~ =~e0iu, ~(u~)-- cX(u~)] d~. 
% 
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Iqous pour rons  donc 6noncer  l e  th6or~me su ivant :  

Th~orbme. La condition ndcessaire et su//isante pour que la d~rivde Osl Os--~ 

existe est que la quantitd K existe. Si cette condition est satis/aite, la ddrivge 0 s--~ O s--~ 

existe, aussi, mais en ggndral ces deux ddriv&s ne sont pas dgales. 

C o r o l l a i r e .  Si la quant i t6  K est finie, on aura  

s 
(44) ~ r  (3 ut u2 - -  c) dto = o. 

t 2  

(u) 

0 ~ V 
Remarque .  Pou r  c ~  i et  ul = u2, on obt iendra  les formules de ~-~ (3o), et  

0 ~ V 
pour  c ~ -o ,  ui = cosO, u2-~sinOcos~p, on obgiendra les formules de ~ - ~  (33). 

O~V 
w 9. Valeur de la ddrivde 0st O s----~ dt la sur/ace plane d'un corps. Soien$ Ct e t  

r les densit6s de deux  corps .dont les surfaces ong une  pargie p lane commune ,  

e~ soit le poin t  P situ6 dans  ce plan. Dirigeons les axes des x e t  des z dans 

ce p lan  et  l ' axe  des y vers  l ' int6r ieur  du  corps don t  la densit6 est  e,- Supposons 

que  les densit6s ~ et  ~ soient  cont inues  et  posons r162  r176162  donc 

la fonct ion r est  ind6pendante  de ,9. Or, on a 

(45) (Z~ cos  qJ + ~t  s i n  qJ)~ + v ,  ~ = I - -  (Zl s i n  ~ - -  r co s  ~P)~. 

(46) 

On peu t  done poser  

/ ~)~i sin ~p --  th cos ~ = sin ~V, et  de m6me ~2 sin qJ--  ~,~ cos~V = sin ~V2 

cosqJ + ~t~ sin ~ = cos~O 1 cosfll ;~2 cos~V + ~t~ s i n ~  = cos ~0:cosfl2 

~l = c o s ~  sin fll ~2 = cos ~2 sin f12 

,9 + fl~ = ,91 0 + f12 = ,9~ 

.'. u~ ~ cos ~V 1 sin 01 us = cos ~2 sin 02. 

NOUS ~rouverons 
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L I = 2 ~ ) 0  cos (p, c o s ( f l , - - 2  fl,)dlpfsin'O, ~(ut)dO,+ 
0 p~ 

+ f ~oCOS~V, s in( , , - -2, , )d~ f sinOcosOt~p(u,)dOt-- 

- - f ~ 0  cos ~V~ sin fl~ sin ( / ~ 2 - - f l , ) d ~ f ~ ( u ~ ) d O 1 -  

0 p~ 

--c f Q~176 O' x(uOd'9~ + c (Qosing'd~O f c~ z(u')dol" 
o ,8, o & 

De plus  on  a u r a  

? sin~Ol~(ul)d01 = 3cos  ~Pt cos .91 + sin 0t  cos 0t  - - ~ c o s  ~o 1 cos 3 0,  + 

)~ d01 
+ c~ ~V~ c ~  c~176  + ( 2 c ~  I - - U  1 

I - -  U t . f sin .gt cos ~91~(ul)dOt = -- (I + ~.t + ul log - - - ~ )  sln ,91 

~(u~)dOl~2e~176 + 3e~176176 + ( 3 e ~  I - - u ~  

f f dot sin 01Z(Ul)dO~ ~ cos O~ + cos 01 log I - -  ut + cos 

~ c o s  81Z(ul)d~9, ~ -- sin ~9~-- sin Ot log u----A' ,  I 

2 

/ / ' / .'. L, = r + qoBlog  I - v ~ d ( p +  ooCdtP I--U~ 
4 

0 0 0 fl~ 

A -~  - -  ~ cos ~V 1 cos ~V2 cos fl, cos f12 - -  ~ v I v2 + 2 c 

B ~ -  - -  2 cos (Pl cos (p~ cos fll cos f12 - -  v, v~ + c 

C ~ cos ~ ~V~ cos ~V2 cos 2 fl, cos fl~ - -  sin ~ ~Pi cos ~V~ cos f12 + vl v~ cos ~V, cosfl, - -  c cos~Va cos fit.  

Mais q0 : Q~ p o u r  o =< q2 ~ ~ e t  = ~o p o u r  7~ < ~V <-- 2 ~ ,  

2 ~  

0 

2 g  

leo  ~V ,= o . Bd 
0 
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Quan t  h la t rois i~me int4grale,  nous  aurons  ~ consid6rer  qua , r e  cas:  

~o i t , - ~ p . , ~ o .  Dans  ce cas v~ est  ~ 3 : r ,  et  on t r o u v e r a  C : o .  Mais c 

est  d a n s ' c e  cas ~ v~ v2, 

(47) .'. L, = - - ] ~ ( q ~  + q~ 

Ce cas a lieu lorsque l 'dl6ment  dst' est  sire6 dans  la surface.  

2 o 2 t ~ O, tt~ = O. Ce cas so_. r6dui t  au  eas x ~ si l 'on  dirige l ' axc  des z dans  

la d i rec t ion  de l '61dment dSl. 

3 ~ t , = o ,  t q r  E n  p r e n a n t  ]e p lan  de ds, et de l ' axe  des y e o m m e p l a n  

des yz, on peu t  tou jours  r6duire le cas 2, r o, lq ~ o h c e  c a s e t  invcrsement .  

Nous  ne d is t inguerons  done p a s c e  cas du  cas 

4 ~ ; ~ # o ,  t q # o .  Posons  

J Z~ = e, cos ~1 Zs = e2 cos ~s 
(48) / ,u, - -  e, sin tr~ ~t~ = es sin %,  

.'. ~1 cos ~ + ~q sin tp = e 1 cos (~p - -  a , ) ,  ls cos qJ + ~i 2 sin ~p = es cos (tp - -  %) 

sin ~pl = e~ sin (qJ - -  c q ) .  

D'ofi  fl suit  

C ~ - -  e~  es sin (2 q J - -  ~ ,  - -  %) sin ( t p - -  a , ) .  

Supposons  que l '616ment ds, soit  dirig~ vers  l ' in t6r ieur  du corps  don t  la 

densit6 est  q,, �9 , u l>o .  Nous  pou r rons  choisir  la d i rec t ion pos i t ive  de l ' axe  

<_z .  des x de mani~re  que nous  ayons  aussi  1 1 > o ,  �9 o < a ,  E n  e m p l o y a n t  
2 

la  fo rmule  

7~ 

- -  u l  - -  el sin ( t p - -  a 1) ( z  - -  tp 
0 

- - a , )  pou r  2 ~ r > ~ p - - a , > o ,  e t  

2 Tg 

-- e, sin ( q j _  a,) ( - -  z c - -  t p - -  al) pour  ~ > tP--t~I = > - - ' z  

nous  t rouverons  

2 ~  7c 

0 0 

(49) .'. + e,~ > o .  
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De m6me on t rouvera ,  pour  it1 > o, 

L2 ~ L1,  si  it2 > o ,  mais 

(5o)  = - -  2z(e  - -  e ? ) m m - -  + q,~ c ,  s i  : , .  < o .  

Nous  pour rons  done 6noncer  le th6or6me suivant :  

Thfior~me. Soient q, et q2 les densitds continues de deux corps qui on( une 

sur/ace plane commune, et soit le point P situd en un point de ce plan. Soient 

de plus ds~ et ds2 deux dldments pris dans des directions quelconques et qui Ion( 

avec la normale de la sur]ace au point P des angles, dont les cosinus son( ,u Let :tz 

resp., la direction positive de la normale gtant comptde vers l'intgrieur du corps don( 

la densitd est ~1. Si  lu dst est dirigd vers l'intdrieur de ce mdme corps, donc 

O~V 2~(eg--q?)!,,~,.2--~t:~(e ? + qO)c + K 
Os~ 082 

~-:--=:- .,--.7- , ~i tq > o, mais 
OS 2 r 1 081 (582 

= - - 2 , ( r  ~ + q~)c + K,  si tq < o ,  

(51) c = cos (dst, ds2) 

K = l i m  ~ Kh 

f ~ 

off l ' in t6grat ion s '6 tend sur les deux  corps, sauf une pe t i te  sph6re don(  le r ay o n  

est 6gal h h e t  don(  le centre  se t rouve  au point  P .  

Remarque .  Les valeurs  de L 1 et  de L2 d6pendent  des angles que font  les 

direct ions des 616ments dsl et  ds~ avec la normale  et  de ! 'angle qu'ils font  en t re  

eux, mais s pa r t  cela elles son( ind6pendantes  de l 'o r ienta t ion  de ces 616ments. 

C a s  par t icu l ie r s .  I ~ Si les 616ments ds~ et  ds2 font  en t re  eux un  angle 

droit ,  c e s t  = o, et  on aura  

(52) 

2 ~ . 

K pr6s. 

3 0 . 

(53) 

L,=2~v(q~176 ! q > o  err 6qu. (36). 

Pou r  c = I nous re t rouverons  les formules (31) et  (32) k la quant i t6  

Si les densit6s q, e t  q2 sont  cons(antes,  nous t rouverons  

. K ~ o .  
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4 ~ S i  q1 = q2, c ,  g .  d. en un point ,  ot~ la densit6 q est  cont inue,  on a u r a  

O ~ V 8'  V 
(54) ds~ds2-- Os2 Os, = - - ~ z q c  + K .  

5 ~ P o u r  ~1 = o ou P2 = o on r e t r o u v e r a  la formule  (47),. et  dans  co cas on 

a u r a  tou jours  L~. = L1. 

d ~ V it la sur/ace courbe d'un corps. Prenons  la normale  w 10. La ddriv& #sl-- ~ s~ 

comme  axe  des coordonn6es pola i res  (fig. 2), e t  soit  01 la va l eu r  l imite  de 0 

dans  le domaine ,  oh la densit6 es t  q~, Si les den- 

s i t6s  qi e t  q2 sont  cons tan tes ,  nous  aurons  

g 

2 ~  a 

(55) K h = ( 9 ~ - - q l )  ~ r ( 3 u l u ~ - - c ) s i n 3 d 3 .  
0 h ~1 

Si n o u s  6crivons 

u~ = ~ cos  ~ sin 0 + ~q~os O + % sin ~V sin 0 

u 2 - -  ~2 cos ~ sin 0 + it 2 cos 0 + ~2 sin (p sin O, 

nous  aurons  

2~  a 

= d dr l 

0 h f i t  
off 

E n  p o s a n t  

/ 
Fir 

+ 3 m s i n O c o s O  § 3nsin~O)sinOdO, 

m = (g,~i 2 + gz~tt) cos tp + (,,q v= + $t2 %)sin ~O 

n = (~.l cos ~0 + % sin ~p) 0'2 c o s ,  + v2 sin ~0) --~q#t2. 

~rg 
g x  

2 

et  en in t4grant ,  nous  t rouve rons  

2 ~  a 

o h 

.4eta mathemat lea.  31. I m p r i m 4  le 31 aoflt 1907. 

27r a 

o h 

2rr a 

o h 

20 
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Cas par t icul iers .  I ~ Point r~ulier. Si P se t rouve  en un point  r6gulier 

de la surface, la quant i td  K est finie. En effet, on a dans e o e a s  

2 = r A ,  lim A finie. 
r ~ 0  

Plus gdndralement, la quant i t6  K est finie, si 

a 

(56) l i m ( l Z  1 7  est finie. 
h~OJ h 

Remarque  I. En  un point  o6 lira 2 = o, les quanti t6s  L~ et  L2 res tent  les 
r ~ O  

m~mes que dans le eas oh la surface est plane. 

Remarque  II .  Si les densit4s ql et ~2 ne sont pas constantes,  on t rouvera  

de m6me que la quant i t6  K est finie, si l'6galit~ (56) est satisfaite. 

2 ~ Point conique. Dans ce cas lira 2 n 'est  pas ~ o, .'. la quanti t~ K n 'es t  
hffi0 

pas finie en g~n~ral. Dans le cas particulier,  off l 'angle ~ e s t  ind6pendant  de ~0, 

on t rouvera  
a 

f D  

Kh = ~ (q2 ~ q~) (c - -  3,u~ p2)~eos  ~ Z dr. k sin 
J r 
h 

Pour  les directions qui sat isfont  ~ l'~galit6 

(57) c = 3,tq Pz" 

Kh est = o, .'. #s~ iJsz 

direction cette d6riv6e est en g6n6ral infinie. 

3 ~ Point de rebroussement. La d~riv6e 

directions, si 

(ss) 

- - - -  existe toujours  dans ces directions, mais dans toute  autre  

,~2 V 
t)8~ 082 

est finie dans routes les 

G 

lim ~0~ dr est finie. 
h - 0 , ~  r 

Dans le cas, off les directions de ds~ et de ds~ sont  d6finies par  l'6galit6 (57), on 

03 V 
t rouvera  que la d6riv6e 0s~ 0--~s~ existe, si 



Les d~rivdes premieres et secondes du poteatiel. 155 

a 

h 

ou si l'angle O~ est ind6pendant de ~.  
~ V 

Remarque III. Tout  ce qui est dit dans ee paragraphe sur la d6riv6e ~ ,  

0~ V 
s'applique 6galement h la d6riv~e i)s20s-----~" 

w ll .  Existence de la ddrivde 88~i]s-~2 en un point quelconque. Nous avons 

O 2 V trouv6 que l'existence de la d6riv6e /]-~-~ ~Ts~ d6pend seulement de l'existenee de ]a 

quantit6 K.  Dans ce paragraphe, nous chercherons une formule g6n6ra]e par 

~ V existe. laquelle on puisse savoir, si, en un point quelconque, la d6riv6e Oa~ 8s--~ 

Soient Po (fig. I) le centre de la sphere consid6r6e, et V le potentiel au point 

P situ6 ~ l'int6rieur de la sphere. On a pour le point P 

(60) 

off R ~-PQ, v~=cos(R, dsO, v ~ e o s ( R ,  d82), c=cos(da~, d8~), 

et oh l'int6grale s'6tend sur 1 espaee qui se t rouve entre | a  sphere consid6r6e 

et une petite sphere dent  le rayon est 6gal g h et dent  le centre se t rouve en 

P, h<PoP et < a - - P o P .  Prenons la droite PoP pour axe des z et des eoor- 

donn6es, polaires 

(61) 

(62) 

2re ~ k - - h  2~  ~ a 

�9 K 1 ~ / d ~ i n O d ~ ( r , O , ~ V ) ( 3 v l v 2 - - c ) r ~ s r + f d ~ i n O d O f Q ( 3 v ~  "r~dr v~--c) ~ + 
o o o o o k + h  

2 7c k + h rc 

0 b - - h  ~ 

h~=-r2--2rbcosO~ + k ~, off k -~PoP.  
Posons 

r ~ k s ,  h~-k~,  R ~ k p ,  e o s O ~ u ,  

.'. p ~ V s ~ L - 2 s u  +~, ~ = g - - 2 s e o s O t  + I~ 

et soit ~ une constante telle que I > x > a, done 
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a 

.,d.,+fa fsinoaofi(3v, ..,a. 
0 0 0 0 0 l + z  

0 0 1 - - z  0 0 

2~t 1 + ~ .  

+ f d~p f s~ds f q(3v~v~--c)sin,9~It + I2 + I3 + L + I~. 
0 1 - -a  ~t  

l+z  

f s~ds Od~9 e(3v, v 2 - - c ) - ~  

l + a  

Les int6grales 11 et  I2 sont ind6pendantes  de a,  et comme p ne peut  

s '6vanouir cfue: pour  s = u - - I ,  elles sont  aussi toujours  finies. L' int6grale I5 

a une valeur limite finie pour lira a = o. En  effet, on aura  

(64) pdp = ~ sdu, 
2r~ 1-b~ l + s  27r 2r: lq -~  

0 1- -q  r 0 0 1- -~  

e 6rant  une valeur  moyenne  de la fonction sr 

(65) .'. lim I~ est finie. 
a ~ 0  

De plus on a (err w 9) 

(66) 

I V  - - 8 U 1 ~  r l  
1 - - - - ~ ' - ~  

u~ ~ ~ sin ,9 + v~ cos ,9 

( ~ -~ it 1 cos r + ~q sin 

8"1~2-  Y2 
V2 

P 
u2 = ~2 sin O + r: cos ,9 

~2 ~ E2eos qJ + !t2 sin q), 

(21 ~!1 r~) et  (;~2 ,u2 v2) d tan t  les cosinus directeurs des 616ments dsl et ds 2 resp. Pa r  
suite on peut  6crire 

z ~-f- t  s O s i n 3  (3 v, v2 - -  c) ~ = P 

2(s 2 + _  (s ~ - I )  ~] 

(67) G = ~_(v,~, + , , ~ t ) ( s ' ~  x ~ ) '  

.'. f / f  e(3v. ,,,-c)s'sin`g d̀g dr ~ ~ e  f sds f em~, 
-~F+G~ 
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2 (S ~ + I )  (8  2 I)! et changent oi~ les parentheses ~ p~ + p~ ~g 

pour p = l s  + z l e t  pour s u ~  ~ resp. 

Application. Soit ~ une fonction ind~pendante de ~O. On a 

157 

de signe 

27~ 
/ - a  

{68) ~ ,  ~2d~ = (c-- v~ ~2)z ,  
r  

0 

... q(3vlv2_e)s~sinOdOdtp~_~z(3vl , CC r 6 s ~ - 2 + ~ ] s ,  sinOdO ds f f  . . . . . . . .   2-e JJeL - 3p' 
I 

(a) ,~  I (a) 

(69) .'. jtmr ~ dr --~ �89 (3 ~, r , -  c )uQ " 

D'oh le th6or6me: 

Th4or~me. Si la /onction r est inddpendante de ~, routes les ddrivdes secondes 
dans des directions quelconques existent'au point P ou bien elles n'y existent point 
6 la m$me lois, sau/ celles pour lesquelles 

(70) 3v,  v2 - - c  o 

qui existent tou]ours. 
Oorollaire. Si, au poiut Po, e est une ]oncHon de r seulement, routes les ddrg- 
09 V 

vges ~8s2 existent en tousles 'points P de l'agpace. En effet, le second membre 

de (69) a une limite finie (w 4 3))i done etc. 

S i e  est une constante choisie de mani6re que z_ > e > o, l'int6grale Is peut  
2 

s'6crire 
2re l - - a  pr 2~  1 - - u  1 + s  

I s :  sds r  sds e (3v~v2- -e )~  
0 1 - - •  l - - s  0 1 - - x  /~r 

p~ = 8 ~ - - 2 8 c o s e  + I. 

La seconde int~grale du second membre a une limite finie pour l ima = o. 
La premiere int~grale peut  s'~crire 

275 l ~ q .  (, 
0 1 - - x  

O' ~tant une valeur moyenne de 0,  e_>O'>o.  Posons 
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done nous pourrons 6crire 

2re x 

, o', ~p) (3 v, v , - -  c)a=a, ? 

27~ 7. 

0 ~ 

i - -  a) da 
+ p~ I " 

La seconde int6grale du second membre a une valeur  limite finie pour  

l i m a  = o. Pour  que 13 air une valeur  limite finie, il fau t  donc et  il suffit que 

la premiere int6grale du m~me membre air une valeur limite finie pour  lira (~--o.  

Si r conserve toujours  le m~me signe, il suffit  que pour  chaque valeur de 

O, t > 0 > o ,  
2 ~  z 

~ e(k--ka, o, ~)-~- 
0 ~ 

air une vMeur limite finie pour lira a = o. 

Quant  k l ' int~grale I4 on t rouvera  de mgme, en posant  

qu'elle a une limite finie pour  lira a ~ o en m~me temps que l ' int6grale 

0 ~ 

Si la densit6 ~ est continue, la va leur0k  de 0 au point  P ( r = k ,  O=:o)  
est ind~pendante  de 9.  Nous avons trouv~ que si ]a densit6 est eonstante,  

par  ex. =qk,  OsL~-~s~ existe; par  suite, dans les int~grales Is et I4, on peu t  sub- 

s t i tuer  r  h Q. D'ofl le th~or~me: 

( 7 1  ) 

Th~or~me. Soient 

I " =  Q(k + ka, O, ~)--Qk -~ 

I" '=  q(k + ka, ,9, ~p) --q~, y ,  
O~ 
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0 ~ V 
Ck dtant une constante absolue, done la ddrivde ~s~-----~s--~2 est /ini~ au point P ,  si pour 

routes les valeurs de O, telles que ~ > O ~ o, lira (I" + I "~) est /inie. 

w 19. Oalcul de l'intdgrale I 5. Soient F5 et G5 les part ies  de F et  de G (67) 

qui se rappor ten t  ~ Ia. On peu t  6crire 

m 
2__ 2 

P ~ v  J d d IP 

oi~ Q' et  ~,r sent  deux valeurs moyennes  de Q, 

.'. lira .Fs=.- - -x61e' (v , r=--~,~=)d~p+ 
~=0 3 . )  

0 

2 ~  2;r l + g  

, , ,  + 

o o 1 - - a  

2 ~  2 ~  1 + ~  

+ 2 ( 3  vl v = - - c ) / r  (3 v, v 2 -  c)/e"d f -d"  
0 0 1 - - a  

2re 2re 

2 (3 v, v2 - -*) /e"d~P.  

0 

Fig. 3. 

Si la densit6 Q est  cont inue par  r appor t  ~ r et  h ,% on aura  ~' ~- ~" = r o, ~P). 
Si elle e s t  cont inue aussi p a r - r a p p o r t  h ~p, les quanti t6s Q' et" r sen t  ind6, 

pendantes  de ~, et  on t rouvera  

lim F5 = - -  ~ z e  (3  ~1 ~2 - -  c) Qh, 
r 

off Qk est la densit6 au point  P .  
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L ' i n t d g r a l e  G~ p e u t  s ' dc r i r e  (f igg.  I e t  3) 

2r~ ,~ I + U  

0 0"~ 1--~ 

2 x  ~ l + a  2 ~  

O, O a~ 0 

2 g ~s st  

+ ? , f s i n ' O d O f r  

0 0 1--q 

27~ 

0 

2 ~  

J 
0 

~t] i~p + 2 ~ , ) G ,  d~O, 

s in  0 2 = a ,  s L = cos  , 9 - -  Va ~ s in  t O, s2 = cos  ,9 + Va ~ - -  s in  ~ 3 .  

Or ,  on  a u r a  

1 
1 + a  0"8 u - /  ,/(.,- G, = l s - : : e t f s i n ,  OdO f ( s ' ~ i  d s +  d s +  {a~e  2 sing Od 0 . =~ I 

J p 
~$ 1--r 0"~ I --q 

O" s l + a  

~ p - - ~  ds=O'.  + O'. + O'5, 

u 

oh  *t ,  r a2, Q~ ,s, e t  ~s s o n t  des  v a l e u r s  m o y e n n e s  d e  s e t  d e  ~, e t  cos  O. = I _ _ _  
I + a "  

D e  p lus ,  o n  a 

p5 d s  = - -  
s ~ u s s in  9 ,9 

2 p pS 

7: l + a  �9 

J d P . I L  P, 
�9 1 - - a  O, a 

P2 J 

J P, J ~p, 
0". ~ s  

off e es t  une  c o n s t a n t e  t e l l e  q u e  -~ > t > 3 , ,  e t  oi~ p~ e t  P2 s o n t  les  v a l e u r s  d e  p 
2 

p o u r  s ~ - z - - a  e t  8 = i - { - a  resp . ,  c. ~. d.  
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p, ~ V ~ - - u ) ( ~ - - . )  + ~ ,  p~--  V ~ ( ~ - - u ) ( ~  + 5 )  + 5 ---~ , 

- - ,  I ~ ' l ~  . I ~ U  
�9 les quantit~s P,a, P2 ~ ~ :e~ --p-i--- sont  <_ z, et  p~ < p~. 

De plus on a 

p =  V ( s - -  u) ~ + sin ~ o =  V ( s - -  ~) ~ + 28(I - - U ) ,  

~ino I s -u l  ~- -~ l<  .'. <=x, < ~ et  x. 
P P = p : 

161 

Cela pos6, !a  p r e m i 6 r e  int6grale  du  second membre  a une  l imite nulle p o u r  

lira a-----o. La  seconde et  la troisi6me 'on t  chacune une  limite pour  lira a ~ o 

qui est  plus pe t i t e  qu 'une  eons tante  finie multipli6e par  t ;  mais la quant i t6  

peu t  6tre ehoisie est a rb i t r a i r ement  peti te,  .'. les limites de la seeonde et  de la 

O" ' '  t r  mleme inr sont  nulles. Quant  & la qua t r i~me int6grale, on a 

Posons 

(73) 

sin~ 0 x x ~---sm 0 + + ~ < 3  ~ " 
Pl P* 

F z 

o 

2 ( I - - u )  = O~Z(O), o < it(O) <3.(o) ~ x, it '(0) < o pour  t>=O~ o, 

�9 p ,  > v -=59 /oi + 

1/ /  - '  p, < Vit(o)(~ + 5) o '  + (~ + a)it(~)' 

.'. F <  V - ,a ~ a ~ __  d O + q ,  
~ - F  - .  (~ +~z-~ 

o 

off O' est  une valeur  moyenne  de O, e t  lim g----o, 

5 ~ 

V § �9  I_o + oldie) 
�9 F <  . 1 _ l o g  a ~ + l o g  + g ,  

VZ(Or)~ V d - +  (z + 5)~(t)  + t V ~ 

Aeta mathematiea. 131. Imprim~ lo 2 septembre 1907. 21 
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(74) .'. lim F <  i 1 = ~=o 2 ~ log ~ < e~, ~=olim e finie, 

.'. lim O'5 = o. 

I 
Pour s = -  on a p = t g a ,  

U 

~g 

. .  G '5= ,Q23 L ~ 2sin8 p: u tg"O + s in ' a  ~ t 

et eomme dans le cas prdcddent, on trouvera que la limite de G~ pour l i m a  = o 

devient la m~me que eelle de l'int6grale 

8" s 8, 8 

+ (~-Nz(aiJ 
+ 9 , ,  

off lim g, = o. Posons 

(75) 
~8 

I " 1} 
a, ~ dO, 

0' + (x--.)~z(o) 

~a t%s 

... o <  , ,  ; ~ o < r  a- - - - ,  i~ 0 0 .  
0 '  + z--:-a 0 '  + ( i - - a ) Z ( a , ) J  l 

En effeetuant les int6grations, on trouvera 

08 t- log 
F '  < log V -  a* 

o: + (~_~)z(o8) + 0. 

V Ct S 

Oz 

+ 03 

" C t  $ 

V~ + (~- -~z(oo 

et une formule analogue pour la limite infdrieure. 
En observant que 
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on trouvera enfin 

(7 6 ) 

lira a a 0-3 = o et ~=olim ~ = I 
o 

I I 
lira F ' =  log ~ (V2 + i) + i -  V-~" 
g ~ 0  

l i m G ' s = - -  log ( V ~ + ~ ) +  

o ~  ~?k = ~(k,  o, qJ). 

Par un calcul identique on trouvera 

En supp0sant la densit6 r continue par rapport ~ r et ~ O, on aura 

Dans 
# . 

nous pourrons eerlre 

lira G'5 = - -  lira 0'5, 
~ - - 0  ~ 0  

.'. lira G'5 = o. 
fX~0 

!'int6grale G'~ la fonction 6 ne change pas de signe, par eonsdquent 

G s,[ sin~O] G'~---- ~J(( / p pa j '  --s~,r dO 2 ( s - - u ) +  s 

o l - C ~  

off s4 et r sont des valeurs moyennes de s e t  de r Comme I s - -  u l e s t  toujours 
P 

I, la limite pour lira a = o de G~ est la m6me que la limite de l'int6grale 

o.  

o 

�9 l i m  ] " ' a = o  ~ LV~ + 3 I - l ~  ( V 2 + I )  Ok. 

Comme la fonction 0 change de signe dans l'int6grale G'~', il faut diviser 
G'~' en trois parties et derire 

_ _  

1 

8"- ~dO IF2(8-u) 
/L 7 

~'t 82 
u 

a ~  1- [ -a  

p~ J' 
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off tg 0 4 = a ,  et  off s 5, qs, s6, Q6, s7 et  ~ sen t  des valeurs  moyennes  de s e t  de Q. 
a 3 

La  diff6rence O ~ -  04 6rant  de l 'ordre  - - ,  on voit. imm6d ia t emen t  que  lea d e u x  
2 

premiers termes du  second membre  ont  des limites nuUes pour  l i m a  = o. La  

limite du  troisi6me te rme s 'obt ient  de la mfime mani6re que pour  G~, e t  on 

t rouve  ainsi 

Mais 

t t t  t t  l im O. = -  lira G~, 
0:.~-0 ~0 

.'. l im Gs = o.  
q = 0  

Is = F5 + (7i, 

2 ~  

[ i6 
(77) .'. lira 15 (k, o, ~V) 2 (3 v, v2 - -  c) - -  3 (v, v2 

q.~---O 
0 

oh  n o u s  avons  supposd que l a  fonct ion r est  continue, par  r ap p o r t  g r e t ~  O 

au po in t  P (r = k, 0 = o). Si la va leur  de r y est  inddpendante  de ~ o n  a u r a  

(78) lira 15 = - -  ~r162 (3 v~ v2 - -  c) Qk. 
~Z=O 

w 13. Les intdgrales Is et 14. L'intdgrale  Is peu t  s'dcrire (63 et  67) 

13 = Fs  + Ga 

2 ~  1 - - u  l + s  2 z  z 2 - - a  

F. =jdr =fdr p o u r  8 = I - -  o ' .  

0 1 - - z  1 - - s  0 a a 

Si l 'on d6veloppe le dernier  membre,  on peut  int6grer  chaque  te rme pa r  

r appo r t  ~ p pour  une va leur  m o y en n e  de r puis on t rouvera ,  en employan t  la 

re la t ion (r<p, que tous les te rmes  ont  des limites finies pour  lim a = o, sauf 

peu t -6 t re  la somme des termes qui  p rov i ennen t  de l ' int6grale 

2 z r  • 2 - - a  

r ~ a~JdP 

De m6me, on peu t  6erire 

14 - -  F4 + G4, 

et, en .  posant  s ~- i + a, on aura  un  r6sul tat  analogue pour  F 4 . 

peu t  6 t r i te  

P a r  soite, on 
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27 r  ff  Z 

F, + F,==f,~v,f~inodoEle_[-3~'~+jt ~,- s("'" '~'~')" '] + 
0 0 q 

+~'+L ~ -  + p~- d,~ + l ,  
off lim 1 est finie, et  

q - ~ 0  

r 1 6 2  O, ~), r + ka, ,9, ~p) 

D 'une  mani6re  analogue on t rouve ra  qu 'on  p eu t  6erire 

0 0 c~ 

off lim g e~t finie. 
q . = 0  

2 a +  7a~+2a]_ ~+ p~;:-j,~,~+~,, 

Mais on a 

u c o s  .9 s~ + I - -  p~ 
2 8  

�9 sin~`9dO V~(p~I_s ' ) (~ - -~c~__  ~7~pdp 
. .  = v j - 2 a ,  , 

r z z Pc  

a ~ z (# ~ dp 
�9 ". s ~ / ~ i . ~ o a o f e ~ a . = 2 f ( T - ~ a . f ~ V ( v  - ~ " ( 2 - . ' - p " p - w ,  

0 q. q. a 

pc=- V~ (i - oos , ) ( i - a )  + ~ ;  

pour  p = a q  et  pL=O~Z(O)(z~o)+ a" on t rouve ra  ~ 

1 

z ~Pe 
1 / I  O'~Z(O ') f" da ['V=V--=dq 

s = ~ ( k - k ~ , ,  o', e ) v  I -  T ~ J ~ ) ~ J  q - ~ '  
q 1 

a' et  0'  ~tan~ des valeurs  moyennes  de a e~ de O, e > .9 > o. 

Eli  effectuan~ les int6grat ions on aura  

~=�89 O', ~) F i  ~ "9'~i(0')4 " ~ r,,. 
P~ 
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Oll pZ = Y 2 ( I - - C O S t ) ( I - - X )  + X I ,  p ~ =  V 2 ( i - - c o s ~ ) ( i - - ( ~ )  - ~ - ~ ,  

(8~) �9 . I s ]  < ~}l~l , ,~. .  
cos ~ ~ 

2 

On trouvera donc facilement qu'on peut 6crire 

(8~) 
27t'' ~ Z 

G8 + G, = ~,) d sin s 0 d 0 ~+ - -  

0 0 a 

+ ff +eg', 

off lim g' est une quantit6 finie. 
~---~0 

effet, on a identiquement 

~+ 
pg 

Posons  

Or cette formule (82) peut 8tre simplifi6e. En 

j J ~ P  p+J "J~po 
0 a 0 

p ' =  V 2 ( I -  u) + a',  

sin~OdO + S', 

off lira 8' est finie, el; po~-V2(I--U) + a ~. De plus on a 
~---~0 

~ - - ~  sing OdO - -  _ _  
P, P, ~ P~ + P l i ~  

0 0 

singOI d 0 
+p~l < 3 F ,  

E 

(83) .'. lira ( ( ~  - -  ~ sin' 0 d 0 finie. 
~=oJlp~ 

0 

D'ofi il suit que 

(84) lim (s in'OdO ( ( ~ r s - - i ~ - ) a d a = u n e  quantit~ finie. 
~=o J J p p+ 

0 ~z 

De m~me on trouvera 

(85) 
~ = o J  J ~P- 

0 
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Si l'on pose 

(86) ~ = VS~ + ~=, 

on  a, l lra 

sin~ O d 0 _~ ~ i 
psi pBo! 

0 q. 0 

off lira S" est fin/e, Po = V#-~ + a~ et 
q~---0 

+ S" < F" + S", 

167 

.) 
d~Po 
0 

Lira F" est finie. En  effet, posons z ( r - - u ) = O x Z ( O ) ,  O = . r  ~<_w< e 
r-z~O a 

$ 

.'. F" r x dq~ I ~ ' 
) + ~  V ~ + I  i + ~  ~ ~2j 

0 ~ 

La limite pour  a = o de la premiere intdgrale du second membre es~ = o. 
La seeonde intdgrale peut  s'6erire 

6 

o-o = . - - o ,  
wq,  

"'" ~.=olim F ~ = / ( 2  

En  subst i tuant  

O) 
tg �88 

x d O  ~ log --~-~--= fie, lira fl fin/e, done etc. 
sin O_ ,=0 

2 

I I I + I  
pr5 P 

nous pourrons done 6erire (8z) 

(87) 

2 ~  $ X 

o. + + ~,~,)d~P[O'dOfP-a-d~ lira 9a finie, 
. 1  d p~ ~=o 

O 0 a 

P_=--r + ka, O, ~ , ) - -o(k- -k~ ,  O, ~p), p-~V-~ + o'. 
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La  formule (79) peut  ~tre simplifi6e de la mSme mani6re. On aura  

Y, ft. 

O q 0 

+ f '  < f ' ,  

off lim f '  est finie, .'. la limite pour  a ~ o de la premiere int&grale est finie. 

De plus on a 

I I I I 

z 

f >(' ,) .'. lim sin 0 d 0 ~__ - -  p,~ 

0 

da est finie. 

De m6me nous t rouverons 

0 a 0 

off lira f "  e~t finie, �9 la limite pour  ~ = o de la premii~re int6grale est finie. 
~ 0  

En i n . g r a n t  par  rappor t  h a nous t rouverons 

7~ Z .) 
. = o J  J - 

0 

une quant i t6  finie, 

x 

" ' "  ~--oj'im ; s i n  OdOfe (~L- ~)a'da 
0 q 

uno quanti t~ finie. 

Enf in  nous aurons 

o a d a  d ~  + m,  o ~  lira ~ ~ t ,  t~ .~.  
j j , v  J 
0 c~ a 0 

E n  in t6graa t  par  rappor t  k ,9, on t rouvera  que le second membre est < m, 

.'. la premiere int6gra]e a une ]imite finie pour  ]im a ~ o. 

Des consid6rations analogues s 'appl iquent  ~ l 'int6grale F~. D'ofl le r6sultat:  
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(88) 

27C �9 Z 

of,,{ +F~ Od + 3 ~1 ~2--  c + 3 (~'1 ~'2-- ~ ~ )  

0 0 

P + ~ ( k  + ka, O, q,)--~Ck--ka, O, ~P), 

+h 

oh lim ]s est  finie. Nous  pourrons  done dnoneer le thdor6me suivant  ct = o: 

Thdor~me. Soient 

(89) 

2 ~  $ X 

H,=_f  fdO odofP+[3~,~,-- 
0 0 a 

27~ $ X 

0 0 

oh lea quantitgs ~1 et ~2 sont donn&s par lea gquations (66), et les quantitgs ~, 
P+ et'P_ par les dquations (87), (79) et (89) reap.; donc la condition ndcessaire et su/]isante 

0 ~ V pour que la dgrivge ~ ait une valeur [inie au point P(r-~ k, 0-~ 0), eat que 

(90) H ~ lira (H, + H,) est /inie. 
~ 0  

Remarque .  Posons  

a ~ p  cos 7, O ~ p  sin 7, cos 7 - ~ ,  

done nous pourrons  me t t r e  les fonctions Ha et  H2 sous les formes 

(91 ) 

27c 1 

0 a a 

$ v 

2 z ~1 

H , - - 3 ~ ' l ~ ,  + %~l)d~P f sinZTeosTd~' f p - d P  + a~, 
J p 

0 0 a 

T 

off lim al et  lim a 2 sont  finies, cos ~ = ~ .  

Cas par t icul ier .  Soit r une  fonction inddpendante  de r, e. g. d. soit 

r 1 6 2  ~), 
~4cta rnathematica. 31. Imprimd le 3 septembre 1907. 22 
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�9 ~ 

0 0 

"z a ] d O  
+ "~')�89 (o' + ~)~ -5- 

+ 

27r $ 

0 0 

En int~grant pas rapport ~ 0 pour des valeurs moyennes de Q, on trouvera 
qu'on peut 6crire 

27r 

(92) H, + H~ = ~ f ( v ,  

0 

oh lira 5 est finie. 

a" 

+ d ,  

(93) 

- O ~ V . Corollaires. La ddrivde ~ s - ~  ~ es~ ]inie, I ~ si pour toutes les valeurs de a 

l i r a / I q ( k  + ]ca, ,9, ~')--#(k, o, o)] d ~  es, [inie, - -  x < a < z ,  
q = O  

0 

ou 2 ~ si pour routes les valeurs de 7 

(94) lim f [o(k  + kl5 cos 7, p s in r ,  q,)--q(k, oo)] d~ est finie, o ~ 7 s  
a ~ 0 J  P 

ou en]in 3 ~ si pour routes les valeurs de 

(95) 

2 g  1"1 

lira qJ [ P+ {3 ~, ~2 - -  c + 3 (% *z - -  ~," 
a ~ - - O . J  J 

0 0 

+ 3 P-(%~2 + ~'2~) sin27 eosgl l o g 2 - ~  d7 est [inie, 

~<__p<~, c o s  r,  = - "  

~*V 
w 14. Continuitd de la ddrivde OslOs--~. Si la densit4 q est continue, la fone- 

tion L t e s t  continue (54), par suite la d~riv4e ~ est aussi continue pour tous 
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les points (k > o) ~ oh la fonction K est finie et  cont inue (42); elle est cont inue 

l'origine, si lim K ~ K0, oh K 0 est la valeur  de K ~ l'originc. Dans ce para- 
k----0 

graphe, nous supposerons que la densit6 Q est toujours  continue. Done nous 

t rouverons que pour  k > o les quanti t6s I~, I~ et lim /5 (63) sont  continues par  
a~---0 

rappor t  ~ k. De plus nous t rouverons que les limites pour  a = o de toutes  les 

int6grales don t  ]a somme est 6gale h 

I 2 + 1 4 - - ( H  l + H2);  

sont continues par rappor t  k k pour  k > o  (w x3). D'oi~ l 'on conclut  que la fonc- 

t ion K est continue par  rappor t  k k pour k > o ,  si lira (H1 + H 2 ) e s t  finie et 
a ~ 0  

continue.  Soient ma in tenan t  I ~ , 10 , 1~ et  I ~ ce que deviennent  les int6grales 

11, Is, 14 et 15, lorsqu'on y remplace q par  qo, et soit I ~ = lira 12. Nous t rouverons 
k = 0  

(9 6 ) 

lim 
rj~- 0 

lim 
f z ~ 0  

I~ = ~zq0(3 vl v2--  c)(I - - z )  8 

o ~ -c)[i--I--~'] 

I ,  ~ = o 

De plus nous aurons 
a 

2~ ~ k 

0 0 l + z  

s ~ I I l i m  finie, (3v, v2--e)~=(3u, u2--~);+-~Q, = Q 

et ident iquement  [(69) et  w 4 ~)] 

a 

2zc zr k" 

0 0 l + z  

D'ofi il suit  qu 'on pout  6crire 
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' 9 7 )  ,:=nm(dW((3u, us--c, J 
0 0 k 

.'. lira (I ~  ~  ~  ~  
~ - 0  

Mais 

lim (I1 + Is + I5) est finie et cont inue pour k = o, si la quanti t6 K0 est finie, et  
~ 0  

lira (Is + I~) ~ ,> ,> ,> ,> k ----- o ~> ,> ,~ lim (H a + Hs) est 
CZ=0 r  

finie et  oontinue, 

.'. l i m l i m  (Ii + Is + Is + I ,  + I s ) = l i m  (I ~ + I ~  ~  0 + I  ~  
k:=0  a~---0 a ~ 0  

sous les m6mes conditions. Done nous pourrons 6noncer le thdorbme suivant :  

Th6orbme. Si la densitg q est continue, la condition n~cessaire et suff isa~e 

OJV 
pour que la ddrivde O s10 8--------2 soit continue au point P (r = k, 0 = o, k > o) pour un 

dgplacement suivant l'axe 0 -~  o est que la quantitg (89) 

(98) H ~ lira (Hi + Hs) 
~z=0 

est finie et 

O~ V 
dgrivge 

Osl Os 2 
plus ~ue 

continue en ce mdme point pour le m~me dgplacement. Pour que la 

soit continue ~ l'origine il faut et il suffit qu'elle y soit finie, et de 

(99) lira H ~- H ~ 
k-----0 

o~ H ~ est la valeur de H ~ l'origine. 
08 V 

w 15. Chanflement brusque de la dgriv~e O s~ O ss ~ la surface d'un corps. Sur- 

face plane. Soient qi et q~ les densit6s suppos6es continues de deux corps, e t  

(42) 0 ~ V K + Lt .  
0st Os2 

Quand le point  P se meut  du corps don t  la densit6 est r au corps don t  

la densit6 est q~, la quant i t~ L 1 subit  d 'apr~s (54) un changement  brusque, don t  

!a valeur  est 
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Calculons la valeur de K dans le cas off la surface de s6paration est plane, et 

off les densit~s Q1 e t  Q2 sont constantes. 

i:o. Le point P e s t  situ6 dans le plan de s6paration des deux corps�9 Diri- 

geons l 'axe des y suivant la normale du  plan vers l'int6rieur du corps dont  la 

densit6 est r et prenons cet axe pour axe des coordonn6es polaires. Dans ce 

cas la fonction Q est ind6pendante de ~;  elle est----Ql pour o < O < - ~ ,  e t c h 2  pour 

2 

2 ~  2 a 

(IOI) " Kh = qifd~Pf(3ul%--c)sin OdOf? 
0 0 h 

2 r ~  ff a 

0 g h 

2 

2:0. Si le point P est situ6 dans l'int6rieur du corps dont la densit6 est Qt 

la distance k du plan de s6paration, nous prenons ce point comme origine des 

coordonn6es polaires (fig. 4) et nous trouverons, en supposant h < k, cfr. (59) 

f'/'dr 
K----:w (3 t't t ' z -  c) ( q , - - q , ) ~ r ~ ( 3  

k 
cosmos- i) sinOdO + e, cosOt ------- r '  lim e----o, 

k = O  

�9 ". K = ~ -  ~ (3 ~q tt~ - -  c) (q, - -  q~) + e~, l ira e~ ---- o ,  
k ~ 0  

(*o2) .'. K , ~ l i m K = ] z ( 3 ~ , g 2 - - c ) ( ~ 2 - - r  

De m6me on aura pour la limite de K de 

l 'autre c6t6 du plan de s6paration 

La quantit6 K subit dono un changement brus- 

que do 

D'o6. le 

( I o 4 )  
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Theorems.  Lorsque le point P traverse la aur/ace depuis le corps dont la 
0 ~ V 

densitg eat qt jusqu'au corps dont let densitd est r ht ddrivde O si 0 a----~2 dprouve un 

changement brusque, dont la valeur est 

(Io5) ( 1 - t  I ~sl~s2tp~ \ilstr = - - 4 ~ ( ~  t),u~Hz" 

Remarque  I. Ce changement est dvidemment ind@endant de la direction clans 
laquelle te point P s'approche de la sur]ace. 

Remarque  II.  Lorsque le point P se meut en partant du corps donl la densitg 

~ V 
eat r et arrive dans la sur/ace, la ddrivde ~ s, ~? s---~2 n'dprouve aucun changement brus- 

que, si tq est > o (49), tout le chanqement (xo5) ayant lieu loraque le point P part 
de la sur/ace et arrive dana le corps dont la densitd est r 

~ V dt la surlace d'un corps. Sttr- w 16. Changement brusque de la ddrivde 8s-~Ss---~2 

[ace courbe. Calculons main tenant  la valeur  de K dans  l o c a s  oh la surface de 

s6parat ion est  courbe, les densit6s q~ et  q.~ 6tant  tou jours  supposd, es constantes .  

3:o. Le point  P se t rouve  dans la surface elle-mSme. La  valeur de Kh est  
donn6e par  les 6quat ions (cfr w 1o) 

(lO6) 

K ~ lim Kh 
h~---0 

2r~ a 2 ~  a 

0 It 0 h 

2 7 t  a 

0 h 

l ~ 3 ~q ~t2 ~ e 

m -~(~l~q + 22~q) cos ~ + (,u~ r2 q- ~q rO sin 

n = (~1 cos ~p + v I sin ~)  (;t~ cos ~p + v2 sin tp) - - te ,~q.  

4:0. Le point  P se t rouve  ~ I ' in~r ieur  du corps dont  la densit~ est ~gale 

qt et  s ' approche ind6finiment du  point  P0 de la surface (fig. 5). Prenons  le 

point  P comme origins et la droi te  Po P comme axe des coordonn6es polaires 
(r, O, ~). Posons P0 P = k, et  soit k ~ la valour minimum de r, .'. k ~ < k .  Dans  ce 
cas ,il f au t  a jouter  h l 'expression de la quant i t6  K du  cas z ~ le te rms 
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I-----(O~--Q, r ( 3 u l u 2 - - c )  sin O d O +  

0 k ~ ~1 
k 

2 ~  a r 

+ (Q2 - -  ~1 (3 u, u2--  c) d u + e2 ~ 11 + I2 + e2, lira e~ = o ,  
k = O  

0 k u ~ 

off e2 se rapporte  au domaine t~ (fig. 5), et  oh 

U ~-~ - -  COS 0 

u' = k - -  r' sin 
r 

r ~ = r '~ - -  z kr '  sin ~ + k ~ 

r ~ 
sin Ot~---- cos 4, 

r 

off r ' =  Po Q, Q 6rant  un  point  de la surface, sin 

= cos (PoQ, POP), ol et 02 sont les valeurs de 0 

qui correspondent  aux points - -  supposds deux 

pour  fixer les iddes - -  o f f  le cerde  de rayon  

r ( k ' <  r ~ k )  coupe la section de la surface avec le plan ~0=eons t .  

serons 

kr 
(zo8) lira ~- > o,  

k = o  

6k~ 

Nous suppo- 

c .  ~ .  d .  que le point  P ne s 'approehe d ' aucun  au t re  point  de la surface infini- 

men t  plus prbs que du point  P0. Dans ee cas 

lira 1, est toujours  finie (IO7). 
k = 0  

Pour  l 'dtude de l ' int6grale I2 (Io7) nous posons 

(IO9) 

I r=kt, r'=kt' + 
�9 t 2 = t ~ - -  z t' s i n  ~ I 

27: 

o 1 

" [ (  I \ ~  t '3 3 " ]  
F = ( l + 3 n ) [ s i n ~ + m  I - - ~ ]  - -  ~- cos s j  - -  
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D~crivons dans  le demi-plan q J = e o n s t ,  un  demi-eercle sur P o P  comme 

diam~tre,  e t  soit Q0 le po in t  oh la section de la surface coupe la circonf6rence 

du  demi-cercle.  De l'6galit6 

t s - ~  t ' t  - -  2 t '  s i n / t  + I 

on t r ouve ra  pour  t o u s l e s  points  de la courbe PoQo 

t' = s in  I , - -  Vt" " Cos'it, 

e t  pour  tous les points  de la eourbe au del~ de Qo 

t' - -  sin/t  + Vi i - -  eosl~,  

P o u r  t > i il fau t  toujours  employer  la derni~re formule. 

s tan te  > 2, .'. pour  

t~ > w l  - -  2 w s in  ~ + I - -  t'o 

Soit  w une con- 

on aura  t ' > w .  Nous  ~crivons, t o 4rant  > I,  

a 

2Tt t o 2 ~  /t 

. ,  

(Io9") 12 = ( e , - - r  + (r162 ~ I ;  + 1 , ,  

0 1 0 t o 

oh lira I'2 est  finie. Pour  des grandes valeurs  de t nous pourrons  ~crire 
k-----0 

I 
F = D  + i P ,  oh lira P e s t  finie, e t  

(IIO) D = (l + 3 n) sin J( + m (I .-- cos a Jr) - -  n sin s ~: 

De plus nous aurons  

oos,.?[,-+;.,,,] 
t t ' 2 -  2 t' s i n  ~ + r 

lira P ,  finie, lira P ,  finie. 

D 'oh  il sui t  

a 

0 W r l ~ - w k  

+ es, lira % finie. 
k ~ 0  
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Nous faisons sur la surface l 'hypothbso suivante  

177 

(III) f [ ~td~ ] = une quanti t6 finie, 

r t ~ 0  

.'. le second terme de l 'expression de I'~ reste finie pour  lim k = o. La  limite 

de la premiere int6grale est finie ou infinie, selon que la quant i t6  K {io6) est 

finie ou infinie. D'ofi le th6or~me: 

Th~or~me. Si  le point P s'approche indd/iniment du point Po de la sur/aee 
commune de deux corps dont les densitds sont constantes, la limite vers laquelle tend 

d ~ V 
la ddrivde i)sl Os2 au point P est /inie ou in/in!e, en m~me temps que la ddriv~e 

0 ~ V 
OslOs-----~2 au point Po inddpendamment de la direction de la droite P o P ,  pourvu 

qu'au point Po la sur/ace jouisse de la Troprigtd (111) et que le point P ne s'ap- 
proche pets in/iniment plus pros d'aucun autre point de la sur/ace que du point 
Po (108), 

E n  supposant  

la valeur.  Posons 

que cet te  limite soit finie, nous en examinerons ma in t enan t  

k ! 
= cos X', 

27r 1 ~ 

o cos,~t ~l  

+ 3 n )  c o s  ` 9 - -  m s i n  3 ̀ 9 - -  n c o s  s O] .  

En  supposant  qu 'au  point  Po la section de la surface ait  une tangente  bien 

d6termin6e, et  en posant  

l i m Z - - - - ~  o, l i m O ~ O ~ ~  et limO~----O~, ~ 
k----O k=O k ~ O  

nous t rouverons  

lira E' = ~o, (`9o + Eo) + ( ̀ 90 + ~to) = 2 z~ 
k ~ o  

COS~o 
cos (`9~ + ~o) ----- cos (`90 + ~o) = - -  �9 

t 

D'ot~ l 'on d6duit  en in t6grant  
Acta raathematlca. 31. Imprim~ le 4 septembre 1907, 23 
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( I I Z )  

2 ~  

11~ ~ l i m  I ,  = 2(e , -  r + 3n)A, + roB, + nC,]d~ 
k-~- O 

0 

A t = ~ sin ~ 4o + sin io log  I + sin 4o 
c o s  4 o 

B, -=- ~ �89 sin 4o cos ~o [4 cos4 ~o - -  Io cos ~ 1o + 3] - -  toss 4o log 

C~ = $ sin 6 i o - -  s in s 4o log  I + sin 4o 
cos 4o 

r + s in 4o 
c o s  4 e 

L'int~grale I~ peu t  s'6crire 

a 

2~ k 2~ k 

0 1 0 1 

27r t o 2 ~  

0 1 0 to 

La  limite pour  k ~ o de la premiSre int~grale du  second membre  est  

2 ~  

r f Dolog todtP, 
0 

oil Do = lira D.  Quant  h la seconde int6grale, nous 6crivons 
k~--0 

a (~ 

fDdt  fDt ,  t'--sin4 f t' - - =  - - 2 t r s i n 4 + } d t ' - -  D c o s 4 ~ d 4 + e ' ,  l i m e ' = o .  
k = 0  

t o "tO r t ~ l c k  

La  premi6re int6grale du  second membre  peu t  s '6crire 

a 

f (  , sin  i) D t , ~ _ z t ,  s i n 4 + x  ~ dr' f-dtr 
tlo ~o 
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La  limite pour  k = o du premier terme est---- 

179 

== -~ Do log ~ ,  

et celle du  second terme est ( i o 6 ) =  

= K - -  D O log w.  

De plus on aura  
f t =  a 

r t = c t  r t ~ w t k  k 

, 
, c o s g ~ d Z = j D c o s ~ , ~ d g  + D c o s g ~ d Z ,  
r ~ = W]~ r t = W ~  t t ~_ Wt 

o~ w' est une constante  qui pout  6tre suppos6e assez grande pour  que la limite 

pour  k = o du dernier terme soit plus peti te  qu 'une quant i t6  donnde d 'avance.  

D t' 
Dans le premier terme du second membre,  la quant i t~  ~-cos Z~ est toujours  finie 

I I w' et aure,  pour k = o ,  uno limite finie < ~g/01 t~ ' mais les limites de l ' int6grat ion 

pour  dg sent  infiniment petites, par  suite, d 'aprbs la condit ion (ziz), 

t'   fDc Z dZ=o, 
r t  ~= W ~  

.'. i ~ ~ lira 22 = K .  
k = 0  

Pour  l '4valuat ion de lim i~, on n ' a  qu% faire k = o dans  cette int6grale, et  
k - ~ 0  

nous t rouverons aprbs l ' int6gration 

(n3) 

2 ~  

k = 0  
0 

A 2 =  [ ! - - 2 s i n 3 ~  o + t o g I + s i n ~ ~  �9 
- -  2 " J mn~o 

B2 = - -  ~ + log 2 + 2 ~ cos s Zo - -  cos Zo + cos it o sin go - -  ~0 sin go c os~ go + 

z + sin go 
+ ~ sin go eos~ go + eosS go tog 

2 

C~ ---- - -  sin go + sin ~ go + 2 ~sin s go - -  ~ sin~to + sins go log z + .sin Z0 . 
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D'oh le r6sultat: 

(114) i O ~ l i m  I ~ i  o, + ~o + K ,  
k=o 

oh il faut supprimer le terme I~ du second membre, si ;~o est < o. Pour go----o 
nous trouverons 11~ = i~ ---- o, 

(114") .'. l O = K .  

lim 0~ V L'6galit6 (114") indique que dans le cas consid6r6 k = o O a - ~  diff~re de la 

O2V 
valeur de la d6riv6e 0 s ~ - ~  au point Po de ]a m~me quantit6 que si la  surface 

avait 6t6 plane au point Po, pourvu que la droite PoP soit normale au plan 

tangent au m6me point Po. Mais les quantit6s I~ et ]o de l'6galit6 (114)ne  

d6pendent que des directions de ds L et ds 2 et de la fonction X0(~V) qui restent les 

m~mes, si la surface est remplac6e par le plan tangent. Par  suite, la quantit6 

I ~  K est la m~me pour la surface actuelle que pour un plan, m~me dans le 

cas oh la droite Po P a une direction quelconque oblique au plan tangent. 

Nous pourrons donc 6noneer le th6or~me suivant:  

Th~or~me. Si le point P s'approche indd/iniment du point Po de la sur/ace 
commune de deux corps dont lee den.sitds sont consiantes, ,uivant une droite qui ne 
touche pot la sur/ace, et si au point Po la sur/ace ]ouit de la ?ropridtd (111), en- 
]in, si eUe y admet un plan tangent bien dgtermin~e, done (w z 5 2 o Rein. I I )  

(lO5") 

( O~V] 

~ I p o - -  

t _ 081 082t p2 

O~VI 
~ 1 p ,  = o, si ~q _> o, 

-------4~(Q2--Ot)~t2, si ~q<o,  et 

I 
Oat 0821 m = - -  4 zr (Q2 - -  01) Vl ~2, 

~h et ~2 giant les coeinus des angles que ]ont les directions ds 1 et d82 avec la nor- 
male au point Po dirigge vers l'interieur du corps dont la densi~ est -~ Qt 

Remarque I. Si dans la quantit6 Kh rapport6e au point Po (lO6) on pose 

h = k, on trouvera, en passant ~ la limite, que la quantit6 

( ~ _ t  ~ 
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est finie, m~me dans le cas oh ces deux termes deviennent infinis s6par6ment. 

Sa valeur est donn6e par les seconds membres des 6galit6s (Io5"), augment6s 

dans le eas g6n6ral par la quantit6 

~0  P - - ( I  ~ + 1~), equ. (IIz, H3). 

Remarque II. Soit la densit6 e une fonction qui est continue dans chacun 

des deux corps, et soient Q1 et Q2 les limites vers lesquelles tend la fonction 

des deux c6t6s de leur surface commune au point Pc. Si QI et Q2 son t  constan- 

tes, et s i e '  est une fonction qui est = Q - - Q t  ct =Q--Q2 dans les deux corps 
resp., cette fonction est continue le long de la droite P o P  jusqu'au point P0. 

So i t  K' ce que d6viendra la quantit6 K quand on y remplace Q par Q'. Si  l a  

]onction ( satis]ait ~ la condition de continuitd de K'  (99), donc le changement 

brusque de la quantit6 K au point P0 reste le m6me que si les densit6s des deux 

corps avaient 6t6 QL et r resp. Par  suite, le changement brusque de la dgrivge 

O~ V 
8 s~----S s--~2 dans ce cas est le m~me que si les densitds des deux corps avaien$ dtd constantes. 

w 17. 

existent, nous pourrons 6crire 

~quation de Poisson gdngralisde. 
0 ~ V O ~ V O ~ V 

Si les trois d6riv6es 0-~x 2 , ~ et Oz----- i 

#~ V 
/jX~ = Kx + L~ 

O~V 
i)y~ ~ Ku + Lu 

0 2 V 
Oz ~ = K .  + L~, 

les quantit6s Kx, L~ etc. ayant  des significations analogues ~ celles des K et 

des L des paragraphes pr6c6dents. On peut  6crire 

oh 
K .  = K ~  + ~ ,  

(a)  ,~,~ I 
f o~ 

l i r a  ,~hx ~ 0 
h ~ O  

et des 6quations analogues pour Ku et K~, 

0 m 

a 

K,~ + K u + K~ = f ~ 
(h) 

,d x__ d v + ehx + rl, u + rh~ = rh~ + ehu + rh~. 
r 
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Lo premier membre &an t  ind6pendent  de h, il fau t  que 

(IIS) 

thx + thy + t h z ~ O  

.'. K .  + Ku + K . = o  , 

d'ofi  il suit (12) 

(IX6) 

I d V  = L~ + Lu + L~ =JQo[~p(u~) + r + ~(u,)]dto 
s 
tl (~) 

el(u) ~ i - -  3 u - -  5 uS - -  (3 us - -  i) log I ~  2 " "  

u~ ~--- cos (r, x), u u = cos (r, y),  u ,  = cos (r, z), 

dw &an t  l'616ment de surface de la sphbre de rayon unit6 d6crite au tour  du 

point  P comme centre;  l ' int6grat ion s '&end sur toute  cette surface (~). 

L'dgalit6 (116) est la /orme la plus gdn&ale de l'&luation de Poisson. 
Si la densit6 r est continue, on re t rouve l 'dquation de Poisson ordinaire 

(II7) d V = - -  4 ~  e.  

O~ V O~ V 
Oorollaire. L a / o n c t i o n  zf V existe tou]ours, m$me si les d&iv&s -0-~' - ~  et 

O' V O.z2 n'existent pas sdpardment, 8i on dd]init le symbole zt de la manibre suivante 

(II8) 

JV l i m ~  I [OV(x+ht, x,z) 
=h,-o.(~, h, L ox 

h2-O xyz  
halO 

h~ 
off l i m ~  ~ o et  d&ermin6e. % 

OV(x, y, 
Oz z)], 

En  effet posons 

(II9)I...zlV__2L x 
[ ~yz 

l i m ~ = c ~ ,  lira : % ,  l i m ~ = c ~  

h 

(3 U~-- I ) dr 

Si la densit6 Q est continue, le second terme du second membre s '6vanouit ,  

e t  on re t rouve l'6galitA (ii7). 
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e - -  
r log r 

.'. Q0~---o, 

. " d V = ~ L ~ - ~ o ,  

O~V 
quoique la d6riv6e ~ soit infinie (2o). 

O~V 
0as par t ioul iers ,  i ~ Si une des d6riv6es, par  ex. ~x~,  existe, la fonetion 

d V est ind6pendante  de la constante  cx h cause de l'6gali~6 (I3). 

0~V 0 ~V 0 ~V 
2 ~ Si la somme ~ + ~ existe, donc ~-~ existe. En  effet, dans  ce cas 

la d6finition ( i i8)  de la fonetion d V se r6duit  

lim I[0.a V ( x + h , , y , z ) _ _ 0 V ( x , y , z ) ] +  t~V+O~V I 
J V  ~ , , _ o h ~ x  Ox Ox _ ~ y ~  Oz ~ ] 

v l e v y  
- + i O y ,  + ' 

0 ~ V 
.'. la d6riv6e ~ n 'es t  pas infinie, 

.'.  ir i)d  = o, 

.'. la fonction J V est ind6pendante  de la quantig6 cz, 

0 ~ V 
.'. ]a d6rivde ~ est finie et  bien d6termin6e. 

Valeur de ,d V ~ la sur/ace d'un corps. Soit le point  P ( x ,  y ,  z) un point  do 

la mirface de s6paration de deux corps K densitds constantes  qt et  r otk la 

surface a un plan tangent  bien d6termin6, et  soient p~, ~t v et  ft, les cosinus des 

angles O~, 0 v et Oz que font  respectivement les axes des coordonn6es avec la 

normale, dirigde vers l ' int6rieur du corps dong la densit6 est Ct. Nous aurons (49) 

" d V = ~ 4 7 ~ ,  si p x > o ,  t r y > o ,  ~tz>o;  

d V = ~ 4~r  - -  4er(Q2 - -  q~)/~, si /~x > o, #ty > o, V, < o; 

(12o) == ~4~r(q~sin~% + r ~r_> 0,_>~-; 

J V = ~ 4 ~ q 2 - -  4~r(O~ - -  r si p ,  > o, /~v < o, V* < o~ 

- ~ 4zc(O ~ sin~O~ + r cosmos), o < 0 ~ < ~ .  
2~ 
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Lorsque le point  P traverse la surface en pa r t an t  du c6t4 off la densit4 

est ~ ,  la fonetion d V 6prouve un ehangement  brusque, den t  la valeur  est 

(I2I) (z/V)p, - -  (At V)p, = - -  4 ~r (Q2 - -q , ) .  

Rem&rque. Lorsque le point  P se meu t  en pa r t an t  du  corps den t  la den- 

sit6 est Q1 et  arr ive dans  ]a surface, la fonet ion z /V n '6prouve i ~ aucun change- 

ment  brusque, si ,u~, it U et  it,, song tous  > o ;  elle 4prouve z ~ un ehange- 

men t  brusque de --4~r(Q~--~,)p~, si p~ et  Pu sent  > o ,  mais u , < o ,  et 3 ~ de 

--4z~(Q,--Q,)(p~ + p~), si u~ esg > o ,  mais ~t u et ,u. sont  < o .  

w 18. Appl icat ion:  Intdgration de l'dquation de Poisson. 
d~' ]'616ment d 'un  volume T' quelconque, nous disons que 

Soit, ou point  P, 

En  effet 
{a) 

off 

lira / I 'Khdv' est tou]ours /inie. 
h-O(JT, ) 

'2, ~) Kth d~, 

T'  I 
0 9 -  

KFh -~. ; ~ d v I . 
~(h) 8z 82 

Pour  K'h la densit6 est constante  et  = I ,  

.'. K' ~-- lira K'h est finie, 
h--0 

.'. ] i m [ K h d v ' =  ;eK'd~ = u n e  quanti t6 finie, c. q. f. d. 

Pour  les trois coordonn6es on a 

D 'au t re  par t  on a (42) 

f Ld~' 
(T') 

Kxh -~- O, 
zyz  

xy. (T') 

--  cx(u,)Jdw ;Qodv'. 
( Tt) 
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Mais la fonction Q e s t  supposde intdgrable, 

.'. /,ood~' = (o, d v ' ~ m ,  
(T') (~) 

Oh m est une quantit4 qui est inddpendante des directions (O, ~) et qui m peut 

8tre considdrde comme la partie de la masse de la sphgre (a) qui se t rouve dans 

l'intdrieur de l'espace Tt; d'ofi l'on tire (54) 

(122) / L d ~ ' =  - - ~ c m .  

Remarque I. 

(T') 

Si l'on pose 

I [0 V(x 
o.v= N 

+ h,, y, z) 0 V(x, y, z)] 
8x 8x J 

et deux expressions analogues pour y e t  z, on peut  dnoncer le th4or~me suivant:  

La quantit~ ~ l i m J ~  Vd~ r existe tou]ours et est ~ - -  4 ~m.  C'est le thdor~me 
t ]  x y z  (T') 

de KRO~S.CX~R. ~ 

S i r o n  pose 

x y z  

on trouve d'apr~s (!22) pour chaque domaine T' 

o .  

( T') 

Ddfinition. Une fonction O(x, y, z) qui pour chaque domaine T' jouit de 

]a propridtd 

Odv r ~ o 

(T') 

nous nommerons dans la suite une [onction h int&lrale nulle. 

Oorollaire. L'dquation de Poisson gdndralisde (i i6) peut  s'dcrire de la ma- 

nibre suivante 

I KRONECKER: cZur  Po t en t i a i -Theo r io~  J o u r n a l  de  Cre l le  L X X ,  p. 246--8, I869. 

Acta mathematica. 31. Imprimd le 14 octobre 1907. 24 
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A V  ~ 4 ~ r o  + O, 

oh O est une fonction ~ int6grale nulle. 

Inversement, on voit immddiatement qu'ou peut ('~noncer le thborbme suivant:  

Th6or~me. Si on se donne l'&luation 

A V ~ - - 4 ~ r  ~, 

oh ~ est une /onction quelconque ]inie et int3grable, cette ~'quation n'a en g3n&al 

aucune solution. Mais on peut tou]ours trouver une /onction 6) h intJgrale nulle de 

mani~re que l'3quation 

(I24) A V =~4~r~o + 0 

air des solutions, si le symbole 3 eat ddJini par 1Vgalitd (HS). La solution la plus 

g3n&ale se trouve, si l'on pose (ix9) 

(I25) xuz xuz ((2) 

v=lod"+.v, 
J r 

o~ U eat une ]onction quelconque 9ui saris/air ~) l'3quation 

J U n o .  

On peut  ajouter. 

La /onction eompldmentaire ~9 ?t intdgrale nulle ne peut dtre choisie que d'une 

seule mani~re. 

En effet, soit O 1 une fonction inconnue h int~grale nulle, et supposons qu'elle 

soit d~termin4e de sorte qu'il existe une fonction V1 qui satisfait ~ l'6quation 

3 V1 = - -  4 ~rr + O1 

et qu%lle est finie et continue ainsi que ses premieres d~riv6es dans un certain 

domaino T~. Consid6rons la fonction 

v = V - - V I +  U~, 

off U1 satisfait h l'~quation 

A U L = o ,  
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e t e s t  dStermin~e de mani~re que v ~ o ~ la surface d'un domaine T ~ qui fair 

partie de T~. La fonction v e t  ses premieres d~rivSes sont finies et continues 

dans l'int6rieur du domaine T r. Soit d n  l'61~ment de la normale dirig6e vers 

l'int~rieur du domaine, on aura d 'apr& le thSor~me de GREEN 

f v~va~.'=-- .v~a,oC Or. ,_ f[l~l' + iOvl ~ + lOv~'] . , 

dr ~ &ant  l'414ment de la surface ~2 ~ du domaine T ~. Mais 

C T') ( T') ( T3 

parce que ~) et O~ sont des fonctions ~ int6grale nulle. Nous imposons h V et 

O V OV, 
V, la condition que ~ et ~nn ne deviennent pas infinies sur la surface, ce qui 

est toujours permis, parce que le domaine T ' peut 6tre choisi de sorte qu'il n 'ait  

aucune partie de sa surface commune ~ celle de T,.  Nous voulons de plus 

d U, 
choisir la surface de T' telle que la quantit6 ~ ne soit pas infinie, ce qui est 

toujours possible, parce que la fonction U, y est 6gale h la fonction continue 

V , -  V. D'ofi il suit 

v - -  d~o! = o 
On .... 

(l~') 

cause de la condition v-----o sur la surface, 

/[(~ 1 .'. + + j dvW= o. 

(T') 

0v 0V 0V 
Les d~riv6es ~-~, ~y et ~z &ant  continues, il faut  que 

0v 0v 0v 

�9 " .  v = c o n s t a n t e = o ,  

�9 d v = K g - - O , - ~ o ,  

�9 . O l = O , c . q . f . d .  
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Remarque  II .  En g6n6ral la fonetion ~9 d6pend de la manibre de laquelle le 

symbole J e s t  d6fini. Si la fonction q, est telle qu 'en  chaque point  

f r  u ~ - - -  x)dw = o ,  

(o) 

et si l 'on a deux 6quations analogues pour y e t  z, 6) ne d6pend pas des con- 

s tantes  c:, c,+ et c:. 

Corollaires. Posons 

xy~ z,jz (t2) 
off 

L '~ ~(fp.) o, 'o q~ ( u~:) d t o 

6) I L i 
o'~Q 4 ~r 4 Jr , --  

xvz xyz (~) 

�9 ". JV~- -4"+ro , '  

V f ,d~ = f l q r  + U '  off d U = o ,  

�9 "  v---2v=+52 f +c', �9 logo: ,Oo(3Ug-- )dto-~ ~ L ' :  
x H z  

7tf ~O~ \X Y Z 

Lo~ ~ lira L~. 
r ~ O  

I I 

4 ~r ~ L ~  4 ~,r C, 
.~y z 

I 
" 2 L '  + C . . . .  4 z q ' - - 2 L . + C ,  

x y z  x y z  

) �9 ~ L ~  I Lo~ + C cp(u.,) dto 
~u~ 4"r (9.) 

+ C ' - - C .  

De plus on aura  

!I 

f If- 2 L ' - -  Qo 2 4 ~ 
~Y~ (o) (9.) ~Y~ 

.'. f o ~ t f ( u . l d t o  - o, 
x y z  
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CHAPITRE II. 

La d~riv~e premiere  du potentiel d'une simple touche. Surface plane. 

w 19. Pr~liminaires. On sait que les d6riv6es premieres du potentiel d 'une 

simple eouehe sont finies et continues rant qu'on ne s 'approche pas ind6finiment 

de !a surface. Pour  6tudier comment elles se comportent dans le voisinage de 

la surface et dans la surface elle-m~me, il suffit 6videmment de consid6rer la partie 

d'elles qui se rapporte  g une petite partie de la surface qui dans son int6rieur 

renferme le point vers lequel on se rapproche ind6finiment, pourvu que ce point 

ne soit pas situ6 sur le bord de la surface. Ce dernier cas peut 8tre trait6 de 

la m6me mani~re, en supposant la couche prolong6e g l 'autre c6t~ du bord, mais 

y ayant  une densit6 nuUe. Pris dans toute sa g6n6ralit6, le probl~me qui nous 

occupe ~ pr6sent e s t  le suivant: 

Soit P0 un point donn6 sur une surface, dont nous pouvons choisir une partie 

quelconque qui entoure le point P0, et soit PoPP1 une courbe quelconque qui 

ne rencontre pas la surface, ni lie s'approche infiniment pros d'elle qu'au point P0; 
soit enfin 

d/~ 6rant, au point Q, l'616men~ de masse r6pandue sur la surface, R la distance 

PQ. L'int6grale est prise sur ~oute la masse de la partie consid6r6e de la sur- 

face donn6e. Si, au point P ,  d8 est l'616ment d 'une courbe queleonque qui passe 

par ce point, nous voulons 6tudier ce que deviendra la limite 

lira 0 / .  
P =  Po V 8  

Cependant il faut 6tudier s6par6ment le cas, oh la courbe Po PP~ se r6duit 

un point, c. ~. d. le cas off le point P est fixe et situ6 dans la surface. 
Nous commen~erons l '6tude par le cas, off la partie consid6r~e de la surface est 
plane. 
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w 20. Le point P e s t  situd daws la surface. Ddriv4e tanffentidle. Considdrons 

(fig. 6) un cercle de r ayon  a d6crit  au to u r  du point  P comme centre.  Le  po- 

tent iel  Vh de ce cercle au poin t  P ' ,  situ6 dans le plan et  a y a n t  les coordonn6es 

polaires (h, to), s 'ob t ien t  par  l '6quat ion 

Fi~.6. 2 ~ (t 

Vh~- 0 V r ~ - - 2 r h u  + h ~' 
0 0 

u = c o s  ( 0 - -  to), 

a 6rant  la densit6 de la masse, e. /~ d. une fonct ion 

donn6e quelconque que  nous voulons supposer  finie; 

r e t  0 d tant  les coordonndes polaires du  point  Q, oh 

la densit4 est  a. Le potent ie l  au poin t  P est 

v 
0 0 

.'. pour  r ~-ht 

;f / ,[ ] h(Vh - I  V ) ~  dO a(r, O V ~ - - 2 r h u  + h ~ - I  

0 0 

ft 

2r. h 

= do ~(ht, o) V g = 2 t u + ~  
0 0 

dr 

L'int6grale du  dernier  membre  reste finie, quoique  t dev ienne  = I sous le signe f ,  

car on sait  que le potent ie l  Vh est fini et  d6termind dans tou t  poin t  P '  de la sur- 

face; elle ne peu t  donc deveni r  infinie, ni inddterminde, que pour  l im h  = o .  

Pou r  t > i  on a 

t u I lim P finie; 
Vt~-----2tu + I - I  = 7  + ~#P' t -~ 

par  suite on conclut  que la quant i t6  
a 

2~ h 

? h (V~,-- V)-- dO 
0 1 

a une valeur  l imite finie pour  Jim h = o. Donc  nous pourrons  6erire 
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{ ~ ( v , , -  v )  = ~',~ + Mh 

2 ~  a 

(I26)] d ~ f r 

! a 

2re  1 2r~ 

Nous pouvons done 6noncer le th6or~me su ivant :  

OV 
Th~or~me. Si  lira Th est ]inie, done la ddrivde ~ dans la direction to est finie. 

h=O 

Supposons que pour chaque direction 0 la fonction a(r, O) ait  une valeur 

limite d6termin~e pour lira r = o, et  posons 

(I27) a,(O) = lim a(r ,  O). 
r ~ 0  

Si nous supposons de plus que r est une fonc~ion int6grable de ,9, nous 
trouverons en passant  ~ la limite 

~ = T + M  
2 ~  ct 

f T = udO a(r, )7-  

0 h 

(I28) p2n 
M = ~ o ( e , )  z ( u ) d O  

r  

0 

X(u)------- i + u + u l o g - -  ~ O0 

X ( O ) =  - -  s in  ( 0  - -  ~o) log i --____uu 
2 

( u = cos ( o - -  ~o). 

OV 
Si la d6rivde O s  existe pour deux directions to1 et  to 2 (t~t # ~2, R e m a r q u e .  

oJl + ~2 ~ ~) ,  elle existe pour toutes.  

Cas par t icul ier .  Si la densit6 a est continue, la fonction ao est constante,  

et on t rouvera  

(I29) M = o. 
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Corollaire. Si T existe, on trouvera 

( I3o)  

2 ~  

% ( O ) u d O  = o .  

0 

w 21. Le point P ea situ4 dans la surlace. D&iv& oblique h la surlace. 
Nous supposerons maintenant que le point P' est situ6 au dessus du plan. 

Soient P P ' ~ h ,  l'angle que fait P F  avec le plan ~ ,  et l'angle que fait la 

projection de P F  dans le plan avec une direction fixe dans le plan =~o. Nous 
retrouverons les formules du w pr6c6dent seulement avec la modification qui se 

rapporte g l'expression de 

( I 3 I )  

u = cos (PQ, PP'); 

u = cos  qJ cos  ~ a - - ~ )  

O V - -T '  + M' 
Os 

2 ~  a 

0 h 

2 a  

M' = / a o ( 0 )  xCu) dO 

0 

. I - - u l  O X , ( O )  
~ ( u ) = - -  I + u +  u l o g - - ~ - - ] ~  O5 

X~(O) = - -  cos (p sin (O - -  to) log I --- u __ sin~ . F dO 
2 ~.) i ~ - u  

Remarque I. La quantit6 M' contenant l'angle ~ sous le signe f ,  on voit 
qu'en g4n&al il n 'y  a pas de relation simple entre les d6riv6es dans des direc- 

tions diff4rentes. Pour ~ = o les formules (i3i) deviennent identiques aux for- 

mules (i28). 

Remarque II. La quantit6 T' diff~re seulement d 'un facteur constant de 

la quantit6 correspondante T du paragraphe pr6e6dent, par suite, la Condition 
0V 

n6cessaire et "suffisante pour l'existence de la d6riv6e ~ dans une direction 

cluelconque est la m~me que pour la d4riv~e, prise suivant ]a projection de 
0V 

l'416ment ds. Seulement ]a d6riv6e normale ~ existe toujours, et on a 
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(~32) 

27~ 

dV f ao(O)dO" 
On 

0 

Cas particulier. Si la densit6 a est continue, on trouvera 

(133) OV O-s = - -  2 ~va sin ~ + T' ,  => ~P => o .  

D6riv6e eurviligne. Si le point P'  se meut vers P suivant une courbe 

quelconque, on aura ]es m~mes formules que pr6c6demment, si on y suppose que 

~// et eo sont les valeurs limites de ces quantit6 s. Par ex., si la courbe PP' est 

tangente au plan, la valeur limite de ~ devient = o, et on retrouve les formules 

du w 2o. D'autre part, si 

lim ~p = 
h~0  2 

0V 
la d6riv6e curviligne ~ n'existe pas toujours. Mais  elle existe dans tous les  

cas oh la courbe PP~ a un contact avec la norma]e d 'un tel ordre que 

(i34) lim cos ~plogh n'est pas infinie ni ind6t6rmin6e. 
h~O 

w 22. Le point P partant au dessus du plan, 
s'approche de la sur]ace suivant une courbe PoPP1 

qui ne la rencontre qu'au point Po sans l'y 
toucher. Soient (fig. 7) h, tp et co les coor- 

donn6es du point P ,  de manibre que h = l a  

droite Po P, ~p=l 'angle que f a r  PoP avec le 

plan, et co=l 'angle que fair la projection de 

PoP dans le plan avee une droite fixe dans le 

plan. Si les coordonn6es du point Q de la 

eouche sont r et O, on aura 

R =  P Q =  Vr~--2rhu + 1~ 

u = cos  ~ cos  ( 0 - -  o~). 
/ / 

Soit P'  un point pris dans le voisinage de P .et posons 

s ~ - P P ' .  

Soient de plus ~, ,u et ~-----les cosinus directeurs de PP',  
Acta mathematica. 31. Imprimfi le 14 oetobre 1907. 25 
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... R~.---_ p ' Q =  V R 2 - - 2 R s v  + s ~ 

I v ~ cos (PQ, PP')  
(135) 

[ -~ R{)~(hcos~l, cos to- -reos$)  + ! t (heos~ps inw--rs inO)+ rhsin~P} 

a'  OR' --~ s - - R v .  
"'" 08 

En  posan t  s----o on t rouve ra  

(~36) OR 
OS ~ V .  

Soit  Vh la va leur  du potr  V dans  le po in t  P ,  on aura  

2 ~  a 2;~ a 

Os ~ ~ o s d r =  d$ a r v ~ .  
0 0 0 0 

On peu t  6erire 

(I37) 

r ----ht, V t z - - z t u +  ~ q  

q 

fit = g cos ~0 cos oJ + ll cos ~ sin ~ + v sin ~t, 

~2 ----- ~ cos 0 + ?e sin 0 
a a 

2ff  h 2 ~  h 

f fo �9 OV----~=--a'Os dO ( h t , , 9 ) t ~ +  ~dO (ht, O) qS " 
0 0 0 0 

L'angle  ~/, a y a n t  une va leur  l imite > o, la quant i t6  q ne peu t  pas deven i r  

inf iniment  pe t i te ;  la p remiere  des int~grales du second membre  a done une  

l imite finie pour  lim h ~--o. Quant  ~ la deuxi~me, on a pour  t > i 

t 2 I I 
q-~ ~ t + ~ P '  t-~lim P finie. 

Nous  pour rons  done ~erire 



(138) 
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0 Vh 
-8g-8 ----- Uh + Nh 

2 =  a 

0 h 

0 0 0 0 0 1 

off lim Nh ost finie. 
h~O 

195 

D'ofi le th6or~me: 

OV 
Th6or~me.  La condition ndcessaire et sullisante pour que !ira ~ ,oit ]inie, 

est que la quanlitd 

U ~ lim Uh eat /inie (138). 
h--O 

Supposons que pour chaque direction O la fonetion o(r,  O) ai$ une valeur 

limite d6termin6e pour lim r-----o, et posons 

( I 2 7 )  a o ( 0 )  = l i ra  a ( r ,  0). 
T=0 

Si nous supposons de plus que a0(.9) est une foncfion int6grable de O, nous 

trouverons, en passant g la limit. ,  

(139) 

lira 0 V h . o ~  = U +  N 

2~" a 

0 h 

2 ~  

N = f ~ ( o )  O(Uo) do 
0 

O(Uo):---- ~ o  +f12 I - - 2 - - 1 o g  = -  
I - -  ~o  - -  u o d 0 

G(O) --=(--J, sinO + ~tcosO) I + log - -vs inq ,  I - -Uo '  
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( I4o)  
I 

on, uo = cos tp o cos (0  - -  too) 

{~o =: ~ cos ~0 o cos too + ,u cos ~o o sin to o + r s in  tp o 

/~, -= ~ cos # + !t sin # 

~0 o = l im ~ ,  too = lira w. 
h = O  h ~ O  

Si n o u s  p r e n o n s  l ' axe  des  z n o r m a l  au  p lan ,  n o u s  p o u r r o n s  6crire 

( I 4 I )  

D 'of i  le $h6orbme 

0 Vh = )~ 0 Vh 0 VI, 0 Vh 
a S  --UX- + , u --~-y + r d Z 

G ( o ) =  ~Gx(O)+,.Gu(O)+ J,O~(o) 

= U u + Nu , l i m  
I h ~ O  ~w 

lira 0 Vh 
h~O~ ~ -  ~ 

27~ a 

h - O d  j 
o h 

2 ~ (t 

Uu -~ l im ( s inOdO ia(v,  0) r,,dr 
h = o j  j 

o b 

2g 
r dGx(O).O 

o 

27: 

o 

2~  
~" �9 d O . ( O ) " 3  

N.  ~ J a o ( a )  ~ a  
o 

I - -  Uo~ 
Gu =--- c o s O { I  + l o g ~ j  

f dO . G. ~ - -  s in  ~Po ~ - ~  Uo 



T M o r ~ m e .  

Corol la i res .  

(I42) 

C a s  p a r t i c u l i e r s .  

(~43} 

Les d*riv~es premieres et secondes du potentiel. 

L im d y  h ezciste toujours. 
h = 0  a ~  

On t r o u v e r a  

2 ~  

/ %(0) [~do = o, 

0 
2rr 

/ ao(O) cos OdO -= o, 
0 

2 ~  

/ '~o(~) 

0 

I ~ Si 

si U existe, 

si U~ existe, 

s i n O d O = o ,  si U v existe.  

la densit6 a est  continue,  on au ra  

N~ = N~ = o 

l im 0 Vh 
h=0-0z-z = U~ 

0 Vh 
lira ~ - -  - -  2 z a .  
h~O 
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R e m a r q u e  I.  On t r o u v e r a  qua los formules  (143) son t  ident iques  ~ la for- 

mule  (133) p o u r  ~p ~ o, o a t  ~ resp.  
2 

20 . Si ~Po----~, on t r o u v e r a  

l 
' N~ = Nv ~- o d ' ap rg s  (I42) e t  

2zc 

(i44) l im 0 Vh s o (0) dO. 
[1,=o Oz Jo 

OV 
3 ~ L a  l imite  de ]a d6riv6e /Ts prise dans  |a  d i rect ion de la t angen te  au  

po in t  Po de la eourbe  PoPP1 s ' ob t i en t  en p o s a n t  

= cos ~o cos r 0 , ~t = cos qJo sin ~o, v = sin ~Po, 

�9 ". ~ = ~, ~ = U o ,  

2 ~  a 2zc 

�9 l i m ~  
(145) h-o as  h = o J  . 2  

0 h 0 

u0 = cos  qJo cos  ( 0  - -  ~o0). 
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2 ~  a 

II. si lim tuod  dr for ule  (145)de i  nont 
f $  _ _  

hfoY j r 
u o h 

identiques aux formules ( i3i)  en vertu des formules (142). 

On pourra done ~noneer le th~or~me suivant: 

Th~or~me. Si la d~riv~e dan8 une certaine direction ext~rieure existe pour un 
point P, situd dans la sur[ace, done la ddriv6e dans la m~me direction pour un 
point P en dehors de la sur/ace prend la mdme valeur limite, c. 5. d. 

OVh 0 V 
lira 

dans lea deux cas suivan~: 

10 si la densitd a r continue au point Po, 
z ~ si la ddrivde e~t prise clans la direction de la tangente au point Po a la 

courbe Po P1)1. 

OVh 0 V 
Remarque III. Dans le eas g~n~ral lim (139) n'est pas----- (I3I), ear 

la premiere quantit6 d6pend  non seulement de la direction ()~, ,u, 7,) dc l%16ment 

de, mais aussi de la direction (~V0, w0) de la tangente au point Po de la courbc 

Po PP1. 

w 23. La courbe PoPP~ touche le plan au point Po. Dans ce cas lim ~p ~ o; 
h~O 

par cons6quent la quantitd q des formules (137) devient infiniment petite sous 

le s i g n e f  pour h ~ o, O ~ w et t = I.  Nous supposerons pour plus de simplieit6 
que l'angle w e s t  constant. Posons w = o ,  .'. u = c o s ~ p c o s O .  Les formules (138) 

peuvent  s'6crire 
�9 ~ Vh 0 Va 0 Va 0 Vh 

0 Vh 

(I46) 
0 Uuh + Vh 
~ == N~h, Nuh 

oh nous aurons h discuter les quant i~s  N~h, Nua et N~h. 
x ~ N~h. On peut  ~erire (138) 

Nxh ~- f d ~ a ( h t ,  O ) [ t e o s # - - c o s ( p j t d :  + N'x, h-olim N~ finie, 

- - ~  1 - - x  
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oh e e t  d sont  des quant i t6s  posit ives <-~ 
2 

pou r  a(r ,  2 z ~ O ) .  De plus, on aura  

t ~ c o s O - t c o s ~ =  t . s in  ~p t ~ 
q~ cos ~ q~ cos 

x ~____u et  sin ~p q2 < x ~ < i ,  pa ree  que 
q 

, o < x < I ,  e t  oh a ( r , - - O )  est 6crite 

I - - u  i ( t - - I )  ~ i t - - I  
q~ + c o s ~  qS ~-cos~ q3 , 

q = V i t  - -  I) ~ + 2 t ( I - -  u) = V ( t  - -  u)  ~ + I - -  u "~= V ( t  - -  u) ~ + sin s ~ + sin s 0 cos ~ ~P, 

~t l + x  

. . .  N ~ , , -  ~ ~- l eo  (,~ (~t, o ) ( t -  ~) et 2 " cos ~d  , )  ~ + N~, im. N~ finie. 
- - r  1 - - x  

P o u r  que lim N~h soit finie, il f au t  done que le p remier  t e rme du  second 
h~O 

membre  air une  limite finie pour  l i m h  =-o .  Soit  

~t 1 + x  

o;~ (ht, o) ( t -  ~) p ,  
- - ~  1 - - x  

e t  posons d 'une  pa r t  t = i - -  ~, ql = V 2 (x - -  u) (i  - -  v) + ~ ,  

e t  de l ' au t re  

~t X 

- - ~  0 

Si nous posons 

q ' =  V 2  ( I - - u )  + ~s, 

nous t rouverons  en in t6grant  

+ hv,  O) a ( h ~ h v ,  O ) ] v d v .  
q~ q~ 

, ' .  q~< q ' <  q2, 

~t 

,ou our  fi ,o mOmo  our o 

0 

et  nous aurons  un  r6sul ta t  analogue pour  q2. Dans  l 'expression de 0~j~ on pour ra  

donc remplacer  ql et  q2 pa r  q'. 

Posons 

U ~ COS ~ ,  

done nous pour rons  de m~me remplacer  q~ pa r  
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D 'o f i  le r & u l t a t :  

T h ~ o r e m e :  La condition ndcessaire et su/[isante pour que la quanlit~ lira Nxh 
h ~ O  

soit linie, est que la quantitd O~ ~ lira O,~h est /inie, oh 
h=O 

^ f  

I d {' ~ r d r  Ox,, ] ( T r 
(z47) -~ o 

~-- a(h + hr ,  0 ) - -  a ( h - - h r , O ) .  

Cas p a r t i o u l i e r .  Si ]a f o n c t i o n  a est  i n d ~ p e n d a n t e  de r, on  a u r a  O~ ~ o. 

2 ~ . Nuh. On p e u t  dcrire 

l + z  

Nuh =fsin OdO/ (ht, O), 'dr +N~u,. lira N u  finie, 
,~ h=O 

--~ 1 - -z  

t ~ ( t - - I )  ~ 2 ( t - - I )  I 

q-~ ~ qS + q ~ -  + ~ , 

et  n o u s  t r o u v e r o n s  c o m m e  d a n s  le cas p r eceden t ,  en p o s a n t  

o2(r, O) = a(r ,  O ) - - a ( r ,  2 z - -  0) ,  

le r~sulgat s u i v a n t :  

T h ~ o r ~ m e :  La condition ndcessaire el su[/isante pour que la quantil6 lim 
h ~ O  

Nuh solt ]inie, est gue la quantit~ 0:~ ~ lim Ouz, est /inie, oh 
h - O  

( 48) 

Cas particulier. 
3 ~ , N~I,. On a 

a 

2~ h 

0 0 

dv 
Ouh = dO bl (6.2 + r~):,t. ~ 

b ~ 6 

a~ = a.~ (h + h r ,  0)  + a~ (h - -  h r ,  0 ) .  

Si a(r ,  O ) ~ o ( r , 2 1 r ~ O ) ,  on  a u r a  0 ,  ~ 0 .  

(1 

2 ~  eb" 2 ~  It 

q.~ sin m d  - -  sin ~} F - ~  ',,o > I ,  
0 0 0 t~ 

om 6 t a n t  une  va l eu r  m o y e n n e  de a p o u r  o_< r <  wh,  et  de  plus  on  a u r a  

lira sin O ~ l i m s i n  ~ z  I - - . r _ s  - - = = - = , , , - - - 3  ~ ( ) ,  
~-o . q" J,=o .] " J q~ V w- - -  2 w cos O + I J 

0 ~.o - - $  
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oh O' est une va leur  moyen n e  de 0 , - - ~  <Or<_d: Mais e e t  d sont  arbitraires,  

.'. f f  est si prbs de z6ro qu 'on  voudra ,  

.'. O r = o ,  �9 E(w)----o pour  w > I ,  

27c c~ 

.. N,h~--sin~pfo,~dO]tCt+~]h, lim~]h=o. 
t) 0 

M a i s  

l im [a . , -  Oo (0)] = o,  
h~O 

of )  Oo(O)dO 
�9 N~h ~ ~ sin ~ - -  cos ~0 cos O 

o 

.'. l im N.h ~ - - ~  ( 0 +  + ~_), 
h--o 

( oo(--o)dO 
- -  - -  sin . ~ }  _ cos p cos 0 

0 

oh a+ et  o_ sont  deux  valeurs  moyennes  de 

pet i tes  positives, resp. n6gatives, de O. 

D'ofi le th6orbme: 

Lim ~ Vh Th~or~me. h-o ~ existe tou]ours et 

(149) lira O Vh 
h=00z  

Dans le eas g6n~ral on peu t  6crire 

(I5o) 

(~+ + ~ - ) .  

+ ~i"h, lira ~l'h '~ o, 
hffiO 

pour  des valeurs  inf in iment  

U,I~ = 1 U~h + tt Uuh 

Nsh ~ ~Nxh + ttNyh + ~Nzh 

O~h = 1 0 ~ h  + tt Ouh 

U~ = lim U,h, N .  = lim N,h, O, = lira O~h. 
h~0 hffiO h - 0  

Nous pour rons  donc 6noneer  le th6or~me su ivant :  

Th~orbme.  Si U8 existe, donc la condition ndcessaire et su//isante pour que 

lira O V h 1,=0Os existe, est que la quantitd O~ existe. 

R e m a r q u e  I. Dans les formulas (i47) et  (i48), on peu t  remplacer  

( i S i )  (~2 par  O ~ + ~ .  

Acta  mathernatica.  31. Imprim~ le 12 oetobre 1907. 26 
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E n  effet,  on a 

sin ~ d = sin ~ 0 +sin-" q, cos ~ 0 

+=%JL(  

i I ] 
+r~): '  # (O ~ + ~ + . ~ ) . ~ / .  o- d r =  o etc. 

D'of i  il sui t  q u ' o n  p e u t  r emplace r  O~h et  O:~h pa r  0~1, et  O,,h resp.,  o.fi 

( 1 5 2 )  

~t 

. . . .  

V O ~ + q,'-' 

dr 
6vh [oq(h+hr, O')+a~(h--hr, ff)]l/r~ + q,._, 

0 

. . . .  e t e . ,  

r '  e t  O' 6 ran t  des valeurs  moyennes  de r e t  de 0 resp. 

R e m a r q u e  I I .  Posons  dans  l ' express ion  de Nxh 

a = ,lo + (a - -  Oo), 

et  n 0 m m o n s  Nx~ et  N'~h les par t i es  eo r r e spondan te s  de N.h.  On t r o u v e r a  

lim Nrxh ~ 0 si 0x  est  = o, e t  inversement .  P a r  suite on au ra  le r & u l t a t  su ivan t :  
h~0  

8i O. = o, donc 

(~53) 

I 2~ a 2~ 

,imOf =,im fcosadOi,( , . ,o)q, '+ f, o aOo (O) . .  
,,-oj ," o (,9) d5 ao 

i - -  cos ,9 
[ G o = = - - s i n O [ r  + log ~ ] .  

E n  e o m p a r a n t  les fo rmules  (153) aux  formules  (128) nous  pour rons  6noncer  

le thdor6me su ivan t  en v e r t u  de l '6galit6 (13o). 

Th6orbme.  Si 0,~ = o, l i m a  Vh =_ a__V c.-h-d, la limite de la d&iv& prise dans 
1,=00x Ox ' 

la direction de la tarfftente est let m~me que la ddrivde au point Po prise dans la m~me 
direction. 

R e m a r q u e  I I I .  N o m m o n s  O~ et  O~ ee que dev iendra  0 v, lo r squ 'on  y rein-  

place a pa r  a0 et  a -  o'o resp.  Nous  t r ouve rons  
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lim~U~-y = l i m  in OdO a(r, O) dr + lira o(0) dO 
(154) h=o h=ood ,~ r h=Ood 

G~ = cos O[x + log I - - c o s  qJ cos,9] 
2 

pourvu  que la quan t i t6  O':,j soit nuUe. Pour  que la seconde int6grale soit finie, 

il faut  que la quant i t6  0~ soit finie ou, ce qui revient  au retiree, que la quant i t6  

(I55) 

soit  finie. 

Cas particuliers. 

dao(O) I ~ si ~ - -  existe,ct  

0 ;  = lim (o~(0)  
h = O , ]  

0 

sin OdO 
x ~ cos tp cos 0 

La  quant i t6  0-~ est finie, 

%(0)  est cont inue pour  - -  e < 0 ~ e'; 

20 si 0 0 ( 0 ) =  o0 + o1(0), oh u0 est  une constante,  et  l ' int6grale 

HI 

est finie, etc. 

Remarque  IV. Nou~ avons suppos6 que la courbe  PoPPI est contenue  dans 
le plan des xz. Dans le cas g6n6ral l 'angle ~o n 'es t  pas = o, mais lira to = o; 

h--0 

dans ee eas nous  re t rouverons  les m~mes formules pour  lira ~ s  h, pou rvu  que 
h=0 

(I56) = sineq Ox J =  = sinr Oy J - ~ ~  

0 V~ 0 V~, 
o/x ~ et  -~y  sont  les valeurs  t rouv6es  pour  r si l 'on y remplace o(r ,  O) par  

a(r, 0+~o). 

OV OVh 
w 24. ~ e~ lira -Os sur le bord du :plan. 

h=O 

Supposons que  o ait des valeurs constantes  mais diff6rentes a~ et  o2 des deux 
cSt6s d 'une ligne. 

1 ~ Ligne droite. Pour  la d6riv6e tangentieUe dans la surface nous  trou~ 

verons  (iz6), ~o 6rant  l 'angle que  fair PP'  avec la droi te  de s6paration, 

a 
Y~ ----- 2 (ul - -  a2) sin to log h '  
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off l ' on  suppose  que  la d ro i t e  P P '  es t  dir ig6c vers  l ' in t6r ieur  du  d o m a i n e  de  

densi t6  a~ et  que  o < to < :T. De  plus  on  a u r a  (128) 

(I57) 

De  m 6 m c  la d6riv6e 

cas  on  t r o u v e r a  

(158) 

M = 2 ( a ~ -  a~) sin to log sin to, 
2 

OV 
"'" O s = ~  p o u r  t o : o  et  t o = ~ ,  m a i s = ~  p o u r  rou t e  a u t r e  v a l e u r  de oJ. 

ob l ique  (131) n ' ex i s t e  que  p o u r  to : o e t  to = z ,  a u q u e l  

OV 
r)s = - -  ~r ( a l  + a~ )  sin @. 

L a  d6r ivde no rm a l c  exis te  t o u j o u r s  et  s ' o b t i e n t  de  la fo rmule  (158) p o u r  q J - - .  
2 

0 V~, 
Afin  de ca leuler  ~js , nous  p r enons  1~ d ro i t c  de s6pa ra t i on  p o u r  axe  des x 

et  d i r igeons  ] ' axe  des y vers  l ' i n t6 r ieur  du  d o m a i n e  de densi tb  a~. Les  6 q u a t i o n s  

(14i)  d o n n e n t  

OVh ). OV~ OVh OVh 
--g ss = 7J x + 'U dy  + v O z 

lira OVh 
h = 0  (-0X ~ O 

(~59) 
l im OV1,  infinie 
h=0 Oy 

0 Vh 
l im - -  ~v (a I + a2) - -  2 (a~ - -  a2) t g - t  (sin % co t  q%). 
z,=0 ~z 

Si la cou rbe  P o P P ~  t o u c h e  le p lan ,  on  a u r a  les m 6 m e s  fo rmules  (159) d a n s  le 

cas oh l ' ang le  to est  constant . .  E n  y p o s a n t  (p = o, on  a u r a  

(16o) 

OVh 

- -  2 .~T O" 1 

p o u r  to = o ou to = ~'v 

p o u r  o < t o < ~ r  

p o u r  ~'v < to < 2 ~. 

Si l ' angle  to n ' e s t  pas  c o n s t a n t ,  on r e t r o u v e r a  les fo rmules  (159) et  (16o) 

p o u r  le cas, o6  lira co n ' e s t  pas  = o ni = ~c. Si l im to - -  o on  r e t r o u v e r a  les for-  
h~O h~O 

0 Vh 
mules  (159) p o u r  l im Oy~ e t  lira si 

h=O O X h~O ~ Y - -  ~ 

( I6 I )  lira sin to log h - -  o, 
hwO 

~et on  p e u t  6crire, en s u p p o s a n t  l ' ang le  to posit if ,  
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~ Vh ~,J 
(162) limt~=o ~ = - -  ~ (at + a~) - -  2 (a, - -  a2) Hm= tg -1 ~ .  

Le cas lim to----~ se r6duit  au  eas pr6c6dent.  
h=O 

2 ~ Courbe ~ tangente ddterminde et unique. On t rouvera  les m fm es  r6sultats  

(159) pour  lim OVj, aV~,, h=o ~ -y  et  lim~=o - ~ -  et  on aura  

a 

(163) lira - ~ -  = (a2 - -  a~) (sin O~ - -  sin 02) dr 
h = 0  ~ ~ - -  ' 

l ' axe  des x 6 tant  dirig6 suivant  la tangente ,  e t  O, et  O2 6rant  les valeurs  limites 

OVh de O. Pour  un point  r6gulier O1 et  ~r - -  O: ont  des limites finies, .'. l im existe 
r - - V - -  ~,=o ~ -  

en un point rdgulier. Si la courbe PoPP1  touche  le plan, on aura  les m6mes 

r6sultats,  et  clans le cas off ~Oo est # o et  # ~r, e t  dans le cas off l 'angle co est 

cons tan t  e t =  o ou = ~c. Cela  aura  m6me lieu dans le cas off l 'angle co est 

var iable  et  lim to = o ou = zv, p o u r v u  clue la pro jec t ion  de la courbe  PoPP1 dans 
h = 0  

le p lan  ne tombe  pas en t re  la t angen te  et  la courbe de discontinuit6.  

Supposons ma in t enan t  to < O1 pour  r > h. La  par t ie  de Zrzh qui  pour ra i t  

deveni r  infinie peu t  s'berire (138) 

O f t  

Hx=(a2--al)]dO](--eostPcos,o+tcosO) tdt 
~ , W > I ,  

4L/ ~ 

0 t~ 

== 01 (w), t, = la valeur de t e n  un  point du bord. Posons O--to = 0', 

~ - -  09 ~o 

_I ( )~(cos qJ--cos O')cos t o I  - -  u + sin <o s i n e '  dO,/~_~ + H', h-olim Ht=o. �9 H t , = - - h  a ~ - - . ,  
09 ~1 

De plus on aura  

~-09 

t l  

cos ~o - -  cos O' 1 
I - -  U COS ~0 

/ ~  sin O'dO' 
sin ~o - - -  cos (p cos 0 ~ 

sin ~ ~p 
cos qJ ( i  - -  u) 

sin ~o 1 - -  cos tp cos ( 5 - -  co) 
= ~ l o g  ~ ~ e ~  ' 
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�9 lim Hx est finie ou infinie, si lira to log [q~ + (0 - -  ~o)~] est finie ou infinie. 
h=0 h - 0  

On retrouvera la formule (i63) aussi dans ce cas, pourvu que 

(I64) lira to log [tp' + (5 - -  ,o) ~] = o. 
h,,,,O 

Enfin  on aura  

lim OVh [ ~] h-o Oz --  7r(a~ + a2) -- 2(a~--a~) lim tg - ~ # ' - ~ ~  ~-o q~ - + tg-~ " 

Remarque.  Soient Q~ le point  (w, ~;) et  ~ = l 'angle (PoQ~, POP), donc la 

condit ion (i64) peut  s'dcrire 

(I64')  lira (o log ~ = o. 
h~0  

3 ~ Point  saillant. Supposons que les deux densit6s sont s6par6es par  deux 

droites qui se rencontrent  au point  Pc, et soit ; r - - z ) J  leur angle, concave du 

c6t6 oh la densit~ est ---- a~, o < )~' < ~r. Prenons la bisseetrice de cet angle pour 
2 

axe des y. Nous t rouverons (i4 I) 

(I65) 

lim OVh = (a~ - 
h=o -~X 

lim OVh h=0 ~ Y  infinie 

~ +  cos 9o cos().' + %) 
a,) sin ;t' log - -  cos ~P0 cos ().' - -  %) 

[m~ ~ -~-0V~ _-- _ ~r (a~ + a2) + 2 ( a 2 -  a~)tg -1 sin eOOsinCOS90 ~0~ 

0 Vh -~ k' 
Pour  lira tp = o on aura  des valeurs finios de lim O x '  except~ |es cas oh too 

h=0 

et too = ~ r - - ~ ' ,  c.-&-d, les cas off les lignes de s~paration sca t  tangentes  ~ la 

courbe PoPPy. Enf in  on aura  

OVh 
lim 0z z ~ca~ dans le domaine a~ 

(z66) = -- z ~a2 ') ') )) a2 

- -  ~ (a, + a2) suivant les lignes de s6paration, 

l'angle t~ 6tant suppos4 constant. 

On trouvera facilement comment on peut g6n6raliser ces r6sultats au cas 

que le point Pc se trouve sur le borden un point sai|lant d'une courbe quel- 

conque. 

4 ~ Point  de rebroussement. Prenons la tangente  commune des deux branches 

pour axe des y et soit-elle dirig~e vers l ' int~rieur du domaine a r La  formule 
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(163) donne, 

(167) 

a 

. d r  
lim OVa = (a2 - -  a~) lira ~ c o s  ~ - -  cos ~) r '  pour  

O1 r r = - z - - e t '  O 2 = z + * 2 ,  " l i m e l = l i m , ~ = o .  
h=O h~O 

De plus, les formules ( i4 i )  donnent  

a 

(168) limh=o ~-Y = (a~ - -  a21,~ (sin el + sin e2) dr)_, et 

Hm OVh 
(~Z 2 Ct:0" 2 , 

OVh 
.'. lim n 'es t  pas n6cessairement infinie dans ce eas. 

h=0 ~ Y  

0Vh 
Si la courbe PoPP~ touche le plan, mais si r est # ~, les cfuantit6s lira 

h=o Ox 
OVh 

et lim existent,  si elles existent  pour  ~tJ o # o. Dans le cas off r = - ,  on aura  
h=0 ~ 2 

v = e o s ~ s i n O ,  et  on t rouvera  que la part ie  de Nh ( I 3 8 ) q u i  pourrai t  devenir  

infinie peut  s'6crire 

W ~ 2  

dt ,. cos 0 + (~ eos 0 + y sin O) t] ~ -  --= ;~I~ + u Iy. I = (a~ - -  ~ - -  

o ~ 

OVh 
i ~ L i m ~ = .  On aura  

h=*O 

*0 

~d~./ ~ - ~  tdt, 
o 

q~ et q2 6rant  les valeurs que prend q pour 0-----0, et 0----02 resp. Soit q0 la 

valeur de q pour 0 ~ ~ ,  
2 

�9 "- q0 = V ~ - z t  cos ~ + 1 <qt----- Vt~--2tcos~peosei+~ < Vi~--2 t  cos~pcos~ +~---~1, 

6 tant  la valeur max imum de ~1 pour r < wh,  

W W 

~ 
... i~ = ~ ~ / ~ o -  ~,r tx~ ~-~7~-j ~o cos 

o o 
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It? 

d~qo 
0 0 

t' et t" dtant  des valeurs moyennes de t. On aura 

1'< f t ! - - ~ l  d t = / l o g =  q~ + t - -eos~p 
J ~qo q/ q + t --  cos q, cos 
0 

- -  - -  l o g  
I - -  COS ~/J 

I - -  COS ~) COS 

Le premier terme du dernier membre a une limite finie pour  l i m b = o ,  et ]e 
second terme aura une limite finie,-si 

(I69) lim ~_est finie. 
h--O ~J 

On peut  traiter  l 'int6grale I" de la m~me mani6re. 

2 ~ Lira 0 Vh On peut  6erire 
1,=o Oy " 

W ~1 ?f~ ~2 

Iv=(al - -a2)  tdt ( t e o s ~ - - e o s  ) ~ + ( o - , - - a 2 )  tdt ( t e o s ~ - - e o s ( p ) ~ .  

0 0 0 0 

Or on a 

$1 El El 

f d~_ 2 eoslfdq~_ sins_~ + q ,  4 t co sAf_  (t cos e - -  cos q,) aS q, + A qi q d ~' 

0 0 0 

2 t [ 2 (t - -  cos ~0) cos (p] 
A=--(t~+2tcos~p+x) I +  i ~ i c ~ s i / ; ~ j "  

Par  suite, le premier terme de l 'expression de I v a une valeur limite finie, si les 
deux quantit6s 

'w ~t w 

0 0 0 

ont des limites finies. On a 

w 

fdt 

0 

.'. l imPu est finie, si lim , log q, est finie, 
h--O h - O  
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q)) 

-e w ( d t I" v .'. lim est finie, si l i m e  I"u < j ~ ,  h-o h-o ~P est finio. 

0 

Le second terme de l'expression de I u peut 6tre trait6 de la m6me mani6re. 

3% Lira 0 Vh existe toujours. 
h=0 ~ -  

En r6sum6 nous pourrons 6noncer le th6or6me suivant:  

Th~or6me. Si  le point P o s e  trouve en un point de rebroussement du bord, 

lim 0 Vh h-o ~ existe tou]ours oh la courbe Po PP~ n'a pas un contact avec la tangente qui 

est d'un ordre plus dlevd que ceux qu'ont les branches du bord avec la m(me tangente. 
w 25. 0as particuliers.  Les consid6rations pr6c6dentes ont conduit 

ee r6sultat que l'existenee des d6riv6es dans la surface et des limites des d6riv6es 

ext6rieures d6pend en g6n6ral de l'existence des quantit6s 

(I7o) 

a (a) (7 1 

U : = T m  cosOdO = a 

o ~" (Z) 

lhim/• a (a) 0 
U u =  sinOdO r  [a~ydco, 

d r h=o.] 
o h (h) 

(a)  

off deo est l'616ment de surface, et off ]e signe t d6signe que l'int6gration doit 
/ t~ 

(h) 

~tre prise sur 10 domaine qui est compris entre les deux cercles, dont les rayons 

sont a et h resp., et dont le centre commun se trouve au point Po de la surface. 

Nous examinerons dans ce paragraphe quelques cas particuliers, oh ces limites 
existent. 

I ~ Soit a (r, O) une telle fonetion de 0 que 

ou que 

27r  a 2 ~  

f o  = o, 
0 0 0 

2 ~  

f a s i n O d O = O ,  " Uu existe. 

0 

A e t a  ma th~na t l ca ,  31. Imprim6 le 15 octobre 1907. 

O d O ~ o ,  " U~ existe, 

27 
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Ce eas a lieu par ex. si a est a) une eonstante ou f l )une fonction de r seuiement. 
7) Si a(2z--O)=a(O), Uy existe; et si a(~r--O)=a(O), U~ existe. 6) Si a est 
une fonetion de x seulement, Uy existe, et si a est une fonction de y seulement 
U~ existe. ~) Soit a une fonetion de r cosO seulement. On aura, en posant 

r COS 0 ~ X~ 

2 ~  a 

U = h =  cosOd ~ ( x ) ) - =  ~ ( ) ) cosO _ 

0 

h rt 

- -  - -  - -  ~, .dx.  = 2  a(~) i - - a ~  l - - -h~ ~ + 2  l - -  
- - h  

La premi6re intdgrMe du dernier membre a une valeur limite finie pour l i m h = o .  
a _ 

La seeonde int6grale a une limite finie, si lira ~ l a ~ ( x ) - ' a ( - ~ X ) d x  est finie. D'oh 
h--o ] x # 

le th6or~me: 

Th~or~me. Si  a est une /onction de x seulement, donc U~ existe, si 

(17I) 

a 

lim f u (x) - - u  (--_x) dx  est /inie. 
/t=O J X 

h 

0 6  ;~) Si @ existe pour tout point dans le cercle (a), donc U= existe. En effet, 

O i l  a u r a  

(af) (~ (a) (~! 2 / [ a ( a , O ) - - a ( h , O ) ] e o s O d O  2g a _ _ !  0 r ~ 'd 6 (~,,i)~xdto= i~sd_Sd,i=-- +~O f;~dr 
(h) (h) ~ 0 0 h 

etc. 

7) U= et U v existent,  si 

(172) 

2 ~  2 ~  

f a o  c o s O d O = o ,  f a o s i n O d 3 = o ,  et 

0 a 0 

�9 ~ - -  t Y  o . . , . , /hm f a - - - d r  est fmle et determmee pour chaque valeur de O. 
t h - 0 d  r 

h 
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OV 
w 26. Existence de la ddriv& ~ en un point quelconque du plan attirant. 

OV 
L'existence de la d6riv6e ~ -  en un point situ6 dans le plan ou de la limite de 

la d6riv6e cxt6rieure d6pcnd essentiellcment de l'existence de la quantit6 

U , = l i m  Ush, oit 
h=O 

(I73) Ush = Z Uxh + ,u Uyn, 

le point consid&6 Po 6rant pris pour origine et comme centre de la partie cir- 

culaire consid6r6e du plan. Nous chercherons maintenant  une formule, off la 

condition de l'existenee de U, soit cxprim6e en fonction des coordonn6cs du 

point P, situ6 sur l'axe des x positifs g la distance k de l'originc P0, k > o. 

Nous aurons pour le point P (fig. 1), en prenant l'axe des x dans la direction Pc P '  

(x74) 

(a) 

j as (~],o, R ~ 
r c o s  O - -  k 

v = cos (ds, PQ) : ~ R 

R ~ P Q =  1 / ~ 2  r ] ~ c o s  0-1-  /C 2 

k = PoP,  

r s i n  3 

+ ,u R 

l'int6grale 6rant prise sur le domaine qui est compris entre le cercle (Po) et un 

ccrcle de rayon h (h < k), dont le centre se trouve au point P. Posons (62) 

(~75) 

r = ks,  h = ka, R = kp,  cos 0 = u, 

. ' .  p = V ~ - 2  6 u + i 

Z(su-- i)  P v = - -  + ~ t  s i n 0  
P 

fl~s--),, fl2=,~cosO+ltsin O. 
P 

Soit z unc constante telle que I > x > a, 

(176) 

a 
2~ 1--x 2re. k 2zr 1--~ 

0 0 0 l q -z  0 1--z 

2~ l + z  l + a  2~--~i  

f "f vs 8+f a , ,  + 

0 1 + ~  1--(z {J'l 

~ s ~ s s ~ 2 8 e o s O  t + I ,  
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Les intdgra|es I~ et 12 sont inddpendantcs de a, et comme p ne peut 

s'6vanouir que pour s = u =  I, elles sont aussi toujours finies. Quant ~ I5 

o n  a u r ~  

l + g  27:--~, l + q  r, l + a  2=--{}, 1 + ~  
dO ~ I) ,, Csds 

dfs dsfasin,9~=a',] P ~,;sdsdd(-- P'+ "fsdsfd(--I-I=z(a'--a")+((r"--alJ J '  P' 
I - -a  ~}i l - - a  ~: { } I  I - -~  ~ = n  l --q 

a' et a" 6rant deux valeurs moyennes de a. Si la fonction a est continue, la limite 

pour a = o du dernier membre est-~ o. D'autre part  on pout dcrire (cfr fig. 3) 

- ~ I+~ f I)~'8d8 
1 - - .  P~ 1--  ~ 

~ 2  81 

�9 - - I ) ~ -  

1--6: - -  2 

~2 1 + u  

?+ + , ( ~ u - ~ ) ~ - -  

- -  I~ 2 82 

+ F" + F'", 

+ 

s i n  O 2 = a ,  s t  = c o s  O - -  @ - -  s i n  z O, s2 = c o s  ~ + V ~  - -  s i n  s O 

1 

F = ""r f a~ / - -  8 + "' s f d'~ / --  ~- + r 8" f d~ / -  ~- p p 
C O S ~  

1 

/ /  . / /  +#s' dO _ _ s + o , ,  dO - - p ,  cosO, x 
p I~-a 

--~'a 1- -a  - -8  s I 
C08~" 

o', a", s' et s" 4tant des valeurs moyennes de a et de s. Posons 

J Pl P~ 
o 

Nous avons trouv6 (74) lim F ~ e r ,  lime finie, 

.. lim[dO/ s �9 - - - -  ~ 0 .  

a = O J  [ P 
~}3 1 -- a 
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Posons de plus 

2 ( I  - -  'g) = 0 2  ~, ( 0 ) ,  �9 ~ ) l =  V / ( O ) ( I - - ~ ) V ; - ~ -  
a 2 

(r -- a) Z (o) ' 
{)'3 

. . . f (~  --,ap, 
~2 

~3 

I I a 2 : d O  

~3 

~2 I - -  a 

2 1 3  

+ g, l i m g = o ,  
a ~ O  

x a * ]dO>  

6 - ~ z ( o )  

En effectuant les int6grations, on trouvera 

Oa ~'3 

Jim ( ( I - - c t  )dO : - - l i m  ;[~-- V ; '  I :] ~_~], p~ sin2cosO a=o d 
dO =--log�89 + I ) .  

Les autres termes de F r peuvent 6tre trait6s de la m6me mani~re, et on trouvera 

lira F r = o .  
a--O 

De mfime on peut 6crire 

j 2  ~ a p~ 

~2 

= - . ' 8 '  ao+ r 

.'. lira F "  = - -  z ~rk [ I  - -  l o g  (Vzz + I ) ] ,  

lim gr = o ,  
a ~ O  

ak 6tant la valeur de a au point P. 

1 
~ hos~ 

~4 s~ 

E n f i n  o n  a u r a  

2 . " 8 " ] d 0 / - 8 -  
P 

{~4 1 
co8 

{}'4 1 -{- ~ 
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et on t rouvera  que les deux premiers termes du second membre ont  des limites 

nulles, 

.'. lim F ' =  2 a k [ r - - l o g  (1/2 + I ) ] ,  
r~=0 

(I77) " " lim S s = o.  
q~ O 

L'int6grale Is peut  s'6erire 

13 = 2 F3 + ft Gs 

2 g  1--7. 
ds F~=2of.(su--~)s~. 

0 1--7c 

On peut  6erire 

(i78) 8(SU--I) 6 I - - 8  I d 8--U_~ I I - - 8  6 3 I - - 8  
pa = ( S + I ) ~ - - p - - - + I + U O S  p p p 8 , 0 S  p < o .  

Si on fair l ' int6grat ion de F~ en y subs t i tuant  l 'expression (i78) de s ( su- - I )  p~ , 011 

peut  int4grer ehaeun des trois premiers termes du second membre pour des valeurs 

moyennes  de a. En posant  dans  le dernier terme 

on aura  
S = I - - I : ,  p _ _ =  V 2  ( i  - -  u )  ( i  ~-- I -)-4- ~:~, 

2 ~  7. 

~. = - - f d a f , 1  (k--k , ,  a)r dT: ~_ + ]s, ~=olim/3 finie. 

0 g 

On t rouvera  de m6me, en posant  s -=  I + ~, 

14 : ~ F~ + ,u (74 
27~ Z 

F, f d o f a ( k + k ~ , a ) ~  d~ = :~- + / 4 ,  lira /4 finie, 
P +  a - - o  

O 

p+=- Vz(i-:-u)(i + ~) + ~, 

(i79) 

2 ~  z 

. . . , ' .+ 

0 

a) a ( k - -  k v, a)] 
p._ ~d~  

P o s o n s  

+/, l i ra /  finie. 
~ 0  

p' = VZ(r--  u) + ~', .'. p' > p_. 
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Nous trouverous en int6grant 

7. 

l i m ~ (  - I  ;~-~) v d 
~ . -od p_ 

q. 

= une quantit6 toujours finie, m6me pour ,9 = o, 

215 

et nous aurons un r6sultat analogue pour p+. Dans l '6quation (179) on pourra 

done remplaeer p_ et p+ par ~;. De m6me on peut  remplaeer p' par p=~VO~+ T ~. 

l l p  r �9 D'ofi le ~neo eme. 

OV 
Th6or~me. La condition n~cessaire et su//isante pour que la d&ivge ~-~ ou la 

0 Vh 
limite lira w--- existe au point P (r ~ k > o, `9 = o), est que la quantit~ H ~ l i m H ~  

h-----O t/ X ~=0 

existe, oil 
$ t X 

(18o) H ~ =  d`9 [a(k + kr, ,9) - -a(k--k~, ,9)](~ ,  + ,9~)~, 

pourvu que la courbe PP1 ne touche pets la sur/ace. 

Si l'on pose 

(I81) 

a, (r, O) = a (r, O) + a (r, 2 ~r-- O) 

, ---- p cos 7 ,9 = p sin 7 

ol(k + k~,,9)----- ~+ o ~ ( k - - k ~ , , 9 ) ~ a _ ,  

on peut mettre la quantit6 H~.~ sous la forme 

(182) 

COS ~ Y. 

Hx~= COSTd7 (a+- -a_ )  + h '  

0 a 

- - l r A  
~t COS 

= - f ? ? a + - - a _ )  CosTdT+h' ,  lim h' f i n i e , , = 0  

r~ 0 

a+~a~(k + kv,  0), a _ - - a ~ ( k - - k v ,  0). 
Posons 

( I 8 3 )  a + - -  i f_  = ~1 (T, O) = ~1 (~ ,  r ) ,  

donc la quantit6 Hxa peut &re remplac~e par une des fonetions 
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(184) 

f 
0 

x 

ft. dv ~,0-, J~-  

- 1  r2 
COg  -- 

X 

0 

7. 

/ ~, (p,  7') d2 
P 

~F, O', pr et 7 ~ 6rant des valeurs moyennes des variables ~, O, 7 et p resp. 

Cas particulier.  

8_VV existe. 
~x 

Si nous posons 

(185) ~ (r, O) ----- a (r, O) - -  o (r, 2 ~ - - ~ ) ,  

Si a~ (k + k v, O) est une fonction paire de v, la d6riv6e 

nous trouverons de la m6me mani~re 

x 

(186) G3+ G4 = f s i n  O d O / [  q2 (k+p+kV, O)+a2 (E--p~_k,, O)] dv + g' q--olim g finie, 

0 a 

et nous aurons le th6or~me suivant: 

0V 
Th~or~me. La condition n~cessaire et su//isante pour que la ddrivde ~y ou la 

limi~ lira 0 V h existe au point P (r -- k, O -~ o), est que la quantitd H u ~ lira Huq 
h=o ~Y ~ffio 

existe, o~ 
E x 

(187) H w =  OdO [ a , ( k + k ~ , O ) + a , ( k - - k r ,  O)J[~+O,].~, 

0 

pourvu que la courbe Po P PI ne touche pas la sur[ace. 



Posons 
(~88) 

Les ddrivdes premi6res et sccondes du potentiei. 

cos  7 = v. a~ (k + k ~, .9) + a: (k - k v, o )  = ~ (v, .9) = G (p, ~7), 

donc la quantit6 Hu~ peut  8ire remplacde par une des fonetions 

( I 8 9 )  

1 Z 

X @ 

x 1 

fdp P J  

P 

et 

ou encore par une des fonetions 

~, (~", .9) ? 

e 

T 

f~ 

(I9o) 1 

('~2 (P", v) log Vdv, 

X 

P 

v", O", p" et v" dtant des valeurs moyennes des variables v, O, p et v resp. 
OV 

Cas particulier.  Si a (r, O) est une fonction paire de O, la ddrivde -5~ u 

0orollaires.  To. Soit 

t ~ o  pour x - - a  < s <  i + ~, et ~ x  pour les autres valeurs de s. 

Done l'dgalit6 (i86) peut  s'dcrire (i76) 

1-4-z ~ 1-4-x 

G~ + G, : fsinOdOfea2 (ks, ~" s~ds P OdO f t s 2 ~ ,  
, J  L /  

0 l - - x  0 l - - z  

Acta mathematica. 31. Imprim6 le 16 octobre 1907. 
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existe. 

28  
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s' &ant  une valeur moyenne de s. En substi tuant la valeur de t et en mtegrant 

par rapport h s, on trouvera que la quantit6 Hva peut 6tre remplacde aussi par 

la q u a n t i t 6  I' F I a ld ,9 ,  
( I V I )  o ,9) [ - o u  e n c o r e  

/ ( ~  ~, OdO = < 
, 2 ( k g , ~ ) - ~ - ~ ,  I <.,1= 2. 

0 

0V . .  
20 Th~or~me. La condition ndcessaire et sul/isante ?)our que ~ ex, ste, eat 

que H~ = lim H~.q existe, oh 
r i c o  

(I92) Hs~ ~ ~Hxa + H Hya. 

0 V OVa 
w 27. Continuitd de la ddriv& -~s et de lira Oss-" Dana ce paragraphe nous 

h = 0  

supposerons que ]a densit6 a(r,O) est continue par rapport ~ r et h .9. D'oh il 

O V OVh 
suit que lea quantit6s - ~  et h=olim 0s si la courbe PP~ ne touche pas le plan, 

ee que nous supposerons dans ce paragraphe ~ sont continues en m6me temps 

que la quantit6 U,, k > o. Mais U, est continue en m6me temps que lim (I3 +I~), 
q~---0 

et nous trouverons que cette derni~re quantitd est continue en m~me temps que 

//8, d'ofi ]e thdorbme: 
OV 

Th~ior~me. La condffion ndcessaire et su//isante pour que la ddrivde O~s ou 

O Vh 
lira ~ soit continue au point P ( r  = k > o, 0 ~ o) pour un d@lacement suivant 
h ~ o  

l'aze des x, est que la quantffd H, ~-lira Hsq (192) est continue par rapport ~'t k. 
q=O 

Quant ~ l'origine, nous trouverons pour a = a o (176 et 175) 

2 ~  

I ~ + I : + I ,  ~  o t [A  (I - -  a) - -  A (o) + A (I + z ) - -  A (I + a)] dO 
,J 
0 

I - -  2 8 U]  ~8o " A(s)~ ( f l 2 s ~ ) s ~  ulog(p+s--u)+ ~ J+!tsin ~ .  

En int~grant le terme logarithmique par partie, on trouvera 
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(I93) 

2 ~  2 ~  

0 0 
2 ~  

. .  I ~  I ~ ~  I~  = --~'o~ I - ( ~ ) l  I+ ]p2  + I + Z ]  u d O ~ O z  

0 

D e  plus,  on  aura 

P , . =  V 2 ( i - - u ) ( r  + z) + z ~. 

2g k 2g k 2g k 

d Y f' . p d . +  .d . 
0 l + x  0 l + x  0 l + z  

2g oo 

I'~ = a d s  + j ~ I ;  + j ,  l im j = o 
8 k~O 

0 l + z  

2~ 
,(" dO 

1 ~ =  aoZ(z + z~r u - - ,  
J"  p• 
0 

2r t  

i + ~  . ' . I  ~  ~  ~  ~  I a ~ .] u a a ,  

0 

nt + I~ 

et nous  t rouverons  que  la l imite  pour  a = o du second  mombre  est  = o ,  

.'. l i m ( I  ~ + I~ + I ~ + I ~ + I ~  o ,  
~X=O 

parc e que  l im I ~ = o .  Mais on  a 
rz~O 

lira l im (I  t + 1'2 + 15) = l im (I~ + 1,0 + I~  

et  on  t rouvera  que la quant i t6  

l im (/3 + I , -  H ,~)  
0 t ~ 0  

est  cont inue  par rapport  s k. Enf in  on  aura 

2zt a 2g 1+z 

r J '  j s  
0 k 0 1 

off le s econd  terme du second  membre  a une  l imite  nulle  pour  l im k ~ o ,  si le 
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premier terme du m~me membre a unc limite finie. Cette derni6re limite est 

6galc s la valeur T de U, dans l'origine, 

.'. lim U~ ~ lim lira (I~ + I2 + /3  + I4 + I5) = lim (1] + l~ + I~) + T + 
k=O k~O ~ = 0  a = O  

+ Jim lira (I 3 + I4 - -  H,~ ) + lira H~. 
k ~ 0  r ~ O  k = 0  

Si lim / / ,  = lim H~., H~.a 6rant ce que deviendra / / ~ ,  si l'on y remplace ~ par 
k=O ~z = 0  

ao, donc on trouvera que lira lim (I3 + I ,  - -  Hs~) + lim H, ----- lira (I~ + 1]). D'o5 
k~O r~t~O k=O r 

le th6or~me: 
av  

Th~or~me. Si U, existe dans l'orifine, done la ddrivge-~s et lim sont con- 
h=O 

tinues dans l'ori~ine, si 

(194) lim H. = H~. 
kffiO 

Remarque. La quantit6 lim //8 est identique ~ ce que deviendra la quan- 
k = 0  

tit6 O, (15o) pour ~0 -- o. Par suite la condition, lim Hx ~ o, pour que la d6riv6e 
k = 0  

~)V 
~)~ soit continue au point P0 dans la direction de l'axe des x, est identique ~ la 

condition Ox ~ o (p. 2o2) pour que ]im ~Vh dV h=0 ~ soit ~gale ~ ~ au point P0- 

Application. Variation de la d&ivde au bord de la sur/ace. Soient a~ et ~ 

deux densit6s constantes des deux cSt6s d'une droite. Nous avons vu que 

la d6riv6e dans la surface n'est finie que dans la direction de la droite et qu'elle 

y est ~ o. En un point situ6 clans le domaine ~ ~ la distance k de la droite, 

8V 
on trouvera que la valeur de la d6riv6e ~ -  prise parall~lement h la droite par 

rapport s un cercle de rayon a dont le centre se trouve en ce point - - e s t  (128) 

(I95) 

cos  - !  
a a 

~)y T (a2 a ,  i n  Od o, 

_ cos-1 k k 
a cos 

0V 
.'. la d6riv6e ~yy est continue. 

w 28. Changement de la valeur de la ddrivde en traversant le plan. On trouve 

OV 
facilement qu'en un point de ]a surface la d6riv6e Oss varie continuellcment 

quand la direction de d6rivation varie continuellement. Au contraire, si l'on 
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change brusquement  la direction en la direction oppos6e, la d@iv6e pourra 

changer brusquement de valeur. Soient ds+ et ds_ deux 61ements 6manants du 

OV 
point P de la surface dans deux directions oppos6es. Les formules pour ds_ 

aV 
s'obtiennent de ceux qui existent pour ~ ,  si on y change cq en m + z.  Par  

suite T ~ (I3I) change en - - T  r, et on obtient 

2~  

as~ + as_ 0(,9) 
0 

z--Uld`9" 2 + u l o g  z + u l  

Si la densit6 a est continue, on aura 

av ov 
(I97) as--+ + ~ = - -  4 z a  sin ~2. 

Remarque I. Si la direction (~o, ~0) de ds change brusquement en la 
OV 

direction correspondante (co, --~0) de l 'autre c6t6 du plan, ]a valeur de ~ ne 

change point. 

Supposons maintenant que le point P se meut suivant une courbe qui tra- 

verse le plan au point P0. Nous trouverons que lim a gh h-0 - ~ -  prend la valeur qu'aura 

limite de ~ ,  lorsqu'on y substitue ~o + z et - - ~  ~ ~o et ~ ~ resp. En mar- la 

quant ]es deux c6t6s par les signes + et -- ,  nous trouverons (z39) 

2 ~  

= / ~  I - -  U o 

h:o ~os I+ L Z - - u ;  - - u :  
0 

parce que fllo change en --ill0, et uo en - -uo ,  tandis que f12 et U no ehangent 
point. Pour les d6riv6es suivant les trois axes nous aurons 

(I99) 

2~  

0 

2rr 

[OVh t __lim[OVat =f(~ [2cOS~oCos,gsin(O--wo) 
l,)--too t W l  + h-o ~ W l -  o(0) i - - u :  - - s i n  I + uoJ 

0 
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2 ~  

lim Ir)Vhl - - l im [OVhl -- .['tr (I99) n=o ~ - / +  h_o~-E/_--- -2s intp .d-o(3)  dO 
I - -  U~o 

0 

Uo --= cos  tpo cos  ( 0 - -  ~oo). 

Cas particuliers. ~o. Si la densit6 a est continue, on trouvera que les 
d6riv6es par rapport aux axes des x et des y n'6prouvent pas de changement 
brusque, lorsque le point P traverse le plan, mais que la d6riv6e par rapport 
l'axe des z 6prouve un changement brusque de - - 4 ~ a .  

2 ~ Pour ~ = Jr on trouvera 
2 

2 ~  

 2oo, t 
h-0 ~-~-z I+ h-0 - = - -  

0 

3 ~ Si l'on consid6re un point sur la ligne de s6paration de deux couches 
homogbnes de densit6s a~ et a2, on trouvera (I59), en supposant que le point 
P se meut toujours dans le plan normal passant par la ligne de s6paration, 

(2Ol) lira t~-sht --limlOVhl h=o ~ I+ ,,=o ~O-sl--:---2~v(at + a3)sintP, 

l'616ment ds 6tant dirig6 dans une direction queleonque qui fait ]'angle ~ aveo 
la surface, l'angle ~o 6tant eompt6 positif du eSt6 positif du plan. 

Remarque II. Le changement de la d6riv6e quand le point P traverse le 

plan est toujours fini, m6me dans le cas off les d6riv6es lim OVh OVa h=00x  et lim h=0 0y 
n'existent point, pourvu qu'on d6finisse le premier membre de l'6galit6 (198) de la 
mani6re suivante 

{l~m t OVh] aim IOVal lim[/OV"t tOVh'l ] 
i-g-T1+-- h=o t~g l -=  ~:oit~-8 t+-- l-a~-l-/ 

(202) h' 

h m ~  finie e t # o  (efr. w 16. Rein. I). 
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CHAPITRE III .  

La d6riv6e premiere  du potentiel  d 'une simple eouehe. Surface courbe. 

w 29. Sur/ace physiq~ement rgguli~re. Nous nommerons dans la suite une 

surface (,physiquement r6guli6rc>) au point P0 (fig. 8), si par ce point on peut 

mener une ligne ~ tangente d6termin6e qui ne 

la rencontre qu'en ce point Po, et dont tous les  

points qui n'appartiennent pas au voisinage de 

P0 sont s une distance finie de la surface. Nous 

supposerons de plus qu'on peut  faire passer par 

le point Po un plan, de manibre que la normale 
de ce plan qui passe par un point quelconque 

du plan darts le voisinage du point Po ne ren- 

contre la surface consid6r6e que dans un nombre 
fini de points. 

D6crivons autour du point Po eomme centre 

rir 

. 

' i  

un cercle de rayon a sur ledit plan, et faisons passer par sa circonf6rence un 

cylindre droit. Ce cylindre intereepte une eertaine patt ie de la surface consid6r6e, 

et nous pourrons nous borncr ~ consid6rer seulement la portion du potentiel qui 

se rapporte ~ eette portion de la surface, suppos6e physiquement r6guli~re au 

point  P0. Posons 

(2o3) V =  ; - ~ ,  
t )  

off d,, e s t  l'6]6ment de masse r6pandue sur la surface consid6rde, et R la distance 
PQ du point P(x, y, z) au point Q(~, 7,-~), off se t rouve cet 616ment de masse. 

Nous voulons maintenant faire une troisi~me supposition, c'est qu'on aura 

pu choisir le plan, de mani~re qu'on pourra 6crire 

(203*) V /adto 

oth die est l'616ment du cerele consid6r6, sans que la fonction a ne devienne in- 

finie ni ind6termin6e. L'int6grale est prise autant  de lois sur la surface du cercle 

qu'il y a de points diff6rents de la surface qui correspondent au m6me poi'nt 
du cerele. Pour  fixer les id6es nous supposerons dans la suite - -  ee qui n'est 
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pas indispensable ~ qu'h ehaque point  du eerele correspond un, et un seul, point  

de la port ion eonsiddr6e de ]a surface. 

Prenons le point  P0 eomme origine et  les axes des x et des y dans ee plan 

]ui-m6me. 

30. Le point  P est situd dans  la su:/ace. Dans ce cas nous pouvons sup- 

poser que le point  P coincide avec le point  P0, et nous t rouverons comme dans 

le w 2o pour  les potentiels V e t  Vh qui se rappor ten t  aux points P0 et  P '  les 

formules 
2 ~  a 

f f  ( ; )  I t I 
h ( V,, - -  V) ~, ~ ]z dO atr ,  O) - -  r d r  

0 0 

(204) 22 = P o  Q = r 
c o s  

R ' =  P ' Q =  V R  ~ 2 R h u  + h ~ 

h =  P o P '  

u = cos (P0 Q, P0 P') = cos ~o' cos ~0 cos (,9 - -  ~o') + sin ~o' sin ~o, 

~p' et to' 6 tant  les coordonn6es polaires du point  P' (x ' , y ' ,  z'), de mani~re 

que x ' ~ h e o s q , ' e o s t o '  etc., l 'angle to' peut  #~tre suppos6 = o.; qJ et  to sont des eo- 

ordonn6es analogues pour  le point  Q(~, ~], ~,). 

(205) 

Posons 

r ~ h t  

21t h 

0 0 

t =:=:= 

q cos qJ 

q' -~ l@q2 - -  2 q u + I ~ q I - -  - + P 
q q" q -~  ~ql 

(206) 

I 
h ( Vh-- V ) =  W.~, + Q,h 

2 ~  a 

W . h = f d O f a ( r , .  O ) u e o s W f l  rr 

0 h 
a 

g Tr 1 ~ lr h 

0 0 0 1 

z ~ ] t d t .  
q - 
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Le potentiel  V~ 6rant  toujours  fini, quand  la fonction a est finie, on conclut,  

en posant  a ~  i ,  qu 'on aura  toujours  

(207) 

(2o8) 

2 ~  q~-.W 

j j - ~ - =  une quanti t6 finie, w > i ,  

o o 

.'. lira O,~ est goujours finie. 
h~O 

OV 
.'. /)--s- ~ W , +  Q, 

W, ~ lim W,h 
h~O 

W,h ~ cos ~V' W~h + sin ~V' W,h 
2 ~  a 

o h 

2 g  (t 

f g  W~h= d a(r, O)sin~pcosWJ-- 
r 

o h 
1 

2 ~ cos  4~o 

Os o (o)  cos~ q,o i i 
qo qo 

o o 

2~ 

o 

2 ~  oo 

d d k9o q03 
o 1 
# COS ~0 

+ % +  uolog (~2U~ cosq'o)Jcos"q~odO 

t ---- qo cos ~Po, q'o ----- - -  2 qo Uo + I 

(zog) 

(2io) 

u~ = cos ~P'o cos ~V o cos 0 + sin ~V~ sin ~Vo 

I ao(O) = lim o(r, O) 
r~O 

/ ~Po(O) = lim ~p(r, O) 
t w o  

~ ~ = lira t~t(h, to r) 
h - O  

~ = p ( r ,  .9) 6rant  | '6quat ion de la surface. 

D 'oh le th6orgme: 

Th~or~me. La condition n~cessa,u et 8u[[isante pour l'existence de la dlriv~e 
OV 
O-s est que la quantitd W. existe (208). 

Aeta  mathcmat ica,  31. Imprim6 le 16 oetobre 1907. 2 9  
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Oorollaire. Si W, existe, done 

2 ~  

(21i) f ao(O)Uo cos' *odO = o. 
0 

Remarque  I. Si la fonction a est cont inue et l 'angle t/, o cons tant  r o, il 

faut ,  pour que W~ existe, que ~t,' o = o  (211). On t rouvera  dans ce eas (cfr. 133) 

(212) Q, = - -  2 z a  sin 4'0 cos: q'o. 

Remarque  II.  On peut  remplacer h (208) par  h~f(h,O), si l 'on ajoute dans 

l 'expression de Q, le terme 

(213) 

2~ 

f a o (0) cos +- ~0 o log 9o (O)dO, 9o (0) ~ l i m  9 (h, 0). 
h = O  

0 

w 31. Cas par t icul iers .  I. V'o = o (point r6julier). On re t rouvera  pour  Q, 

a valeur  correspondante du cas du plan (131), c.-~-d. Q , - - M ' .  

I I .  V'o ~ une constante # ~- (point conique). Nous t rouverons pour Q, ]'ex- 
2 

pression 
2ff  

(214) Q*=--[l  + sin V'~ + sin q)~176 (l--sin t/'~ c~ tP~ q.'o f ao (O)d& 
0 

Pour  que W2 soit finie, il faut  que a0 soit ~ o. 

Remarque.  Si la fonction a est constante,  nous trouverons pour une direc- 

t ion perpendiculaire s l 'axe du cSne 

(215) 0 V O~ --o;  

OV 
pour toute  autre  direction (~t, o # o) la d6riv6e O~s est infinie, si ao est ~ o. 

I I I .  ~Po ~-~ (point de rebroussement). Posons 

~r 
~o _ - - - - - y  

2 

o Z~ ct 

Wxh=fcosOdOfa(r ,  o)"''8sln 7 drr 
(216) o h 



Les d~riv4es premieres et secondes du potentiel. 227 

(216) 
W,h= dO a ( r ' O ) e ~  Yr-  

o h 

l o s  = 0 .  

Le cas off l ima  est infinie, a un int6r6t particulier. Car dans les cas 
r~O 

pratiques a repr6sente la densit6 divis6e par  le cosinus de l'angle que fair la 

normale de la surface avee la normale du plan de projection. Soient -~--~1 
2 

cet angle et ~t i la densig6, 

(217)  . ' .  a = ruth's'--=----" 

(z18) 

nous aurons 

Si l 'on suppose lim 7 finie, on trouvera qu 'en g6n6ral la quantit6 Q, est 
Yl 

I finie, m6me dans le cas grande off la densit6 ,tq est infiniment grande eomme -. 
Pour  7 

,p 

sin ~ ~, 

2~ a 

W=h= (cosOdO ( v s i n  7 dr  
d d r 

(219) o h 
2~ a 

Wzh = - = / d O / ~  COS drr ,~,  

o h 

im OVh ' w 32. L=o ~ lorsque la courbe PoPP~ ne touche l~ts la sur]ace. Notas sup- 

poserons maintenant  que le point, P par t  au dessus du plan et s 'approche de la 
surface suivant  une eourbe PoPP1 qui ne la rencontre qu 'au point  P .  et ne 
l 'y touche pas. Nous trouverons (cfr. I37 et 204) 

a 

27C h 

OVh / d O / a ( h t ,  O)--~'~+fl' ,qtd t 
08 = " q,a 

o o 
t 

q' -~ gq~- -2qu  + I, q costp , Po P = h ,  

�9  ~ 2 c o s ' q J + ~ P ( t  ) { imP(~)  finie, �9 . q ,3  = - ~  
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(220) 

0 Vh 
--aT = W',h + Q',h 

2 ~ (t 

0 h 

a 

2 ~  h 2 ~  1 

-~ + o (ht, o)1r c o s ,  - ~  + 
0 0 0 0 

(l 

2 ~  h 

Lq q3 
0 1 

(22i) { u -~ cos 9 '  cos ~P cos (,9 - -  to') + sin ~p' sin ~, 

~'1 ~ g cos ~p' cos co' + it cos (P' sin ~o' + v sin qt 

t~t', ~ g cos (p cos 0 + #t cos tp sin 0 + v sin ~p. 

E n  passang h la l imite ,  nous  t r o u v e r o n s  

(222) 

O Vh 
i lira ~ W, + O', 

h--0  

W. = l im W,h 
h--O 

2zr a 

W~h =/cos  Od3/a(r, ,9) cos3~p dr 
r 

o h 

2 g  a 

Wuh =fsinOdOfo(r ,  O)c~ 
0 h 

2 z :  a 

Wza = f dO f (~(r, O)sin~c~ 
0 h 

2 ~  

Q', - o(o) ~-~u-o+i__uo 
o 

tp o = l i r a  0 etc,  
r~=O 

2fl ' ,o-- fl~ log (I  - -  Uo)2 cos ~O0} cos,  tpod O 
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Si la courbe  P o P P  1 ne touche pus la surface, tp'o est # tPo " uo ne peu t  pas 

0 Vh 
devenir  -~ i ,  .'. la quant i t6  Qrs est  tou jours  finie. Dans  ce eas lim existe 

h=0 ~--8  

en m~me temps que la quant i t6  Ws (cfr. (2o8)). D'ofi le th6or6me: 

Th~or6me. Si la courbe PoPP1 ne touche pas la surlace, done lira existe 
h=9  

oV 
en m~,me temps que la ddrivde 0~ 

Corollaire,  Lim ~)Vh existe en m~me temps pour  les deux c6t6S de la surface. 
h-o Os 

Remarque I. Pour  la d6riv6e, prise dans  la direction de la tangente  au 

po in t  P0 de la courbe PoPPI ,  on t rouvera  
- t tYl0 -= I, ~t~o "=- Uo 

2x a 

dr i W.= im l e o  O)ueos r 7 
I h-0  , /  d 

(223) ~ ~Tr h 

par  suite, si W, existe, Q',---Q, (208, 211). 

R e m a r q u e  II.  Soit tp 0 = o. Nous  re t rouverons  pour  QV les formules du  cas 

du plan (139) e.-g-d. 
Q', = N .  

Corollaire.  Si la quant i t6  a est  continue,  on t rouvera  (err. (143)) pour  ~V o ~ o 

Q',-= Q,. 

D'ofi le th60r~me (cfr. w 22 Remarque  II): 
~V 

Thfior~mo. Si ~ existe, 

(224) lira e~t = -0~8' 
h-O 

1 ~ si la ddrivge est wise  clans la direction de la ~ngente au ,point P.  de la 

courbe PoP PI ; 

2 ~ si la /onction a est continue au point Po, et si la sur/ace y a un plan 

tangent bien ddtermind. 

w 33. L i m ~ ,  lorsque la courbe PoPP1 touche la surlace. Duns ce eas 
h~O 

lim t p ' =  (p0(tdo). Supposons to'== o. Comme duns le w 23 nous 6eri~;ons (22o) 
h=0 
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(225) 

s r t 2 

ff(ht, ,) 
--~ t I 

Henrik Petrini. 

q d t  - -  
cos (p [q cos (p cos 3 - -  cos q/] q,~ + Q~, lira Q-~ finie, 

h=O 

t I e t  t2 6 t a n t  les va leurs  de  t qui  c o r r e s p o n d e n t  a u x  vMeurs  l imites  i - - z  e t  i + z  

t 
de q = cos (p (2o5), I > z > o.  Posons  

"cos ~ =~ u = cos q / cos  ~p cos 3 + sin (P' sin (/,, 

.'. I - -  u ~ = sin s 0 cos ~ r + [sin (tp - -  4 ' )  + sin qY cos ~ ( i  - -  cos 0)] ~ = 

= sin ~ 0 cos ~ (p' + [sin ( tp ' - -  q0 + cos (p' sin qJ ( i  - -  cos O)]~ 

(226)  q t = V ( q - - i ) ' A -  2 q ( i - - u )  ~--- V ( - q - - u ) '  -4- i - - u  ~ 

12(I--u) > x--u", 
i 

�9 q' > sin i �9 �9 _ _ _  

I 

i ~  I - - u  cos q / s i n  3 cos tp sin O <  
s  - -  < i ( u > o ) ,  < qr~ = ~ ql ~ I ,  ql ~ I "  

P o u r  des  va l eu r s  assez pe t i t e s  de  ]~D'--qJl e t  de  ~ nous  a u r o n s  ~de plus  

(227) Isin ( t P ' - -  ~V) I q, < I .  

E n f i n  nous  t i rons  de  l '6gali t6 (2o7) 

d t 2 

(228) lira ~d,9 ~cos d t  ~p-~ ~ une  q u a n t i t 6  finie. 
h ~ o J  d 

- - t  t l 

Si nous  6cr ivons  l ' id6nt i t6  

Iq~ c~176176176176176176 " " "~ . . i - - c o s ~  . . q - i  cos ~ - c o s  q/ 0 ) ~  
(229) q'~ ( - - - q ' - ~  

~(COS~--COStp')(q--I) . ~ . . . .  
c o s  c o s   cos , 

nous  t r o u v e r o n s  q u ' e n  v e r t u  des  6ga,lit6s (226), (227) e t  (228) les t ro is  p r emie r s  

t e rmes  du  second  m e m b r e  f o u r n i r o n t  des  t e rmes  h l imites  f inies dans  le s econd  

m e m b r e  de  l '6gali t6 (225). Si nous  posons  de  p lus  

q'o = V ( q - -  I )  ~ + 2 ( I  - - U ) ,  

nous  t r o u v e r o n s  p o u r  q > i 
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(q'o q')(q~o q,)3 (qlo q,)q~ql ( I  q ~ ) 2  "4 I I I I I + - -  - -  < - -  -7- < ~i ,  
o < q~ q,8 - -  qo 

231 

(230) " q - -  I q - -  I < 4 etc., 
�9 . q,: q,~ 

et nous t rouverons  aussi un  r6sultat  analogue pour  q <  i. D'oh il suit qu'on 
pourra  remplaeer  qr par  q'0 dans les termes de l'6galit6 (225) que fourniront  les 
trois derniers  termes du second membre  de l'6galit6 (229). Enfin on pourra  
remplacer  q'o par  

(231) 63 ~ 03 cos ~ ~' + [~0' - -  (p + cos ~' sin ~0 (I - -  cos 0)] 3. 

P a r  

finis, est que la quanti t6 

suite la condit ion n6cessaire et suffisante pour  que la quanti t6  lim Q' soit xh 
h ~ o  

S .  = lim S~h 
h = 0  

est finie, off 

~r t, 2 

~ $  t I 

+ c o s  ~0 (cos  r - -  c o s  ~ ' )  - c o s  ~ , (~ - -  c o s  0 ) }  d I . 

De m6me nous pourrons  6erire 

En  posant  

$t t2 

' i Qyh -- n o d  (ht, O)eos~Oq~2r-.~ + Qv, lira Qu finie. 
i i= 0 

- -  ~ t I 

q = ( q - - I ) + I  etc. 

nous t rouverons  que la condit ion n6cessairo et  suffisante pour  que la quanti t6  
t lim Qvh soit finie, est que la quanti t6  

h - 0  

S u = lira Sub 
h - o  

est finie, otk 

(233)  

Enfin  nous 6crirons 

~t t2 Z,, =fs,nOdO?(ht, o)eos'  . 
- -  t ta 
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tt ?2 

) ~ + Q,, lira Q. finie, 
h=O 

- - t  t 1 

e t  

q~ sin ~ cos ~ - -  q sin q,r eos ~ ---- sin ~ cos q, (q- -  I) ~ + cos q, (q - -  i) (sin ~ - -  s in ~,) + 

+ sin ~ cos ~ (q - -  i )  + cos ~ (sin ~ - -  sin q/), e tc . ,  

e t  n o u s  t r o u v e r o n s  que  lit c o n d i t i o n  n6cessa i re  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  que  la q u a n t i t 6  

l im Q.h soit, finie, es t  que  la q u a n t i t 6  
h = o  

S~. ~ l im S,h 
h ~ o  

est finie, o~ 
E t t 2 

/ /  ., (234) S , h =  dO a(ht, O){sinq, c o s ~ ( q - - z )  + eos~p(sinO/--sin~p')}q~. 

- - c  t l 

Soient  

(z35) 
j S,  h = / t  S~j, + !t Sub + r Sz h 

S , ,  = l i m  8~h, 
k~O 

d o n e  nous  p o u r r o n s  6 n o n e e r  le t h 6 o r 6 m e  s u i v a n t :  

OV 
T h 6 o r 6 m e .  8i ~s  s existe au looint Po, la condition n&essaire et su//isante 

Vh t~our que lira ~ -  soit ]inie et ddtermin&, lor~que la courbe PoPPt  touche la 8ur- 
h = o  

[ace, est que la quantit~ $, (235) eat finie et ddterminde. 
~r 

w 34. Lira ~ p ' r  Darts  ce eas,  on p e u t  6er i re  
h ~ O  2 

(z36) 

8=h = cos "~ q)' J ,  + sin q)' cos ,0' J2 

Sub = cos ~ q)' J s  

Szh = sin ~p' cos q / J~  - -  cos 2 9 '  J2 

E t t 2 

- - ~  t I 

Er /2 

. ,9 ~ ( h t ,  o ) ( q , ' -  ~ J r  ~ t  

- - t  t t 
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(236) 

e t~ 

0 t I 

t 
= V ( ~ - -  ~)' + ,)', q = cos--~ 

~' = 8 '  c o s '  q,' + ( q , ' - -  q,)' 

a,  (r,O) = o(r ,  o )  - -  o ( r ,  2 z  - -  8 ) .  

I ~ Point conique. Soit rangle ip inddpendant de r. Pour 

t = qcos~V,  [q--x[=~ 

nous trouverons, aux quantitds R limites finies ou infiniment petites pros, 

(237) 

~i x 

J~ = cos  ~ 0 (e§  - -  a_) (~ + ~) ~ 

~ r  0 

G I X 

J~=cos~V (~P'--O)d,9 (a+ + a _ ) ( r ~ + 6 , )  ~ 

x 

- - cos~ '  ~9d,9 ( ~ 2 + + a 2 ) ~ / ~ c ~ ,  ) 

0 0 

a+ = a ( x  + ~hcos~V, O) 

a_ = a (x - -  ~h cos O, 8) .  

Remarque. Pour  ~ ~ o on retrouvera le cas du plan (I5O). 
2 ~ Point  analytique. Supposons que la fonction ~(r,  ,.9)admet une ddriv6e 

par rappor t  ~ r, et posons 

t = q cos ~v 

. " . d t = cos qJ d , - -  q sin ~p ~ h d t -~ cos ~P [ i - -  q sin qJ . h ~ ] d q + 

des quantit6s d'ordres sup6rieurs. Nous supposerons de plus 

(238) lira h ~ r  ~ = o. 
h - - o  

Donc nous retrouverons les formules (237) ~ quelques termes pros, qui sont en 

gdn6ral infiniment petits pa r  rapport  aux termes des seconds membres. Mais 
dans ce cas il faut  dcrire 

.Acta mathcmat ie~ .  ~1. Impr im6 lo 21 octobro 190T. 30  
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~r~ X 

J ,  ~ O (o+ + u _ ) ( q / - - * ) ( ~ , - +  a,).{t. 

- - � 9  0 

3 ~ Lira ~0~o ,  lira ~ , ~  i .  Duns ce cas nous pourrons remplaeer, d a m  

q, cos ~ par  unit~. En effet, soient 

~ ' = v ( t - r ) ,  + a,,, a , , - -o :+(~ / - -~ ) , ,  ~,=c~,,, ... = <  ~'~:e, 

.'. o < ~ s  q 's ~ "  < N - - x )  t " q " e t c "  

Nous trouverons done, sux qusnti t~s pros dont  les limite~ 8ont finios ou in- 
finiment petites, 

t d l + x  

8~h=J,  0 (ht, O)(t--~) ( t _ x , + a , , )  ~ , 

l + x  

(239) 8~  = J, = f o d o f o , ( h t ,  o) dt _ (t_ C-F+ a,,) t 
0 I ~ X  

c' l + x  

s.k = - J ,  = - - f d o f o  (hi, o)(.~'- a, 'P) ( t .  I '  + a") ~" 
- - t  l - - x  

j,~ ___ 01 + ( q / _ _  qj)l. 

w 35. Point de rebrou,aernent. Suit lira t p ' = - ~ .  Posons 
h-~.O 2 

7t: ~ r  ~ '  
(24o) ~O----~--~,, ~ ~--~, ' ,  .'. lira ? = o pour  0 ~ o ,  et  lira qf == o. 

k ~ O  h----O 

Dans ce cas les limites de t, et  t2 de t deviennent  infiniment petites; pourt~nt,  
duns la discussion de la quantit~ Q'oh, il suffit de consid~rer la patt ie  de l'int~grale 

qui se rapporte k ces m 6 m e s  limites. En  effet, suit F( t )une  function de~t, 
telle que 

] F ( t ) ] <  M pour o < t < I ,  M 6tant  une eonstante finie. 

Consid~rons l ' int~grsle 

d q" J e" J e" 
0 0 tt t~ 



Les d~riv6es p r e m i ~  et secomdes da potentiel. 235 

I 
La valeur absolue de Is premi6re int6grale d u  second menibre e~t < ~ M ,  et celle 

de la troisi~me int6grale < i -  t3M done etc, g n  

Soient 7~ et 72 les valeurs de y qui correspondent aux valeurs I -  x ct x + x de q, 

et soit 7 la valeur minimum de 7 pour t~ < t< t~ .  Nous faisons la supposition 

que 

(24i) lira ~'~ est finie, 
h--O ~' 

ce qui aura lieu par ex., si la section de  la surface qui passe par la tangente a 

une courbure finie et d6termin6e au point Po. Nous disons que, si lira ~, ~ c o ,~ i, 
h=.0 7 

(242) lim fdJ, est finie, q " =  V ( q ~  i ) ' ;+  ~,t' sin',9 + [y~--~ r +:y' (i cos 0)]'~ 
h-oJq 

tj 

En effvt; .soir 

(243) ... r + , ,? ,  

~,s-= c~w 2ccos,9 + I 

Jz r '=  z'r '- < T  
t t  tl 

1' 6tant une valeur moyenne do:~,, done e tc .  

Nous trouverons que les limites pour h ~ o des trois quantit6s S=h (z32), 

8uh' (z33) e t  8,h ~ (z3~)sont  ~ t o u ~ s  finiosi 

.'. lira Q' �9 h e s t  toujours finie. 
h----0 

Si  nous supposons Iim ~ ~ oo, nous pourrons 6orire 
h~-O 

(~44} a =~ -P 

oh nous supposerons que lim /~ est finie. Posons 
hffi=0 
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(245) 

i t 

vh + ~ ~'zh 
$r t$ 

S;h = d o  ,u (ht, O) [ r - -  ~"-- )" (~ - -  cos 0)] ~ 

--~ t I 

g2 

Svh sinOd ,(ht, O)7~, s, p.Aht, O)~p(ht ,  O)--p(ht, 2~- -O)  

0 t 1 

S'~a~- dO *,(ht, O)(q--I)~7-s 

- -~  t l 

t 
q = ~ ,  t , = ( ~ - - ~ ) 7 , ,  t, - -  (~ + z) y, , 

donc nous pourrons 6noncer le th~or~me suivant: 

Th~or~me. Si les branches de la section de la sur/ace par la tangente au 
point Po ont des courbures /inies et ddtermindes (v/r. (24i)), et si P o P P ,  n'a 
pus de contact avec la sur[ace d'un ordre plus dlevd que celui qu'a la tangente au 

0 V _ V_h est /inie: point Po, en/in si en ce mdme point ~ existe, donc lira 0 
h ~ o  

I ~ si la /onaion a est tou]ours /inie; 
2 ~ si, la /onaion ~t (244) dant tou~ours flnie, la quantitd 

(246) S: -~ l i ra S'~a est /inie. 
h - - o  

(247) 

Remarque. Si 7 ' ~  o il faut 6crire 

Oas particulier.  Si 

pour s # o. 

w 3G. 

q"= V(q- -  xp + f .  

rOT lim ~Tr est finie et ~ i ,  donc la quantit6 S, est finie 
r~-O 

0 V OVh 
Existence et continuit~ de la ddrivde ~ et de l i m - j ~ -  en un 1Joint 

h..~-O 

a v  quelconque. L'existence de la d6riv$e ~ en un point situ6 duns la surface ou 

celle de la limite de la d~riv$e ext~rieure d6pend essentiellement de l'existence de la 

quantit6 W , = l i m  W,h (222). Cette quantit~ W,h peut s'6crire pour le point 
h = 0  

P ( r ~ k > o ,  ~r=o)  
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(a) (a) 

(h) (h) 

R =  P Q = . ,  \ c ~ !  - - 2  . . . . .  + 
(~48) costp cos~ff co--0~' 

k ---- P0 P cos ~pr 

u = cos ~P' cos ~0 cos ,9 + sin 02 t sin ~V 

v = c o s ( d , ,  P Q ) = L v ,  + ~ v  v +  v v ,  

r cos`9--  k r sin`9 r tg t p - -  b t g  ~)' 
v~ R , v y = ~ ,  v, R 

L'int6gration peut  @tre prise sur la portion consid6r6e de la surface, except6 la 
patt ie du voisinage de P pour laquelle 

< r COS ~0 r < 
I - - X  cos~p I + Z .  

o < z < I (cfr. w 3 ~ Rein. II). En posant comme dans le w 26 

W , h = I t  + 12 + la + 14 + I , ,  

nous pourrons traiter l'int6grale I5 d 'une mani~re analogue k celle du w t i .  En 

effet, soient P '  et Q' les projections de P et de Q sur le plan des x y ,  

.'. R ~ P Q > pr Q! --_ V rl - -  2 r b cos ,9 + IcJ =_ R r 

�9 

doJ 6rant l'~16ment de surface du plan des x y ,  L a  partie de cette derni~re int6- 

grale qui correspond k l'int6grale 15 peut  s'6crire 

k+h RI~--R k+h Rr~k+r  

r d  ~ + 2 r d r  -Rrg, R @rant une constante finie > o, 

k - - h  R r - h  k - - h  R ' ~ R  

et en prenant R r comme variable ind6pendante au lieu de ,9 nous trouverons quc 
�9 t O ,  la premiere m t ~ r a l e  a une valeur limite finie pour lira h = o, tandis que la limite 

pour h ~ o de la seconde int~grale est -~ o. Supposons que a soit continue, et 

soit ak la valeur de a au point P.  Posons 
# 

oll I '  et I '  sont les valeurs que prend I5 lorsqu'on y substitue ~ a les  quantit6s 

a - - 0 4  et ~ resp. En prenant la constante R suffisamment petite, nous trouve- 

rons que lira I '  est < une quantit6 donn6e quelque petite qu'elle soit, 
h~,ll 6 
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(249) .'. lim I v - -  lira I~, 
5~0 r 

I k 6rant  ce que dev iendra  15 lorsqu 'on y subst i tue  ~ a la cons tan te  ak. Les in- 

t4grales 11 et  I2 sen t  finies, e t  il nous reste ~ consid6rer les int~grales I~ et  I , .  

On p e u t  4crire 

(25o) 

Is ----- it l . s  + t~ Ius + v I ,  s 

27g 8 1 = 1 - - 5  

I., = / d ` g f .  (ks, a)eos ~,(sl cos , t e e s  qJcos 

0 S l ~ - l - - x  

2 ~ 81~---1 - - 5  
�9 =ds Iv,= f sinadO f .(ka, O) oos*'eos'v,s, ~ 

2 ~ s l = = 1 ~ 5  

I . ,  = f d ` g f a ( k s ,  O) cos ~O (st cos 

0 s t==l  --X 

cos ~ '  
81 CO8-----~ 8 

,9 - -  s, cos '  qY) ds  
p: 

q / s i n  02 - -  st sin , '  cos , ' )  d s p: 

Pl = VS; - -  2 s, u + I ,  

e t  on au ra  une  expression analogue pour  I , .  S i -nous  employons  les m6thodes  

du w 33, nous t rouverons ,  en posan t  

( 2 5 I )  

tt S I = I + x  er 81 ..~1__5 . 

, ,  i, -f d`gf 
- - t t i = l + ~  - - t t I = I - - x  

d s I~- - - I+x  gt Sl.___l_q 

v: ?; 
- - t  8 1 = l + g  - - t  g l = l - - x  

t a I = I + x  * s l = l - - a  

0 o l = l + g  0 81-~- 1 - -X 

p ,  ~ V(s I - -  I) j + ,9~cosm tp ' + (~p'-- ~V) j,  ~ (r,,9)~= a(r,  `9) - -  o(r, 2z~-`9),  

que nous pouvons  6noncer  le th~orbme su ivan t :  
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OV 
Th~orbme. La condition ngcessaire et su//isante ~ m r  que la dgrivge ~ et 

OVh lim lorsque la courbe P~PP~ ne touche pas la surface existent au poi~it 
h-o Os 

P ( x = k > o ,  V = o ) ,  est flue la quantit~ (251) 

J~ ~ lira .~h est /inie o~ 
h--O 

(252) J~,h ~ cos ~ ~P' J~ + sin ~p' cos '  ip' J~ 

3 # - -  cos ~ ~ Y, 

J~h ~ sin ~'  cos  ~ ~r j~  _ cos  ~ ~ j ~ .  

OV OVh 
~ o r o l l ~ i r o .  Continuitg de ~ e.t de lira --O-s" La quantit~ 

h:-=O 

~ - - 0  

~ s t  d o  la  f o r m e  
a 

24 

0 1 

oit K est continue Tar rapport & k, .'. Z e s t  continue. D'ah le th&rr$me : 

OV ~Yh 
Th~or~me. La condition n~cessaire et su//isante ~ u r  que ~-~ et lira 

h=-o O~ 
si la courbe PoPPt  ne touche pets la sur/ace soient continues au point P pour un 

ddplacement suivant la sur/ace dans le plan des xz  (r ~ k > o, ,9 = o), est flue la 

quantitd f~ est continue Tar rapport & k. 

OV 
Si  -~s existe tt i'origine, et si 

(253) lira Js = ]', , 
k=o 

O V OVa, 
o~ j~ est la valeur de J~ pour k = o, done - ~  et lira la courbe PoPPt  ne 

h=.O 0 8  

touchant pets la sur/ace ~ sont continues h l'origine pour un d~placement suivang 

la sur/ace dans le plan des x z. 

w 37. Changement de la valeur de la ddrivde en traversant la sur/aee. Les 

ra isonnements  du  w 28 s 'appl iquent  au cas d 'une  surface courbe, et  les r~sultats 
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deviennent identiques dana le cas oil ~u----o (point rdgu]ier), si l 'on observe quv 

l'angle ~ du chap. I I  correspond ~ l'angle ~' du ehspitre prdsent. Dans le cas 
g6ndral, }'angle ~ (r, ~) se change en - - ~  (r, ,9), lorsqu'on change Is direction 
positive de r s x e  des z. 

Si pour la ddrivde du potentiel au point Po la direction de ds change en la 
direction oppos6e, nous trouverons clue u =  cos(PoQ, d.~) change en - - ~ ,  .'. uo 
change en - -u0  et W, en - - W ,  (2o8), 

(256) 

(254) 

2 ~  

�9 " . ~ + ~ _ - -  (,~) 2 + . 0  Z + ~ o j  
0 

uo = cos ~ cos ~Po cos O + sin 0' sin ~00. 

Au contraire, si le point P se trouve ~ l'ext6rieur de la surface et qu'il 
traverse la surface au point P ,  suivant une droite, c.-~-d, si la direction de la 
droite PoP change en la direction oppos~e, f2  = c o s  (PoQ, da) ne change pas, 

.'. W~ ne change pas {222), mais u = cos (PoQ, PoP) change de signe, .'. uo change 
en - -uo ;  de m6me fl'l = cos (POP, ds) change en - -  fi't. Par  suite nous trouve- 
rons (222) 

2 g  

(255) h~m. ,-~-a l+ 10V~l --lim,.o (~,k.)_ =o~ao(O) { 2 (fl'2o~o--~'.)i_u: fl'.o log I - - - -u~  ~ cos' tPod# . i  -t- "o! 

Cette formule peut ~tre dcrite sous la forme suivante plus ddvelopp6e 

OVh_ z OVh + ~Vh vOVA 
~ -~v + 

2 / [  

--,.-o"m - --fOe,,, {' ,oo,,'-i --"~ oo,,, 
0 

| 
+ cos ~0 cos # log I - -  uo} 

I + uoj 

cos*q~od# 

2 ~  

l vhl l!m I 
0 �9 O 

27 t  

~O-z++!+ lira (0) 2 (sin 0' - -  uo sin 0o) 
h ' - - O  I - -  ~ .  

0 

T ----OJ | 
+ sin tp o log - -o~ cos' ~o dO. 

I + u J  
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Remarq~ae I. Le ehangement de la d6riv6e, lorsque le point P traverse la 
surface, est toujours "fini, m6me dans ]e cas off la quantit6 Wr, est infinie, c.-s 
off les limites de la d6riv6e n'existent pas, pourvu qu'on definisse le premier membre 
de l'6galit6 (255) par le second membre de l'6galit6 (2o2). Le second membre de 

l'6galit6 (255) restera le m~me, si on fair h ' =  h. En outre il faut ajouter le 

terme (efr. 222, 221) 

2 z  

C f ao(O) flt2o eOS~ q~odO, c _ = l i m ~ .  
0 

Dans le cas off le point P se trouve dans la surface et qu'on change la direction 

de ds, on obtiendra un r6sultat analogue. 

Remarque II. Si la surface admet au point Po un plan tangent bien d6ter- 
min6, ~P0 e s t =  o, et on retrouvera les formules (199) pour le eas d'une eouehe 
plane�9 

C a s  part iculier:  Point conique. Supposons que l'angle g'o est constant > o, 
et quo la fonetion a est continue au point Po. Nous trouverons (208) 

Q, = - 2 ~ao cos ~ ~Po {(sin ~ p r  sin ~Po) + 2 sin ~p' sin ~Po + 

+ sin~V'sin~V~176 [ !s in~"--  sin~'~ + I - -  sin~V'sin~~ c~176 " 2  

Nous d6finissons 

OV OV �9 F I I I 
. . t  

= h m | ~ ( V h + - - V ) +  ( V h - - - V )  
Os+ + Os_ .h=o t_,~ [z ' ] 

les potentiels Vh+ et Vh- 6rant rapport6s aux points P~ et P'__ situ6s sur la 
m~me droite Pr+PoP~_ s la m~me distance h du point Po. Done nous aurons 

OV OV __ 2 zva0sin ~p, cos~ ~vo { 2 

= - -  2 ~ao sintpo cos~tP0 / 2 
! 

, z - -  s in  ~v o | ~v' 
+ s inq ,o lOg  - z si  >~Po, m a i s  

z + s in  ~vo J '  

+ sin ~' log + sin , s i  o < qJ' < ~Po. 

De plus nous trouverons (222) pour to '=  o, c.-~-d, en prenant l'axe des y per- 
pendieulaire g la droite PoPP1, 

Q'~ : 2~ao sin ~Vo cos~ ~vo I - -  s in~  r cos ~p' pour tp' > ~Vo, et 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  81. Imprim6 lo 16 octobre. 1907. 31 
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= - -  2 ~rao sin q,o cos ~ q'o I + sin q/ pour  q,' < q,. 
COS (/d 

Q t y  ~ 0 

Q', = - -  2 zrao cos ~ ~t, 0 { r + 2sin q'0 + sin q'0 log 

et  

=--2~TaoCOS~o { - - I  + 

( r + sin q/) ( i --2 sin q~o) cos q'0} pour  q,' > ~o, 

2 sin t/, o + sin tp o log ( I - -  sin ~V') (i 2 + sin q'o) cos q~o } pour  q',' < 90. 

D 'oh l 'on tire 

(256 *) 

l im[/0Vh/  IOVh I ] = 4 J r a o s i n q , o c o s ~ q , o x - - s i n q  '' pour  q / > ~ 0 ,  mais 
hffio [ l ~ x  1+- -  1 / -~x / - j  cos q/ 

= - -  4 zao sin~/,oCOS~P,, t g ~ '  pour  o <  q / <  q'o 

 m[lOV,,I torsi ] 
= L ~ - I + -  l ~ - y / - J  = o 

l ^- I -- sin tpo[ tp' 

= - -  2 ZOo sin q'o c os~ q'o log i - -  sin q,' pour  
i + sin q,' 

o < ~ p ' <  (Po. 

C H A P I T R E  IV. 

Les  d6riv6es seeondes du po ten t i e l  d ' une  s imple  eouehe.  Snr faee  plane. 
w 38. Le8 ddriv~es suivant  let sur/ace en un  point  de la couche. Consid6rons 

une part ie circulaire de la couche, suppos~e plane, dont  le centre  se t rouve  au 

point  Po et  dont  le rayon  est  a. P renons  le poin t  P ,  pour  origine d 'un  sys t~me 
d 'axes  de coordonn6es,  dont  l 'axe des z e s t  dirig6 su ivant  la normale du plan 

au point  P0. Soit P un point  situ6 sur  l 'axe des x ~ la dis tance k de l'origine. 
O~V Nous trai terons s6par6ment les cas 0m V 0 s V 0 z V et - -  Ox 2 '  O x O y '  OxOs O x O z '  oh l 'dl6ment ds  

est  pris dans une direction queleonque.  

0~V io" 0 ~ V La  d6riv6e au point  Po peu t  6tre d6finie par  la formule 
0x ~ �9 

O ' V = h m .  k I [ O V - - I O V I ] '  
Ox' k-o ~-x ~Ox-x/0J 
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off ~ se rapporte au poing P et~ ~ au poin~ Po- 
0 

~I1 p o s a n t ,  t a  ~ o ,  

tOVt ,~ 

2;q . a 

Tx = lim fcos OdOf a(r, O) 
(128 *) o I, 

2 ~  

Mx =-- f i fo(O)  Ix + cos o + cos o log 
0 

ao (0) = lim a (r, 0) .  
r=O 

243 

Nous avons trouv6 (I28), 

1--c~ dO, o~ 

Si ]a quantit6 Tx est finie, on aura 

27~ 

(13o*) f r  (o) cos Od.9 = o. 
0 

~V 
Pour  la d6riv6e ~xx au point P nous pourrons 6crire (128, I39, 176, 177) 

(~57) 

~-~ U~ ' ~.~k) 

U~ = I ,  + 12 + Jim (13 + I . )  + lira 15 
a = O  a---~O 

2 g  1 - - z  

0 0 

2 ~  k 

0 I+• 

2~ 1 --q. 

0 1 - - x  

27t l + z  

0 1 + ~  
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(257) 1 + ~ .  2 : : - - D r  

. l , ~ / d s , f o x d O  , t X ' ~ 8 ' - - 2 8 C 0 8 0 , + I ,  

1 --q. ~t 

p =  V ~ - -  2,u'+--~ 

u ~ cos `9 

2 g  

x ~ k I 

0 

+ c o s 0  + cos,9 log I - - e ~  

ak (3) = lim a~k)(R, 3) 
R - 0  

a (k) (R, 3) = a (r, ,9) 

R ~ P Q = V r  s -  2rku  + k ~ 

r .~- ~8, 

off 5 est l 'angle que fair la direction PQ avec l 'axe des x. 

finie, si la quanti t6 

H~ = lim Hx= est finie, oh 
(Z=0  

(I8o*) 

8V 
La  ddriv6e ~ est 

Hx~ ~ ~ (k + k~, ,9) - -  ~ (k - -  k~, ,9) [~, + 5m ] ,1.  
- -$  U. 

Nous faisons pour la fonction a (r, ,9) l 'hypoth~se suivante:  

(258) { 
Nous pourrons 6crire 

a(r, O) = ao(O) + re(r, O), 

lira a (r, ,9) = une quant i t6  finie bo (,9). 
7"=0  

V = V ~  

off V ~ se rapporte  ~ ao et IV h r e .  

En  a y a n t  6gard ~ l'6galit6 (13o*) nous t rouverons  

2 ~  a 

0 0 
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Posons 

s 81~8 r~ = l ( s u - -  I) 
d 

---- u log (p + s - -  u) + 
1 - - 2 8 ~  

P 

-- ~ = f  ( "8~ds F~ s u - -  x ) - ~  -----up+ (3u~--  x)log(p + s - - u )  + ( I - - 4 u S ) s  + 2u 
p 

Soient p_ et p+ c e que deviendra p, lorsqu'on y substitue E s successivement 

I - - a  et I + a. Nous trouverons (cfr. 6qu. 73, 74) 

27C 

o J P -  
0 

0 

2 ~  

I 
lira (/--I p-+) dO = 
~=oJ ~P- 

0 

2 ~  

lim f 'og p - H  + x -  a - -  cos O_ 
~.=od p+ + x + a - - c o s O  

0 

d O = o .  

Soit F une fonction toujours num6riquemen$ plus petite qu'une quantit6 finio, 
done 

2K I ~  

0 l + a  

2~r 1 - - ~  

0 l + t z  

OJ V ~ O~ 
Nous chercherons les valeurs de  ~ et de ~ s~par6ment. 

O~ V o 
Premier  cas. 0x-----~-. La fonction a0(O) &ant  ind6pendante de r, nous aurons 

(i8o*)//~ = o, et nous aurons aussi T~ = o, 

�9 lov~ 
�9 " f f E E l o  = M ~ .  

De plus nous aurons 
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2 ~  1 --ry. 

V.= imfiot`9)(/v  

0 

lira b finic, 
k----0 

OBQ 

t~ ot 

+ / l") d O + lim l~ = f a~ `9) / F~d ̀ 9 + lim IS ~.=o 

0 0 1 + ~  0 0 

2 - - [ I  + u l o g ( I - - U ) ]  + a 
q.-~.O 

2 ~  2 ~  

kfa (`9)(r 3ut)d`9 + k fao(O)bd`9 + lira 15, U x = M . +  a o - -  

a = O  
0 0 

2K 

# ' V ~  "" I I ' B r ~ 1 7 6  �9 1" x~ . . tk )  �9 = nm~/--=-- (,9) (3u*-- z)dO +x.l=mo kt l .x  + lim I~] Ox' k = o e L a x  lOXloJ-- a o, - �9 0:. =c: 0 
0 

Si nous supposons que la fonction %(0)a une valeur limite unique pour o < ~ O < z ,  
et que eela aura lieu aussi pour ~r<  ,9 < 2 z ,  mais que les deux valeurs limites 
des deux c6t6s de l'axe des x peuvent &re diff6rentes, donc l'6galit6 (x77) aura 
lieu. De plus, ak(3) (257) &ant,  dans cc cas, une constante de chaque c5t6 de 

l'axe des x, on trouvera M (k) z ~ 0~, 

27g 

(259) .'. Ox t ~ - - - -  o ( O ) ( 3 u ' - - I ) d O .  

0 

0' V 
Deuxibme cas: Ox ~ . La fonction ao &ant  = o, nous  aurons M~ ~ - o  

to'r "" = T.. 

Supposons qu'au point P la fonetion h(r, O) soit continue et qu'elle y air une 

valeur limite unique pour o < O < ~ r  et  pour z _ < _ ~ < 2 z  resp., lorsque R tend 

vers z6ro, 

. '. lira 15 - -  o ,  M ~  ~ = o. 
Ct~O 

De plus nous trouverons 

U~ =-k[/~, + 1~ + lira (I,  + I , ) ] ,  
a-----O 
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off I~, 12 etc. sent ce que deviendront les int6grales I , ,  12, etc., lorsqu'on y rem- 
sds s~ds 

place a(ks, O) par 6(ks, O) et - ~  par p a  �9 

Soit Hxq. ce quo deviendra H~q., lorsqu'on y template e par ~. Done nous 
trouverons 

lim ~xa finie eg lira (lira ~/x~) finie. 
~ = 0  k ~ 0  r 2 = 0  

D'oh il suit que si la quantit6 Hx est finie, la quantit6 

a = 0  

est aussi finie et r6ciproquement. Nous avons trouv6 (w 27) que si lim Hx = o, 
k = 0  

0V 
la d6riv6e Oxx est continue h l'origine, si elle y est finie. Supposons maintenant  

(260) lira Hx = o .  
k = 0  

Comme dans le w 27 nous trouverons 

lira [lim (I-~ + ~) ]  ---- lim (I-~ + I~), 
k ~--~- 0 a ~ O  r ~ O  

oh I-;~ et 1, song ce que deviendront _]3 et !4, lorsqu'on y remplace ~ par a0. 

Nous pourrons done  6crire, en posant lim /~ ~ ~ ,  
k = O  

(,v)] - -  ~ T . +  ~, lira ~ = o ,  oh 
o q ~ O  k~-O 

2 ~  1 - - x  

0 0 

27t I - - a  

0 l - - x  

2 ~  1 + •  

0 l + a  
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OF, o n  R, 

ga 

,. =fie/a,. , . ,  (.~- i,..~. 
0 l + z  

8 ~ I I (su - - I )  ~ = u + (3U' - -  I) ~ + ~ P ,  ,-~lim P finie, 

pa r  suite nous 6crivons 

I~ = I '  + I" 
a 

r 8~ u - -  8 ~ 

0 l + z  

a 

2~ 

I"~/dO/a(ks' O)[u + 3Ut~ I] 
o l + z  

et  nous t rouverons  

2 7 t  oo 

 -olim ' 
0 l + x  

2~t a 2~t 1 + x  

o O+z)a" o o 

En passant  k la limite nous aurons  

(26I) 

0 ~ V 

~---- r r  X S  
k--O 

2r~  a 

.x ~/(j - -  I) 

o k 

2 g  

fi [ -~-~- o(O) 5 u ' + 3 u - I  + ( 3 U ' - - I ) l o g  dO 
o 

u = eosO. 
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Dans le eas g6n6ral, nous supposerons que la fonction a est de la forme (258); 

et nous pourrons 6noncer le th6or~me suivant :  

Th6or~me. Si la /onction a(r,O) est de la /orme 

a (r, O) = ao (O) + ra  (r, O), lira a (r, O) ]inie, 
r~0  

et si ~t chaque point de l'axe des x dans le voisinnge du point P o l e s  /onction~ 

ao( O ) et ~(r, O) reprdsentent chacune une valeur limite unique de chaque c~tg de cet axe, 

la valeur de ~ au point Po est donnge par la /ormule 

O'- V O~ V ~ O~ 
(262) ~ ~ 0x ~ + 0x-~- ~, 

O~ V o 02~ 
oit le8 valeurs de - f ~  et ~ sont donnges par les dgalitds (259) et (26I), pourvu 

que l'dgalitg (260) soit satis/aite. Si  la quantitd T .  (128") existe, il /aut donc et il 
r~ V - -  

su//it pour l'existence de la d~riv~e ~ que la quantit~ W ~  (261) existe. 

Remarque.  La  quant i t6  -- (~) W ~  peut  s'6crire 

(a) 0~_i f '  

(263) = (a--ao) ~:id~o. r r gC~ ~ ~da 

(k) 

Cas par t icul iers ,  x ~ Si a o ( O ) ~ u n e  constante  a~ pour  o < 0 ~ ,  et  

nous t rouverons que l'6galit6 (13o*) est satisfaite et que 

(264) O ~ V o 
O x ~  2a (a, + a~). 

2 ~ Si ao(O) est ~ une constante,  l '6quation 

2~ 
/ i  

(265) I ~o(O)(3cos ~ o - -  ~)dO = o 

0 

n'ost  pas satisfaite, par  suite ]a quanti t6 W~. ne peut  pas 6tre finie et d6termin~e 

3 ~ Soit 

(266) a0(O) ~ a r c o s O  + b'sin O, 

oi~ a r et  b r sont  des constantes.  Dans ce cas, l '6quation (265) est s~t.isfaite, et  

nous trouverons 
Acta mathematica. 31. Imprim6 le 17 octobre 1907. 32 
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(267) Sa~X ~ 0 �9 

2 O - -  
~ V  

OxOy" La ddrivde ~ au point Po peut  ~tre ddfinie par kt formu|e 

O*-V _ lim JOy ~i~yloJ Ox Oy k=o 

0V 
oh ~-y se rapporte au 

en posant to = 
2 

point P e t  ~Oy/, au point P0. Nous trouverons (I28), 

( ~ ) o =  T y +  M u 

2 ~  a 

0 h 

2 ~  

Mv=--fao(O)[i + sinO + sinOlog 

0 

I - - s i n  O] d O . 

OV 
Pour la ddrivde ~y au point P,  nous retrouverons les formulos (257) en y rem- 

pla~ant ox par o u, off (i75) 

(257*) 
s~sin O 

~  O) pS 

OV 
La d6riv6e Tyy est finie, si la quantit6 

( I 8 7 " )  

Hu = lim Hu,,. est finie, off 

z 

Hu~ = J  Od a~ (k + kr, O) 

0 a 

a2 (r, O) = a(r, 0 ) - -  a(r, 2 ~v ~ 0). 

d z :  

Nous faisons sur la fonction a(r,O) les m6mes hypoth6ses (258) que dans ]e cas 

0 ~- V o ij~ 
pr4c6dent, et nous chercherons les valeurs de ~ et de 0x/)y" 
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O~ V o 
P r e m i e r  o a s :  OxOy" P o s o n s  

~ (,9) = ao ( o ) - -  ,~o ( - - , 9 ) .  

251 

Nous  t rouverons  (187) 

$ 

H~,~ = 2(`9) V z ~ +  o ,  
0 

q. 

0 

c, do  + ~(o) - ~(o) r  
rj. q. 

q. 

La  limite pour  ~ = o de la premi6re  int6grale du dernier  membre  est 

= 2a2(o )  l o g  V2 + I 
2 

La  limite pour  a = o de la seconde int6grale peu t  s '6crire 

= - -  2 at2 l o g  
V z  ~ + ,~ + z 

2 X  

off 0' 2 est une valeur  moyenne  de a2; elle est tou jours  finie. En  posant  ,9 = aef, 

nous t rouverons  que la limite pour  a = o de la troisi~me int6grale est  

= 2a2(o)log (I/2 + i), 

�9 ". H v =  2a2(o)log ( 3 + V 2 ) - - 2 a ' 2 l o g  
V ~  + e -~ + z - -  + 21im fa2(O) d'9 

2z ~ = o J  O " 
ft. 

Done  la condit ion,  pour  que  la quant i t6  H v soit finie, eat 

(268) que ]im ( ~  (0) dO = 
~ = o d  0 

g 

une quant i t6  finie. 

La  fonct ion ~2(3) 6 tant  ind6pendante  de r, on aur~ 
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(I94") l im H u = H u  �9 
k=o  

P o u r  que  la q u a n t i t 6  T v soi t  finie,  il f a u t  que  

(z3o**) 

~7c 

ao(`9)sin,gdO 

0 

O, " ~ / ~ y - -  O. 

D e  plus,  nous  t r o u v c r o n s  l im I~ = o. 
a = O  

Fs 2 d s 
",j = J ~ -  = log (p 

1 - - q  

/ 11 . ' . s i n O t F , ~ - -  s in  + 
f 

1-t-~ 

Soi t  

+ s - - u ) +  (2 u ~ - -  I ) s - -  u 
( l  - -  u ~) p ' 

+,,j.,r l im ~'" - o  p o u r  , 9 = o  
4 = 0  

On p e u t  r e m p l a c e r  p _  e t  p+ p a r  V a  2 + 0 "~, e t  on t r o u v e r a ,  en p o s a n t  O - - a  T, . . . .  

q 1 

ccdO _ dO I / i  + tp ~- j rp 

0 0 0 

D e  plus,  on  a u r a  

+ 

+ d ~  __ ; a , ( # ) d O  
f a . ,  rp I / ]  + ~p" ~ 0 
1 0 

+ o2 (o) log 2 + ~", lira ~ ' =  o. 
q ~ O  

a - -  c o s  ,9 I 
l ' , j  = log k - -  log z 2 + 

2 z - -  cos 0 
0 

M(y k) = 2 0" 2 (o) log 2, 

3 k c o s 0  + k~ i, l i ra;  i 
a k=0 

- ~ - O  

2 ~  

T r o v o  i, voll , 
�9 " kL-Oyy-- ~ Oy ]o] = k Q - -  a , (O)s in ,gcosOdO+ ,~ 

0 

(269) 

2 ~  /'c 

Q f a ~ 1 7 6  z + s i n O l ~  - s i n O ] -  cos  6~J d'~ + ~=odlim ;a2(O) 

0 rZ 

sin OdO 
z - -  cos  ,9" 
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0~V 
Pour que la d 6 r i v ~ e ~  existe, il faut done que l'on air Q = o. 

dition est satisfaite, on trouvera 

253 

Si cette con- 

(270) 

2~ 
O~ V ~ ~ / ~  
Ox Oy o(O) sinO cos OdO. 

0 

Deuxi~me cas: 0x0y" La fonction ao(O) 6rant ~= o, nous trouverons 

2~ a 

0 0 

Soit /lye. ce que deviendra Hy~, lorsqu'on y remplace a par ~. Done nous 

trouverons 

Hr.. ---- k/ly~ + k~va, lim~v~ finie pour k > o, et ---- o pour k ~= o. 

Supposons que 

(27I) { l im/tu~ ~ / l u  soit finie et 

�9 -- --o hm H v = Hy , 
I, k = 0  

off H~ est la valeur de H---~ pour k-~  o. Comme dans le premier eas nous trou- 

verons que la condition n6cessaire et suffisante pour que ]a quantit6 //~ soit 
finie, est: {' lira ; ~  dO finie, 2(01 ~ -  ----- une quantit6 oh 
(272) que a=ojq. 

Posons 

-- ~s_S d s Fy ~ ~ -  = p + 3u log (p + s - -  u) + (4u2 ~ ( I  ~)-8'/~u2)+ PI - -  2U ~ 

Si les 6galit6s (27i) et (272) sont satisfaites, nous trouverons comme dans le 
premier eas 
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_a _a 
k k k z 

S < ~ - y = J a 2 ( O ) [  F u - - s - -  3 u l o g s  I S U ) ]  sinOdO+limf~2(~)sinOdO~=ov I - - U  

o o o 1 q. 

21r a 

o k 

I +kT.+ 

D'oh l 'on tire 

(273) 

0 s V - -  

W ~  u = :  lira ,, ~u 
k=,O 

2 ~  a 

w~),,zu= in 0 cos Od (r, O) r 

o k 

N~v 2 ( 0 ) )  __ cos 0 3 - -  5 cos 0 - -  3 cos 0 log 
o 

I ~ cos O] sin OdO. 
2 3 

Dans  le cas g6n6ral, nous supposerons que la fonction a est  de la forme (258), 

et  n o u s  pourrons  6noncer le th6orbme suivant :  

Th~or~me. Si la [onction a(r,O) eet de la /orme 

a(r,O)-~ao(O ) + ra(r,O), lira ~(r,O) /inie, 
r m O  

et , i  5 chaque ,point de l'axe des x dana le voi, inage du point Po les /onctionz 

ao(O ) et ~(r, O) ont chacune une valeur limite unique de chaque c6td de cet axe, la 
8*V 

valeur de ~ au point P est donnde par la /ormule 

O s V  O I V  o 0 ~  
(274) Ox Oy -- 8x 8y + 8x Oy' 

OaVO 02~ 
oh les tuleurs de ~ et ~ sont donn&s par les 3galitdz (27 o) et (273), pourvu 

que lee conditions (i3o**), (268), (269), (271) el (272) 8oient aatis/aites. Pour l'exi- 
O~V stence de la d3rivde ~ au point Po, il /aut donc de p l ~  et il au//it que la quan- 

titd W~u existe. 
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Remarque I. La quantit6 W{~)~ peut s'6crire 

2 5 5  

(~) O~ _I 
(275) Wc~}~v = a - -  a0) 0 ~  do .  

(~) 

O~V 
0~V Remarque II. La d6riv6e OyO---x n'est pas cn g6n6ral 6gale ~ la d6riv6e 

Vx Oy' car la quantit6 eorrespondante Svx n'est pas n6cessairemeng 6gale ~ S~.  En 

effet, Sv* est ce que d e v i e n d r a - - S x y  cn y substituant ~ la fonction ~2(O) la 

,ono io  o: (2 + 

Cas particuliers,  i ~ Si a,(O) est une constante, les 6galit6s (13o**) et (269) 
song safisfaites, et nous trouverons 

~ x y  ~ O .  

2 ~ Si a0(O) est une constante, nous trouverons 

30, 

(266) 

Soit 
~ 0 .  

0 

�9 6 

a-o (0) ~ a' cos 0 + b' sin O, ~(r, O) = a-o (0) + ~ (r, O), lim a-~ (r, O) = o, 
r~O 

2~Z a 

�9 ,xy--3fs Of lrO "at ~ k )  in 0 cos Od ( ' ) r 
0 

~ x y  -'~- 0 ~ 

(276) 

pourvu que les conditions (27i) soient satisfaites. 

O~V 3 ~ Soicnt gr, #d, v ~ ]es cosinus directeurs de l'616ment ds 6manang - du OxOs " 
point P, qui est situ6 sur l'axe des x ~ la distance k de l'origine Po. Soient de 
plus ~' l'angle que fair cet 616ment avec le plan des xy,  et r l'angle que fair sa 

projection dans ce plan avec l'axe des x. Nous trouverons (cfr. 6qu. I3I, i73 ). 

4' = c o s  ~P' c o s  w',  ~t' = c o s  ~p' s i n  w',  v' = s i n  ~P' 

(OV) = T ' + M ' - O T o  

2 ~  a 

T ' = fu tdO f - d ( r lO ) dr=g 'Tx+v 'Ty  
0 0 
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(277) 
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2 ~  

M ~= ,(0) I + u ' + u  ~log dO 

0 

u' = it' cos ,9 + f sin ,9 ~ cos ~/,' cos (0 ~ fd) 
2 ~  

o (O)u 'dO = o.  

0 

ov  
-= U, + M'k 

U~ ~ ~r U~ + ,s U u 

M ' ~ = ~ [ a ( k , o ) +  + ~(k,o)_]s ing/+  2[a(Ir - -  a ( k , o ) _ ] s i n  ~Otg -1 [cot ~0' sin w'], 

2 ~ 2~ 

"'" Ox Os - -  W~, + N ~ , - -  a 0(3) (3eos- '3- -  I ) d , ~ - -  o ( 3 ) s i n 3  c o s ~ d 3 - -  

0 0 

- -  ~ lim [a(k, o)+ + a(k ,  o)_] sin q~ 
k~O 

W . ,  = lim ~ck~ r r  ~ $  

k=o 

W~k~ Z,~k~ . , ~  

Les condit ions qui doivent  6tre satisfaites sont 

~(r, o) = ~o(O) + r~(r, o) 

ao (0) = lim a(r, #) = une quant i td  finie 
~ ' ~ 0  

(27s) 

l i m o a ( r , O ) = u n e  valeur unique de ehaque eSt6 de l 'axe des z. 

f 

lim ( a ~ ( O ) ? = u n e  quant i t6  finie, a 2 ( O ) = a o ( O ) - - a o ( 2 ~ - - O  ) 
a - - - - o , ]  

H .  ~ lira H., .  = une quant i t6  finie, oh 
~-~0 

lira H .  = H~,  off 

H;  est la valeur  de H ,  pour  k ~ o 

2~  

ao(O)u 'dO = o. 

0 
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De plus il faut  que l 'on air 

2 ~  

0 

~ a  + l i m ? t  l a , ( O )  
] I ' ~ C  S O  

0 a 

2 ~  

+ . ,  + , . .  ._-o 
0 

257 

.'. en observant que (2i i)  

~' a~ (k, o) ffi o et que a2 (0) = lira a 2 (k, 0), 
k--O 

o(0) I 
(279) 

--~.' + " l o g x " ~ - C :  ~ ]dO  + l im,, '  fa,(O) sin OdO ~(a+ § a_)sin~p' 
0 ~ = o  d x ~ cosO 

o+,=lima0(O) pour  0 > o, a _ = l i m a o ( O )  pour  O<  2 ~ .  

O a s  part icul ier .  Si ao(O ) est une constante,  nous trouverons 

02 V o ~zs r a o 
~ , 

Ooe Oa a 

OI V 
4~ Ox Oz" 

O* V 
Pour  la d6riv6e 0--~z '  nous t rouverons l 'expression 

(28o) 
2 ~  

O 2 V ~ _ lira f~k(O)dO, 
Ox Oz k ~ o d  

0 

off ak(O) = lira ak(R,O), ak(R,O) 6tant ~ a(r,O). La seule condition k satisfaire est 
R - 0  

2 ~  

(279*) fao(O)dO ~ffi oz(a+ + a_). 

0 

w 39. La d~riv~e ext~rieure en un ~oint de la cour, he. Soit main tenant  le 
point  P situ6 au-dessus du plan, et soient Z~t v les cosinus directeurs de l'616ment 
d~. Si la fonction a est do la forme (258), nous trouvorons pour  le point  Po (r~i) 

A c t a  m a t h e m a t i c a ,  al. Imprim6 le 21 novembre 1907. 33 
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8 V) ----_ T' + M' 
aTo 

2 g  

0 0 

2 ~  

0 

u ----cos (PoQ, da) = ~  cos # + p s i n O  

2 ~  

l ' int~gmlefao(,9)  ud,~ ~tant suppos~ ,.~ o. 

o 

Si ~'/~'v' sont les eosinus direeteurs de la droite Po P . f f i h ,  

d o c e n t  

0 V~ 

(I38") 

les Sgalit~s (x38) 

2 ~  a 2 ~  1 

0 h 0 0 

N~, ~ N~ + h ~ h  

~ ' = - ~  a t'~. r , ,oa , f ~ + f ~o r ' " "~ f ~ + af ~ '~ ' " "#a ,, f t g - , ,  : 1 . ,  
0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 1 

=- eos (POP, da) ,~ ~X + i~l~ ~ + v~; 

q ,= Vt'-- ~."ut' § 

u' = cos (PoQ, Po P)  f= X' oot  O + p' sin ,~. 

En effectuant les intSgrations, nous trouverons 

2 : r  2 ~  

N ~ = M ' +  , (0)  ~---~-7+ , - - - , , J  h=0 
0 o 
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2 ~ a 2~:  

0 h 0 

- -  s uu' - -  (a uu' - -  c) log E J - ]  do  

D'ofi lo rdsu!tat 

259 

+ h~h, lim ~h finie. 
h ~ o  

(28I) 

0 s V 
-~ Wv, + ,Sv, 

Wv, = lim W~h2 
h-~o  

2 n  

0 h 

2 g  

0 
2~r 

+ o(0) x - - - . ~ + 2 c - - 3 u - - 5 u u ' - - ( 3 u u ' - - c ) l o g - - - ~ - -  d# ,  

0 

pourvu que la fonction ~o(0) satidasse aux 6galit~s 

(282) 

r ( o ) u d . o  - o 

0 

2 ~  

0 

f f i=O,  

Nous pourrons donc ~noncer le th6or~me suivant: 
Thdor~me. ~i /a fonction ~ est de k~ [orme 

a ~-ao(O ) + r~(r, 0), lira ~(r, O) finie, 
ra~O 

OsV 
il ]aut et il ,uf]it Tour l'existence de la d~rivde ~ (v ~ > o) que le, ~galit~ (282) 

,oient ~atifaite, d que la f u a n f ~  We~ ~io~e. La ~ l eur  de la d~iv~e eet donn& par 
le8 ~ a l i t ~  (28I). 
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0' V 
Cas particuliers,  z ~ Pour  la d6riv~e ~-s' ' la seconde des 6galit~s (282) se 

r6duit & la premiere. 

2 ~ Si a0 = une constante at pour a < 0 < ~ ,  et 

]es conditions (282) sont satisfaites pour  toutes les directions de ds et de d,' qui 

sont contenues dans lc plan des xz; si a t = a 2 ,  les 6galit6s (282) sont satisfaites 

pour toutes les directions de ds et de dd.  

3 ~ Si W~, existe, donc 

2 ~  

(283) j~o (o) (3 u u ' - -  e ) d o  = 
t /  
0 

40 Des 6galit6s (28I), (282) et (283) on tire 

8zOs 

si 

(284) 
COS 

O .  

2 ~  a 2 ~  

sinr 
h = o j  j 

0 h 0 

2~ 

2 cosG/~o(O)cosOdO, 

0 

2/ [  

~'f~o (a) 
0 

c o s 0 d O - ~ o  et 

2~ 

~o(o)[~ - -  
sin ~ + cos ~ cos 0 log (i - -  cos ~0 cos O)]dO = o, 

en supposant que l'~lSment ds  soit contenu dans le plan des xz et en posant 

~t=cosq~,  ~ = o ,  v = s i n g .  

Des 6galit~s (284) nous tirons d 'une par t  

(285) 

2 ~  

0 s V 2 f~  ~ - -  o(@)cos@d0, si 

0 

91t  

~ o ( O )  cos O d O  - -  o e t  

0 

97r 

~o(O)[z + cos 0 log (z - - c o s  O ) ] d O =  o, 

0 
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et d 'autre  part  

(286) 

2:g a 2~' 2~ 

i)z' = 1 , = o j  j ) r +  0 ( O l d O + ( z - - l o g a  o(O)dO 

0 h 0 0 

sans condition particuli~re. 

50 En supposant que l'414ment ds' soit contenu dons le plan des xz  et en 

posant  

4' = cos ~p', >' = o, ~' = sin)P', 

nous trouverons 

2R a 2R 

Os-r& = h = o d  d 
0 h 0 

(287) _~_ s in  ~])f~o (0)  I2  __ I I - - C O S ~ '  ] z -  cos ~p, cos 0 + log cos 0 dO 
2 

si o 
2~c 2z~ 

s i n  ~p 0(0) I - -  COS COS O 
0 0 

O"g 
Remarqu~. Si ~ existe, nous trouverons 

2~ 
. 0J V f a  dO 
lm ~ = -  lira sin ~2 o (0) I . cos ~, cos 0 

~ r  0 ( ] 8 0 Z  ~'----0 
0 

= (a+ + a - ) ,  

off a+ et ~_ sont des valaurs moyennes de o0(0) pour des valeurs infiniment 

petites positives, resp. n6gatives de O. La Condition g remplir se r~duit g 

2~ 

O'o(O)dO = (o ' ,  

0 

-~ 0"_). 

Si la fonction a(k, O) est continue par  rapport  & k et g 0 pour de petites 

valeurs positives resp. n~gatives de 0, nous trouverons (cfr ~qu. 28o) 
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8 t V O* V 
(288) lira �9 

~ '=o Os--'Oz == Oz Oz 

O* Vh 
w 40. Lira ~ u r  un point ezt~rieur. Soient  $ 1 ~ v l  et  $2~2v2 les cosi- 

nus  d i rec teurs  de deux  dl6ments dst et  ds2 d m a n a n t  du  po in t  P, e t  soient  $ ' u ' v '  

les cosinus d i rec teurs  de la dro i te  P o P - ~  h. Supposons  v ' r  o, e t  posons  

(289) 

ut = cos (r, dst) ~ ~ cos ,9 + #, sin ,9 

u2 = cos (r, ds2) = $2 cos ,9 + #2 sin 

o~ ~ cos (It, dst) ~ i~,$' + #~#' + ~,~ ~; 

c~ = cos (h, ds2) = 12,~' + #2#' + v, v' 

r -~ cos (ds ,  ds~) = 3.,i~2 + ,u~#= + v~ v, ,  

(290) 

2 ~  a 

dr  �9 o,v. =/o  o.; - o , w  
�9 " Os, Os~ ~ &o 0)(3 v,  v2 

0 0 

R ~ P Q  = Vr ~ -  2 rhu '  + h s 

u'  -= cos (r, k) ~ $' cos ,9 + # '  sin # 

v~=cos(R,  d s t )= ~  r c o s , 9 ~ , U h  + r s i n O ~ # ' h  
R #t R 

v~ == oos(R, ds2) u 2 r - -  ho2 
R 

v'h ~t r m h4~l 

R 

Posons  do plus  

(29 I )  r z ht ,  

et supposons 

(25s) 

Vg e t  

resp, 

R = h q ,  . ' . q = V t s - - 2 t f f  + i ,  

O = O'Q(O} + to(r ,  ,9), Hm o(r, O) finie=---Oo(,O), 

Vh d tan t  ce que dev iendra  V~, lo rsqu 'on  y remplace  o pa r  o0(,9) et  to(r ,  O) 

N o u s  aurons  
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a. 

O'V~ I ~  of[3ulU t_~_3(OlU2 t" Os, Os------2 = h ~ + C2u,)~ 
0 0 

t et'l _ 
+ 3ote, e - e j d t ,  

(292) 

2 ~  2 ~  

0,% Oa 2 
0 0 

u t u 2 - - e ) d O  + h~a, lira ~a finie, 
h = 0  

A 0  = (U l  - -  Cl) (U2 - -  (~2)  U l U '  - -  ~ ( I - - u ' p  + I - - u  - - - - - v  

Pour  que lira O~ V~ h=o ~ soit finio, fl faut  dono que l'on air 

(293) 

2 ~  

ao(O)AodO=~ o. 

0 

Nous aurons de m~me 

a 

[3 ul u2 ~ - -  3(el u2 + C2ua) ~ +  o, h = fao?(r ,  o) t. 
OOOz 082 

o 0 

t s c t~ l  - 
3c, c2 ~ - - ~ J d t ,  

d'oit nous tirons 

(~94) 

08~ 082 ~ h,= o 

.~'{h) - dr== r 

o h (a) 

2 x  

0 

X - -  (Ul - Cl)(U2--o2) 
(I ~ 'Kr) s 

+ 3 u, u2 - -  c - -  ( % u2 + r u~ ) 
I ~ U f 

- -  8 u~ u2 + z c - -  (3  u~ u2 - -  c)  l o g  x - -  u r 
2 
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Si l '6gali td (293) es t  sa t i s fa i te ,  nous  a u r o n s  d o n c  

2~r 

lira ao ('9) (3 
~----o Os~ 082 

o 

h ~ o  

2 ~  

u~u2--c)d'9 + X~ + / a o ( O ) A d ' 9  

o 

, off  

les quan t i t $ s  y(h)..,,,~ e t  A - & a n t  donn$es  p a r  ]a f o rmu le  (294). N o u s  p o u r r o n s  d o n c  

4nonce r  le t h6o r~me  s u i v a n t :  

Thdor~me .  S i  la /onct ion a est de la /orme (258) , /a condit ion n~cesaaire et 

su / f i sante  pour que lira OzVh h=o ~ soit / inie ,  est que l'ggalitg (293) est satia]aite, et que 

la quantitY. X a ~  (294) a une  valeur f in ie  et d/ terminde.  L a  valeur de cette l imi te  

eat d o n n &  par la [ormule (294). 

Cas p a r t i c u l i e r s ,  off l '~gal i td  (293) e s t  s a t i s f a i t e .  

10 a o = une constante. E n  effet ,  d i r igeons  l ' axe  des  x de  m a n i ~ r e  que/*r-----o, 

. .  X'~Ao = (~ '1~2-  ~t,~t,)u'-- (~,~,2 + X,~,,)~' sin "9 + (2 ~'1~'2 + 

I I - -  ~'z -I 4' sin ,9 
+ c l c z - - c )  1 - - u t  ( I - - u ' ) ~ J  + (g l /12+g2/G--grCl#12--~ 'C~W)(I - -Ut )S '  U'~gr COS'9' 

$f f  

." / A o d ~ 9  - -  o . 

o 

20 a o = une  constante a~ pour  o < ,9 < ~ , et == une  conaan te  a2 ~ u r  ~ < ,9 < 2 ~ ;  

~u r = ~ut ~ tz2 ----- g2 = o.  E n  effe t ,  nous  t r o u v e r o n s  

i - x , ,  1 
k ' . 4 o = ( V ' g t - - g ' v , )  I - - U '  ( i - - - - u ) l j  etc.  

3 ~ ao comme clans le ca ,  2~ ~ r = ~ t - - - - - ~ - ~ / i 2 ~ v ~ o .  

4 ~ g ~ = g 2 ~ g  I, t u ~ = # L 2 = p  ~, v t = v 2 = ~  ~, e t  

ao (,9) u d  "9 - .  o . 

o 

R e m a r q u e  I. Les  cas 2 ~ e t  3 ~ f o n t  vo i r  que  dans  ce r t a ins  cas la d6r iv6e 

seconde  p e u t  a v o i r  une  ] imi te  finie, m 6 m e  si le p o i n t  P o s e  t r o u v e  sur  u n e  
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ligne de discontinuit6 de la densit6. Dans le cas 4% la discontinuit6 de la densit6 
au point P0 peut 6tre  assez profonde. 

Remarque II. Dans le cas 4% nous trouverons 

0 3 V h 
l~m a O s-----~-= 

(296) 

0 

2 ~  

0 

2 ~  a 27: 

l im f (3u '~ - -~ )dO/~( r ,O)? - -~ fao (O) (3u 'S - -~ )dO+ 
h = O J  

h 0 

3 u ' - - 8 u t u - - ( 3 u ' ~ - - i )  log ~ 2  U']dO = 

2 g  

i0 2 V\ t -  

o 

o~ Vh la ~ V / ,~' V 
oh le dernier terme est = o, si h=olim ~ existe; ~/)s~/0 est la valeur do ~U~-s~ au 

09Vh 
point Po. Nous trouverons aussi que les conditions de l'existence de lim 

h~---O 

et de i-~S~/o sont les mSmes. 

CHAPITRE V. 

Les d6riv6es secondes du potcntiel  d 'une simple couche. Surface courbe. 

w 41. Lea ddrivdes secondes extdrieures en un point de la couche. Soit P0 
un point de la couche, et supposons que la surface soit physiquement r6guli~re 

ce point; soient Q un point quelconque de la couche et ~p l'angle que fair 
la droite PoQ avec sa projection dans le plan des xy. Supposons que le point 
P se meuve vers le point P0 suivant une droite qui ne touche pas ]a surface. 
Soient )/~dv r les cosinus directeurs de la droite P0 P, et )~tt v les cosinus directeurs 
de l'616men~ ds. Supposons que la fonetion a soit de la forme 

(258) a = a 0 (O) + r a  (r, O), l i m a  (r, O) finie ~ a--o (0), 
r ~ 0  

et posons 

(297) V ~ V  ~  V, 
A ~ a  mathematica. 81. Imprim4 le 22 novombre 1907. 34 
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oh  V ~ e t  V se r a p p o r t e n t  a u x  fono t ions  a o e t  r a .  

0" V ~ 
Premier cas: Os' #s" Les 6galitds (208) donnent pour le point P0 

v~ t 
CaTIo = W~ + Q" 

W g ---- lira W~h 
h = 0  

(208 *) 

2 ~  a 

W~ = ao(O)dO u cos '~0 r 
J 
0 h 

2 ~  

Q" = --  f g~ (~ { I + u~ + u~ l ~  I - u ~ 1 7 6  ~P~ c~ tp~ dO 

0 

u = ) ~  cos (p cos O + u  cos tp s in O + v  sin ~p, 

off ~P0-~ lira ~ (r, O), e t  off u0 es t  ce que  d e v i e n d r a  u, si l ' on  y s u b s t i t u e  tp o h tp. 
r = 0  

Si W~ exis te ,  on  a u r a  

2 ~  

(298) f a o (0) Uo c o s '  tpodO ~ o. 

0 

P o s o n s  Po P = h.  

0 V~ o , 
a s  W'h  + Q,h 

a 

2re h 

Q ; h = - - c  o(O)dO cos q ~  
0 0 

(220*) 

Pour le point P nous avons trouv6 

2,'* 1 

0 0 

a 

27r h 

q~ ~ d  
0 1 

i t (P' r = h t ,  ~" P0 Q = q = cos 

h P Q  = q'= Vq ' - -2qu '  + I 

cos (h, Po Q) = u '  = Z' cos ~ cos 0 + p '  cos ~ sin o + v'  sin ~0 

cos (h, ds)=c~) .3 . '  + ##' + ~,v', e t  
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0 V~, W g + Q', lim ~ - - -  
h = o  

2zr  oo 27r 1 o,--% <o,?o,,,,o,: , :+ 
0 0 0 0 

27~ oo 

o 1 

2 ~  

f {:o: [ . ]} = %(0)  - - 2 U o - - U 0 1 o g  I ~ - U o c o s ~ p o  cos ~ v o d O  
2 

0 " 

t 
qo 

COS 9 o  

t 

qo = Vq~o - -  2 qo u'~ + ~, 

(299) kLV~8--- i-bTlo] = k  w :h - -  w ~ + ~ (Q', - Q.) 

Nous  t rouverons  
2 g  h 

I 0 o I . 

, .  ,~ j 
0 h r 

h '  mO J 
0 h r 

pour r = ht.  Nous  supposerons  de plus 

(300) ~V (r, O) = ~V o (0) + r ~ (r, 0) ,  lim ~ finie ----- ~V o (0) .  
r ~ 0  

En employant  la formule 

nous trouverons 

(302) 
u cos ~ ~p=  uo cos 2 ~Po + (v cos ( P l - - 3 u l  cos ~V 1 sin ~Vl) r ~V 

~Pl = %  + 0r~V, o<0=< i ,  

267 
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~176 

2 ~  

I o I �9 h' F h (W,h- -W~ ~ = : hm log~  jao(O)uo cos ~ (podO-- 
h h'-o 

0 

f f - - -  ao(O)dO (I, COS 4 , - - 3 U t  COS ~t sin ~p,)tpdt. 
0 0 

En ayan t  6gard h l'6galit6 (z98), nous t rouverons 

(303) 

2 ~  

h-olim ~I ( WO h __ Wl ) = f oo (O) (3 Uo 

0 

De plus nous aurons 

sin g ' o -  ~') cos r tPo (O)dO. 

(304) 

a 

2~ h 

h (Cd,h-- q , )  -- --hC (O)dO tdt + 
0 0 

27c 1 

+ ]z ao(O)ao oos~q, 3 oos~oq,o~)t'dt+ 
0 0 

G 

2rr h 

+ if o(o)-f[(0o:  
0 1 

+ ~ 

nd j ~ q o  
0 a 

J, 

- - "  ~q,S cosU~ ucosStP--uoCOS'tPo]dtt 

Uo) I I I I uoq'o + cos ,P0dt - -  A +  B +  + q'o' ~ h h ~ C hD. 

+ 

I Le coefficient de ~ dans le d6veloppement de t 6rant cos 8 4 ,  nous 6crivons qr8 

t COSStp t COSStPO [ q~ 3 Bint~l]U-- ~ 
r t~ = q~: -  t - - r -  + 3 0 , ' - q ,  sin ~ , ) ~  + q---y-- f ,  
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2 g  1 

i f f �9 " . h A ~ - - 3 c  ~o(O)dO ~(v ' - -q t  sin~p~) cos~V~dt--  

0 0 

2 ~  h 

--3cf,~o(O)dOf-~{(~,'--q, sin ~Vt)~,~ Cos t p ,+  

0 1 

269 

cos ~t sin ~P~/dt + Yh 
ql ! 

(305) 
2 ~  a 

0 h 

27t 1 

h-o ~ A  . . . .  3c  ao(O)~o(O ) cos tPodO (v'--qo sin tPo)~osdt-- 
0 0 

27r ao 

- 3 ~176 <'~' ~~ <'~' ~176 * ~  q' si" '" ' q'~ + q ; 5 }  ~' + lira r ' ~ ~  q: ,,--o 
0 1 

En posant  dt = cos tPod q et en int6grant,  nous t rouverons  

(306) 0 

De m6me nous t rouverons  

(307) 

1 

2 ~ C08 ~0 

f f/ �9 I q~, + dqo. h~ollm ~- B : a  a~176176176 3u~176 qJ~ qo" q~ I 
0 0 

En d6veloppant ,  nous t rouverons  que l 'expression 

q,S cos ~o 
u c o s ~ - - U o  c o s ~ o  

peu t  s'6erire sous la forme 
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a --t ~ a o + ~I ( p  __ Po), t-| (P  - -  Po) finie, off a - -  a-o '- 3 u u' cos s ~p--  3 uo U'o c~ qJo. 

N o u s  t rouverons  c o m m e  p r 6 c 6 d e m m e n t  

(308) 

21[ Oo 

. I  f /{ llm~ C- -  ao(O)-~o(O)cos~tpodO 3 uo(v' 
h~-O /~ 

0 1 
c o 8  ~o 

+ oVq'~ q - ~  - -  v + 3 Uo sin lp o - -  3 (~U'o + ,u' Uo) - -  + I5 

- - q o  sin ~'o, q :  + 

27c a 

0 h 

Uo Uo sin qJo dqo + l ira Zh  
qo h~-o 

Enf in  norm t r o u v e r o n s  

(3o9) 

2 ~  

0 

Si nous  e f fec tuons  les int6grations dans les 6quations (307) et (308), nous  

t r o u v e r o n s  le r~sultat suivant 

(3~o) 

�9 0 t V o 
0 a ~  =~ w2,, + Q:,, 

hffiffiO 

2 ~  a 

0 h 

2 g  2~c 

_ _ I f ( ~  (O)(3UoU.o__~)COS$~/)od~_~f(yo(~t~)t~--o(~)COS.~.)o.~.d~ 9 Q ~ ' - -  a o 

0 0 

[ , ] F 2 ' , = 3 [  sin ~Po(5 uo U'o - -  V ) - - (  r '  uo + UU'o)]log I - -  U~ cos  02o + 
2 

+ (I5 uo + 3I % U'o - -  8 c) sin ~ .  - -  (8 ~,' Uo + 5 eU'o + 3 v) + [(c sin Oo + 

I 
+ " '  Uo) ( 4  - -  3 U'o) - -  C~" (2  - -  U'o) - -  Uo s i n  ~o (7 - -  6 U'~ + ,' (I  "-- U'~)] (X - -  U'.p'  
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pourvu que la quantit6 W~ (208") soit finie et que (2o8* et 222") 
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(311) Q', = Q,. 

Remarque I. Pour ~Vo=o, l'6galit6 (311) se r6duit 
6galit6s (282). 

09 V 
Deuxi~me cas: 

~s' Js" 
Nous trouverons 

(3x2) ~,=Q,=o. 

hm r. (W,a- -  Ws) 
h--O I't 

De plus nous pourrons 6orire 

(3~3) 

2 ~  

= - - / a o  (O) Uo cos' %d& 
o 

la deuxi~me des 

(314) 

a 

2 ~  1 2 ~  / /  , _ 1-,  - o ) ~ r  ('eo f .(ht, o) Q,h=--c dO a (ht, 
u d d 

o o o 1 

q, i leo  f.(ht, o)~oos, e ~ e t  cos2~V --~ dt +o!  d q 
o o 

a 

o 1 

+ 

2 g  a 

§ f - f ~ / ~ ,  ~, (~ ~ , -  c, oo~, ~ ~ �9 

o h 

En passant ~ la limite et en effectuant les int6grations, nous trouverons le 
r6sultat suivant: 

(315) 

~2 V 

W,,, = lira W~h, ) 
h ~ o  

27r  a 

o h 
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(315) 27C 

~.,. =fao (o) cos~ r P,,, dO 

o 

[!- 2 U'o (. F r  = - -  (3 u0 u'0 - - c ) l o g  cos ~Po] + - - - -  U 0 -- C t 

, + 2 c - - 3 u o - - S U o U o .  
I - -  U o 

Dans le cas g6ndral, nous t rouverons 

(297 *) 
~' Y 0' V o ~ V 

Os' O, = ~ + Os' Os " 

Nous pourrons donc 6noncer le th~or6me suivant :  

Th~or~me. S i  

(3~6) 
l a (r, ,9) = ao (,9) + r a (r, $), lira a (r, O) linie 

I - - 
~ (r, O) ~ ~o (0) + r ~ (r, O), lira ~ (r, O) finie, 

si de plus la quantitd W, (208*) est linie et l'dgalit~ (3II) est satislaite , la valeur 

~ V 
de ~ au point Po est donnde par la /ormule 

(3~7) 

2 ~  

8s' Ss W,, ,  + Q~,,--  ao(O)(3UoU'o--C)co#tPodO 

o 

W e ,  ~ lira W(~h~ ) 
h=O 

o h 

O,, =fao(O)~o(O)cos2~Por~,,dO+fho(O)cos'~Po~f,,,dO, 
o o 

oil les quantit& F~ et F~,, sont dd/inies clans les /ormules {3IO) et (315). 

On peut  $crire 

(318) ~' V ~ 0 ~ V ~' V O' V 
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R e m a r q u e  I I .  On  t r o u v e r a  f ae i l emen t  
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' ' ' ' c) sin ~, ] r tp  (3 u u ' - -  c) cos s ~ - -  (3 u0 Uo --- c) cos s ~(, ~ 3  eos~ tp, [u~ v + u~ v - -  (5 u, u ,  - -  

?]31 = ~20 + O r l p ,  0 < 0 s  

p a r  su i t e  ]a q u a n t i t 6  W~,h,) p e u t  s '6er i re  

2;z a 

W~h 2 = [dO ( {~ (r, O)(3 uu ' - - c )  COS3 ~V + 
tY t d  

o h 
- -  dr 

+ 3 ao (0) cos 2 ~V 1 [ul vr + u~ v - -  (5 ul u'~ - -  c) sin ~Vl] ~V (r, 0)} 7 "  

D 'o i ]  il su i t  que  p o u r  l ' ex i s t ence  de  la q u a n t i t 6  W~,h, ) il f a u t  et  il suff i t  que  la 

q u a n t i t 6  

2/t a 

(319) o h 

t 

Uo % - -  c) cos ~v o + 

+ 3 ao (O)C'o-~(r, 0)] dr soit  finie, off 

s e t 

Co = Uo r ~ + Uo r + (c - -  5 Uo Uo) sin q%. 

0 * V Cas particuliers. 10 - P o u r  ~r ~ ,  ~d !t v r 082 �9 ~ , == r,  nous  t r o u v e r o n s  

27t 

Q: = Q , - l a 0  (o) Uo cos ~ ~VodO, 
d 
o 

p a r  suite,  si W, existe,  l '6gal i t6  (311) es t  sa t i s fMte  s cause  de l%galit6 (298). Les  

09 V 
seutes cond i t i ons  p o u r  l ' ex i s t ence  de  ]a d6r iv6e ~ son t  d o n c  que  ]es q u a n t i t 6 s  

W, et  Wr ex i s t en t .  On  t r o u v e r a  d a n s  ce cas  

2 ~' . 2 U~ ] 

. . . .  cos~Po + I - - 3 U o - - 5 U o .  

P o u r  ~ o = 0  o n  a u r a  

F ~ = ~ 6 vuo log. I - -  uo 
2 

Acia mthematiea. 31. Imprim~ le 22 novembre 1907. 

2 6 - - 1 3 % ]  �9 
+ ~v I - -  ~o 

35 
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2 0 ~V o ~ o .  Si W ,  e t  W . ,  e x i s t e n t ,  on  a u r a  

(321) 

0 0 

2 ~  2 r r  2 g  

�9 " i / z  iJs 

0 0 0 

a v e c l a  c o n d i t i o n  
2~t 

Q'~-- Q. = f ao (o)[~  - -  v + uo l og  (I  - uo)]dO = o. 

0 

w 42. 

d i r e e t e u r s  

la  t o u c h e ,  

(322) 

O~ Vh 
Liml,_0 ~7~8t~-~82 pour  un  point  extdrieur. S o i e n t  ),l !q v~ e t  J~2 ,"2 v2 les e o s inus  

d e  d e u x  ~16ments ds~ e t  d s  2 6 m a n a n t  d u  p o i n t  P ,  s i tu6  en  d e h o r s  d e  

e t  s o i e n t  ;r les  c o s i n u s  d i r e c t e u r s  de  la  d r o i t e  P o P = h .  P o s o n s  

ux = cos  (Po Q, dsa) = ~t cos  ~ cos  0 + Cq cos  ~o sin 0 + v~ s in  ~p 

u~ = cos  (Po Q, d s2) = iiz cos  qJ cos  0 + ~t~ cos  (p sin 0 + v2 s in  ~p 

u ~ = cos  (Po Q, Po P )  = )J cos  ~ c o s  0 + tt' cos  (p s in  0 + v' s in  

cl - -  cos  (h, d s l )  

c2 = cos  (h, ds2) 

c ----- cos  (dsl ,  ds~) 

r' = Po Q = r 
COS t~P 

R = P Q  = Vr  '~ - -  2 r' hu '  + h ~ 

v~ = cos  (R,  ds l )  r 'u ,  - -  he,  
R 

v~ = cos (R,  ds~) r'u2 - -  he2 
R 

r = h t  

t 
cos ~ q 

q' ~ Vq  s -  2 9 u'  + I 

~1 )J + t~t ,u' + v I v' 

= ;t 2 ;t r + ~ ~d + ~'2 v, 

;t~ )'2 + 1~1 I ~ ~ + v~ v~ 

~s Vh 

�9 " Ys~ Os~ 

I 2~ a 

i~[sl ~-~s " dco (r, O) (3 vl v2 - -  c) r d r  , " ~ "  

0 0 
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Supposons 

(316") 

l a(r, O)-----ao(O)+ra(r , O), a(r, O)=ao(O)+at(r, 0), lim at(r, .9)=0 
r ~ O  

tp(r, $)=tp0(.9 ) + rqJ(r, 0), ~)(r, O)=qTo(O ) + t-p,(r, 0), lim tp~(r, 0 ) = o ,  
r = O  

c t  p o s o n s  

Vh = Vii + Vh, 

off V~ se rappor te  g ao et Vh g r a .  

P r e m i e r  r  lim 0"~ Vg Nous t rouverons  
h = o  dSt  d82 " 

a 

2 n  

o* VJl ao (o)d iJs: Os~ = ~ 3 ( u , q  - -  c , ) ( u 2 q - - c , )  ~ - - c  - -  

o o 

et  nous aurons ensuite 

(323) 

2 ~  2 g  

(?~ V~ h f aO(O) cos2 tPoA,od o i;ao(O)(3 u~l uO, _c) cos3 ~podO d8~ 08~ -- 
o o 

A o  o _ (u~  - -  c , ) ( u  ~ - -  ~ )  
( I  - -  uo ' )  ~ 

I e 

o 

+ 

+ - -  

2 7 r  

+[aO(O)B'dO + *ih, lira ~h --  o 
d h-----O 
0 

o o 

ulu~--c~-, u,~ u, etc. 
I -- U o r-----O 

I �9 
e = 3 (u~ q - -  c~) (u2 q ~ c2) ~ - -  c ,  eo = l i m  e .  

r ~ O  

Le coefficient de ~ dans le d6veloppement  de l 'expression 

e t  
q,a 
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& a n t  

nous posons 

e e o [ t , ~  

(3 u,u~ - - c )  cos s q~, 

�9 oos  r - ~  o , c o s  s ~P,,-I _ 
u, u~ - -  e) - - ~ ]  - -  Lq;' - -  (3 u ,  u ,  ~ - -  c j ~ ]  "+ 

+ [3 u, u~ - -  c) co s  s q J - -  (3 u~ u~ - -  c) co s  ~ q~o] { , ,  

et  en employan t  la formule 

/(r + r~) - - / ( r  ~ /'((Po + Or~z)rt~, o < O < i ,  

nous t rouverons  

fg 

1 h 

o 1 

+ 

a 

+ f [3 u, u,--c) cos" r uou~ 
1 

A ~ () , ' - -  q sin tp)(u~ q - -  c~)(u2q - -  c~.)q ~ 

B ~ [(ua u., + v2u~)q - -  (~, c2 + v2c,) - -  c ( v ' - -  q sin qj)]qS 

C---u~u.~ + ~2u, + ( c - - 5 u ~ u 2 )  sin q~, 

A~, B t, A2, B2 et  C: 6t~nt ce que dev iendron t  les quant i t6s  A ,  B ,  C, lo rsqu 'on  

y remplace ~ par  qJ~, resp. qJ2, oh 

q;, = q;o + O,r  ~ ,  qs, = qs o + O~r ~p, o < O, < ~, o < O, < ~. 

En passant  & la limite, nous t rouverons  

(324) 

lim O~ Vg 
h = o  081 7182 

2 ~  2 ~  

C L ~ - -  a Oo(0)(3 u~u," - -  c) co s  s O o d O +  ao(O)V&(O)B c o s  ~ OodO 

o o 

C g , ~ l i m  C ~ 
$1 $2 

2 ~  a 

n h 

dr 
u ,u~ .  - -  c)  cos  ~ q J - -  (3 u ~  - -  c) cos  s q~o 



(324) { 

off 
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E = c~c~ v'F~ ~[c~c2 sin~zPo + v'(etug + c2u~ + 

! 0 0 0 0 + [v u~ u, + (c, %0 + c2uO)sin ~Vo]F ~ - - u ~  u~ sin ~VoF 4 - -  

- - (e lv2  + c2vl + cv')G1 + (*'tug + v~u~ + csin ~Vo)G2, 

277 

(325) 

oo 
f 8dqo , 2 

F,=~SJqoVoT(~u,o). 
o 

oo 

_. f q~dqo 2 I 
F~ : .~  l - - - 2 v -  (~ _ r  + (~ _ u,o)~ d ~ t o  

o 

s 2 3 + 3 

o 

1 

COS ~ 0  r 

- -  i "  ['tq~. I)d .-~ 2 6 F, = ~5 (~:,~-~~ + , I ~  qo ~ + 
. j  qo : )  -go  (~-U'o)" (~-'*'o)' 

o 1 

COS ~0 

oo 

G~ = ('qS~176 i 
(I - -  u'o) ~ I - -  U'o J r + 

o 

1 

COS ~o oo 

o 1 

COS @0 

_ _  15 
I ~ UfO 

o COS 

I 

( I  - -  '//]o) ~ 

3 + 
I - -  U r - -  

La condit ion k remplir  est  

(326) 

2n 

f a(O)A'o cos s ~PodO = o 

o 

A'o ---- ( u ~  c~)(u~ - -  c,) 
( I  - -  % ) ,  

0 o  

i - - U t o  
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D e u x i ~ m e  cas :  lira ~--~- �9 Nous aurons 
h ~ o  

o o 

e t  nous  trouverons  

(3z7) 

2 ~  

lira 0~ ~5, /Tr  h=o ~ = 0.,,, + , ( 0 ) ~ '  cos~ q,odO 

o 

0,,,,, = lira 0~.~., 

~(n) :" :' e~ 
o....=j a, j a (,, ,9)(3 cos' r 

o h 

Af-~- - - (3u  1~ * - -  ,) log (I - -  U'~ eos lPo) 2 - 
(u~ - -  e , )(u$ - -  e ,)  

( I  ~ ~o l )  s 

I 
0 ~ S u ' ~ u ,  + z c  + [3 u,~ u,~ - -  c ~ (c,u; + c, uD] x - -  u ; 

Dans le cas g6n6ral, nous aurons 

o,v, ,  - [o ,  v l  o,V,,]  
(328) lira ~ = tim [ . ~  + ~ j ,  

h = o  d8~d82 h~---0 

off les deux termes du second membre sent  d6finis par  les syst~mes (324)et  
(327), l'6galit6 (326) 6rant suppos6e satisfaite. Pour  que ]e premier membre de 
l'~galit6 (39.8) soit fini, il faut donc que ]a quantit6 

(329) 
I C~ = lim tTth~ ~'/#t$2 

h = O  

soit finie, oh 
[7{h i  f~O{h) ~ ( h )  ~-/BI~ ~ v S l ~  "q- ~ R I ~  �9 

Cet~e condition, h savoir que la quantit~ Csl~ doit @tre finie, peu~ @tre rem- 
p la t t e  par eette autre que la quantit~ eorrespondante, off l 'on a remplac6 ~p(r, O) 
par  ~00 (0) (efr. 319), doit  6tre firfie. Cdle-ei peut  @tre remplae6e par  les deux 

suivantes (316 *) 
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2 r  

Ds~ -------/{3 ao(O)~po(O)Co + ao (0)(3 u,~ u,~ - -c )  cos tpo } cos a OdodO := o 

o 

E],~-- lim ~'(h) ~,1 ~ = une quanti t6 finie, off 
h = 0  

o o o Co = %u~ + v~u~ + ( c - - 5  % u  ~ sin ~Po 
2 g  a 

, ,~ = co  ( O ) C o * , ( r ,  O) + (3u ,  u , - -  �9 

o h 

279 

Nous pourrons done 6noncer le th6or~me suivant:  
Thfior~me. Si les /onctions a(r, O) et tp(r,O) peuvent ~tre reprgsentdes ~par 

les /ormules (316"), les conditions ndcessaires et su//isantes pour l'existence de 

lim O~ Vh h=o ~ sont que les dquations (325) et (33o) sont satis/aite8, et on trouvera 

( 3 3 I )  

O ~ Vh lira ~ = A,I~ + Cas~ 
h-=O 81 82 

2 ~  

A,,~ =/o-o (,9) To (o) 

o 

CsI~ lim ~(hl ~--- v $ 1 $ 2  

h = 0  

2 7 r  a 

,,,, [o(r, o) (3 

o h 

2 5 f  

c o  - -  0(0)(3 u,u,  - - c )  cos s ~PodO 

o 

2~  

cos ~ g'odO + / S o  (O)A' cos s ~odO 

o 

s - d r  u,u~ - -  c) cos 8 ~p - -  ~o(0)(3 u~  - - c )  cos ~P~ D- ' 

ok lea quantitda E et A' ,ont dd/inies dans le.s syst$mes (324) et (327). 

Remarque I .  On t rouvera  (317) 

r r  $ t sa  - ~  v t ~ .  

(332) 

Remarque II. O n  a toujours 

O'gh 
lira ----- lim . 
h=O 8teSz h----o 08208t 

Remarque III .  Pour  ~Po = o, la condition (326) devient identique ~ la condi- 
t ion correspondante (293) pour  le plan. 
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Rem~rque  IV. S i t P o =  o, on t rouve ra  (33o) que les quant i t~s  

0 8 Vh O g Vh, 0 z Vh 0 s Vn O~ Vh 
lira y~-x~ , lira lira -b-~-zZ, lira e t  lira 
h=o h=o  ~ h=o h=o ~ h=o o8=o8, 

ex i s t en t  dans les m6mes cas que  p o u r  une  surface plane. 

R e m a r q u e  V. P o u r  

nous t rouve rons  que  la condi t ion (326) se rddui t  ~ la su ivante  

27r ? ,  298*) o(O)uo cos s ~PodO = o. 

0 

De plus nous  t rouverons  (3z7) et  (33z) 

(333) 
O ~ Vh 0~ V 

lim Dn .  
h = o  08z 08~ 

0 j V~ 
D'ot~ il sui t  (3z9, 330) que  lira ~ existe ou n 'exis te  pas en m~me temps  

h~-0  

0= V 
que la d6riv6e ~ au po in t  Po, e t  que ces deux  quanti tSs sont  ~gales, si elles 

exis tent ,  la droi te  P o P  & a n t  prise dans la direct ion de d s .  

w 43. Cas pa r t i cu l i e r s .  I. P o i n t  rggulier. Supposons 

ao(O ) = une cons tan te  ao 

~o(O) = o 

(334) o o (0) = a r cos 0 + b' sin 0 

~o (O) = a cos = O + 2 fl cos O sin O + 7 sin~ O, 

a r b I a fl e t  7 & a n t  des constantes .  

Dans  ce cas, la condi t ion (326) est  sat isfai te (cfr 293}. De plus la p remie re  

des condit ions (33o) est satisfaite.  On t rouve ra  donc que la condi t ion n6cessaire 

et suff isante pour  l 'exis tence de lira 0s Vh h=o 0 ~  est dans ce c a s q u e  la quant i t6  

(33o*) 

2 7  a ?Of o ~ , 2 u o ) ~ z ( r ,  ~9)q. . (3  o o _ _ C ) ~ l ( r  ' 0) ]  ~ r  f , . ,  = li,~ [3 ao (~, u, + u, u, --r 
h=o 

0 h 

~  u ,  ul  ~ ~ ~t~ cos 0 + ~2 sin 0 

existe.  
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La  valeur  de lim O~ Va h=o ~ s 'obt ient  (331) par  la formule 

281 

(335) 

2 g  2 g  

lim C,,,~ + a o(O)EodO+ o(O)A'odO + ~Vao(3 v~ v2- -c )  
h=o ~s~ ils~ 

0 0 

Eo : c~c.~v'F, - -  r ' ( c , u  ~ + c:u~)F~. , o o -'1- • U l  U t F  3 - -  

- - ( c ~  + c~v, + cv')G, + (v,u ~ + ~,~u~)G~ 

AIO (U0 - -  {~I)(U0 - -  c2) "~- [ 3  t~0 U0 - -  (C 1 U0 _]_ C2U0) - -  C] I 
( I  - -  u o ~ )  ~ I - -  Uo' 

- -  ( 3  u~ug - -  c ) l o g  ( 1  - -  %') 

uO ~ = g~ cos 0 + if! sin O, 

off la quant i t6  C,,~ est  d6finie dans le syst~me (331). 

En  effectuan$ les int6grations, nous t rouverons  

2 ~  

,) .,3,,,, i)t aoc, c~v o (O)FtdO~2~a~c ,c~  a - ~  § ~ + o ~ - ~  +71 r,-- T + ~ , 

0 

- -  ao~" f ~ ' o  (o)(~,  

0 

�9 t3 )J~ 

�9 I Z  r~ td~l 

) I __4~aofl,d(c~L~+c~Z~ ) + ~c~ - -  + ~  

+ - -  - -4zaof l ,~r (c~ t l2+  c2tt~) + ~ - -  2 ZaoTZr(c,,~2+c~)h) 

(ff" i ) 6 ~aoHd(c~ff2 + c2,u,) ~ + -v~ , 

2 ~  

~' ~176176176176 V~ + ~ +1t + 6 ~ ~  + ~ + 
0 

13 )Yff'~ '~ I ) 

Aeta  mathematlea. 31. Imprlm~ le 23 novembre 1907. 36 
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" ~'~" "~ I )  , , . t t  '~" I) 

(~ + r 

2 ~  

o<~/<o +~ +~ > ~ : ~ , o O ( ~  + + ,~ ,o~,~+:~Oo~t~+~ 
o 

2 ~  

a o('9)(~'~u~+v2u~ ~-s + + 

o 

+2Zrao~$(Y~vz+nzvx) ~-~ + +2~raoTs($xr~+L~vx) ff'~ -' + + 

2 ~  

(336) .'. ao f ~Po ( # )Eod#= 4 zao a(Z, i~ - -  ~,, r2) + 4 ~raofl(;~, !t~ + Z2,t,,) + 4zraoT(ff,~,~-- vW2). 

o 

D e  p l u s  n o u s  a u r o n s  

27t 

f ~o(O)ioa~ = H, + H, + H, 
o 

H 1 ~ -  

2 ~  [ ] r  -o(O)ulu,o o (I --I~t'o) ~ + - - - - 3 i  --3 Co log(I ~ U'o) dO=2zra')~',~,).2 ~ + ~ + 

o 

. tZ'* I zzra,,~,t,,t,2l.,s + I I 

z.,~,,i _~ u .Lu" z +2zb  u .u.,u2(~ + ~) + 2  OA t l f f , - t -  2, , ) [ ~ ' ~ +  ~7) t t , ,it* 

27r 

_ _ f ~  o I . . l;t '2 I 

0 
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~/g' .,}J,u' . ( r~  I )  
- - 2 z c a ' - - ( c t ~ t 2 + c 2 t t t )  , ~fi-(c~)~+c2)q)--2~b'(c~,tt~+c2,~t~) + -~ 

H ~  

(337) 

2 ; , r  

0(`9) i~-~'o)' 
o 

- -  l o g  I ~ - ~ o  dO=2 ~a 'c-~  + C(i _ _  U ,  ~ z a  ~ cl c2 v ,  ~ - -  2 

f 

~d 2 ~vb~ c~,  
,lfl $ �9 _ 

27: 

�9 " . f~o (`9)A'o d`9 = - -  2 ~r a' (~  ~,~ +/L 2 vl) - -  2 ~ b' (g~ v~ + ~t, v, ). 

o 

D ' o h  le r6su l t a t :  

(33s) 

�9 O ~ Vh ~(h) X 
h:=olim ~ssl~Ts2 - -  l im ~ , ~  + K,,,2 + a z a " ( 3  v~ v 2 - - c )  

h~----o 

27~ a, 

C,(~)~ = ~ , 0  ; [ a ( r ,  `9)(3 u l u 2 - - c )  cos 3 @--go(3  u : u : -  c ) ] ~  - -  
t /  t /  
o h 

Ksts~ = 4 Zaoa(iit ~2 - -  viva) + 4 Zaofl( )~,ft~ +)~2,ut) + 4 Z:aoT(l~t~% - -  vl v2) - -  

- -  2 z a '  (it~ v2 + ~2 v t  ) - -  2 z b '  (~h v3 + V2 v t ) ,  

.'. K ~ : =  4zc(r~a, K z u =  K ~ =  4zcao$, K u y =  4z~o7  

K ,  . . . .  4 Ztro (a + 7), K~,  = K , x  = - -  2 za ' ,  K v, = K ,  v = - -  2 ~rb'. 

(339) 

I I .  Point  conique. Supposons  

ao (0) = u n e  eons t an t e  ao 

r = une  c o n s t a n t e  r # o 

ao (,9) = a '  cos ,9 + b' sin ,9 

r = a cos ~ ,9 + 2 # cos ,9 sin ,9 + 7 sins `9. 

Comme nous  avons  suppos6 que  la dro i te  P o P  n 'es t  pas t a n g e n t e  & la sur-  

face, il f a u t  que  v' soit  # sin r Nous  d i s t inguerons  t rois  cas. 

I ~ v' < sin r Nous  t rouve rons  (326) 

I / 
ao A'o cos ~ q4dO = 

(340) 
2 z~ao sin ~Po cos~ r {!c~ - -  v'vl)(c~ - -  v'v:)  (I - -  v') ~ + 

+ 
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2 ~ �9 I > V ' > s i n 4 0 .  

(341) { 

2 ~  

aoA'o cos "~ ~'od O = - -  

0 

2 ~t'ao sin 40 cos~ q'o {(c, - -  v'rl)(I +(c'~v'f-- v' v2) + 
I + ~  t 

- - +  

+ ~,, (c~-- / v~) + v~(c , - - v ' v , )  

3 ~ ~ vf = I .  

2 ~  

(342) o A o cos dO = Zao sin ~Vo cos- ~V,, (c - -  3 ~'~ v2). 

0 

Pour  les trois cas, nous t rouverons  (330) 

(343) + 2 ; ~ c e  + 2(~,t!~ + ~2!q)fl + 2!q!~27] + 3 Jrcos~ ~o sin ~o {(~,~v2 + ~,2v,)a' + 

+ (.u~ r~ + ~12rOb'}. 

0as  par t icul iers .  La condit ion (326) et la premiere des condit ions (330) 

n '6tant  pas  toujours  remplies, lim ~)2 Vh h=0 ~ n 'es t  pas en g6n6ral finie pou~ toutes  

les directions de ds t, de ds2 et de Po P. Pour  que ces condit ions soient remplies, 

il suffit  que 

(344) 

io{ 
4 o  = 

a+7-- - -o ,  o u q u e  

(345) 
2o{ 

c = 3 vtv2, ou enfin que 

(346) 

3 ~ / f l = o  
~L ~,2 + tq ,a 2 = 2 v~ v2 

At ~2 + ~' ,-, V2 = (a + 7) v, v2 
(Z~v~ + X2v~)a' + (,u~v2 + p2vt) b ' =  o. 

w 44. Changement brusque de la valeur de la ddrivge en travemant la sur/ace. 

Nous consid6rerons les deux cas: i ~ les d6riv~es ext6rieurcs en un point  de la 

surface (w 4i), et  2 ~ |es limites des ddriv6es ext6rieures (w167 42, 43). 
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O~V 
I ~ - -  Dans ce qui pr6e~de, nous avons toujours dirig6 l'axe des z posi- 

~? s' i/ s " 

tifs vers le c6t6 du plan des x y ,  o~ se trouve le point P. Si la direction de 

la droite P o P  change en la direction oppos6e, il faut changer la direction posi- 

tive de l'axe des z. Les formules qui ont lieu pour la premiere direction auront 

ieu aussi pour la direction oppos6e, si ron  y change tp(r, O) en - -~p ( r ,O) ,  les 

cosinus direeteurs Z' et ~t' de la droite P o P  en --Z '  et --~t' resp. - -  la quantit6 v' 

ne changeant pas - -  et la quantit6 v e n -  v. Nous distinguerons les deux 

c6t6s de la s u r f a c e p a r  les signes + e t - - .  

Les syst~mes (2o8") et (22o*) montrent  que les quantit6s u' et c ?hangent 

en ~ u' et - - c  resp., mais que la quantit6 u ne change pas. Le systbme (317) 
donne 

{ 4 O~V O~V o o 
(347) Od+Os + i )s '_Os ~ (0) ~~ (O) (F"+ '  - -  r " - ' )  e~ ~P~ dO ~ (O) (F~'+" + 

0 0 

+ P c _ , )  cos  3 ~PodO, 

les valeurs de F~,  et de F,, ,  6rant donn6es dans les syst~mes (31o) et (315). 

Remarque I. L'6galit6 (347) montre que si la direction de dd  change en la 

direction oppos6e, la direction de ds restant la m~mc, la d6riv6e 08% iJs ne 

change  pas en g6n~ral en - -  Od- Os " 

Cas particulier.  Supposons ~Po=o, 4 ' = / * ' ~ o .  La condition (311) se r6- 

duit (321) 

2~g 

(348) fao($)[l--V+ u o l o g ( x - - U o ) ] d ~ 9 = o ,  U o = 4 C O S $ + ~ s i n O ,  

0 

et nous trouverons (321) 

2 g  2 ~  

(?,v o'v ~fa 4f~o (349) Oz+ Os + Oz_ O--s = - -  8 o(O)UPo(O)dO-- ( O ) u . d O .  
0 0 

2 o Lira  O~Vh Pour le c6t6 n6gatif, il faut faire les m6mes ehangements 
h=o 081 0 82 " 

que dans le cas pr6e6dent, mais au lieu de changer la quantit6 r, il faut ici 

changer les quantit6s correspondantes % et v2 en - - %  et --v2. Des 6galit6s 
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(322) nous tirons que les quantit~s u', c I e t  e~ ehangent en - - u ' ,  - - c l  et --c~ 
resp., les quantit6s ul, u~ et c n e  changeant point. De l'6quation (33~) nous tirons 

(35o) 

i 27r lim O~ Vn+ O~ Vn_ /" - lim ~ = j  ao (o) ~Po (O)(E+ + E- )  cos' ~odO + 
hffio 0 S t 0 S~ h-O 

0 

2g  

f-go(O) (3'+ -- 3'_) eos~ q'o 
0 

do. 

Remarque II. Les conditions (330) de l'existence de lira O~Vh- h-0 ~ sont iden- 

tiques ~ celles de ]'existence de lira OsVh+ mais la condition (326) peut ~tre 
~,-o 0 sl O s~ ' 

diff6rente pour les deux c6t~s. 

Remarque III. Dans le cas o6 lim OsVh h-0 ~ n'existe pas, nous retrouverons 

l'6gaUt6 (35o), si nous changeons le premier membre en 

[ 0 s Vh+ 0 ~ Vh- ] 
(35x) h-olim 1.~-~8~ ~?-~8,J" 

La seule condition ~ satisfaire est (326) 

(352) 

I+ ~ I _ ,  o~ 2~ 
I =foo (O) A'o c o s  = ~o  dO. 0 

Cas part iculier:  Point r~yulier. Si les 6galit6s (334) sont satisfaites, nous 
trouverons (338) 

(353) 
I- 0 ~ Vh+ 0 s Vh- ] 

lira/a--- T - h . O  LOs1 as2 oslos2 - a-- ~ - J  = 8 ~a~ vl v2) + 8 ~a~ ~ (~'~'u2 + ~2~1) + 

+ 8~ao l (~ ,~=- -  v1~2) - - 4 a a ' ( ~ ,  v, + ~ ~,,)--4~b'(~q ~,, + ~,~'1). 

Remarque IV. L'6galit6 (353) a lieu sans aueune condition additive. Mais 
si nous voulons 6crire le premier membre de la m~me mani~re que dans l'6ga- 

lit6 (35o), il faut que la quantit~ E r (330*) existe. $I 8g 
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(354) 

Les valeurs correspondantes 

OoroUaires. Nous trouverons (353) 

�9 e , v < =  
~imoL ox~ 8x j j  8haoa 

lira [ 8s Vh+ ~2 V~_] 
h~o LOxOy ~ - ~ y j  = 8Zaofl 

[o'Vh+ ~'Vh. 1 
iim L ~ h=o ~-~y, -j = 8~a07 

re.,,,.+ e.v,._l 
1.,=olim L O--g~ ~ - ~ - j  = - -  4 rra' 

lira r O~'P'h+ ~ 
h-o LOyOz ~yOzJ=--4~b' 

lira [0~ Vt,+ O~V~_] 
h-~ L gz  ~ agcz' -J = - -  8 z a o  (a + 7) .  

de la quantitd E' (33o*) s0nt $18~1 

(355) 

2 ~  a 

0 h 

E'.~=~m3f~176 ~: 
0 h 

2 ~  a 

~',,,, = ~Yofi3 8in' a--  ~) aa/a' ('' a" d''7 
0 h 

2:g  a 

o/c @ f ~l ,9" dr E'=, = l i m  3a os@d (r, J r  
h - - 0  

0 h 

2 ~  a 

0 h 

27c a 

E ' z ~ = - - ] i m f d O f  a i ( r ' O , d - Z ' h - o  r 
0 h 

Nous pourrons donc dnoncer le thdor~me suivant: 

Thdor~me. Les changements brusques des d&iv&s seconde8 du potentiel prises 
suivant les axea sont dorm,s par le8 ~alitAs (354) ,ans aucune autre hypoth~ae 



288 Henrik Petrini. 

que celle que les constantes a fl 7 a' et b f, dd]inies Tar le syst~me (334), soient / in ies  

et d~terminges, l 'angle ~Po ~tant supposg = o et l 'axe des z ~tant dirig~ su ivan t  la 

normale.  Pour  que les l imi tes  des ddrivges exis tent  elles-m~mes, il /au t  et il su / / i t  

que les quantitds correspondantes E 's ls .  " (355) soient / in ies  et dgterminges. 

Remarque  V. Le syst~me (354) est identique aux formules eorrespondantes 

de M. POINCAR~, 1 les quanti t6s a o a r b~a  ~ 7 a y a n t  les m6mes sens que les 

quanti t~s ~ r' i i i r~ s~ et  t~ de M. POINCAR~. En  effet, ]es formules 
Oxl ~yr 2 2 2 

(334) impl iquent  qu 'on  peut  met t re  | '~quat ion de la surface sous la forme 

(355) z = a x  ~ + 2 f l x y  + 7y  ~ + r y ( x , y ) ,  l i ra / (x ,y)  ~ o .  
r-o 

Si on suppose que la fonetion / ( x y )  admet te  les d~riv~es premieres et secondes par  

rappor t  h x et  h y h l'origine, nous t rouverons 

{~'z I ___ r,=l~10 z a ,  e t c .  ~ 

Remarque  VI. Les suppositions (334) que nous avons faites quan t  h la sur- 

face et h la densit~ peuvent  6tre exprimtes  de la mani~re su ivante :  

x ~ Au point  P0, la surface admet  un  plan t angen t  bien d~termin& 

2 ~ . Si ee plan est pris pour  plan des x y ,  et  si ]e point  Po est pris pour  

origine, l '~quation de la surface peut  ~tre raise sous |a  forme (355)- 

3 ~ L'~14ment de masse ~tant  exprim~ par  la quant i t~ a d x d y ,  nous suppo- 

sons que la fonetion a peut  6tre raise sous ]a forme 

(357) a ~ ao + arx + bry + ra~(x , y ) ,  lira a~(x,y)  = o,  
r 

a 0 a r et  b r ~tant  des eonstantes.  

4 ~ Pour  que les limites des d~rivtes existent,  il f au t  a jouter  que les 

quan t i t t s  E~s~s, (355) correspondantes existent.  

Remarque  VII.  L '$quat ion  (355) implique l 'existenee au point  Po des dtr i -  

az ~z 
v~es ~x et  ~yy, et exige qu'elles y soient = o, mais elle n 'exige pas que ces d~ri- 

v~es existent  en des points du  voisinage du point  Po, par  suite il ne faut  pas 

n~eessairement que les d~riv~es seeondes ~x ~ ' ~)x~z et ~)y~-- exis tent  au point  Po. 

H. POINCAR]~ 1. C. p. 251. 
' 1. e. p. 245. 
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Pour tan t ,  en t ou rnan t  les axes des x et  des y de mani~re que f l = o ,  nous 

pourrons regarder  les quanti t6s 2a  et  27 comme les inverses d 'une  sorte do 

rayons  de courbure pr incipaux g6om6triques, Si non analyt iques .  Quant  k la 

fonc t ion / (x ,  y) de l '6quation (355), nous n 'avons  pas suppos6 qu'elle admet te  une 

d6riv6e au point  P0, ni qu'elle soit cont inue dans le voisinage de ce  point;  nous 

avons suppos6 seulement qu'elle est cont inue au point  P o e t  qu'elle y prend la 

valeur de z6ro. Des consid6rations analogues so r a t t achen t  ~ l'6galit6 (357). 

Oa Oa 
Elle implique l 'existence au point  Po des deux d6riv~es ~ et  - -  etc. 

0y '  

Remarque  VIII .  Nous pourrons 6crire (330*) pour  vt = v2 = o 

(3ss) 

2 I 2 ~ (a) (a) 0 - 

o h (a) 

et, en employan t  la m6thode du w ~), nous t rouverons que 

si la quant i t60r (~l (x '  y) est int6grable, donc E ~ et E ~ y  exmtent,  O X  x x  

Orat (x, y) E~ 
)> * Oy )) a ~> xy )> E'yy , 

De plus nous pourrons 6crire pour v~ = ~2 = g2 ~ o 

(359) drf E '(h)~,. = u ~ d ~Pl (r, O) -r- = ~pl (x, y) d o ,  

o h (h) 

e t  nous t rouverons de m6me que 

si la quant i t6  0 ~ (x, y) est int6grale, donc Er~, existe, et  
8x  

0 ~1 (x, y) 

R e m a r q u e  IX. Pa r  comparaison , nous donnerons ici ]es hypotheses  qu 'a  

fair M. PoI~aAl~  pour  ia d6duction des m6mes formules (354). 

I. La  surface admet,  au point  P0 et h tous ]es points du  voisinage de 

Po, un plan t angen t  bien d6termin6 (p. 235--236). 
Aeta mathematlca. 31. Imprim6 le 8 d6cembre 1907. 37 



290 Henrik Petrini. 

II. La densit~ p' y est continue ainsi que ses d~riv~es premieres et admet des 

d~rivSes secondes qui restent finies (p. 236). Les m~mes hypotheses sont faites quant  

la quantit~ -- oh f e s t  le cosinus de l'angle que fait la normale au point Q 7~ ' 

?J 
de la surface avec raxe  des z (p. 244). (Cette fonction ~7 est la m6me que la 

fonction ~ du chapitre present). Par  suite les d~riv6es premieres de 7 ~ sont 
finies et continues, et les d~rivSes secondes de 7~ sont finies. 

III .  Si 

est l '6quation de la surface, l a  fonction / admet  au point P0 et ~ t o u s l e s  
points du voisinage de Po lea d6riv6es premibres et seeondes, de mani~re que 

tous ees points la surface a des rayons de eourbure prineipaux (p. 245). 

IV. Les suppositions II par  rapport  /t f~F sont faites aussi par rapport  
O z  w 

ff p~, ot~ p~ ~ff~x~ (p. 248, 249), de mani6re que la fonction / ( x ' y  ~) admet des 

d6riv6es troisi~mes finies. 

w 45. Thdor~me ggn~ral. Application au cas de M.  Poincard. S'il ne s'agit 

pas de d6duire les valeurs des changements brusques consid6r~s dans le w pr~c~- 

dent sous des conditions les plus 6tendues,.nous pourrons faire le calcu] d'une 

mani~re beaucoup plus simple. 1 En effet, soit (fig. 9) s une courbe 

~'~i~ 9.  plane donn6e queleonque qui admette une normale bien d~termin~e 

en tous ses points. Soient P1 et P2 deux points situ~s du m6me 
e5t~ de la courbe infiniment pros d'elle, P3 et P4 deux autres points 

e situ~s de l 'autre cSt~ pros de la courbe, de mani~re que les points 

~z P1 et P3 d'une part,  P2 et P4 de l 'autre, sont situ~s sur la m6me 
normale resp. Soient P0 et P les points, oh les droites P~ P~ et 

Ps P4 rencontrent la courbe, posons P0 P ~ Js  et supposons PoP~ 

Po P3 ~ P P2 ~ P P~ ~ h. Soit u une fonction donn6e darts le plan, 
et supposons que la fonction u, ainsi que sa d~riv~e premiere prise parall~lement 

l'~16ment Js ,  sont finies et continues dans cette m~me direction. Soient u~ us us 
et u4 les valeurs de u aux points P~ P2 Ps et P~ resp., et posons 

(360) vae)s ---- (u, - -  us) - -  (u s - -  u,) ,  

egu 0 u  

1 Voir r et diseontinuit6 des ddriv6es du potentiel*. K. Vet. Akad. Ofvers. Stock- 
holm 1901 pp. 644--647. 
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() 0u 
8u 6ta.nt une valeur moyenne d e n s  pour la courbe P s P 4 "  cette d6riv6e, 

ainsi que sa limite pour h-----o, est suppos6e continue, 

.' .  v =-- l i m  vh = l i m  [O u I , 

Os=o ~s=O h=o~OS/m+--  Oss +" 

Des consid6rations analogues se rapportent  ~ la quantit6 ~ m ' 

(oz) (36I) "'" ~s=olim v ~ + - -  ~ _ ,  

off ~ss + ~ _ sont les limites des valeurs de O.s aux points P3 et P1 resp. 

De m6me on peut  6crire 

(362) 

Posons 
v h ~ s  = ( u ,  - -  u s )  - -  ( u ,  - -  u , ) .  

u s - - u ,  = 4  

U4 ~ 2  ~ W h ,  

l i m  u~ = u+,  lira us ~ u _ ,  lira wa ~ w ,  
h = O  4==0 h-~-O 

~176 V ~ 

( w)m 
oh ~ est une valeur moyenne de O-ss" La d6riv6e 

tinue, nous trouverons 

6taut suppos6e con- 

(363) lira v ' =  lira O(u+ - -  u _ )  
~s=o 3s=o 08 

Les ~galit6s (36I) et (363) donnent, pour le point Po, la relation 

09U 

Soit maintenant l '6quation de la surface att irante donn6e par la formule 

(365) z = a x  s + 2 f l x y  + 7 y  ~ + r ~ / ( x ,  y), lira / = o .  

La normale au point P ( x y z )  fair avec los axes des angles, dont  les cosinus di- 
recteurs l m n  s 'obtiennent par les formules 
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{ l ~ - - 2 a x - - 2 f l y  
(366) m = - -  2 /~x- -  2 7Y 

ot~ nous avons suppos6 que la fonetion / admet, en chaque point du voisinage 

de l'origine P0, des d6riv6es premieres finies et quo 

o! o! 
lim r E = lim = o 
r=O r----O r ~ y  9 

et off nous avons supprim6 les termes d'ordres sup6rieurs au premier par rapport  

aux coordonn6es x et y. Prenons un syst~me d'axes de eoordonn6es (xl, yt, z~) 
par l'origine P0, dent  l 'axe des zt est dirig6 parall~lement ~ la normale qui 

passe par |e point P ,  et dent  les autres axes font des angles infiniment petits 

avee les axes des x et des y. Soient (l'm'n'), (l"m"n") et (lmn) les cosinus di- 

recteurs des axes des xi, des y~ et des z t resp., et soit W(x,y ,  z) une fonetion 

des coordonn6es (xyz) qui reste finie et continue ainsi que ses premieres et se- 

condes d6riv6es pour chaque c6t6 de la surface, mais nous supposons que ses 

d6riv6es premieres peuvent  6prouver des changements brusques en t raversant  la 

surface. Posons 

OW 

D'autre par t  nous avons 

"OW ~Wl, +OWl, ' OW 1 

OW OW , OWm, , OW 
(368) -~V = O~xt m + ~ + ~ m 

OW OWn, OW ,, OW + + 

W m" ~2 
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De l'6galit6 (354) nous eonelurons  

(0~to t0~t ~ 0 ~ +  - ~ _  = ~im ~ (u+ 

(37 ~ ) 
/o~t ~ ?u/~ - -  l i m  ( u +  

?ut '  off ~Oxl+ etc. 

Si clans les egalit6s (37o) nous subs t i tuons  ~ la fonet ion u suceess ivement  les 
OW OW OW 

fonetions Ox ' 0?/ e t  ~ - z '  nous t r o u v e ro n s  

- -  U--)y=O 

?~--)x=O 

est la vMeur de ~Ox]+ g l 'origine prise du  c6t6 des z positifs, 

(371 ) 

f to ~wlo 1o ' w  I. o , ~,, ,. m" o~]  ?~to 
~/~-x~ 1+ - -  l ~-x~/_  = lira Ux (l ~ + ~/+ l~)v=o = r im,  ~-:- ~ + + .=o .=oLi~x Ox Ju=o ~Oxl 
( o , w i o _ l o ~ W t  o . ore, o ~ j  m,~o 
OxOy]+ ~UxO-yl-= lim ~ (m'g + m"~ + m~)u=~ llm[ ~-v--~ + (Uxx ~Ju=o+ ~=oL ox 

" . On'~ O n "  ] iO~l ~ 

(o~wl" to, wt  o o z",~ [ol" ol;] ?~to 
0 ~ !  + - -  ~y~-)xf_ = lim (l'~ + + l~):=o = lim + + ~:0Uyy ~:0L~ v Uyj~=0 ~Oy! 

-O~-y~ ! , - - ~  - -  n m  (m'~ + m"~ + m~)~=0 = l i ra / -v--~ + ~-- ~/ + 
+ ~OY ~' ] -  u=o u=oLoY oy J~=o \Oy] 

o, w l o _ l o ,  wlo o~(.,~ +., ,~ + n~).=o: lim[O.'~ 0 ."~  m~o 
OyOz] + ~ O - ~ ] _ ~  lim ~=o ~,-oLOv + ~  ~J.-o + t@] " 

Si nous  avons  donn6 de plus 

(372) J W = ~ ,  

. ' . ( ,JW)+--(~W)_~+--~_,  
nous t i rons  

(o:wlo ?:wt .  ~ o _ ? ~ t ~  ~ 
Oz ~ l + -  ~ 0 ~ - I - ~  qJ$ - -  ~Oxl ~Oyl - -  

tal" ~ ) tom' - - . m  + 
(373) 

(374) 

Des 6gaiit6s 

I l II t t + m  r m " + n  r n " ~ o  
l~l + m~m + n ~ n = o  
l"l + m"m + n"n ~ o  
It  -~- ~"  ~ n --~ I 

+ ~m ~t 
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nous t i rons  

(375) 

Ol" Om ~ Ol" Om' 
~ + ~ - = o  ~ + ~y-y =-o 

Ol On ~ #l On' 
~ + ~ = o  ~y + ~ y  = o  

Om On" Om On" 
~ -  + ~ - - -  o ~ -  + -~- = o. 

Si nous supposons que la fonct ion / (365) admet  les d6riv6es secondes, nous 

obtenons  (375 et  366) 

(3?6) 

Ol" O m' Ol" 0 m' 
Ox ' Oy i~y 

#n ~ Ol dn~. 61 
Ox # x - -  2 a Oy i )y - -  2fl 

O n" O m O n" O m 
Ox --  Ox 2[~ Oy Oy 27" 

D'ofi le resu l ta t  

(377) 

0' W] 10 ~ W~ O~ Om' ,. 

(o~w I _l,~wl o~ 
Oxi~z]+ ~ - 7 ~ _  = z c ~ + ~ f l ~ +  Ux 

( 0~ w t 

(~ w / ? ' w  I s ~ '  ,t~ 
~-~j~ l + "  ~ I -  =~ ~ +x~ - ~  
(~,w t _t0,w~ ~ a~' o~ 

WyiJzt + -  ~Uy~z!_ = 

(0 ~w] O~ O,}. Om' ~Om' 
dz*']_ - - -q )+-e f -  Ox O y + 2 ( a + 7 ) ~  +~O-xx - Oy ' 

off nous avons supprim~ l ' indice o, quoique  ces formules  (377) se r a p p o r t e n t  
t m' I 

l 'origine P0, et  off #x- et  iJy- sont  6crites pour  lim~=0 ~)8xx 1u=o et  limu_0 ~:dY-/~=o resp. 

Remarque I. Dans le syst~me (377) la quant i t6  inf iniment  pe t i te  m r res te  

arbi t ra i re .  Dans le cas de la courbe y ~ o (37 I) on peu t  choisir l 'axe des xl 

dans le plan des xz,  et  dans ce cas on aura  m ' - - l ' ~  o,  et  ce m6me r6sul tat  on 

re t rouvera  clans le cas x ~ o, 

Om f Om F 
(378) .'. m ' - -  -~ o. 8x Oy 
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Remarque II. Si l'on pose 

m'=o, 

0 2 W 0 ~ W 
on trouvera que le saut brusque de ~ est. 6gal h celui de / jy0~.  

Si nous appliquons les formules g6n6rales (377) au potentiel d'une simple 

couche, nous n'aurons qu'k poser (i99) 

(379) / ~ = • = ~ = o, 

t ~ = - - 4 ~ r t * ,  t*= an ,  

et nous retrouverons les formuies (354) en posant 

(0Ox0a) ~ a ' ,  (O~)0=b,. 

Remarque III.  Quant aux hypotheses que nous avons faites ici, elles 

sont presque identiques k celles de M. POINOAR~. En effet, nous avons suppos6 

I ~ que la fonetion z admet les d6riv6es du second ordre et que eelles-ei sont 

continues; 2 o que la fonction o admet les d6riv6es du premier ordre et que 

celles-ci sont eontinues; enfin 30 que les fonctions z et a sont tel!es que les 

limites des d6riv6es existent et soient continues, ce qui est le cas par ex. si les 

d6riv6es troisi6mes de z et les d6riv6es secondes de a existent (cfr w 44 rein. VIII). 



296 Henrik Petrini. 

CHAPITRE VI. 

D o u b l e  eouche .  

w 46. La lonction Wh, sa d~linition et sa valeur limite. Nous definirons une 
fonction Wh des coordonndes d 'un point P, ext6rieur h une surface donnde, par 

la formule (efr. 203) 

[0U1 OU2 0Us/ 
Wh ~-- -  ~ - ~  + ~ + -~--z! 

v, = f 
/2 + m8 + nt~_ I ,  

off les quantit6s lmn  sont des fonetions des coordonn~es du point Q de la sur- 
face, et nous supposons qu'elles sont continues par rapport  h r au point P0. 
Si nous posons 

u = l e o s ~ O e o s S + m e o s ~ s i n . 9 + n s i n ~ O  

(38I) u' ~=~' cos p cos 0 + ~d cos ~ sin 8 + ~,' sin ~ 

I d = ~ l + # r m +  Cn,  

off ;q,.'v' sont les eosinus direeteurs de la droite PoP, nous trouverons (222) 

lim W1, = - -  W , -  Q' 
h ~--~-0 

IV, = l im W~ h~ 
h = o  

2;~ a 

(382) W(~ ) ,~(r, O)u c o s  ~ 
r 

o h 

2~r 

Q ' = f ~ 1 7 6  2 U~176 log [ I -  uo'eOs 2 ~Po]} cost ~P. dO, 

0 

oh co '= lim d, etc. Woh ]e th6or~me: 
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Th6oreme.  La condition n&essaive et su//isante pour l 'exi, tence de lira Wh 

est que la ~uantitd W~ existe (382). 4=0 

Nous d6finirons une  fonct ion W pour  un  poin t  de la surface de la mani6ro 

suivante  : 

(380*) 

"(208) 

0 1  ~I 0 1  

Ox J Oy d 

W=--W,--Q 
2 ~  

(383) Q---['Go(O){i + Uo + Uo log [%--u~ cos tpo]/cos' ~Vo d O, 
o 

off la quant i t6  W, est d~finie dans les formules (382). P a r  suite, la quant i t6  W 

exis te  en m6me temps  qua lira Wh. Si W, existe,  on t rouve ra  
h-~o 

27r 

(384) ] ao ( O ) Uo cos ~ tPo d O = o . 

o 

CoroUaire.  P o u r  ~ ' ~ l o ,  ~ d = m o  et  v ' = n o ,  on aura  C o = U o  et  C ' o = I  

2~ 

(385) " lira W h - -  W ~ - -  t aouo  cos j tPodO = o. 
h = 0  d 

o 

Si les quant i t6s  1 m n sent  les cosinus d i rec teurs  de ]a normale  de la sur- 

face au poin t  Q, la fonct ion Wh est le potent ie l  d 'une  double couche, 1 d e n t  le 

momen t  est 

(386) u = h a .  

P a r  suite, si on change la di rect ion posi t ive de l 'axe des z et  si le poin t  P 

t raverse  la surface, il faut  non s e u l e m e n t  changer  ]es quant i t6s  ~V,)J et  #~ en 

- - ~ ,  - - ) J e t  __#r resp., mais aussi les quant i t6s  a , l  et  m e n - - a , - - 1  e t - - m  resp. 

Nous supposerons  dans la suite que ]a fonct ion Wh se compor te  eomme le poten-  

tiel d 'une  double  couche, les fonctions l, m, n 6 tant  des fonct ions quelconques 

sat isfaisant  ~ la re la t ion 

(387 ) l ~ + m ~ + n ~ =  i .  

Si on change la di rect ion posi t ive de l ' axe  des z, e t  si le poin t  P t raverse  

la surface su ivan t  une droi te ,  la fonet ion Wh change de Wh+ en Wh-,  et  los 

quant i t6s  u e t  C e n  - - u  e t  - - C  resp.,  p e n d a n t  que  la quant i t6  d ne change 

pas (381). Nous  t rouverons  (382) 

Voir  H. POINCARI~ 1. e. p. 218. 

Acta m a t h e m a ~ a .  ~1. Imprim~ le 9 d6cembre 1907. 38 
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(388) l im ( Wh+ - -  W h - )  = - -  Q'+ + Q ' - ,  
h = o  

Q'_  6 r a n t  ee que  d e v i e n d r a  Q' (382), l o r s q u ' o n  y r e m p l a e e  ao, no e t  ur,, p a r - - a o ,  

- -  uo e t  - -  Uo r resp .  

N o u s  p o u r r o n s  t r a i t e r  la  f o n c t i o n  W d ' u n e  m a n i ~ r e  ana logue ,  e t  nous  t r ou -  

v e r o n s  
27: 

(389) W+ - -  W _  a0(O) 2 + u0 log ~ . 1  e~ O~ 

0 

R e m a r q u e  I.  L '6ga l i t6  (388) a u r a  l ieu m 6 m e  d a n s  le eas off l im Wh 
h = o  

n ' ex i s t e  pas .  

Cas  p a r t i e u l i e r s .  I .  P o i n t  r~gulier. Si ~V o = o, on t r o u v e r a  p o u r  le p o t e n -  

t iel  d ' u n e  doub l e  c o u e h e  

(390) 

(391 ) 

~o = f~o  = O, n o = I  

2 ~  

limh=o (Wh+--Wh--)~2~" o(0) I _ _ U ~  

0 

2 ~  f .  
W +  - -  W -  = 2 ] ao (O)dO.  

! 

Soi t  a o = une  e o n s t a n t e  a 1 p o u r  o < O_< z ,  e t  

: '> ,> as ,> z < O < 2 z ,  

dono  (2Ol) p o u r  • ' - - o  

l im ( W h + - -  Wh- )  = 2~T(a, + as) 
(392) { h=o 

= W + - - W _ .  

P o i n t  eonique .  Si ~ 0 o = e o n s t .  , on  t r o u v e r a  p o u r  le p o t e n t i e l  d ' u n e  I I .  

d o u b l e  e o u e h e  

(393) 

l 0 ~ - -  s in VJo cos O, m o = - -  sin ~V, s in O, n o = cos ~V, 

v ' - -  sin (Po 
u ,  = o ,  co' = t g  ~ 0 o ( I  - -  Uo' ) + 

COS ~Jo 

2 g  

a v' - -  si_n ~o] d O, �9 Q ' = - - c o s  ~p, 0( '9)[  sin ~Po + I - - u , '  J 

0 
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.'. p o u r  a0' = cons t ,  e t  v '  > sin tp o, Q' = - -  2 ze~0 cos ~Po[sin (P. + i],  e t  

~) ~> ~ ~> v ' < s i n ~ o  , Q ' = - - 2 Z a o  cos tPo[sin ~0o- - I ] ,  

.'. l im ( W h + - -  W h - ) =  4 z a o  cos ~Po. 
h ~ O  

299 

De  m 6 m e  n o u s  t r o u v e r o n s  p o u r  % ~ o e t  a o = eonst .  

(395) 
Q ~ ~ 2 ~ a  o cos ~ ~bo, 

�9 W + - -  w _  ~ 4~rao cos  ~ (Po, 

(396 ) 
]- ~ 

�9 " .  l im (Wh+ - -  Wh-)  = (W+ - -  W_)  cos ~Po 
h = o  

R e m a r q u e  I I .  Los  seconds  m e m b r e s  des  6gali t6s (394, 395, 396) s e n t  ind6- 

p e n d a n t s  de  la d i r ec t ion  de la d ro i t e  PoP. 
w t7. La limite de la ddrivde premibre de la ]onction Wh. Des fo rmules  (380) 

n o u s  t i rons  

OW~ [O"U, O'U,  O~Ua] OW OW OW 
(397) Os -- L ~  + ~  + O s ~ z j = Z ~ +  ~ t ~ + v - ~ z  ' 

Z/~ v 6 t a n t  les cos inus  d i r ec t eu r s  de  l '616ment  ds. P o s o n s  

(398) 

ut = ~ cos ~ cos O + ~t cos q) sin ,9 + v sin ~0 = cos (ds, PoQ) 

% = l cos q) cos ,9 + m cos ~p sin ,9 + n s in ~0 = cos (N, PoQ) 

u'  = Z' cos tp cos ,9 + ~t' cos ~0 sin ,9 + v'  s in qJ = cos (h, Po Q) 

c~ = Z'Z + td~t + v '~  = cos (ds, h) 

c 2 = Z ' I  + ~t'm+ v'n = cos (N, h) 

c = Z l  + ltm + vn  =cos (ds ,  N) 

I 
3 (u~ q - -  c , ) (u ,q  - -  c~) ~ - -  c = t 

q' = Vq ~ - -  2 q u' + I 

t 

q cos t p '  

off N e s t  le ve e t e u r  (lmn) et h ~ P o P .  N o u s  t r o u v e r o n s  (322) 

(399) 

27t h 
i t d t  

Os nj 3 q 
0 0 
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Supposons que les quant, it6s a qJ l m n soient, au point  P0, continues par  rappor t  

r, et soient 

ao(O) =~ lira a(r,  `9) etc., u~~ = l i m  us, et posons 
r ~ O  r - - O  

o l cos qJo cos ,9 + m cos ~V o sin ,9 + n sin (Po (400) u,  = 
I 

I, = (3 uT qo - -  c,)(3 u~ qo - -  c , )  Co - -  c .  

Nous pourrons 6crire 

(4o,) o! ~olo .o t_ /_ /11  (~_~o) l 
q ' - ~ = ~ o  + ~ , ( t ' - t ~ 1 7 6  q"ol + q'-~ ' 

O W h  I l l  + I I I 
"'" as - - h  ]t 12 + h I 3 + h I ' '  

IlI~, etc. 6 tant  les int6grales qui correspondent aux divers termes du second 

membre de l'6galit6 (4or), 

I r 1o I r 

�9 . ]~ I ,  n d J q o  n j  j q ~  n 
0 0 0 a 

Mais 
lira (1" + I2 + Ia + I~) = o, 
h = o  

I i1,. 
+h 

O Wh 
.'. pour que Jim 

h ~ o  
- -  soit finie, il fau t  que 

(402) 

2 ~  oo 

J dqo 
0 0 

et cotto 6galit6 est identique s la condit ion (326), 

(402*) 

2~T 

�9 I'=--feo(O)A cos  ~ q~odO 
0 

o o 
.4 = (u~ - - c ' ) (u ;~176  + u : U , o - - c ~  

( I  - -  U ro )  j I ~ uro  

D e  plus  n o u s  t r o u v e r o n J  



Les d6riv6es premi6res et secondes du potentiel. 

(4o3) 

Posons  

27~ 

l im I"  x f a  o o h=o = a  o(O)(3U~%o--Co)cos 3~podO. 

0 

(404) 
1 =lo(O ) + rl(r, 0), m =mo(O) + rm(r, 0), n =no(O) + rn(r, O) 

a = oO(O) + ra(r, 0), ~P = tPo(O ) + r~(r, 0), 

oh lo(O)=lim l(r, 0), etc.  Nous  g rouve rons  
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(4o5) 

(406) 

h i 2  ~ + 

a 

2 ~  1 2To It 

0 0 0 1 

2~" a 

0 h 

[ ~ 3  o ~.o - I (u~qo--c,)(u, q o - - c , ) - ~ - - ;  

u ~ = l  cos (Po cos ,9 + m cos ~Po sin 0 + n sin (Po 

c~ = Zq + # m  + v 'n  

o o __  c cos3  (p, , /d t 
t J 

a 

2~r 1 2r~ 

I ~ ) : - - ~  ( a o ( O ) d O ( t ~ 3 - - ~ l t d t  - I ,  jao(O)dO(I/~t3 /,t  
a j  f l  ~q ~ ot a d f l  iq q'"o 

0 0 0 1 

o o c cosS tpo}d t 3 U l U 2  - -  C 3 U a U ~  - -  

t~ cos a tp + p 

$7t  a 

- - f a  O f  dr E~ = o(O)d ((3 u ~ u ~ - -  c) cos s q~-- (3 u~ - -  c) cos ~ ~o} ~ ,  

0 h 
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et  

(407) 

P o s o n s  

(408) 

(4o9) 

(4IO) 

(4Ix) 

Henrik Petrini. 

I 

a 

2 ~  1 21r h 

J ,.: q" ,) J l q  
0 0 0 1 

3 I l l  B2 - -  C | 
t c~ qJ / dt 

2 ~  a 

E~)= --~; :dO a(r, 0)(3 u, u2--c) cos n tP drr . 

0 h 

{ I( h' -- I~'  + I~'  + 1(~ h' 

Ech)-- E(hl + E~) + E~ 

27~ 

00sWh E ? )  + I~ n) + %)oo: q, oaO + ,~,   =olim ' i h - - o  

0 

27r  a 

E~h)~ - {a(r,O)(3u, u~--c) cosStP--ao(O)(3u,u..o--Co)COS qJo~ r~" 

0 h 

N o u s  s u p p o s o n s  (cfr. 404) 

l im a(r ,  #)  finie, posons  d(r, O) ~ a . ( O ) + a l ( r ,  O), l ira a.  = o 
~ ' ~ 0  r ~ O  

lim ~ ( r , # )  , 
r = O  

lim l(r ,  $) ,> 
r ~ 0  

Up(r, 3) = tpo(3) + (p,(r, O), lira ~p, = o 
r ~ 0  

l im m(r, O) >> 
r ~ 0  

(r, O) = io (O) + l, (r, O), l im l, = o 
r : 0  

.'. (387) l im n-(r, O) ,> ,> 

m(r, O) = too(O) + ml(r, #), lira m, = o, 
r ~ O  

n(r, O) -- n-o(O)+n~(r, 0), lim n, = o ,  s i n  ~ o, 

�9 ". ( 3 8 7 )  
2 2 

z jo  + ~o~--o + n ~  = o 

r m s n q  = o loll + m, ma + nonl + ~ ( -l~ + + 
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Done nous t rouverons  

303 

(412) 

2 ~  

I~ r~  limh=o I(3),~ = --fao(O)A. .cos ~ tPodO 

0 

2 g  

I~ ~ h=olim Ilhlv = - - f ~ o  (,9) ~o (,9)E cos ~ ~Pod,9 

0 

2ff  

I~ =_ h=olim I(h~, ~ - - f a  (,9)A' cos s ~PodO, 

O 

off A a le m6me sens que ~r de la formule (327) pour  ~2 = [o, !t~ ~m~o, % =no ,  

E ,> ,> ~ ~> ,> E ~> )> ,> (324), e t  

AI>> * ,> ,> ,> A' ~> )> }> (327), 

.'. (4o9), (412) 

2zr 

]im - - =  E, + I ,  + o(O)(3u~u,o--Co ) eosS ~0~ 
h=o Os aj 

(413) o 
E,  = liln E~ h) 

h = 0  

I., ~- I N  + I~, + lo .  

Nous pourrons  done 6noncer le th6or6me suivant :  
0 Wh 

Th~or~me. Pour que lim ~ aoit [inie, il [aut toujours q~e la condition 
h = o  

(4o2 *) soit remplie. Dana le cas particulier, dd/ini Tar lea /ormulea (4io), il /aut de 
owh 

plus et il su//it pour l'existence de lira ~ que la quantitd E, (413) existe. 
h-----0 

R e m a r q u e  I. On peut  6crire 

(414) 

27r 

I~r + I ,  = - - / a ( O )  ~ cos s ~Vod,9, 

0 

6tan~ ce que deviendra  A' de la formule (327), lorsqu'on y remplace )~!t2% 

par  lomono resp., off 

(415)  0L-  010 + od0, +  .m0, + 
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Corol la i re .  La condi t ion que la quant i t6  E ,  doit  ~tre finie peu t  ~tre rem- 

plac6e par  les deux condit ions suivantes  (cfr. 33o): 

(416) 

2 ~  

F , ~ _ _ f { ~ o ( O ) (  3 u,U,oO=O __ ~o) cos ~o + 3ao(O)q'o(,9)C~ = o 

0 

E',  ~ lim E'(h) ~ une quant i t6  finie, 
h - 0  

oh 

C o =  ~u~. + noU ~ + (Co--5u~ o)sinqJ . 
2;~ a 

E'~h) . -  os~ ~Oo d a ' ( r , O ) ( 3 u ~ 1 7 6  i r 

0 h 

et  

(4z7) 

a l l - a o l l + a l l  o etc. 

c l~ )~ l  I + t~m I + v l  ~ 

u,~ o = p cos ~Po cos O + m 1 cos ~/'o sin O + n 1 sin qJo. 

Le  cas oh le po in t  P est situ6 dans la surface peu t  fitre t rai t6 de la m~me 

mani6re.  Nous t rouverons  

(418) 

27$ 

~ -  = E ,  + J ,  + o(,9) (3u,oU~ 

0 

J , =  J N  + J r  + J~ 

2~z 

J N :~ o ( ,9 ) B cosS q'o d O 

0 

2 ~  

Jr = ~ofaO (0) So (O) F c o s  2 (PodO 

2 g  

J" = - - f a o  (0) B cos s (Po dO 

0 

sous la condi t ion 

(419) Q'., = Q,,  
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oh B a le m~me sens que F,, ,  de la formule (315) pour  Uo----U,o, -~ Uro = ul,~ d=Co- 
- -  o I _ _ _  o {3! F ~> ~> >> >> a F~ >> :~ >> (31o) :~ uo- -U~o ,  Uo--U~,  =co ,  

~ t ~ i #  1 e t  ~ = 9 ' t  o 

0 f 0 
B ,> ,> ,> >, >> F~,~ >> '> >> (315) >> U o =U ,o ,  Uo=U~,  c'=co, 

v t = v  I e t  i x = n o .  

Corol la i re .  

(efr. 333 e t  4x6) 

Pou r  ~t ~ ~ lo, /tr = tt = m o e t  v ' = r = n o ,  n o u s  t rouverons  

(420) lim OWh 8W 
h=0 as  as =F~" 

FaWh+ 
lim l -  ,T-  
h - o L  as  

(422) 

sous la condi t ion (efr. 402 *) 

(423) 

Le changement  brusque  de la d6riv6e, lorsque le point  P t raverse  la surfaoe, 

s 'ob t ien t  en changean t  les quant i t6s  a, ~p, Zr, pf, l, m e t r  en - - a ,  - - ~ ,  _ Z r ,  

- - t d , - - l , - - m  e t - - v  resp., .'. u2, u r, cl et  c changent  e n - - % , - - u  r, - - c l  et  

- - c  resp., p e n d a n t  que ul et  c2 res ten t  les m~mes. En  d~signant  les deux  cSt6s 

de la surface par  los signes + et  - - ,  nous t rouverons  (4o9) dans le cas g6n6ral 

( 4 2 " i )  E a  h +  = E h - 

Dans lo cas plus par t ieul ier  (4io), nous aurons  (413) 

2w 

~ = -  f(E o(O)2+ - j ~ + ~0(o)A'+] + [~o(o)~_+~o(O)A'_]). 
f l  

2zr 
f a  

~Po dO - - [  '~o (0) ~Po (0) (E+ - -  E_) cos"~p, d O, CO8 8 
Q M  

o 

[ I +  == I 1_ . 

Nous  pourrons  done 6noneer  le th6or6me su ivan t :  

Th6or~me.  D a n s  le cas ddlini  par les supposi t ions  (4zo), lira ~ est / in ie  
h=0  

ou in / in ie  en mdme t e m p s  que lira 0 Wh_ h~o /)s , pourvu que l'dgalitg (423) soit satis/aite: 

(424) 

Remarque II. On t rouve ra  de m6me (418) 

ow+ o w _  
~s 8s J~+ - -  J ~ - '  

p o u r v u  que 
Acta mathematlca. 31. Imprlm4 1o 10 d6cembre 1907. 39 
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(425) Q',+ - -  Q,+ = Q ' , -  - -  Q , - .  

Cas p a r t i c u l i e r s .  I. Point rggulier. S u p p o s o n s  

~v o = o, a o = une  c o n s t a n t e  

ao lo + a-o lo = at cos 0 + bl sin O 

(426) a~ m o +  ao mo ~ a2 cos O + bz sin 0 

aono + aono = a 3 e o s O  + b3 sin 0 

q~o (,9) = ~ cos~O + 2flcosOsinO + 7s in~0 .  

D o n e  n o u s  t r o u v e r o n s  (cfr. 4o2", 416, 413, 338 et  335) 

I r = F~ = o 

0 Wh E ,  z (427) li=mo ~- = + / *  + a ( c o - -  3 vno) 

Ia ~ - - 4 Z a o g ( a / o  + flmo)--4~raolt(fllo + 7too) + 4z~ aovno(a + 7) + 
+ 2 ~  ()~as + pbs) + 2zr(a t  + b2), 

et  la seule c o n d i t i o n  ~ r empl i r  es t  celle que  la q u a n t i t 6  E ' ,  (416) do l t  6 t re  finie. 

De  p lus  nous  t r o u v e r o n s  

l im [OWh+ OW~_] 
(428) h=o L ~ Os J ~-8~ra~176176176176176176176 

+ 7) + 4 z ( ~ a s  +,ub3) + 4~v(a, + b2). 

Remarq txo  I I I .  L '6ga l i t6  (428) a u r a  l ieu sans  c o n d i t i o n  addi t ionne l le .  Mais 

p o u r  que  les d e u x  l imites ex i s t en t  e l les-m6mes,  il f a u t  de p lus  e t  il suff i t  que  la 

q u a n t i t 6  Er, (416) soi t  finie. 

II.  Point conique. Si (Po = une  c o n s t a n t e ,  on  t r o u v e r a  p o u r  le po t en t i e l  

d ' u n e  doub le  c o u c h e  (err. 393, 402*) 

lo = - -  sin ~V o cos O, m o =  - -  sin (Po sin 0,  no = cos ~V o, 

o o cos q4 + v sin ~Vo, oh  u ~ ~ cos 0 + ,- sin O, (393*) u ,  o = o, u ,  ~ u 
o v '  - -  sin q~o 

c, = t g  ~v o ( i  - -  u'o) + , co = ~ u sin tp o + v cos ~v~, 
COS/~o 

(429) 

2~ 

0 

v - -  cl sin (Po } dO. 
+ I - -  UtO 
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Si l a  fonction a0 est constante,  on trouvera 

(43o) I ~=  o, 

d 'oh il suit que ~ ~ j e s t  toujours finie en 

pourvu que le moment de la double couche soit continu. 
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un point conique, 

Remarque IV. Co m6me r6sultat (430) aura lieu, si la fonction o (r, O) est 
discontinue suivant l 'axe des x, de manibre que a0 = une constante a~ pour 

o < ,9  < zv e t =  une  constante a2 pour zr ~ 0 < 2 ~,, pourvu que #' ~ ~t = o. 

w 48. La d&iv& prem@re du ~otentiel d'une double touche. Nous supposerons 

dans co w que la surface admet, au point Po et en t o u s l e s  points du voisinage 

de P0, un plan tangent bien d6termin6, et nous prenons ]a direction ( lmn)  
suivant la normalc qui passe per  le point Q. Donc nous aurons (411) dans le 

cas (41o) 

(431) q J o = l o = m o = o ,  n o - ~ I ,  n o = o ,  n l = - - ~ ( l  ~ + m  2 + ~ ) .  

L'4quation do la surface peut  s'6crire 

(432) z = r t g  ~0, 

0z 0z 
et en supposant que les quantit6s Or et ~ soient finies, nous trouverons 

Oz 
(433) u~ ~ l cos 0 + m sin 0 ~ - -  n ~ .  

Supposons 

(434) r~olim (r Or ~) = o ,  

(435) 
- d tPo s i n  �9 l o = _ 2 ~ o c o s O + _ d _  ~_ 

~ = - - 2 G s i n O  d~~ cos O, 

(436) 

off 

(437) 

.'. u-o ~ [o cos 0 § mo sin 0 = - - z t - ~  

? o - z i o  + #m% + ~ . o  = -  ~CpoU 
dCp o Ou 
dO O0 '  

u -~;t cosO + ~t sin O, 
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Nous t rouverons  (402* et  416) que les condit ions n6cessaires et  suffisantes pour  

l 'oxistenee do tim 0 Wh 1,=o ~ sont  

(438) 

27$ 

1' o(O) L (1--u ' )  ~ + 1 - ~  dO = o 
o 

2 t t  

F ,  ~ ; ( a o ( O )  [3 ~o(`9) u + ;o ]+  vao(,9)} d`9 = o 
o 

2 ~  a 

El  - - l i m t d O  ~o(O)(3uut- -c l )  va~ + 3a.(`9) 0 ,u ]  dr . . . .  une quant i t6  
h - - O , /  , /  r 

o h 

finie, oh 

(417 *) 

~ ( r , O ) =  ao(O) + r~-o (`9) + ro,(r,,9), tP=rUpo(,9) + rqs,(r,,9) 

l = r l o (  O) + rl, (r, O), m =rmo(O) + rm, (r, `9), n ~  r +rn,(r,O) 

u' = )J cos O + ~r sin O, u ~ = l 1 cos .9 + m~ sin 0 

lim a~ = o etc. 
r - - 0  

Cas par t icu l ie rs .  I ~ Point rdgulier. Supposons  

(334) 

(439) 

{ ~ 0 =  acos~O + 2fl cos ,g sin ,9 + ~,sinS 3 

ao = une cons tante  

% = a' cos 0 + b' sin O, 

" /o = - -  2 (a cos ,9 + # sin ,9) 

mo = - -  2 (fl cos ,9 + 7 sin `9). 

Des 6galit.6s (426), (427), (43I), (334), (439) e t  (338) nous t i rons 

(440) a l = - - 2 a o a ,  b l = - - 2 a o f l ,  a 2 = - - z a o f l ,  b 2 = - - 2 0 o 7 ,  a3=a' ,  b3=b' ,  

(427*) .'. I , =  2~r (ga' + ~tb') 

(428*) [ lim t)Wh+ OWh-]- -4zr (~a '  + ~b ' )=4~r  ~ o' 
h=o Os -gs J - -  

off ds Ies t  la project ion de l'616ment ds dans le plan tangent  qui passe par  le point  Po. 

R e m a r q u e  I. On re t rouvera  l'6galit6 (428 *) en appl iquant  la formule (364), 

si l 'on pose (39 z) 



(441) 

(442) 

nous trouverons (377) 

(443) 
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w = 4 f f a n .  

Remarquo II. Si, dans les 6quations (367), nous posons (428*) 

g =  o# o~t 
4 ~ r ~ ,  ~=4~r~-~,, ~ = o ,  o4 ~ t = n a ,  
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d'ofi il suit (436) 

(446) 

2~t 

pourvu que (402*) 

lira I OsWh+ O'Wh-I O~tt 
h-o I O x ~ ~ I = 4 ~r o x9 

tO*Wh+ O*Wh- I O" t~ 
h-olim ~ O~x-Oy -OZOy-! = 4~r OxOy 

\ o--f  oz oz ! 

lira [O'Wh+ O*Wh_ 1 lO'tt O'~t I 

oh gous les termes song pris pour r = o. 

2 ~ Le point P se meut suivant la normale. Nous trouverons (324, 327) pour 
~Po ~ ~t = #tt ~- o, v ~ ~ I 

(444) { E - ~ S u t u z - 2 v t v ' - 2 c - ( % u 2  + v ' u i ) ( 7  31~ 

- ~ - - - ( 3 u l u 2 - - c ) l o g  2 + %% + * - -  4Ul U2--2(Vl u, + %Ut), 

2 ~  2 ~  

o o 

(445) A~= - -  ( 3 u u - -  e) log I + c - - 4 u u - - 2  vu 

E = - - 4 v - - u ( 7 +  3log :) 

A r = v l o g I  + 2 v - - z u ,  
2 
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(447) 

2;r 

1% == -- I'_ = f  Go(O) ud# soit = o, 
0 

Oorollsires.  

(448) 

et (420, 438) 

(449) 

Nous trouverons (446, 437) 

lim [#Wh+ ~Wh- I 
h-o ~ ~ ~-~ :! = 

2~ 

lim 0 Wh O W = f a o  h-o 8z Oz (O)d,9. 
0 

Pour l'existence des deux termes du premier membre, il faut et il suffit que le 

second membre de l'6galit6 (449) soit = o e t  que (438, 4II) 

(450) 

2~  a 

lim fdO f~l (r, O) dr soit ~ une quantit6 finie. 
h - O J  . J  T 

0 h 

w 49. Ddriv& nornmle. Tlu~t~me de M. Liapouno//. M. LIAPOUNOFF a 

d6montr6 dans d e s  cas tr6s 6tendus que si l 'une des deux ]imites limb_0 ~0Wh+ et 

lim #Wh- h-e ~ existe, le point P 6rant situ6 sur la normale qui passe par le point P, ,  

donc l 'autre limite existe aussi et est 6gale h la premi6re. Co th6or6me est 
d6duit dans le w pr6e6dent (formule 448) dans le cas d6fini par les suppositions 
(4IO) et (434). Nous 6tudierons dans ce w plus en d6tail les suppositions qu'il 
faut faire pour la d~duction de la formule (448). 

Posons dans la formule (399) 

(45x) Zt ~/~r == Z =/~ = o, ~r = ~ == I ,  lira a = ao (#) et lim q) ~ ~0 o (.9), 
r--O r~O 

(452) 

�9 "" o z  ~ - -  (r,,9)t-~, r=h t  
0 0 

/ = 3 (q sin 0 ~ i)  (% ~ cos ~ + n2 q sin ~ ~ n) ~ - -  n 

% ~ l c o s O  + m s i n ~  
t 

q ' ~ V q  s -  2qsin~p + I, q=c-osqJ' 
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{ (uq cOS __ I [ -  = - - 3 ( q  sin~V + I) ~V + nqsin  ~p + n)~_, + n 

q'_ = V q2 + 2 q sin ~v + i ,  
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(454) 

2 ~  

�9 f 
o Wh+ o wh-  .9 ~ {r,.9) ~q~ + tdt .  

�9 " O z  O z  

o o 

Nous 6tudierons s6pardment les deux cas: I ~ = o ,  I I  9 , " o ,  ~ , - ~ o .  
I. Sur/ace plane. I)ans ce cas 

(455) 

Posons 
t p - - ~ l = m = o ,  n = i ,  .'. u 2 ~ o ,  q:=t.  

p = V - ~  .-~- i ,  

e ~ t �9 ".q+ _ = p  

3 /+ = - - / _ = ~ - - i ,  

(456) 
O Wh+ O Wh_ 

�9 " O z  " O z  ~ o .  

(457) 

Pour l '6tude de lim 0 Wh h-o O z -  nous posons 

2 r  

r (r) ~ f a  (r, O) dO, 

o 

(458) 

(459) 

(460) 

Posons 

q 

O I 

a 

Oz h (r) - -  td t .  

o 

e = r + q~ (r), Qo -~ uno constante, lim #t = o, 
r ~ O  I. z_ +o 

"" Oz - h - - a  + ~lh' ~h=~ 

h 

i, e~ (") ~ -  ~ tdt ,  

o 
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0 Wh d6pend de l 'existenee de lim Za.  d'ofl il suit que l 'existenee de lim ~ I,-o 
h--0 

Nous supposons qu 'on peut  4crire 

[ r (r) = ep (h) ~p, (h, t), lira ep, (h, t) = une quanti t6  
(46I) 

h-o finie et d4termin6e---- q~ (t) qui est ,~ o, 

(462) 
.'. Zh ----- qh (h, t) - -  t d t  

0 

qh (It, t) = �9 (t) + ( h ,  lira ~ 1, = o.  
h~---O 

~,o)l~ est finie, nous re t rouverons  le cas du  w pr6c6dent, si Jim et il n o u s  
h - o  

faut  diseuter  seu lement  le cas, off cet te  quant i t6  est infinie. Dans ce eas la 

fonet ion ~ ( t )  devient  infinie d 'un  ordre  qui est plus pet i t  que l 'unit6, lorsque t 

t end  vers l'infini, 

a 

. . . l i m f q ~ l ( h , t ) ( I  3 i )  h = o d  ~s p5 ~ t d t =  
0 

une quant i t6  f in ie_~I ,  

t t  t t  q~(h) ( I  + Kh + ~h)' l im ~h o 
"'" Z h = - - K -  h=o 

1 o o  

0 1 

~t 

J, 

Kh = q~, (h, t) ~ .  

1 

P o u r  que lira Za soit finie, il faut  done que la quanti t6  
h ~ 0  

K ~ lira Kh 

so i t  f in ie  e t  = -  I .  P o s o n s  

~o, (h, t) = r (t) Ca (h, t), lira ~, finie pour  ht  < a,  

t ~ o o  
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et supposons que la quanti t6 ~2(t) ne change pas de signe pour t > une certaine 

quanti t6 w, 
a 

h 

. .  Kh == ~fm ; ' f2( t )  t dr- , 

1 

off ~f~ est une valeur moyenne de %,  

off  of 4 lim *fro. 
h = o  

oo 

�9 K = t f , /~ f2  (t) dt  
�9 . t ~ ' 

1 

Pour  que la quant i t6  K soit finie, il faut  doric que l ' int6grale 

ep2 (t) # soit finie, 

1 

ou, ce qui revient  au  m6me, que l ' int6grale 

(463) ; o  t ,dr  ( )ff ~ une quanti t6 finie. 

1 

Dans ce cas nous aurons la condition 

f (.3 (464) (O(t) ~ - -  5~) t d t = o .  

0 

On voit  sans difficult6 qu 'on pourra  6noncer le th6or~me suivant :  

Th6oreme. Soit la /onction eL (r)(459, 457) ddveloppde de la mani~re suivante 
pour r ~ ht  : 

[ q~(r) = ~f~ (h) X~ (t) + % (h) X~ (t) + .. .  + %~ (h ) X,~ (t) + ,f,,+~ (h) X,+~ (h, t) 

| l i ra  cf~+! = o ~pour v = I, 2, 3 " "  n 
(465) ~h=o ~, 

" [ l i m ~  ~ in/inie. 

Pour l'existence de lira 0 ~1"~, h=o ~ clans le cas d'une couche plane, il /aut que l'on all 

Acta  mathemat iea .  31. Imprimd le 12 d6eembre 1907. 40 
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 o,r 
t 
I 

(467) 

( t  

It 

o 

_ 0 I V  h Oo 
, l i m  ~ ~ l i r a  Z h  �9 
[ h~O ( Z h=o a 

Si  le d~veloppement de la /onction r (r) Teut ~tre poussg jusqu'fi une valeur de 

n teUe que 

(468) l im tf'n+l (h) ~,=o h une quantitd /inie, 

il /aut de plus et il su//it  que l'on ait 

(469) 

ct 

h 

l im s  (h, " dt . 1 , = o j  t) ~. ~ une quantit~ /inie. 

1 

:Nous d6montrerons ma in tenan t  le th4or~me suivant :  

Th6or~me. Si  vne /onction O(t)  va loujours en augmentant ou toujours en 

diminuant,  lorsque la variable t cro~t de zdro jusqu'h l ' in/ini,  l'inldgrale 

, /  

0 

Ell effet, 

(47i) " 

0 

et ~ - - 3 e s t ~ o  pour  t ~ 1 / 2  et ~ o  pour  o < t ~ V 2  p., p . . . .  
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V 2  o~ 

ft ft �9 Z o - =  = �9 . p5 t d t ~  3 t d t  

o r 

> o .  
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Si O(t) va toujours  en augmentan t ,  nous aurons  

(473) 

V~ 
Z, ~ /  o (t) ( 3 i 

0 

o o  �84 

et nous t rouverons  un r6sul ta t  analogue, si $ ( t )  va  toujours  en diminuant .  

Oorollaire.  Si la fonction q~ (r) va  toujours  en diminuant ,  lorsque r diminue, 

il faut  et  il suffit  pour  l 'existence de lim OWh h=0 ~ que 

(474) r  Q 0 ) ~  s o i t - - u n e  quant i t~  finie, qo ~ ]im q~. 
r ~ 0  

0 

Remarque  I. Si r ~ r + rq, lira q =  une quant i t6  finie, la condit ion (474) 
~'=0 

~)Wh 
est n~cessaire et  suffisante pour  l 'existence de lim O z  ' m~me dans le cas od  la 

h~O 

fonction q~ ne va  pas tou jours  en diminuant .  On t rouvera  

q. 

OWh Qo - / Q  - -  lim q.  (475) l im  (2 - -  log 2) ~o + (r) d r  - 
h=0  0 Z  a t r ~ ,  Qo ~ r = 0  

0 

II. Sur/ace courbe, lim (P ~ o. Dans ee eas, le plan des xy, est un plan tan- 
r ~ 0  

0qJ 0r 
gent  de la surface, m~me~dans le cas oh les quanti t6s ~ et  ~ n 'exis tent  pas 

toutes  les deux en ce point.  C'est le cas par  ex., si 

I 
(476 ) ~ r a S i n r ,  o < a K I ,  

off m6me r=01im ~ r r  ! n 'existe pas. La  d6finition d 'une  double  couehe implique 

l 'existence d'u.ne normale bien d6termin6e ~ chaque point,  mais cct te  exi- 
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stence n'implique donc pas du tout l'existence des d6riv6es premi6res des coor- 

donn6es. Nous nous placerons dans un cas plus g6n6ral, si nous ne supposons 

pas l'existence des d~riv6es 0q) 0~  et ~ ,  comme nous l 'avons fait dans le w 48. 

Mais nous supposerons seulement que l m n  sont des fonctions quelconques qui 

satisfont (cfr. 431, 432, 433) aux 6galit6s 

(477) 

I t g + m 2 + ~ z =  I ,  1 o = $ o = 0 ,  . ' .  n o =  I ,  e t  

l uz - l cos O + m sin O = - -  n ltg tP,+ cos~-q,) 

[ lim)q)t = une quantit6 finie (cfr. equ. 434). 

Nous trouverons (454) 

0 Wh + O Wh- 
0 z  0 z  

t~ 
2~ h 

0 0 

. tqrtpl )z ) 
F = 3 (q sin r - -  i)~cod-~, + i q+;~ - -  3 (q sin ~ + i )  \cos ~p iqr-~  - -  i _!q,~+ 

1 I + , ,--- ,~F~q& + F.,, 
q+ q-  

off le premier terme du dernier membre renferme t o u s l e s  termes qui ont q)~ 

pour facteur commun. Nous trouverons pour la limite de l'int6grale eorrespon- 

dante 

(478) 
/ / /  , 2,z h 2r, 

1 
I~_~lim dO a F r t p ~ t d t = - -  4 !to(3)(P~(3)d3, 

h=O h 

i o o "0 
.o(#)=-~lim,-(r, 0), ~ (0)= l i m  ~l(r,  3).  

r~O r~O 

oh 

De plus nous aurons 

F ~ . = 3 q s i n q  ) I "~- I '  3 - -  + ~ -  I , 

d'oi~ nous tirons en d6veloppant 
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5) tO tqJ ~ F 2 = 6  2 - - ~  ~ + ~ - P ,  lim P finie. 
t~--- o0 

Posons 

(479) 

~ 
�9 ~ 

2r~ 

o o 

0 Wh+ 0 Wh- 
OZ Oz 

par suite l'existence de lim [0 Wh+ 
h=o ~ ~z  

Posons de plus 

+ + r  = o ;  

O Wh-t d6pend de l'existenee de lim I~). 
~z I h=0 

(480) 

(P = <p(r) tp 1 (r, 3), lira tpl finie--tp2(~q), 
r s 0  

rf (r) = <Pl (h) ~ (h, t), lim ~f2 (h, t) finie ~ q) (t) ~ o, 
h-~-O 

gt  

2~r h 

o o 

,ar est finie, nous retrouverons le cas du w pr6cgdent, et si lira 9, (h) Si lira 
h=o h-O h 

est infinie - -  ce que nous supposerons iei - - l a  fonction O(t)devient infinie 
d 'un ordre qui est plus petit que l'unit6, lorsque t tend vers l'infini, 

(481) 

2:r /~ 

h = o 3  0 z - -  ~ 
" I~--lim~dO[,u{ p, 

o o 

} t2dt 
+ P ~eP2 p5 

2 7 g  ~o 

----- f~t0 (3) tP~ (3)dO~f O(t) [z - -  ~1  ~g-:at~dt=une quantit6 finie, 

o o 

(482) .'. h~) = 6 q0~h) (I  + ~'~), lira ~'h ----- o. 
h~---0 

Pour que lim I~ h) soit finie, il faut done que 
h = 0  

(483) I soi~ ~= o, 
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d 'oh  il suit  ou que 
2~r 

(484) o~ f ,o (O) (p~ (O) d O  = o 

o 

ou que  
l0 

r 5]t~dt 
(485) Io~(O(t) L ~ - ? j ~ r  - o 

o 
Nous aurons  

oo fi~ ~/t'at 
2 ~  - 7 / ~ - = o ,  
o 

par  suite nous t rouverons ,  comme dans le cas pr6c6dent  (cfr. 47 o, 47 I, 472 et  

473), que si la fonct ion O(t) va  cons t ammen t  en augmentan t ,  Io est  > o, 

.'. l im I{ infinie. 
h = o  

P o u r  que lim I(~ h) soit finie, il f au t  donc que 
h ~ 0  

lim eft(h) soit  finie. 
h = O  h 

D'ofi i~ suit  que si nous posons 

(486) ~p = r ~0, 

il f au t  que  lira (p soit  finie --  ~P0(O), .'. O ( t )  = t ,  
r ~.~- 0 

�9 I 2 (487) . .  o - - ~ ,  

(488) Wh-- 
" "  h--O L d Z  

L'6galit6 (477) donne,  pour  

d 'oh le th6or~me:  

T h 4 o r ~ m e .  

2 ~  

= 4fF,o(O)[-- r 
o 

i~ 2 -~ r u ,  uo = l i m  u,  
r ~ O  

Uo = - -  (~Vo + q'oh,  

.'. - - ~ ;  + ~o=Uo + 2 ~/'0, 

+ r  

S i  les  / o n c t i o n s  l m n  s a t i s / o n t  6 la cond i t i on  8 u i v a n t e :  
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(477*) 

% = l cos 0 + m sin .9 --  - -  n tg  ~ + cos~ ~! 

lira ~Pl ~ une quantit~ /inie, 
r = O  

, i  l'angle ~p va constamment en diminuant, lorsque r diminue, et si la quantitd 0 
(484) n'est pas nulle, la condition ndcessaire et su/]isante, pour que 

est que 

(489) 

lim[O Wh+ O Wh_] 
h=o C Oz Oz soit /inie, 

lira I ~ ('' ~ ~=o ~ !  est /iniel 

Si, de phts, les /onctions l m n  satis/ont & l'dgalitd 

(436") Uo + 2 ~Po = o, 
donc 

lim [~) Wh+ 0 Wh--] 
(49 ~ ) h=oLOz Uz j=o. 

Remarque  II.  Dans le cas off la condit ion (477*) e s t  satisfaite, la eon- 

[ ] dition (489) est suffisante pour  l 'existence de lira 0 IFh+ 0 Wh_ t,=o Oz -Oz et cet te limito 

devicndra = o, si l'6galit6 (435*) est satisfaite. 

De plus, nous t rouverons,  en supposant  que les quanti t6s ~Pl et ~0 soiont 

finies, 

a 

2 ~  I 27c 

O z  - -  t ( q  s in  ~ - -  I ) O ,  q cos  ~ q'~ + t (q s in  ~ - -  I)  co s  ~p q,5 - -  

0 0 0 1 

a 

2~" a 2f r  

ctg ecos~e] 3 fgo f  dr ~ ? o f l  [3 (q sin e -  ~) + t3 01 d t + ,a ~Pl c~ (P sin ~O r + t q,5 

0 h 0 0 

27$ I] r + ~ tdt-= ,o(~Po - -  ~/,~)dO+ 

0 

2~r a 

0 h 

a 

c o s ~ O s i n O r +  t ~ - -  tdt+ 

0 0 
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D'ofi le th6or~me: 

Vowh+ Thdorbme. Si les conditions (489 et 477*) de rexistence de lira E i)z 

0 Wh_] 
- -  Oz J sont satis/aites, la condition ndcessaire et su//isante pour l'existence de 

lira ~SWh est que la quantitd 
hffiO 

a 

2~r 

(49~) Z=--limhfOofP(r'O)(~--~)'dth-o 
0 0 

existe, 
ce qui est la m~me condition (450) que pour une sur/ace 
(435*) est remplie, nous trouverons 

plane. Si la condition 

(492 ) 

2 / r  a 

lira ----- l + lira 3 ~ (r, O) ~0~ (r, O) cos ~ ~ sin g, d r .  
h~O u T c  h--o r 

o o 

o~p o~p o~p 
Remarque III .  Si Or et ~ existent, done w~ = ~ :  dans le cas d 'une double 

couehe, 

I OWh 2~, a 

(492*)  ~ " " 

[ fo ,UdO=Qo+rr e = ~  

a 

O c~ ~pdrr +fo, (r) d rr - -  Q_Oa 

0 

, en supposant 

R6sum6.  

w 50. La mdthode et quelques r~sultats g~ngraux. La m6thode employ6e dans 
ce m~moire peut fitre delcrite en deux mots de la manibre suivante. Pour l '6tude 
de l'existence de la quantit6 
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(493) 

I ~ lim Ih 
h~O 

a 

o 

nous posons 

(494) 
et nous ddveloppons 

(495) 

r =ht, 

I /(hi, h) = t l  , + ~P, 

off les quantitds [1 et P restent toujours plus petites qu'une constante finie pour 

t>z, et oh les fonctions / et /1 sont telles que ]es intdgrales 

w t o  

f / (  ~ a 
ht, h)dt et ~ , o < z < i < w < ~ ,  

0 z 

restent finies pour routes les valeurs de h > o ,  les constantes z et w dtant indd- 

pendantes de h. 

(496 ) 

Puis nous dcrivons 

1 w h a 

0 1 w h 

Pour des valeurs suffisamment petites de h on peut  (493) prendre la constanto w 

assez grande pour que le troisi6me terme du second membre de (496) devienno 

quelque petit  qu'on voudra, 

(497) 

" I -~ l imlh=K+Q 
h=O 

K = lim Kh 
h--O 

Kh I r 
h 

1 oo 

o I 

/o (t) ~ l i m  [ ( h t ,  h)  
h--O 

/~ (t) ~ lim [~. 
h - O  

Ae ta  mathemat lca.  31, Imprim~i le 12 ddcembre 1907. 41 
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La quantit6 Q (497) est toujours finie, par suite /a condition n&essalre et su/]i- 
saute pour l'existence de lira Ih est que la quantit~ K existe. 

h-O 

Le plus souvent, la quantit~ ]1 est une fonction de r seulement, 

G 

(498) .'. Kh , ( r ) - - .  
r 

h 

Darts quelques cas, la fonetion ]0(t) devient infinie pour t ~  x sans que l'on 
saehe k priori, si la quantit~ 

0 

est finie ou non. Dans ces cas nous averts cherch~ une fonction Hh d'une forme 

aussi simple que possible et telle que 

fit-- Hh)et 
0 

est n~cessairement finie. La condition n~cessaire et suffisante pour l'existence 

de la quantit~ I est que la quantit6 

(499) lim (Kh § Hh) existe. 
h ~ 0  

02V 
Pour la dSriv~e ~810s 2 du potentiel d 'un espace ~ trois dimensions et la 

OV 
d~riv~e ~-~ d'une simple couehe, Kh est ce que deviendra la d~rivSe au point 

consid~r~ P0, lorsqu'on dficrit autour de ce point fixe une sphere de rayon h et 

~Ioigne toute masse qui se trouve ~ l'int~rieur de cette sphere. 

Si la droite P+ P0 P -  coupe une surface de discontinuitY, et si les distances 

P0 P+ et P0 P -  sent 6gales ( ~  h), nous avons trouvfi que la quantit~ Kh reste la 

m~me pour les deux points P+ et P_ ,  de mani~re que la difference des valeurs 

de la d~riv~e aux deux points a toujours une valeur finie pour !im h ~ o. 

Quant aux d~riv~es secondes d'une simple couche et aux d~riv~es premieres 

d'une double couche, nous avons trouv~ qu'i] faut  satisfaire s deux conditions 

pour leur existence (cfr. ~qu. 326 et 33i), dent  l 'une d~pend seulement des 

valeurs limites pour h ~ o des quantit~s consid~r~es. L 'autre  condition consiste 

en l'existence d'une certaine quantit6 W~, (317) et cette quantit~ prend la m~me 

valeur aux deux points P+ et P_ .  Dans ce cas nous avons fair la supposition 
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quo la fonotion a et  l 'angle ~ que fair lo rayon  vec teur  PoQ aveo le plan des x y  

puissent  s'6crire 

(500) 

a = ao (0) + r a (r, 0) ,  lira a finie, 
r=O 

~V = ~P0 (0) + r tp(r, 0), lim ~p finie. 
r~0 

La  supposi t ion (498) a 6t6 discut6e plus par t icul i~rement  dans  l o c a s  du th6or6me 

de M. LIKl~OUl~Oy~ " (w 49). 

Tab le  des int6grales. 

I 2 
p - ~ V a ~ - - 2 8 u  + I ,  A --  (i  __ u~)i# + ~ p ,  

f d s  -~  = l o g  ( p + s - - u ) .  

f d8 8--,it, 

sds = *u I 
ps (I -- u~)p 

/ 8*ds = log (p +  d - -  u ) +  (2 u~--x)8 - u 

ps = P+ 3 u l~ (p+ s - u )  + 
(4 u S - -  3)us + i - - 2  u ~ 

(x -- u~)p 

I 
B - -  + - (I - - u ~ ) p  5 

4 
S (I - -  u~)" ps 

ds  
p5 

] 
3 ( I - -  u ~) [p s (I--Tu*)pJ 

f sd8 8 u - -  I 2 U ( 8 - - U )  
p5 3 (  1 __U~)pa + 3 ( i _ _ U ~ ) ~ p  

fs 2 d s  (2 l~t __ I)8--U 
~--- 3 ( i__Ui~)pa  + 

( I "~- U2)(8 -- U) 

3 ( I  - -  U~)lp 

f ss ds ~ (4 uS- -  3 u) * + z - -  2 u s 
p5 3(z__u~)p8 

+ ( 3 u - - u 3 ) s + 3 u t - - 2 u ' - - 3  

8 
- -  - -  + 3 (i  -- u~)Sp" 
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s ds , 
7 -  = l o g ( p 4  s - -u)  + 

( 8 u  4 -  8 u ~ + I ) S + ( 3  --4u~)u + 
3 ( I - - U z ) p  a 

+ 2 (TU~-- 4u~--2)s +2(S Ut - -2u ' - -  4)u 
3 ( I - - U ' ) ' p  

#ds 
- ~  = p+5u log (p+s- -u )  + 

(i6uS--2oua + 5u)s+8u~- -8u4- - I  
3(I--u~)p 3 

+ 

+ (50US--28US--20U)8+28U ~ -  8 U s - - Z 8 U t +  6 
3 ( I  - -  Ut) z p 

ds. s - - u  B 
p7 5 

f sds = I~_ + u(s- -u)  B 
p7 5 P~ 5 

{'sSds 2u + s ~ u  A + (2u~--I)(S--U)B 
. , )  P~ 5 P 5 3 5 

f sSds I 4 u t - - I  ~-u(s--u)A + 
3 Pa 5 p5 

(4 uS--3 u ) ( s - -  u) B 

f s~ds 4 u 8uS--4 u s - - u  
3p s 5p 5 + (i__u~)p + 

( 8 u g - - 2 ) ( s - - u )  A-t (8u'--8uS+ I)(S-U) B 
3 5 

/S ~ff~_S I I 2 U i - - 2  I 6 U ~ - - I 2  u~-r I 5u(s - -u )  
P P 3 p  3 5 p  5 + ( i _ _ u ~ ) p  

+ 

+ I~  
3 

(I6Ua--2ou s + 5 u)(s--u) B 

86 ds 
p7 = l~ s - -u)  

+ 

6 u  3 2 u S - - i 2 u  32uS--32u3+6u 
P 3 pa 5 p5 

(IS u' - -  3)(s --u) 
+ ( i__u~)p  + 

(48 u '  - -  36 u s + 3 ) ( s - -  u) A + (32 u 6 -  48 u ' +  18 u t - -  I ) ( S - -  u)  B.  

3 5 

E' + / t  2 = ~, x ~ = )~ + t t t  + v s, u = ~. cos  0 +/~ s in  O, . ' .  v = V z  - i - -~  ~.  

2 ~  Ld 2 
0 
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27~ 

dO 
( . - -u) '  

0 

0 2 ~  2 ~ x  

Oz v v ~ 

(x--u) ~ 

I # 2 ~ x  ~ 3 ~ •  ~ 

2 ~  

c o s  OdO O 2 
~ = ~  

0 

2 ~ Z  
~3 

2r~ 

{ ' s in3dO 0 2 

0 

2~el~ 
~ 8  

27~ 

f c o s  OdO I 0 2 m~g 3 z~gx 
2 Ox ~s ~5 

2~t 

/ s i n O d 3  I o 3 2~rt t  3~cMz 

2 f f  oo  

J j ,,~ = W 
0 x 

27~ oo 

J .T-u  d ~ = -  V- -v--t)  " 
0 x 

2 ~  

0 

2 ~  

c o s  0 s in  0 - -4 ~ 2 ~Z/~x 

27t 

( ' s in ~ O d ,9  2 ~ ( Z t - - # t t ) / x  . ~ . 2 ~ s x  
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2 ~  

f c o s  t OdO ~ 3 ~i~ 
(2-_-@ -- ~ + ,,--v- 

0 

2ff 

f cos  0 s in  Od,9 3 ~ . u  

0 

2 ~  
/ ' s i n  z OdO ~v 3 ~l uz 

j ~ - _ ~ ) ~  - ~ + ~-~ 

0 

2 ~  

f cos"  O d , 9 _  2 ~ ( Z ' - - t t z ) z l x  i /  " 2 ~ '  

0 

9~t 

f eos O sin OdO 4 rcgg• lZ_ _ i ) 2 ~]~ft 

0 

f s i n '  ~gd~ 2 7 g ( , a ' - - ~ , , ' ) X ( x  I )  + 2 7g~,' 

fl 

2;,r 
cos s OdO _ 
( x - - u )  ~ ~r- (3 , , ,  - z  ) ~ ; -  + 

2~JL(JL~--3 t  d )  + 2~JL---~ ~ 

0 

2 ~  

f cos  ~ ,9 s in  Od,9 4 ~ t  

0 

2 n  
fcos_ ~9 sin s ,gdO 4 z 2  (2 ~ - -  3 g't) 

( x - - u ) '  = ~s z ( ~ - - z ) +  

4 er~x(3gB--u~)(~  - -  i )  + 
w 

0 

2~r 

f s in  s ,gdO = 
(x--up 

0 

2~r 

0 

2z~ 

2 z g ( 3 t t ~ - - ~ .  2 ) 2 zd,tt t 

2 z/.t ( ~ t - -  3 ~.") + 2 rqt~ 

z;~( 3 ~ -- ;t ~) x + 3 zls__~ x 

f cosS "9 s in  0 d,9 = 
(x--up 

2 ~r,~t (3/~g-- x) ~r~t ( , .~ - -  3 ~,~)z 3 ~r~.~ ix 
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2 ~  

f cos 0 sin' OdO = 2  ~r~(3 g~ _'--g')[_z - - I )  + ~ ( ~ ' - - 3  !d)x 3 zn~u'x 

0 

2zr 

o 

J 'cosa_OdO 2 ~Z(Z~-- 3 g~)(vx-- x ~) 2~)Px ~g(Z ~ + 3g ~) 

0 

2~ 

f cos ~ 0 sin OdO 2 ~t~(3 ~ - - t ,  ~) 2 ~r~,u z ~g()co"--tt ~) 

0 

2zc 

f eos O sin ~ OdO 2 ~)~(3 g~- -Z  ~) (vz__ z~ ) 2 zc)4Fz ~),(g~--~2) 
~_ ~ ~ + ~--Tj- + ~ 

0 

f sin ~ OdO 2~t t ( t~ - -3g~) (vz - - z  ~) 2 ~vtPx ~t~(g ~ + 3 g~) 

0 

27~ 

f cos4OdO fS~,~tl~ ] 4zZ2(3,u2--~2)x 2 z~Z~x 

0 

2 ~  

2 ~;t~gz ~cos~OsinOdO 24 zcZg + 2 ~Zg (3,u~ 5 it~)x 4 ~ v s  

0 

2 ~  

/ 'cos ~ O sin ~ OdO 8 ~ 6(vz z ~) 2~Z~g~z 

0 

2 ~  

f COS O s i n  ~ OdO 2 4 ~Jt,u,  ^ ~ v "  ~, 2 ~ g g ,  ^ ~ 2 ~ ) 4 P •  

0 

2~ 

0 

27r 

~]( v x - -  r 4zc, u~ 2 ~ t d z  3 r 4 ~r, u~ 8 ~rL ~ ,u ~ 

3 ~ 4 ~)? 8 ~;~2g ~ + ~ +  ~ 

k 2 ~c~,g(3 ~L ~ -  ~,~) 

2 ~)4~ - - ~ - -  + ~ t3 ~ - m )  

j (~-_-~-  = 6 ~ [ ~  ~" J O' L ~' ~W ~ 0 ,~ 
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/cosS,gsin`gd`9 2 4 ~ , u  S ( x ) I2~ ' , t t ( f  t t - ~ ' z )  3~t'~,,~/(,ttt--)* ~) 3~r).sp 
(x--up = - - - ( Z ' - - .  )x ~--~ + ~*v + ~ v  s + ~v ~ 

r 

2zt 

ff o s , ` g s i n ,  oa ,9  6 a ' /8  ~ ' ,u '  i )  X (~__  i )  + ~_V~ (1 8'.',tt'*/ r 1 - -  

0 
2~ 

/ ( x )  3 zcgp(,~z--,t z ) 3zr us cos ,9 s in  s Od`9 _ 2 4 ~ ) a t  12 7~,tt();z--,  ~/~) + '~ %vs + _ ;-'~-g-- 
(x- -up  ~, '  (,,,-'--Zqx - - i  + ~s~, 

0 
2~ 

(x--up 
0 

2zr 
/ e~ 2 ~r18 ;t*u~ ~ s s 4 ~r)'~(3, " ~ - ) ~ ) v  

0 

2~ 
cos s ,9 sin ,9d,9 

0 

2g 
fcosSOsin',gd,9 ~r~( I 

0 

2g 
cos 0 sin s OdO 

0 
2~ 

sin ~ ,gdO 
X--II~ 

0 
2~ r 2~ 

o z 0 

2~ 

f 2~X(,,__~) cos ,9 log (x - -  u)d`9 = -~-  

0 
2~r 

/ s i n  O log (x-- u)dO ~ 2 ~  ( . - -  z) 

0 

~r ()4 + 6)3 . ~ - -  3"*)x + 2 Jr2 t 

8 7~tl ~,' (,u~-- ~ ) ( x S - -  v'~) - 2"~z'u(3 p s -  5 2 s ) v ~ s  + 2 ~r)'sP~ 2 71;i~ll 

2 2 ~ 2 ~ t  t 

8~,~u ..z 2 n').!d3 2 z - -  5 ,us)v 2 ;r)4l s 2 ~r)~p(3 ; s t - -  !t2)z 
~s 

2 ~ t 8 2 ~ P  z \ s s 4 ~ u ~ ( 3 Z ~ - - p 2 ) v  ~r 4 2z~!tt 

oo 

)  f(i ,) I dxdO + 2 ~r log z = 2 dz + 2 er log z = 2 z log (x + v) 

x 
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2~T 

/co8'Olog(x--u)dO=~log(x+v)+~ ( +!) 
0 

2 ~  

/eosOsinOlog(x_u)dO ~#t~* 2~gt~ ( v - - x )  +-U-" 
,5 

n~O log (x - -  u) dO = ~ log (z + v) + ~ (.u t -  ;~ ) (xv - -  z ~ + 
O 

2 ~  

osSOlog(x.u)dO=3~(#, --3~I ) ( v s - - x s ) +  ~2. 

0 

2 ~  

2;g 

feos3 sinL9 log ( x - -  u)dO = 2 ~;L(3~*~--M) a- 2 ~ J ,  + ~i~#~ - -  g2)x 3~ s (V3--Z s) t ' ~9. ~1 

0 

/.~n30 log (~ u) e n:~ p (,,,' + 3z'),. 

329 
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