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LES DERIVEES PREMIERES ET SECONDES DU POTENTIEL

PAR

HENRIK PETRINI

4 VEXTIO.

Introduetion.

I’équation de Poisson
AV =—4mo,

ou V désigne le potentiel Newtonien dans le point P(x, y, z) d’une masse & trois
dimensions dont la densité en ce méme point est égale & ¢, a été déduite par
PoissoN en 1813 sous la condition que la densité est constante dans le voisi-
nage du point P. Puis Gavuss, en 1840, a déduit la méme formule sous la con-
dition plus générale, que ¢ admette les dérivées du premier ordre. Aprés Gauss
plusieurs géométres et physiciens, parmi lesquelles nous citons DiricHLET, RIE-
MANN, Crausius, KircHHOFF, KRONECKER, ont essayé de déduire la formule de
Porsson dans des cas plus généraux.! Mais ce n’est qu’en 1882 que M. HOLDER®
a réussi & la déduire sans avoir recours a la condition de GAvUss, en supposant
seulement la condition

le—el <4r”,
9, étant la densité au point considéré P, ¢ la densité dans un point Quelconque
Q, situé dans Dintérieur d’un petit espace autour du premier point, r la di-

stance PQ, A et u des constantes positives. Plus tard, en 1887 M. MoRERA®, a
déduit la méme formule sous la condition plus générale encore, que Vintégrale

! Voir M. BacuaracH: «Abriss der Geschichte der Potentialtheorie.» Diss. Wiirzburg 1833.

? 0. Horper: «Beitrage zur Potentialtheorie.» Diss. Stuttgart 1882.

* G- Morera: «Sulle derivate seconde della funzione potenziale di spazioi» Rendiconti del
R. Instituto Lombardo Serie 1I, Vol. XX, fasc. VIII. Milano 1887.
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est finie et déterminée le long de chaque rayon vecteur partant du point P, et
que g, est une constante absolue. Enbfin jai réussi! en 1899 a déduire la
formule de PoissoN sous la seule condition que la densité o est continue, mais
en définissant le symbole 4V de la maniére suivante:

L[ﬂV(x+ h,y,2) dV(z,y, z)]’

dx dx

Jy=0 h,
yus!
h;_o Y,z

en supposant que les rapports des incréments %,, k., h; ne tendent ni vers zéro
ni vers Uinfini. Dans ce cas il peut arriver que .7V existe quoique les dérivées
xRV BV v

Y . ’ ’
: -— -~ nexistent separement.
dx? 0yt Uz pas sep t

Cependant tous ces développements ont été faits en supposant que la
densité ¢ est continue. Ils ne suffisent donc pas pour mettre en évidence, com-
ment se comportent les dérivées secondes dans un point de la surface du corps.
Pour cela il faut faire Panalyse des dérivées du potentiel dans le cas plus général
encore, oll la densité ¢ peut &tre discontinue.

Une question analogue et d’'un intérét aussi important est celle qui se rap-
porte & la détermination de la dérivée premiére du potentiel d’une simple conche
pour un point situé dans la surface ou infiniment prés d’elle. Cette question a
été traitée par MM. HOLDER® et MORERA® sous les mémes conditions que la
précédente. Plus récemment M. PoOINCARE* a traité cette question d’une ma-
niére tres générale.

Enfin la théorie du potentiel d’une double couche dépend de I'évaluation
des dérivées secondes du potentiel d’une simple couche. Ce dernier probléme a
aussi été traité par M. PoiNcarE dans des cas trés étendus. M. LisPOUNOFF a
démontré un théoréme fondamental sur le potentiel d’une double couche.> L’appli-
cation de ce théoréme exige qu'on sache si la limite de la dérivée normale ex-

L «Démonstration générale de l'équation de Poissox 4V = — 47p en ne supposant que p
soit continue.» K. Vet. Akad. Ofvers. Stockholm 1899.

? 0. HoLber: «Beitriige zur Potentialtheorie.»- Diss. Stuttgart 1882.

3 G. Morera: <Intorno alle derivate normali della funzione potenziale di superficie.»
Rend. Lomb. S. II V. XX fagc. XIV. DJlilano 1837.

4 H. Poixcarg: «Théorie du potentiel Newtonien.» Paris 1899

® A. Liarouxorr: «Sur certaines questions gui ce rattachent au probléme de DiricHLET.»
Journal de Mathématiques IV série V, 1898 pp. 241—311.
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térieure du potentiel d’'une double couche existe,! mais les conditions nécessaires
et suffisantes pour que cela ait lieu n’ayant pas été données, il dit (p. 293):

»I1 va sans dire qu’il est impossible de donner les conditions nécessaires et
suffisantes pour DPexistence, la régularité et I'égalité des deux dérivées normales
de W. Mais on peut en indiquer des conditions suffisantes plus ou moins géné-
rales, ete.»

Dans le présent mémoire j’ai essayé de donner les conditions nécessaires et
suffisantes pour l’existence des dérivées premiéres et secondes du potentiel en ne
faisant en général sur la densité d’autre hypothése dispensable que celle qu’elle
est finie. Le cas ol la densité est infinie en un certain point peut étre traité
de la méme manidre, quoique ce cas soit ici exclu. Quelques-uns des princi-
paux résultats de mes recherches ont été publiés dans des mémoires divers.*

CHAPITRE 1.
Les dérivées secondes du potentiel d’une masse & trois dimensions.

§ 1. Evaluation de la dérivée Pour I’étude du potentiel et de ses

da?
dérivées dans le voisinage du point P(z, y, z) il suffit d’en étudier la partie qui
se rapporte & une petite sphére, dont le centre est en ce point P. Soit a le
rayon de cette sphére ¢ une fonction qui dans le domaine de cette sphére reste

plus petite qu'une constante finie, et posons
(1) V= |o=>

ox dr est Pélément de volume dans le.point Q(&, v, ) et r, la distance PQ;
Pintégration s’étend sur tous les éléments de la sphére. Soit V; le potentiel de

! Voir aussi Er¥st RicHarp NeoMaxn: «Sttdien dber die Methoden von C. NEvmany und G.
Ropiy zur Losung der beiden Randwertaufgaben der Potentialtheorie.» Preisschriften der
Firstlich Jablonowskischen Gesellschaft. Leipzig 1905 pp. 38—46.

? «Bur Pexistence des dérivées secondes du potentiel> Comptes Rendus. Paris 1900.

<Allgemeine Existensbedingungen fiir die zweiten Differentialquotienten des Potentials.»
K. Vet. Akad. Ofvers. Stockholm 1900. :

«Etudes sur les dérivées premidres du potentiel d’'une couche simple.» Ibid.

«Les limites des dérivées secondes du potentiel d'une couche simple.» Ibid. 1901.

«Continuité et discontinuité des dérivées du potentiel.» Ibid.

Acta mathematica. 31. Imprimé le 20 aofit 1907 17
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la sphére au point P'(x + k, y, z), la quantité kb étant assez petite pour que ce
point se trouve dans l'intérieur de Ila sphére; soit de plus R la distance P'Q

et posons
E=a 4 rcosI
7=y + rsinJcos Y
(2) {=2 4 rsin 9sin ¢
cosd=u.

Nous aurons

R =Vri—orhu + At

—fdl,bfdu]grdr
Va =fdlp.[dufgr”%‘
o -1 0
2z 1 a
%: dlpfudufqdr
0o -1 0
2:1' 1 a
v, ru—bh
7x—"=jdlpfdufg s ridr,
0 —1 0

r=ht
{q=Vt”——2tu+ I,

(3),

d’ol, en posant
(4)
on déduit

1[0V, 0V :
I_z((?:c o’x dtl/jdj

—u) dt +

2x h

S foufopr

—~1

en nommant les deux derniéres intégrales I et I', resp. La quantité t 5

t’-—u) dit=Iy+1Y,

L1,

ne changeant pas de signe entre les limites d’intégration de I, on peut écrire

ﬁt“

oo o o[

du—f&t//fudufgdt
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o' étant ume valeur moyenne de ¢. Le premier terme du second membre est
=-—4mg, donc lim I, est finie. Soit w une constante quelconque choisie de
=0

maniére que
a
'ﬁ > w > I,

donc on aura

2r 0 1
h~——~fd¢ft2dtfg—————du +fdw[t2dt[gt”:1du-—
11 !l‘ q
t
27 1 w 27 1 % ‘
-«fdl,l/fudufgdt+fd¢fdufg(tu;;1tg——u)dt,
1 —1 1 0 -1 1w

et on trouve comme pour I; que chacune des trois premiéres intégrales du
second membre a une limite finie, quand % tend vers zéro. La derniére inté-
grale peut étre mise sous la forme

2n 1 %
2 ___
Janfouf i o
‘0 —1 0

ol lim P( , u) est finie. Par suite elle a une limite finie pour limki=o0 en
t=0o

méme temps que la quantité Kj, définie par I'équation

4 a

27 1 h
Kh=fd¢f(3u2_—1)du gd?t
0o -1 1
. 2z 1 a
(s) R dtpf(su’—x)d.ufed?’
0 -1 3
(“)ds%
de'z‘,

(#)

ou lintégration s’étend sur P'espace qui se trouve entre les deux sphéres con-
centriques de rayons % et a. Les développements donnés conduisent done au
résultat suivant;
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Théoréme: Les fonctions V, Vi, et Ky élant définies par les équations (1), (3)
et (5), donc

. d ] .
lim {i (—0%' — —a—g) — Kh} est finde.

Corollaire. 8¢ la quantité

(6) K= }lim K,

est finie, la dérivée
%

@) =i

A4
Tz

) est finie.

En résumant les formules nous pouvons écrire

:_[.(QV}, v
h

Tr dx) Bn+ Ln

a

K= dwf(_gu*—l)dufg@—
tu— 3uf-1
—u dt+fdlpfduf —u— == dt

(8)

du

Ly =

lim L;, finie.
k=0

v § 2. Cas des valeurs déterminées. La densité o est fonction des coordonnées
(z, ¥, z) du point considéré P et des coordonnées relatives (r, ¢, ¥) du point @,
de maniére qu'on peut écrire

(9) e=e(r, 3, ¥)=0c(ht, I, ¥).

Restriction imposée & la fonction p. Jusqwici nous n’avons fait que supposer
que g soit une fonction intégrable des coordonnées (§, 1, {). Dans la suite nous
imposerons & la fonction ¢ la condition que dans le voisinage du point P elle est
continue le long de chaque rayon vecteur autour de ce point, c. &. d. que si 'on pose

(10) 0o (u, w)=£i_1_139(ht, 3, ¥),

g, doit étre une fonction de » et de ¥ bien déterminée; de plus nous supposerons
que la fonction g, est intégrable pour toutes les directions (u, ¥).
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Remarque. Si la densité ¢ est continue, g, est une constante absolue, indé-
pendante de u et de .

Dans ces conditions nous pourrons prendre 4 assez petite pour que g—g,
soit si petite qu’'on le voudra. Soit L} ce que devient L; quand on y remplace
@ par g,. On trouvera en remplagant ¢ par ¢g— g, dans 'équation (1) et en ré-
pétant les démonstrations du § 1 que la quantité L,— L} devient infiniment
petite en méme temps que p—g,. Par suite la fonction Lj est continue par
rapport & la variable A dans le point A=0. On pourra donc écrire

lim Ly = lim L3,

h=0 h=0
o [L Vs 0V o
(11) ..}Lug[ﬁ(ﬁ—%)~1{h]=th:L,

ou L est une quantité bien déterminée. Nous pouvons donc énoncer le théoréme
suivant:

Théoréme: &8s 0, (u, Y)=limg est une fonction bien déterminée et intégrable,
r=0
2
la condition mécessaire et suffisante pour que la dérivée %—xl: ait une valeur finie et
déterminée est que la gquantité K, définie par Uégalité (6), a une valeur finie et
déterminée.
En effectuant le calcul de L on peut intégrer par rapport & ¢. A l'aide du
tableau I des intégrales & la fin du mémoire on trouvera

iy
o =K+ L
L =[@o‘7’(u)dw
1)

(12) 1—u_ 0O(u)

¢(u) =1—3% —5u*—(3u’—1)log Tl

2
I—Uu

O(u) =u—u? —4u®+ (u—ud)log

u = cos (r, x),
dw étant P'élément de surface de la sphére décrite autour du point P comme
centre, et douft le rayon est égal & Vunité; Vintégration s’étend sur toute cette
surface (). Les quantités K et g, sont définies au moyen des égalités (6), (5)
et (10).

Corollaire. Si K existe, on aura

(13) f90(3u2~1)dcu=o.
@
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Remarque sur la quantité L. Si la densité g est continue, on aura

(14) =_'§ﬂ9(xi Yy, Z),

par suite dans ce cas la quantité L est aussi continue. D’autre part, si la fonec-
tion ¢ est discontinue, il peut aussi arriver que la quantité L est discontinue.
En effet, considérons la surface qui sépare deux corps de densités continues, et
supposons que ces densités sont différentes & la surface commune. La fonction
L est continue dans I'intérieur de chacun des deux corps, mais se rapproche de
deux valeurs différentes, lorsque le point P s’approche d’'un méme point de la
surface, selon qu’il se meut dans un corps ou dans l'autre.

§ 3. Cas particuliers, ot existe la dérivée D’aprés les résultats du

2
paragraphe précédent, il faut et il suffit de considérer la quantité K. Cette
quantité a une valeur finie et déterminée dans les cas suivants:

1

(15) @) fg(3u“‘—1)du=o.

-1

Ce cas aura lieu par. ex. si la densité ¢ est constante, si elle est fonction de
r et de ¥, mais est indépendante de u, si elle est une fonction impaire par rapport
a la variable u, etc.

2n

(16) B) fgdl/)=o.

0

Ce cas aura lieu p. e. si & chaque valeur ¥, de ¥ correspond une valeur ¥,
de la méme variable de maniére que

olr, u, Y,)=—olr, u, ¥,).

Exemples: o(r, u, ¥)=—p(r, u, —¥), ou = —p(r, u, # —Y)ou

=—o(r, u, @ + ) etc.

Remarque. Dans ce cas ) K est —o pour chaque point de I'axe des z;

par suite existe tout le long de cet axe.

2
Tz
(17) ») e=e¢(ru, ¥).
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En effet, posons

ra=ax,

27 a 1 27 /3 %’
! '
"Kh=fd¢f9(x«,’ w)(‘zgrf(?)ug'_l)du +fd¢f %f@u?—l)du-i—
0 h 4 0 a z

—h

27 0 % ' 27 %{
da' da
+fdlpfg—g,—f(3u2«—1)du +fd¢fg—§,f(3u2———r)du.
0 - z 0 —a -1
)
En effectuant la troisiéme intégration de chacune des quatre intégrales du

second membre, on trouvera que lim K, est finie et déterminée.
=0

d) La dérivée (%) est finie et intégrable.

En effet, on a

(@) 02% {a) 0; (al)jg 3%
(18) Kh=fg()—§—§dr= gﬁudco—— ;Eag.dr,
(R) () (h)

ou les intégrales de volume s'étendent sur l'espace qui se trouve entre les deux
sphéres de rayons A et a, et l'intégrale de surface s’étend sur les surfaces de ces
mémes sphéres. Cette derniére. intégrale est finie, car on a

£ 6% 8 do

Q,Tgud“’ = g?ﬁﬁ = — 47 [om(a) —om(h)],

() ()
ol gm(a) et om(h) sont des valeurs moyennes de ¢ sur les deux sphéres resp.

2
Donc la dérivée il existe..

0z?

Exemple. Si ¢ est fonction de 5 et de {, mais non pas de &, c. a. d. si

e=o0(n, ),

I A 7 62 V .
la derlvee-g—x? existe.

(19) @) %}imf(g-ego)% est finie et déterminée, et fqo(3u2— 1)do=o0.
=0
1 ®
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En effet, on aura

(a) 02{
o _r
07
2
(h)
(a) (@)

0 0 d dr
'-Kh'=f9 {fg%d'[zf(g—(’o)ﬁ%dr=f(3u2—I)dwf(e—%)"r_’
(h) ; h

{ »

A

dr=o,

.. lim K est finie et déterminée.
h=0

Remarque. Le cas particulier ou g, est une constante absolue, coincide avec
celui de M. MorEra. Pour ¢ —g,=r*¢, « >0, limp finie, g, une constante ab-
r=0
solue, on retrouve le cas de M. HOLDER.

Exemple. Soit

u®

= 7 <1,
Og;

(20) 1

log; o
" Kp=1$mwlog—, .'.lhim K infinie.
! =0
a

72 . . ” , .
Dans ce cas iﬁx—z n'existe pas, quoique la densité ¢ soit continue dans tout

Uespace.

{) Plus généralement on trouvera sans peine qu’on peut énoncer le théo-
réme suivant:

Théoréme. Sout

Q(’I’, u, w):eo(u: lJU) + .“1(7')91 (u’ l/J) + .“z(")?z (u) lp) + et + .“ﬂ(r) [Qﬂ(u: lp) + (_)(1', u, lp)]’

N . LN
on limg=o et lim—* =o
r=0 r=0 f{y

Supposons de plus que Uintégrale

a

f %

devienne infinie pour imh=o si v <n, mais quelle ait une limite finte, lorsque
v est =n. Pour que lim K, soit finie, il faut et il suffit que
he0

(21) f()v(3u2——1)dw=o pour »<n.

Q
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2
§ 4. Continuité de la dérivée a—z Cas particuliers. Nous supposerons dans
da? pa P

ce paragraphe que la densité ¢ est continue, donc la quantité L est continue, et il

reste 4 examiner la continuité de K. Nous considérerons quelques cas parti-
culiers.

» a) La densité ¢ est constante. Dans ce eas, nous avons trouvé L =— 4,
K=o,

o 4
(22) CogE = dmex, y, 7).

2 .
e dans le point voisin (2, ¢/, 2') différe de la quantité

—4mo(a, ¥, #') d’'une quantité qui ne dépend que des magsses voisines de la sur-

La valeur de H

2
face de la sphére (a). Donc la dérivée %Eg est continue dans toute direction.

est évidemment continue le long

2n
T A 4
8) ed¥=o0. Dans ce cas, la dérivée e
0

de Paxe des z, parce que K y est toujours =o.
., 02 .
y) o est fonction de ru et de . Dans ce cas, la dérivée 5;—12, existe pour

tout point de l'axe des x (§ 37) et est continue le long de cet axe, si la den-
sité ¢ y est continue.

d) La dérivée z-g est finie et intégrable. Dans ce cas, la quantité K existe

et est continue dans tout l’espace, ce qu’on trouve d’aprés (18), en observant
que la dérivée premidre du potentiel est toujours continue.

a

g) Si %Lim [ (g—go)—d; est finie, la quantité K n’est pas nécessairement finie
=0

en tous les points du voisinage de Porigine. En effet, la fonction ¢ peut &tre
définie, de sorte que, dans une infinité de points de Vaxe des z, situés dans le
voisinage du centre, la quantité

27

1
fdl//fgo(gus—l)du est =o.
-1

4]

Exemple. Supposons que U soit une fonction harmonique de z et de r V1 — u?
dans le demi-plan ¥ =const. et que cette fonction prenne sur 'axe des z des
valeurs discontinues aux points

Acta mathematica. 31. Tmprimé le 80 aoft 1907. 18
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v=k, by, ks ..., [k, |<IE |, limk,=0.
y=a

On sait que dans le voisinage d’un tel point (k,) la fonction U prend des
valeurs de la forme ¢, + Jd¢,, ot I est I'angle que fait avec l'axe des z le rayon
vecteur qui part de ce point, et ol ¢, et ¢, tendent vers des constantes a, et b,,
lorsque le point Q (&, n, {) tend vers ce point. Posons

(23) _ o= U%ulr),

ou la fonction u(r) est déterminée de maniére que

a

. dr -
| ~— est finie.
m u(r) - est finie

Donc nous aurons en ce point

er = (a, + 5,9 u(k,)
27 1
[av [astau—n)au=spubiuih,),
0 -1
par suite la quantité K ne peut pas étre finie (13). 1l
peut donc arriver — au moins si la densité ¢ est discon-

. v, 02V . e
tinue — que la dérivée v devient infinie dans une

infinité de points voisins du centre, quoique au centre
Iui-méme

a

. ar . oe .
}:_ng[(g——go)? soit finie.

{) e=olr, ¥) & lorigine. Nous chercherons la

valeur de K au point P(k, o, 0).
Soient ¢ >k >k et R la distance PQ (fig. 1),
S R=Vrr—2rku + k?
(@) g2 2n .
R —k)? du
(24) et Kh=fgo—§2-dr= dl,bfg(r,w)r?drj [S(Jiﬁi—l—l]ﬁ’
k) 0
les limites de l'intégration étant
r: 1)oak—h 2) k—hak+h 3Vk+haa
R: 1)k—rak+r 2)hak+r 3) r—kar
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En considérant B comme variable indépendante au lieu de u et en inté-
grant, on aura

27
1 6rt—2k% (r?—k?)?
Ky = dwfe(r,¢)7’d7‘fm[33+ B ! R® )]
0
2w k—h 2w k+h 2r kR
__ 2 2 __ h2\2
dw ortdr+ 2 fdw or?d fdl/)f 3h+6r kzh (r ksh)]rdr.
Zha

Posons r=~Fks dans la premidre intégrale du dernier membre, r=Fk + ks
dans les deux autres, et A=1Fka, .. 0<a<1,

27 —o 27 1
‘.Kh=4fdlpfg(ks,w)szds + zafdll!fg(lc+ kas, ) (1 + as)?ds—
0 0 -1

0
2n

— dwfg(k+kas,w){x—-82+as(3-—82)+%2(3+68’—— 4)}(I+as)ds,

0

2w 1 27
(25) .‘.K——-limK;.=4fd1,bfg(lcs,1,0)8%18—41J ok, v)dy
@=0 0 (1] 0
De plus nous trouverons, si la fonction ¢ est continue,
(26) limK =o,
) k=0

donc nous pourrons énoncer le théoréme suivant:

Théoreme. Si par rapport & Uorigine ¢ est fonction de r et de V¥ seulement,

L .. . ., . , ; .
la dérivée 5;; est finie et déterminée en chaque point de Uaxe des x; elle est aussi
continue le long de cet axe, si la fonction ¢ y est continue.

: . . L BV
Corollaire. Si ¢ est fonction de r seulement, la dérivée a4 existe dans tout

Oz
Vespace, elle est aussi continue dans tous les points oi la fonction ¢ est continue.

En effet, on trouvera (25) que la quantité K est continue et que }‘ma K=o.
=0

2
§ b. La dérivée seconde %;I; normale, tangentielle et oblique & la surface plane
d'un corps. Nous supposons que le point P(z,y, 2) est situé dans une partie
plane de la surface qui sépare deux corps dont les densités sont constantes et
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égales & ¢, et g, resp. Menons 'axe des z positifs paralldle 4 la normale de la
surface vers l'intérieur du corps dont la densité est ¢,. Nous aurons
e=0, pour o<u <1 et p=¢, pour —1su<o0,
“Kn=o0, L=—4mo, + 4mo,
4
(27) T = ime + 4me,.

Dans la direction opposée, on aura de méme

av
(28) 75— tret o, .

Pour faire le caleul de la dérivée tangentielle, nous ménerons 'axe des x et
le plan ¥ =0 dans la surface, v

S.p==9, pour o <Y< et p=p, pour <YL 27w,
Nous obtiendrons
Kp=o, L=‘—%7‘(91+Qz)a

F 4
(29) -'-35;=—%75(e‘ +0,).

Afin de trouver la valeur de la dérivée 30 3
I'angle aigu w avec la normale laquelle est dirigée vers 'intérieur du corps dont la
densité est o,, nous tirons l'axe des z dans cette direction de la normale et choi-
sissons comme plan des xy le plan de la normale et de I'élément ds. Soient 9
Pangle que fait le rayon vecteur r avec axe des z, ¥ I'angle que fait avec 'axe

dans une direction qui fait

des y la projection de r dans le plan des yz, et u le cosinus de I'angle que fait
I'élément ds avec le rayon vecteur. On aura dans le cas général

u = oS W cos J + sin w cos Y sin I

K, =fdlpf(3u’——1)sm.9d3f

2z

(30) L = dll/feotp(u) sin 9d 9
(1]
-—Uu

fp(u)=1—3u——5u”-—(:‘;u2—~r)logI
hEh 4
a 2

ot K =1lim K.
he=0

=K+L,
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Dans le cas actuel nous trouverons

.K}, =0
et par suite

F
2

27 2 3 b4
2
%}I‘:=Qlfd¢ffﬁ(u) sin 949 + ngdwf(p('u)'sin 3d3.

0
2

Posons

(9, ¥) Ef(p(u) sin 3d.9,

S.O(9, Y) = $(cos®w + sinw cos? YY) cos 9 — fucosw — cos I +ucos I+ $u?cos I+
I.__

+ {2(cos®w + sin? w cos? YY) cos I — 2 u cos w—cos I + u*cos I} log

a9
I—u

b

— 2 8in%w cos Y sin 2l,bf

27 T 27 (4
2
%I—:r: glfdwf(p(u)siné*dﬁ + (0. —o0y) dlpfrp(u) sin 9d9 =
[} 0 0 T

2

T

2
:—‘3”91 + (Qz“@:)f{m(”: l/J)——(D(g, w)}dtﬂ
0

. . I -+ cosw
D, YP)=1 -+ oosw——%cos”w——%&ﬁwcoszw—51n2wcoszl/)10g———z~——~——
T
. . d3
— 2 8indw cos Ysin? Y
I—u
7T . . I —S8inwcosyY
o > Y —_=——gsmwcoswcosw—-zsxnwcosweoslplog—————z-———————
T
2,
. . as
— 28in®w cos WY sin? Y —w

2

.'.ftl)(n, YydyYy =27x(% + cos w— % cos?w) — I ()
1}
27
P

f«p (g "”)dlp=4ﬂ(cosw—— cos?w) —-I(_)

2
0
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1(9) = 2 sin’ fd.sfm"’s'“ Yy _

I—u
=27 | {2(1— coswcos 3)?—sin*wsin? 9} 49
sin®9
27
. . S cin®ap cing gy L cOsWC08 D dy
Zf((l cos w cos 9)* — sin®w sin® 3} S’ 9 d9 —
0
De plus on a
2n
; dy 27 .
1—u |cos9—cosw]|
0
Mais
T
o<w<;, ef * ;Siﬂ,
. cosd—cow<o,
. _ . oI+ cosd
. I(9)=—2nr(1—cosw) e + const.,
2w
.'.f{(b(n:, w)—lb(g, l,b)}dl/!=—~%7r+zyr0052w,
0
A%
(31) —d?———%ﬂ(g, + 0,) + 27 (0, — 0,) cos®w, o<w<—

De méme on aura

eV
(32) 787=—2—37—5(9,+gz)+27r(g,——gz)cos’w, 7;—‘<w<n.

Remarque. Si la fonction ¢ n’est pas constante, et qu'elle varie d’une
maniére continue de chaque c¢oté du plan considéré, de sorte que lime=g, et =g,
pour les deux cOtés, on retrouvera les mémes formules pour la quantité L.

D’autre part K n’est pas nécessairement = o dans ce cas. Pour avoir la valeur

92 . ..
de 0—;: , on n’a donc qu’d ajouter la quantité K dans les seconds membres des

égalités (31) et (32).

2
*v a2y L’étude de la dérivée &V se fait de la

§ 6. Les dérivées Tz iy et Ty iz dxdy

A -y 9V "
méme maniére que celle de g En posant comme précédemment



Les dérivées premiéres et secondes du potentiel. 143

Vei=V(x+h,y,2z)

U = €08 3
r=nht
nous aurons
1(0Vy VY .
iloy ) = s

1

27 7
]
I, Efcoswd%l’fsmgﬂd&f{’(kt; 3, 9¥) (%“I)dt
0 0

0

g =Ve—ztu+1

2w T %
3
I'thcoswdlpfsingﬂd«‘)fg (—;—5——1)(%.
] 1] 1

L’intégrale I, peut s’écrire

27 T 1 2n

T
Iy, = | cos Wdl,l/fg(ht’, 3, ¥) sin”ﬂd&f%dt——- cos l,l/dqllfg(kt”, 93, Y)sin? 3d 9,
0 0 0 ) 0

¢ et ¢' étant des valeurs mpyennes de ¢{. De plus on trouvera

1

t3
fagdt=3(q1——1)—~ 33 2u +I L —l—3ulog2—_-!_—ﬂ
(1]

gy (x + u) —u? 0
g, =V2(1—wu),
. lim I, est finie,
he=0
a a
2 7 I3 2 n 3
3
I'y= coswdlpfsin”«?dﬁfg(ég——x——?’—%S—'g)dt + 3fcosl/)dlp sinzacossdsfg%—t
0 0 1 0 0 1
#3089 1 (1} .. (l) . .
- 3? _t2p(t), lim P (3) finie.

Nous obtiendrons le résultat suivant
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PV o
Gadg KL
_IZ '=lim1?h
h=0
2r 7 a (a)

gzl

d . dr 7

K; =3fcoslpdlpfs1n230058d3fg(r,3,lp)7=fgmdr
a I} h [0

(33) ~ x 4 '

L = Jcos l/ldwfg.,(«.‘}, Y) @(u) sin®-9d 9

0 0

Plu) = —3—5u—3ulog —"

I—u 2
% = €08 3

f(?(cos&) sin®9d 9 =sin 9 + sin I cos I —4sin®9 —sin®I log L—;ggs—i}--

D’ot le théoréme:

\ .- , . . , ., 02
Théoréme. La condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée O_x—%
existe est que la quantité K existe.

Cas particuliers. Si la fonction g, est indépendante de ¥ ou de 9, ce qui
a lieu par ex. si la densité ¢ est continue,

_ eV 5
L est =0, .. m—~
Si la densité ¢ est elle-méme indépendante de ¥ ou de 39, la quantité Kj
2
est = 0, et dans ce cas —(-7——=o.
dxdy
I L] ’ an
Pour la dérivée Ty0% nous aurons les formules analogues
2V = 5
Tyiz K+ L
2r "
L = dtpfgo(ﬂ, Y) P(w')sin I cos 9d-9
(34) A
u =gin-dcosy
!
f@(u’)sin3c0s3d19=——(1 + 4u' + u’logI 2“ sin? 3.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:
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S 'L 4 (9”Vv .. 0% ,
Théoréme. Ty 0% éxiste dans les mémes conditions que P mais Ty 9% n’est
s en général égale i Ly |
pa g gae 4 5z dy

Remarque. Si la densité ¢ est continue, done E=[=¢

ey 2V —
Tydz Jxdy —E.

§ 7. Valeurs des dérivées a2y et Ll a lo surface plane d'un Eorps.
) dx dy dyizx

Soient g, et ¢, les densités de deux corps, dont les surfaces ont une partie plane
commune, et soit le point P situé dans ce plan. Nous traiterons dans ce para-
graphe trois cas.

1°. Prenons P pour origine et dirigeons 'axe des z suivant la normale vers
Pintérieur du corps dont la densité est ¢,. Supposons que les densités ¢, et g,
soient continues, .". la fonction g, est indépendante de v,

4
dzx dy

. L=o, .. =K.

La valeur de

2 B
7y gx s'obtient en prenant Paxe des y comme axe des coor-

données polaires. La fonction g, étant indépendante de 3, on aura

L'=o,
LBV 2V 5,
'(?y(?x_l?x(?y*K’

K est =o, si les densités o0, et ¢, sont constantes.

2°. Si Paxe des = est dirigé. dans la surface et que 'axe des y fasse L'angle u

w avec la normale, on aura, les densités g, et ¢, étant supposées continues,
L=I'=o,

2V eV
yoxz Jdxdy

>

K est =o, si les densités ¢, et g, sont constantes.

3% Si Paxe des z est situé dans la surface et que I'axe des x fasse I'angle

aigu w avec la normale, dirigée vers Pintérieur du corps dont la densité est o,,
Acta mathematica. 31.; Imprimé le 31 aofit 1907. 19
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. . . w u .
enfin, si P'axe des y fait Pangle P avec cette méme normale, on aura en

prenant 'axe des z comme axe des coordonnées polaires,

PX3 4

1(35) I?h=3fdlp u' ”smﬂdﬂfggi—r:
0 0 h

¥W=sinJcosyy et w'=sinIsiny sont les cosinus des angles que fait le rayon
vecteur avec les axes des x et des y.
Si 'on suppose que les densités g, et ¢, sont continues, on trouvera

27

E—-—*[giuu”?ﬁ(u)dw = | g,8iny / ody
) 0 0
D= (2cos®y —y + 3c08Ycos I + sinJ cos I —feosyYcos I +

!
+ cost,l/(3:,00513—-—008“19)10gI 3 ke ;

/(D Pcosy+ 4cosylogz + (zcosw-—r)f:mgmﬂ

0

2 —
_fgosm Y(zcos®Yy—r) d'w”f costpsm9

— 2 cos? Y — _
fdﬂf I-—cosll/smasmwdlp (0.— @) d{)/(l)1
0 T
w+§

_cosfyY 2co8y 2—sin?d
'™ ging ' sintI sin® 9

log (1 — cos Y¥sin J),

T

—a 4s8inw  2—sin?Y, 1—sinwsind
(e e‘)f[sin93+ sin® g l0g1+sxin'z/z,vsin19 a9

0

oL . d9
dsinw (qz—gl)(x——zsm’w)fr —sinwsin g Zﬂ(‘?’,—g‘)(z cos*w — 1) ~OS—’I.—U‘
°
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L étant —o pour sinw = o0, nous aurons

w
L= zn(gz——gl)f(zcossw——l)dw-——- 27 (9, —@,) sinw cosw,
0

d’ot I'on conclut

rV _ rV
(36) Tziy Iy 0%

=K + 27 {p,—0,) sinw cosw.

Si l'axe des y fait 'angle YEI: + w avec la normale, c. 4. d. si Paxe des x est

dirigé vers I'intérieur du corps dont la densité est ¢,, tandis que 'axe des y est
mené vers l'intérieur du corps dont la densité est g,, on trouvera.

a9y
dady

2V - .
g% = K+ 2m (g,—g,) 8in w cos w.

=K—2m(g,—e¢,) sinw cos w.
(37) ’

Si les densités g, et g, sont constantes, K est =o.

§ 8. Euxistence de la dérivée Soient ds, et ds, deux éléments

4
ds, ds,’
émanant du point P(w,y, z) dans les directions (A,, pt;, #,) et (A, u,, #,) resp.,
A, i, ete. étant les cosinus des angles que font ces éléments avec les axes des
coordonnées. Soient u, et u, les cosinus des angles que fait le rayon vecteur

P@ avec les directions de ds, et de ds, resp.,

(58) { u, =cos(r,ds,;) =4, sinIcos Y + u,sin Isin Y + », cos 9
3

U, =co8(r, ds,) =2A,8in-3 cos Y + u,sin IsinyY + »,cos 3,
Paxe des z étant choisi comme axe des coordounées polaires, de maniére que

§—x=rginJcosy
(39) n—y==rsin Isin Y
{—z=rcosd,
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Soit V3 la valeur de ¥ au point P'(z + A4k, y +uh, 2+ v h) c & d
au point qui est situé a la distance 4 du point P dans la direction de ds,,

',aV f dr
. = ng-‘g

d V;, f ru,,—ch
(40) { 082

_cos(dsl, ds,) =MA, + u u, + vy v,
R =Vri—hu, + h®.

En posant r =ht comme précédemment, nous trouverons

1{dV, 4V
E(-a—g (?s,) = Kp + Lin
a (@ .1
dr 9=
Ky = | (3u,u,—c)dw 0= eﬂs,as,d
(%) 2 ()

\

1 i
3
(41) Ll"zf“’d“’fe((%“
?) 0

it [ o[ —x—320) ar—
q° t
1
1

? 1
—cfdwfgigdt-—cfdw[(?—i)dt

@ o (%)

(

=)
=

g

g=V&# —2tu, + 1,
d’ot 'on déduit
kv

381082=K+L‘
K =IlmkK,
B0
(42) L, =fgo[uz¢(“1)"—cx<u1)]dw
(«)
- I—u
o(u,) =I_ful—3—5u1—3u110g '
p) =t —a—log= =t

2
Pour _a_c’)__l_"_ on obtient la formule analogue
8 0s,
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a2y
ds, 08, K+L
(43) _
L, =] olu,9(u,)—cx(u,)]do.
()

Nous pourrons donc énoncer le théoréme suivant:

. . , . . L L, 02V

Théoréme. La condition mécessaire et suffisante pour que la dérivée PP

1 2

. . . (e g L, .. 0V

existe est que la quantité K existe. Si cette condition est satisfaite, la dérivée T ds.

1
existe, aussi, mais en général ces deux dérivées ne sont pas égales.

Corollaire. Si la quantité K est finie, on aura
(44) fg.,(g,u,uz——c)dm:o.
@

2y -
Remarque. Pour ¢=r1 et %, = u,, on obtiendra les formules de %g—: (30), et

2
pour c¢=o0, %, =c083, u,=sin-Icosy, on obtiendra les formules de 5’1—5@ (33).

2
§ 9. Valeur de la dérivée %—(}:— a la surface plane d'un corps. Soient g, et
1v92

¢, les densités de deux corps .dont les surfaces ont une partie plane commune,
et soit le point P situé dans ce plan. Dirigeons les axes des x et des z dans
ce plan et Paxe des y vers Vintérieur du corps dont la densité est ¢,. Supposons
que les densités ¢, et g, soient continues et posons g} =l}ﬂ 015 05 =lri£(1) 0,, donc

la fonction g, est indépendante de 9. Or, on a
(45) (A costy + p sin ) + v] = 1— (4, sin Y — y, cos Y)*.

On peut donc poser

A sin Y — pu, cosyp = sin Y, et de méme 4,sin Y — p, cosyY =sin Y,
Ay cosY + p, sin Y = cosy, cos 3, A, cosy + e, 8inyY = cosiP, cos 3,
(46) v, = cosY, sin g, v, = cos Y, sin 3,
I+ 8,=9 I+ =
.. U, ==cos, sin I, U, = cos Y, sin I,.

Nous trouverons
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Bt=x

—fgocos Y, cos(B, -zﬂ,)dlpfsm281(p(u,)d3 +

B
27 Bitx

fg(,cosll/ztsm(ﬂz——zﬁ‘l dl/ffsm«?cos{) plu,)d I, —

2

ﬂ1+1r
—‘fQOOOS Y, sin B, sin (8, — lgl)dlpj‘(p(ux)d'9 -
&
2 B+ 2n B+

——cfgocosﬂldl/)j sin 9, x(u,)d 3, + c~[g(,sm(‘}1dl,b‘[cosxﬂl 2u)dI,.
0

0 1

De plus on aura

j‘sinzﬂ1 P (u,)d 9, = 3co8 Y, cos 9, + sin I, cos I, — 4 cos Y, cos® I, +

d3,
—U

+ cos, cos I, (3 — cos? I,)log Z— % 4 (2cos?y, —I)f
fsin 3,008 3 @lu,)dI, = —(1 + $u, +u, log % )sm’ﬂ

‘/‘(i(ul)dal = 2008 Y, cos I, + 3c08¥, cos I, logIH

%y (300812%!4—2)f;i_'21u—l

fsm 9, 2{w,)d I, = cos 9, + cos 9, log %+ cos lr,)lf 49,

ul
. . 1— U,
[cos H x(u,)d I, = —sin 3,— sin I, log pal
2r 27 Bitr
N d9,
= goAdl,l/+ goBlog dy + | e, Cdy T,
4] 0 B
A:—?coslplcoswzcosﬂ,cos[)’z—gv‘vz+zc
B =-—2c08y, cosy,cos B, cos B, — v, v, + ¢

C =cos® ¥, cos P, cos? 8, cos B, — sin? P, cos W, cos 3, + ¥, v,c08 Y, cosB, — ¢ cosyy, cos 3, .
Mais ¢, =g} pour o< Y <7 et =g} pour 7 <Y <z,
2n
. =T o® + 6°) (c——
--f?oAdw*‘g(Ql‘*'Q,)(c 37, %,)
0

2r

fgoBdtpco.

0
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Quant & la troisidme intégrale, nous aurons & considérer quatre cas:

1° 4, =p,=o0. Dans ce cas », est — 4 1, et on trouvera C=o0. Mais ¢
est dans ce cas =, »,,

(47) oLy =—3m(e} + 03)c.

Ce cas a lieu lorsque 1’élément ds,' est situé dans la surface.

2° A #0, u;=o0. Ce cas se réduit au cas 1°, si 'on dirige Paxe des z dans
la direction de I'élément ds,.

3° 4, =0, u; #0. En prenant le plan de ds, et de 'axe des y comme plan
des yz, on peut toujours réduire le cas 1, = 0, i, #0 & ce cas et inversement.
Nous ne distinguerons donc pas ce cas du cas

4° A =0, u, #0. Posons
A =e¢ cosa A, =e,co80
(48) { 1 1 ) 1 2 2 ) 2
u, =e¢, sin ¢, i, = e, 8in a,,
Sohcos 4y siny =e cos(Y—a,), A,co8Y + u,siny =e,cos (Y —a,)
sin Y, == ¢, sin (Y — «,).
D’ou il suit
C=—ele,sin(2y¥—e, —a,)sin (Y —a,).
Supposons que l'élément ds, soit dirigé vers lintérieur du corps dont la
densité est ¢, .. ¢;,>0. Nous pourrons choisir la direction positive de laxe

des 2 de maniére que nous ayons aussi i, >o0, .. o<a,<7§. En employant
la formule
k3
a9 2 —_—
- —y= — , et
T—u elsm(l,l!——a,)(” Y—ao,) pour 27 >Y—eo, >0, €
0

: [7pm— 7
=m-:m(*ﬂ—lp~al) pour 0> ¥ —a, 22—

nous trouverons

2z 3
, dJ
f@oCdU)fI__ul
0

0

=279, e e,[cos (a, +a,)—cos(a,—a,)]— (0} +03)e, e, cos(er, + )=

= —470] ty tt, — 7 (9y + 03) (A4 Ay — 1, 1,),

(49) o Ly=2m(e; —ol)u pu,— %7 (0] +03)e, u,>o.
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De méme on trouvera, pour g, >o,

(50) {Lz =L, 8i u,>o, mais
[0}
3 L= —2m(od— %)ty ty— F(e? + @2)e, 8i 1, <.

Nous pourrons donc énoncer le théoréme suivant:

Théoréme. Soient ¢, et ¢, les densités continues de deux corps qui ont une
surface plane commune, et soit le point P situé en un point de ce plan. Soient
de plus ds, et ds, deux éléments pris dans des directions quelcongues et qui font
avec la normale de la surface au point P des angles, dont les cosinus sont u, et u,
resp., la direction positive de la normale élant comptée vers Uintérieur du corps dont
la densité est o,. Si Uélément ds, est dirigé vers Uintérieur de ce méme corps, donc

02V L 0 [ o
75,05, 2@ e — el te)et K

eV 4 . .
ﬁgd—sl=m, 81 yzio, mats

=—2m(gy— o))t t,—3m(e) +03)c+ K, st ;<o

(51) ¢ =cos (ds,,ds,)
K —1lim K,,
im0
@ aet
.
K= QEEIEdT’

(h)

ol Vintégration s’étend sur les deux corps, sauf une petite sphére dont le rayon
est égal & h et dont le centre se trouve au point P,

Remarque. Les valeurs de L, et de L, dépendent des angles que font les
directions des éléments ds, et ds, avec la normale et de I'angle qu'ils font entre

by

eux, mais & part cela elles sont indépendantes de I'orientation de ces éléments.

Cas particuliers. 1°. Si les éléments ds, et ds, font entre eux un angle
droit, ¢ est =0, et on aura

(52) L, =z2m (o) — o), 1y, 4, 20 cfr équ. (36).

2°. Pour c¢=1 nous retrouverons les formules (31) et (32) & la quantité
K prés.

3% Si les densités g, et g, sont constantes, nous trouverons

(53) K=o,
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4°. Si g, =g,, c. &..d. en un point, ot la densité ¢ est continue, on aura

RV »v
(54) m——o—sz—b—s—l=——%7tgc+lf.
5°. Pour y,=o0 ou u,=o0 on retrouvera la formule (47), et dans ce cas on
aura toujours L,=L,.

2
§ 10. La dérivée Jg—f—s @ la surface courbe d’un corps. Prenons la normale
1 2

comme axe des coordonnées polaires (fig. 2), et soit I, la valeur limite de 9
dans le domaine, ol la densité est ¢,. Si les den-

sités ¢, et g, sont constantes, nous aurons Fig 9,
27 a g
dr .
{55) Kh=(92—91)fd¢f7f(3u, u, —c)sin 9d 9.
0o h Y

Si- nous éerivons

u, = A, cos Ysin-9 + w1, 089 + v, sinPsin 9

U, = A, cosPsin I -+ u,co8d + v,sinYsin 9,

nous aurons

o
27

a 2
Kj = (0,—¢,) | Y Q;f(lJr 3msinJcos I + 3nsin®J)sin 9dI,
h '3'1

V]
ou

I =3uup,—c

m o= (A oty + Ay} COSY + (1, v, + y,v,)8in Y

n = (A, cosyY + v sin YY) (h,cos Y + »,sin P) — pu, u,.
En posant

T
191‘= ;*—l

et en intégrant, nous trouverons

2

2 ’ a i d a
Kh=(gz—~91)f(l + 3n)oll/1fsin)\9l; + (0. —01) mdl,Uf(I—-cosS/l)%z_
0 b 3

0
22

2n
. 5. d
—(gz_——gl)fnd',b ,sm*”’/l—;r-
0 h

Acta mathematica. 81. Imprimé le 31 aofit 1907. 20
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Cas particuliers. 1°. Point régulier. Si P se trouve en un point régulier
de la surface, la quantité K est finie. En effet, on a dans ce cas

A=7rA, lim A finie.

r=0

Plus généralement, la quantité K est finie, si

h=0

(56) limfl“‘%.est finie.
h

Remarque I. En un point ot lim 2= o, les quantités L, et L, restent les
r=0

mémes que dans le cas o la surface est plane.

Remarque II. Si les densités ¢, et ¢, ne sont pas constantes, on trouvera
de méme que la quantité K est finie, si 1'égalité (56) est satisfaite.
2°.  Point conique. Dans ce cas lim A n’est pas = o, .". la quantité K n’est
h=0
pas finie en général. Dans le cas particulier, oi I'angle 4 est indépendant de ¢,
on trouvera

a

Ky = (g,—o,) (c— 3;1,;1,)[003’)\ sin lé;-
%

Pour les directions qui satisfont & P'égalité

(57) C=3 U l,.

2

% . . . . "
K est =o, .- is 75 existe toujours dans ces directions, mais dans toute autre
1 2

direction cette dérivée est en général infinie.

. ., 0 ..
3°. Point de rebroussement. La dérivée (T;——;—/; est finie dans toutes les
1 2
directions, si

a

(58) lim\[ﬂ;‘%r est finie.

h=0

Dans le cas, ou les directions de ds, et de ds, sont définies par I'égalité (57), on

trouvera que la dérivée

BSV— xiste, si
ds, 05, XS
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- . s 07 .
(59) %:%Jl&l |7 est finie,

ou si angle 9, est indépendant de v.

2
Remarque III. Tout ce qui est dit dans ce paragraphe sur la dérivée 0—671/ 3

8 s,
v

s’applique également & la dérivée 75,75,

2
§ 1l. Existence de la dérivée 0—3-(}18— en un point quelconque. Nous avons
1 2

7 * T 4 72 I3 . N
trouvé que Pexistence de la dérivée (7;—0%— dépend seulement de I'existence de la
1 2

quantité K. Dans ce paragraphe, nous chercherons une formule générale par
2

. . . . 02V .
laquelle on puisse savoir, si, en un point quelconque, la dérivée PP existe.
1 2
Soient P, (fig. 1) le centre de la sphére considérée, et V le potentiel au point
P situé a I'intérieur de la sphére. On a pour le point P

(a) (a)

2L

e T g
(60) o= [egerigin = elamni—o
() (%)

ol BR=PQ, v,=cos(R, ds,), v,=cos(R, ds,), c=cos{ds,, ds,),

et ou lintégrale s'étend sur lespace qui se trouve entre la sphére considérée
et une petite sphére dont le rayon est égal & 7 et dont le centre se trouve en
P, h<P,P et <a— P,P. Prenons la droite P,P pour axe des z et des coor-
données, polaires

2r = k—h 2 # ¢
, 2 *d
K,,:fdzpfsinadafg(w,w)(svl vr—c)%g.—r+fd¢f5in3d3f9(3”1”2“°)%*
0 0 0 0 g kEt+h
(61) 2z k+h 7

+fd¢fr2drfg(3vlv2 — ¢)sin 3%2
k_

0 h &,
h==r*—2rkcos 3, + k%, o k= P,P.

Posons

r==£ks, h=*Fkae, B=Fkp, cosd=u,
(62)

cop=Vst—zsu+1, a®=st—2s8c089, +1I,

ot soit « une constante telle que 1> >«, done
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1—2
sds s¥ds
Kp= dwfsmﬂd{)fg(ks& ) (3v,0,— ) fdwfsmﬁd{)fggvlvz ¢)—5 P +
142
1—a T 142
2
(63) fdl,bfsm\?daf (3v,v,— ds fd!,l} sin3d3fg(3v,vz—c)%§+
1—2 0 1+a
27 +a T
s . LA,
+ | dy | s*ds g(3v1v2——c)sm.9—?3:ll—rIZ+Is+I4+Is.
0 1—a &

Les intégrales I, et I, sont indépendantes de «, et comme p ne peut
s'’évanouir que, pour s=wu==1, elles sont aussi toujours finies. L’intégrale I,
a une valeur limite finie pour lima =o0. En effet, on aura

(64) pdp=-—sdu,
2r 140 1+4s 27 1+a
= dwfsdsf (30,0, — c)——~2fedu——fedtpf1 s
1—-4 1-a

e étant une valeur moyenne de la fonction sg(3v,v, —c¢),

(65) . lim I, est finie.
a==0
De plus on a (cfr § 9)
v, = su, — v, » _su,— v,
(66) P P
u,={,sin g + »,cos I U, =Z,8in 9 + v,cos8 9
=X, cosy 4 g, sin Y Ly=2A,co8y + u,sin Y,

(A ey 7,) et (4,1, »,) étant les cosinus directeurs des éléments ds, et ds, resp. Par
suite on peut écrire

I 1
VU, —C)— = —F -+ 86sin I

3v,v, )P P

1

2(8f+ 1), (8—1)

+

Fe 3 (mr—L, c»[x S =

I
]+<3mz—c>1—,§

(67) A e |

fff 3vlv,—c)s’sm3d3dt/)ds— dwfsdsfgl"dp +fdlpfsm23d3f9683ds =

*F+G’
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2 2__ b -
ot les parenthéses [I__z(s pj 1) + (s e 1)2] et (‘E—ﬁl—p%) changent de signe

pour p==|s + 1| et pour su =1 resp.

Application. Soit ¢ une fonction indépendante de . On a

T
(68) f Lad = (o— v v,
2—1)f) .. das
9(30102—c)s2s1n3d3d¢ ——%n(3vlw, c) I— p ]s s1n3d19—5,
(a) 02 1 {a) 02%3
(69) 07a s 4t =1Gn =9 [ egadr,
(00) m

D’ou le théoréme:
Théoréme. 8¢ la fonction ¢ est indépendante de Y, toules les dérivées secondes

dans des directions quelconques existent au point P ou bien elles n’y existent point
& la méme fois, sauf celles pour lesquelles

(70) 3NV, —Cc=0
qui existent toujours.

Corollaire. i, au poiut P,, ¢ est une fonction de r seulement, toutes les déré-
A . O :
vées 5% existent en tous les points P de Uespace. En effet, le second membre

de (69) a une limite finie (§ 4 3)), done ete.

Si ¢ est une constante choisie de maniére que — > £>o0, l’mtegrale I; peut

s’écrire
27 1—o 1+4s

= dl,bfsdsf (30,0, — c)-—+/‘dl,bkfsuls‘fg(31)1v2
—-% 1—s —%

p; =s*—2scose+ 1.

La seconde intégrale du second membre a une limite finie pour lima==o.
La premiére intégrale peut s’écrire

27 1—¢

=fdlpf3(ks’ 3’: w) (3”1 1)2-—6)3:.-&' (I

0 1—x

— w) sds,
§ P

J' étant une valeur moyenne de J, ¢>9 >o0. Posons
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8=1—0,
donc nous pourrons écrire

27 L4
4 ! dO'
I'= dll’fe(k——ktf,ﬂ » ¥) 30,0, —C)gmg o

1] o

2r z
, I—o
— |y | ek—ko, 3, ) (30,0, =y (x4 * | do.
&
0 a

La seconde intégrale du second membre a une valeur limite finie pour
lime=o0. Pour que I, ait une valeur limite finie, il faut donc et il suffit que
la premiére intégrale du méme membre ait une valeur limite finie pour lim ¢ =o.
Si ¢ conserve toujours le méme signe, il suffit que pour chaque valeur de
3, ez d>0,

2n

Jau[ot—ta, 9, 0%
0 o

ait une valeur limite finie pour lime—=o.
Quant & lintégrale I, on trouvera de méme, en posant

§s=1+4+o0,

quelle a une limite finie pour lim ¢ =0 en méme temps que l'intégrale

2r 7
[aw [ ote+ 10,9, %
0 o

Si la densité ¢ est continue, la valeur gz de ¢ au point P (r=k, 9=0)

est indépendante de 1. Nous avons trouvé que si la densité est constante,
72 . . .

par ex. =g, 0—;——;% existe; par suite, dans les intégrales I; et I,, on peut sub-
1 2

stituer o— oz &4 ¢. D’ol1 le théoréme:

Théoréme. Soient

do
g

I =f|9(k+ kﬂ', ‘9) lp)'—ek
(71) )

[
—
o

II”____flg(k—*—kO', \9) l/))—ek d
o
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, , ., 0 .. . ,
or élant une constante absolue, donc la dérivée 75 HI%_ est finie au point P, si pour
1 2 -
toutes les valeurs de 3, telles que €> 9> o0, lim (I" + I'") est finde.
a==0

§ 12. Calcul de Vintégrale I,. Soient F, et G les parties de F et de G (67)
qui se rapportent & I;. On peut écrire

5

3| . 2(82+1)___(82"I)2 o __ " I
F“4 o'(vyv,—8,0,)dy Sdé’/[p-i- » v ] (37,7, c)fg dy sds/z,,,

ou ¢ et ¢" sont deux valeurs moyennes de g,

2r 27 142

., F5 (6+40¢)f9('1’14/2 Clgz)dlp‘f‘Zf (fulryz Clczdwfmd n

I+ 8
- 0
2z 1+«

d
+2(31wz—c)f "dsv—(svlv,—cy "dwfjf;,
2z

. lim F5=__':_I3-§ o' (v, —C,5)dy + 2(3 a/lv,—c)feudw_
a=0
0

Si la densité ¢ est continue par rapport & r et & -9, on aura ¢' = ¢" = ¢(k, 0, ¥).
Si elle est continue aussi par-rapport & V¥, les quantités ¢ et’ ¢’ sont indé-
pendantes de ¥, et on trouvera
lim Fy=—4n(37,v,—¢)on,

=0

oll gz est la densité au point P.
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L’intégrale G, peut s’écrire (figg. 1 et 3)

2r 4 1+a

Gy = dl,bfsm2 8d3f9683ds +‘fdl,t/j‘sm2 Sdﬂfgessds +
0 1-« 1—u
14a 2
fdwfsmgﬂd\? 06s%ds _f v,C, + v,5,)Fdyp +f(vl Co + 9,0)G@dY +
0 3, 0
27n
+ﬁvlcz + v,0,)G7dy,

0
sing, =«a, 8, =cos 9 — Va*—sin®9, 8,—=cosd + Vo —sin?9.

Or, on aura

—%s“g,fsm" 1‘}d.9f )ds + §s ngsm2 .9d{)f ds +

1—a
¥, 14+u ‘__
+gsto, [sint9d9 [ [Fr— L de=GF, + @, + @,
s Q3 81D 7 "ps s=06;+ 06+ G5,
¥, 1
ol 81, 01> 85, 0:,8; et ¢, sont des valeurs moyennes de ¢ et de g, et cos 9, —————_lI_—&
De plus, on a
' 2 — — 8 sin? 9
sin® 9 (s I—£)ds=~28 L )
§ f P P P’
14« €
G, =33 ansmeﬂdﬂf ds + 8191[[2(1—“—“)—2(1—“+“)]d3—
y 2 Pa
1—a &,
€ &
— 8%, sin’ﬂ(% )dﬂ + 8 [sm’ﬂ( E,—)dﬂ,
i@ f A e P, i
¥, &4

ou & est une constante telle que —g >e> 3, et ol p, et p, sont les valeurs de p

pour s=1—a et $=1 + o resp., c. 4. d.
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p=Ve(r—u)(i—a) + o, p,=V2(T—u)(x + o)+ o,

.. les quantités ?%, ,pﬁ» L;)%Eet I;u sont <1, et p, <p,.
1 2 1 2
(72) De plus on a

p=V(is—up+sinf 9=V —1)"+ 25(1 —u),

. sin 9
P

IA

I,Is_ul<1 et Ltilgx.
P p»

Cela posé, la premiére intégrale du second membre a une limite nulle pour
lim ¢=o. La seconde et la troisiéme ont chacune une limite pour lim o =o
qui est plus petite qu’une constante finie multipliée par &; mais la quantité ¢
peut &tre choisie est arbitrairement petite, .. les limites de la seconde et de la
troisiéme intégrale sont nulles. Quant & la quatriéme intégrale, on a

sines(isﬁé)ﬂinw(u I, I)(£_£)<3 < —X).

! RN AT P P

Posons
€
I‘Ef(},-~——l—)d«9
YO

0
(73) 2(1—u) =9(9), 0 <A(I)Li(0) =1, V(4) <o pour e>I9>o0,
73

Sop > VA9 :——_)]/32 +

I—C«

2 o’
])2<Vl(19)(1 + 0‘)]/19 + T -I-ot)l(s)’

I I I
R R Y : — dd+g,
,V;(ae')f‘[ Sy 0 a® ]
F Wiy Vor o
0

oh J' est une valeur moyenne de -4, et lim g=o,
=0

<2 1og ],/ Tttt Vs T i@
VA) —

_‘*—‘—w___.__g’_—‘l‘log'_"—*?-‘-_—‘ +g’
3 d l/ o
‘/E +(I+a)l(s)+£ I—¢

Acta mathematica. 31. Imprimé le 2 septembre 1907. 21
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S dlimrg lo Z e, lim e finie,
74) a=0 2 l(e) o8 l( ) =0
colim @ =o.
a=0
Pour s=§ on a p=1tgdI,

Sy ) 2 29
. AT 2(1—u—e .o esin®¥ 1—u sin 5o I I )]
.G5—s,ng[ BT —28ind > TR + sin®J (p‘} w9 a3,

¥y

et comme dans le cas précédent on trouvera que la limite de @, pour lim ¢ =o
devient la méme que celle de l'intégrale

¥ s
of ) 9% 1
si0, | sin B(Pl glsg)d{}::.s,gz [3 + e ]’}—‘T} ad+g,,
(1—a)i(3)
&y &,
ol lim g, =o0. Posons
a=0
9y \
(75) rs [ jz— L a9,
3 [32 " o __]%
(1—a)A(I)
&

¥
o< (EF—— ' Jas<ri< ([E— 5 dg.
3 . o 3 3 o 4
f{ [‘9 * x—a] [" T =i, 1
r r

En effectuant les intégrations, on trouvera

I'' <log

o
1/3: + i —oea T
9, o GIIEN
Vs 2
(1—a 1(33

1/3’ I———a)l(&s Vﬂ’ (1—e 1(83)

et une formule analogue pour la limite inférieure.
En observant que
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lim ¥ —o0 et lim % —1
a=0 ‘93 a=0 8
on trouvera enfin
(76) lim I'" =log = (l/z + 1)+ I—'V:
a=0

En supposant la densité ¢ continue par rapport & r et & 9, on aura

lim @', = [log “(Vz+1)+ I“*‘]Qk,
o=0 V

ol Qk=9(k: 0, w)
Par un calcul identique on trouvera

lim Gy =-—lim G”s,

=0 a=0
o lim @5 =o0.

a=0
Dans lintégrale G la fonction & ne change pas de signe, par conséquent
nous pourrons écrire
¥, 5 ) .
" 2(s—u s sin%9
G5=-—8:Q4 d&/[ P + ps ])

0 1—u
ol s, et g, sont des valeurs moyennes de s et de p. Comme L%ﬂ est toujours

<1, la limite pour lim ¢ =0 de G, est la méme que la limite de Pintégrale
¥

2
92 92
_sig4f(;5—§§)d3,

0

. lim @” ____._[V_ + -——log (V2 + I)]Qk

a=0

Comme la fonctlon G change de signe dans l'intégrale G, il faut diviser
@' en trois parties et écrire

1

u 14«
G’"———sg d / z(s——u) ssin23] ‘0 d& [2 s —u) ssin”&]_
5N5 s [

+

p3 ps

5 1+a( ) in2.9
2(s—u § 8m
o, ao[[2les ¢ 229)

0 84

4

R =
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oll tg 9, =0, et o s;, g5, S5, 05, $; €t g, sont des valeurs moyennes de s et de o.
3

La différence 3, —3, étant de Vordre a;, on voit immédiatement que les deux

premiers termes du second membre ont des limites nulles pour lim ¢ =o0. La
limite du troisidme terme s’obtient de la méme maniére que pour G, et on
trouve ainsi

lim @' = —lim G,

a=0 a=0
. lim Gy=o0.
a=0
Mais
I,=F, + G;,
(77) llm I ~‘{Q(k 0, l/))[z(_’, YV, — C)-— V¥, —an)]dll’,

ol nous- avons supposé que la. fonction ¢ est continue par rapport 4. r et & 9
au point P (r=k, 9=0). Si la valeur de ¢ y est indépendante de Y4 on aura

(78) lim I, =—4§m (39,9, —¢)ox.

a=0
§ 13. Les ntégrales I, et I,. L’intégrale I, peut s'écrire (63 et 67)
IL,=F,+ G,

27 1—oa 148

‘}dgbfsdsfgl-'dp fdtpf(r—o dadeppours~1—u

1—x —

Si T'on développe le dernier membre, on peut intégrer chaque terme par
rapport & p pour une valeur moyenne de g; puis on trouvera, en employant la
relation ¢ <p, que tous les termes ont des limites finies pour lim ¢ —=o, sauf
peut-étre la somme des termes qui previennent de l'intégrale

21! 2 2—a g

w w0
]dwfd0f9[3glcz—“c+3("1”2-‘é1£z)'?§];€'
0 o o

De méme, on peut écrire
I,=F,+G,,

et, en- posant s=1+ 0, on aura un résultat analogue pour F,. Par soite, on
peut écrire
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F,+ F, —fdl/fsm 3duf{e— 3§‘” 3(”1”21) €1§2)02]+

+ Q+[3§ Ci_c'{' 3("/1”/2;’;51;2)02]}(10 +f,

(79)

P+
ot lim f est finie, et
=0
Q—EQ(]C_‘]W, ‘3’ w)’ Q+EQ(I€+’GU, B:w)
p=V@—w)(i—0) +0® pi=Va(i—w)(1+0) + 0
D’une maniére analogue on trouvera qu’on peut écrire
: 2 n:‘/ & b4 . . )
@, + G, = %f(wlzz + vzgl)dwfsingﬂd{)f[g_70 p‘,j 294 g+7"p¥"]do tg,
(80) 0 0 a
ol lim ¢ est finie.
o=0
Mais on a .
2 —
w—cog § =TI P,
28

- sintodo =Vip—1—s) (s — )L,

€ 3 % Pe
= | gin® @ 4 _1f o 2 2 (0 g — 2@,
Svfsm Bdfﬂf pido‘ 2‘/‘(1__0)2da g]/(p 0%)(z—o p)p4.
0 [74 73 a

pe=V2(1—cos &)(1—0)+02;

pour p=0oq et pl.=I*i(I}(1--0) + 0¢* on trouvera

—elk—kd, 9, ll’)l/ 3}:1 f(I—O‘)’}qu —Ih’

o' et 9 étant des valeurs moyennes de ¢ et de 3, ¢> 3 > o.
En effectuant les intégrations on aura

S=}olk—kd, 9, ¥) ]/;—‘92_':(‘9)- iﬁf}e&) [’;{~§ + (1 — cose) (pi—j—;;]

/4
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ou p,=V2(1—cose)(1—x) + »}, p,=Vz(1—cose)(1—a)+a?,

(81) . |S|<~§-|e|m;x €.
cos’;

On trouvera donc facilement qu’on peut écrire

27 7

(82) G, + G, *3((%@2 + v,gl)dl,bfsm‘.‘}dé? f(p
0

o

i—'_;_) odo + g +eg,

+

ou lim ¢' est une quantité finie. Or cette formule (82) peut &tre simplifiée.

u=0

effet, on a identiquement

)
py T pE e 9) T T s T T

p=Va(r—u)+ ¢,

Posons

&

fsm’ Sdﬂf( ado—if s1n’0d0 + 8,

0

ou lim &' est finie, et p,=V2(1—u) + ¢®. De plus on a

a=0

&

2 2
(———— sin? 949 — —-——— Sm AL ﬂﬁ)d:m 3T,
D ?’: P Dy v
0
I3
(83) . lim (gf?“,;fi) sin? 9d.9 finie.
) a==00 1 2

D’ou il suit que
(84) hm sin?9d 9 f 5 0d0~une quantité finie.

De méme on trouvera

(85) 11m sm’{id{)f oda—-une quantité finie.
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Si I'on pose
(86) p=V3I 1 o,
on aura

fsm“‘ﬂdﬂf ada—%f(~~——) sin?9d 9+ 8"<1r" + 8",
0

ou lim 8" est finie, p, = V3% + o® et

=0
r"~f L_I)gs.

Lim I est finie. En effet, posons z (1 —u)=32(3), 9 =ag, 1_<__w<§—‘,
=0

&
w a

. F"= I _ I d¢+f I _ I idg
f[l/rpsl(a(p)+1 V¢p2+1} ) VWV‘*‘EIQ_), V1+£§]9"

0

La limite pour «=o de la premiére intégrale du second membre est = o.
La seconde intégrale peut s’écrire

I I .
- Ll39 44, =o,
ﬂmma) g]do+a lima—o
wo

£

- Hm I =f( I __:;.) d9=1log %%'gzﬁs, lim g finie, donc etc.

- .3 —
a=0 2s8in Y e=0
2

0
En substituant

nous pourrons donc écrire (82)

Gy + G, = f("’lgz + Wzgl)d¢[32d19 —'—"l- ds, lim g, finie,

a=0

(87)

=9k + ko, 9, ¥) —olk—ko, 3,¢), p=VI¥ + ¢.
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La formule (79) peut étre simplifiée de la méme maniére. On aura

T % P
o< | sindd 3 (_I_*L)d —_— ‘L____) " {1
f f P~ i ¢ P P sm3 <
1] /4 0

ot lim f' est finie, .*. la limite pour « = o de la premiére intégrale est finie.
a=0

De plus on a
1 T I I

8

e >
pL  pt TPl P
hm smﬂd{)f da est finie.

De méme nous trouverons

T k3 T
1 ,_I.__,I_ — _I____l\\ _,'? i 1
o<fsm~9d{)f(p,, i)s)da-— af( A + fr<
0 a 0

ot lim /" est finie, .". Ja limite pour « =o de la premiére intégrale est finie.
u=0

En intégrant par rapport 4 ¢ nous trouverons

lim sm.?d&f o*da— une quantité finie,
@=0,)
n 7
. }imfsin 3dd | o (L‘—— )o’da une quantité finie.
u=0, pr '
0 «

Enfin nous aurons

o<fs:n3d9f —5— G’dcr—-f oido [sm{i_i d9% + m, oh lim % est fimie.

u=0

En intégrant par rapport & 3, on trouvera que le second membre est <m,
". la premiére intégrale a une limite finie pour lim «=o.
Des considérations analogues s’appliquent a l'intégrale F,. D’ou le résultat:
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[1)
(88) p

P+59(k+ k(’, ‘9, V’)"‘Q(k—ka, ‘9, 'P),

2z [ %
N d
Fy+F,— dwfﬂdafm{aclcz—w 3(%%—@52)7}‘;?”3
0 0 ]

ou lim f; est finie. Nous pourrons donc énoneer le théorédme suivant ¢ =o:
=0

Théoréme. Soient

.

27 & %
2
H = d¢f3d3fP+[3§1§2—c+3(0/,%’——51@2)%]%_(:
pip
o o “

2x 3 x
H253ﬁ"1;z + /’/2C‘)d¢f02dﬂfp-a%ab’
(1] 0 a

ou les quaniités G, el [, sont données par les égquations (66), et les quantités P,
P et P_ par les équations (87), (79) et (89) resp.; donc la condition nécessaire et suffisante

(89)

2 .
pour que la dérivée ‘—70—;} ait une valeur finie au point P(r==Fk, 3 =0), est que
1 2
(90) H=lim (H, + H,) est finie.
=0
Remarque. Posons

0=7p cos -7, 9= p sin 7, cos y=1,

donc nous pourrons mettre les fonctions H, et H, sous les formes

(

2 1 e
H, = dwf{sclcrc + 3<vlv2—§,§,>r=}dr‘f1°ﬂ§+ a
0 a

3 T

(o1) 7’ M E dp
Hz=3f(7’1§z + v,8,)d | sin®y cosydny__?_; + a,,
0 a

. . o . o
ou lim a, et lim a, sont finies, cos y, —- -
a=0 =0 £

Cas particulier. Soit ¢ une fonction indépendante de », e. 4. d. soit
e=e(2, ¥),

Acta mathematica. 31. Imprimé le 3 septembre 1907. 22
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2r £
| o A« 49
..H1+Hz—2f(391§2 C)d'/’f"[(ss+x2)% («9**+a*)*]«9Jr
0 0

2r

+ 2 (v, 7,—8, Cz)dlpf

o ]d«?
N

& Zs
, 9[(32 Fp (9 + )t
0 0

En intégrant pas rapport & 9 pour des valeurs moyennes de g, on trouvera
qu’on peut écrire
2r £ d
Y
() Hi+ H2=zf<vl n—c+20L)aY (o9, ¥)—elo, 0%y +d,
o

ol lim g est finie,
a=0

2
Corollaires. La dérivée—ég—;l—s est finie, 1° st pour toules les valeurs de o
1 2
[3
(93) lim [lolk + ko, 9, ) —o(k, 0, o) & est finie, —x<o<x,
a=0

0

ou 2° st pour toutes les valeurs de y
e —
(94) lim | {o(k+ kpcosy, psiny, Y¥)—o(k, 00)]%1) est finie, 0 <y <,
a=0

o

ou enfin 3° st pour toutes les valeurs de p

2r
limfdlllf‘P+<3ClC2—C+ 3(y,v,—{,5,) cos?y) siny +
a=0

0o 0
(95) cos ¥

o

+ 3 P_(»,5, + 7,L,) sin®y cosy| log dy est finte,

— [¢4
a<p<e, cos p ="

§ 14. Continuité de la dérivée Si la densité ¢ est continue, la fonc-

2V
ds,0s,’
tion L, est continue (54), par suite la dérivée

0>V . .
——— est aussl continue pour tous
ds,0s,
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les points (k>0) ol la fonction K est finie et continue (42); elle est continue

4 Dorigine, si lim K = K,, ol K; est la valeur de K & l'origine. Dans ce para-
k=0

graphe, nous supposerons que la densité ¢ est toujours continue. Donc nous

trouverons que pour k> o les quantités I,, I, et lim I; (63) sont continues par
a=0

rapport & k. De plus nous trouverons que les limites pour « = o de toutes les
intégrales dont la somme est égale &

Is + 14‘_(H1 + Hz)i

sont continues par rapport a k£ pour k>o (§ 13). D’ol P'on conclut que la fonc-

3

tion K est continue par rapport & k pour k> o, si lim (H, + H,) est finie et
a=0

continue. Soient maintenant I, I?, I et I° ce que deviennent les intégrales

1, I, I, et I, lorsqu’on y remplace g par g,, et soit I3 = lim I,. Nous trouverons
k=0

=4mo,(3 v v, —c)(1—2x)®

fim I3 =4 ey (3v,m—o)1—T—x ]
=0

(96)
Il=o

lim I3 =~"%7'790(3 vy ¥y —C).
a=0

De plus nous aurons

2T = %
I, =fdl//fsin3d3fg(3vlvz-—c)s’%§
o 0

142

2
(3vlv2——c)§—5=(3 uluz——c)z-l-}—,Q, lim @ finie,
P 8 ) §= o

et identiquement [(69) et § 4 {)]

o

2 T Z
gofdlp (‘sinﬂdﬂf(3v,v2-c)82%—'§=o.

0o 0 147

D’our il suit qu’on peut écrire
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(97) ' —lim dtpf(3ulu,-—c)sm3d.9f ar_ g,
k=0
0 k

. hm (I + IS+ I° + IS + I°) = K,
o==0

Mais
lim (I, + I, + I,) est finie et continue pour k=o, si la quantité K, est finie, et
a=0
im (I, + 1)) » » » » k=0 » » »  lim(H,+H,)est
a=0 a=0
finie et continue,

Slimlim (L + L+ I+, + L) =lim (I°+ 2+ I+ I° + I) =K
k=0 a=0 a=0

sous les mémes conditions. Donc nous pourrons énoncer le théoréme suivant:

Théoréme. S: la densité ¢ est coniinue, la condition nécessaire et suffisante

2
pour que la dérivée —a—g—%— soit continue au point P(r=k, 9=o0, k>o0) pour un
1 2
déplacement suivant Paxe 9 =o est que la quantité (89)
(98) H=lim (H, + H,)
a=0

est finie et continue en ce méme point pour le méme déplacement. Pour que la
2

dérivée %‘%—Z soit continue & lUorigine il faut et il suffit quw'elle y soit finie, et de
plus que
{(99) lim H = H°,
k=0
o H® est la valeur de H & Porigine.
§ 15. Changement brusque de la dérivée 3081(;, a la surface d’un corps. Sur-

face plane. Soient g, et o, les densités supposées continues de deux corps, et

A av
(42) M=K+L‘.

Quand le point P se meut du corps dont la densité est g, au corps dont
la densité est ¢,, la quantité L, subit d’aprés (54) un changement brusque, dont
la valeur est
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(100) —47z(e,—o.)c.

Calculons la valeur de K dans le cas ol la surface de séparation est plane, et
ol les densités ¢, et g, sont constantes.

1;0. Le point P est situé dans le plan de séparation des deux corps. Diri-
geons l'axe des y suivant la normale du plan vers Uintérieur du corps dont la
densité est g¢,, et prenons cet axe pour axe des coordonnées polaires. Dans ce

cas la fonction ¢ est indépendante de ; elle est =9, pour 0 <9< 7—:, et =, pour
"

“‘___<=19§7L’,
2

T
a

27 E a 2r T
(x01).". Kh=glfdt,bf(3uluz——c) sin 3d 9 %Z + ngd¢ﬁ3ulu2~c) sinsd,?f‘.z_r=o.
0 0 h T h

r
0
2

2:0. Si le point P est situé dans lintérieur du corps dont la densité est o,
a la distance & du plan de séparation, nous prenons ce point comme origine des
coordonnées polaires (fig. 4) et nous trouverons, en supposant s <k, cfr. (69)

Vai¥id n

K=mn(3 Hlﬂz—c)(ez—ex)f%sz cos?3—1) sin-3d-3 + e, cos I, =——§, lim e=o,
k=0
k

oy
S K=373u,u,—0)(0,—e)+ ey, E»E})% =0,

(roz) .. KIE,lci}_r‘l)K =37 (3 u 4, —¢){ea—0)

De méme on aura pour la limite de K de
Pautre coté du plan de séparation

(103) K,=%n(3up,—c) (Qt""Qz)-

La quantité K subit donc un changement brus-
que de Q

(z04) — 47w (31— ) (02 —01)-

Dol le
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Théoréme. Lorsque le point P traverse la surface depuis le corps dont la
2

s . , “s oo PV
densité est o, jusquwan corps dont la densité est ¢,, la dérivée Ts 04, CProwve un
1 2

changement brusque, dont la valeur est

(02V' _(0”1’

asxasz Oa 081032

(ros) ) =— 40, —0) 1, 1ty
1

Remarque 1. Ce changement est évidemment indépendant de la direction dans
laquelle le point P sapproche de la surface.

Remarque II. Lorsque le point P se meut en partant du corps dont la densité

. i 4 ,
est o, et arrive dans la surface, la dérivée 7505, n’éprouve aucun changement brus-
1 2

que, 8 p, est>o (49), tout le changement (105) ayant lieu lorsque le point P part
de la surface et arrive dans le corps dont la densité est g,.

§ 16. Changement brusque de la dérivée & la surface d'un corps. Sur-

2
ds, s,
face courbe. Calculons maintenant la valeur de K dans le cas ol la surface de
séparation est courbe, les densités g, et g, étant toujours supposées constantes.

3:0. Le point P se trouve dans la surface elle-méme. La valeur de K est
donnée par les équations (cfr § 10)

K —=lim Kh
h=0

2rn a 2r a
Kh=(92——g,)]‘(l+ 3n)dl,bfsinl(£;+ (gf—gl)‘fmdl,bf‘(I—-cogﬁ/l)c%'w
0 13 0 h

(106) 2 a d
—(o;— Q,Jnd lpfsin“l—;
0 B

l=3up,—c
m== (& tt; + A pt,) cos Y + (u, v, + te, v,) 8in Y

n=(A; cos Y + v, sin Y)(4, cos Y + v, sin P¥) — p, 1,

4:0. Le point P se trouve & I'intérieur du corps dont la densité est égale
a ¢, et sapproche indéfiniment du point P, de la surface (fig. 5). Prenons le
point P comme origine et la droite P,P comme axe des coordonnées polaires
(r,9,¢). Posons P,P =k, et soit k' la valeur minimum de 7, .. &' < k. Dans ce
cas il faut ajouter 4 I'expression de la quantité K du cas 2° le terme
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27 EY,
I=(92—91)‘fdlpfd'7¢ (3u,u,—c¢) sin Id9 +
o K ¥

%
2r @ ;
+ (gz—glydwf?f(3u,u2~c)du+e2£I, +1,+e,, ’iim e,=o0,
« =0
0 k u'

(107)< ot1 e, se rapporte au domaine w (fig. 5), et o

U = —co8 I

, k—17'sind

w =——
r.

r2=¢'t—2 kv’ sin A + k2
1.'
gin 9, =— cos 4,
r

o ¢ = P,Q, @ étant un point de la surface, sin i
= cos (P,Q, P,P), 3, et 9, sont les valeurs de 9
qui correspondent aux points — supposés deux
pour fixer les idées — ol le cercle de rayon
r(k'<r < k) coupe la section de la surface avec le plan ¥ = const. Nous suppo-
serons

!

(x08) lim 2 >o,
o

c. a. d. que le point P ne s’approche d’aucun autre point de la surface infini-
ment plus prés que du point P,. Dans ce cas

lim I, est toujours finie (107).
k=0

Pour P'étude de Vintégrale I, (107) nous posons

r==kt, v =kt
L BR=ft—2t¢sinA+ 1

a

27 &
x09) | 1= (es—e) [0 [F T, on
0 1

! 2 43 PP
Fz”‘*‘ﬁi”)i—sinl—i— m[(x-—%)g—;g—cosﬁl]—n[:?_(l_%‘_}”) ]
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Décrivons dans le demi-plan ¥ =const. un demi-cercle sur P,P comme
diamétre, et soit @, le point ol la section de la surface coupe la circonférence
du demi-cercle. De 1’égalité

#={*—2tsind+1
on trouvera pour tous les points de la courbe P,@,

t —sin A — Vi* —cos®l,
et pour tous les points de la courbe au dela de @,

' =sind+ Vi*—cos*i.

Pour t>1 il faut toujours employer la derniére formule. Soit w une con-
stante > 2z, .. pour

2>w—2wsindA+ 1=

on aura ¢ >w. Nous écrivons, {, étant > 1,

2r
(rog*) I, =(e:—e) dl/f ~—+<e, e;)fdtpff—df_l' + 17,
1} 1

ot lim F, est finie. Pour des grandes valeurs de ¢ nous pourrons écrire
k=0

F=D + P ol lim P est finie, et
t=

(110) D= (4 3n)sini + m(1 —cos*i) —nsin®i’
De plus nous aurons

dt _ ({'—sind)dt’'—{t' cosddi dt I di I
t ' —atsindA+1 ——‘[I ,P]—»cosl [ P,],

lim P, finie, lim P, finie.

[ T e
D’ou il suit
a
27

I, =(0,—0,) dl,l/fD 7 —Fk(es—e)) chosl + e, hme3 finie.

[} ' =wk
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Nous faisons sur la- surface ’hypothése suivante

r'=a

(111) f|1d1|=une quantité finie,

r=0
.. le second terme de l'expression de I, reste finie pour lim k=o0. La limite
de la premiére intégrale est finie ou infinie, selon que la quantité K (106) est
finie ou infinie. D’ou le théoréme:

Théoréme. 8¢ le point P sapproche indéfiniment du point P, de la surface
commune de deux corps dont les densités sont constantes, la limite vers laquelle tend
la dérivée 5:2{—20182 au point P est finie ou infinie, en méme temps que la dérivée

2y
98,08,
gwau point P, la surface jowisse de la propriété (111) et que le point P ne s'ap-
proche pas infiniment plus prés d’aucun auitre point de la surface que du point
P, (108).

En supposant que cette limite soit finie, nous en examinerons maintenant
la valeur. Posons

au point P, indépendamment de la direction de la drotte P,P, pourvu

!
%=cosl’,

2r 1 &y .
Soly=—(0,—o,) dl//f%t/ [(I + 37m)cos 9 — msin®3 —n cosd I].
k 0 cosl 9,

En supposant qu’au point P, la section de la surface ait une tangente bien
déterminée, et en posant

lim A=4,, im 9, = 9° et kim 9, = 92,
=0 =0 =0

nous frouverons
Hm A =4, (92 + ) + (I + k) =2n
k=0

cos A,

cos (9% + 4,) =cos (9% + 4) =— ;

D’olr on déduit en intégrant
Acta mathematica. 31. Imprimé le 4 septembre 1907, 23



178 Henrik Petrini.

(

27
1 Eiim11=2(92_91)f{(l+ 3n)d, + mB, + nCI]d'//
=0
1]

o cin? . I+ sink,
(r12) 4, sin? 4, + sin 4,log “eosh,
B, = — }sin 4, cos 4, [4 cost A, — 10 cos? 4, + 3] — cos®A,log I +sink
cos 4,

~— 4giné 1 — aind I_ﬂgl_&‘l .

C, = 4sin®1,—sin% i,log cos i,

L’intégrale I, peut s’écrire
a a

247[ ]; 2% ¥
dt dt _ = =
Iz=(ez-91)Jd¢fD‘t‘+(€’z_‘9:) d‘pf(F“D)‘i‘Elz"‘Iz,
] 1 0 1

a

Tk

dl,DfDth-
to

La limite pour k=0 de la premiére intégrale du second membre est —

2

2t
= dt
S I, =(e,—e)) dwaTJr(ez—el)
0 1 0

2r
= (92_ el)fDologtodlp,
1]

ot Dy=lim D. Quant & la seconde intégrale, nous écrivons
F=0

r'=a
Iad

a @
? i
I '
fp‘it=fp t —sind dt’—)Dc‘oslt—gdl+e',lime’=o.
t / k=0
)

t®—2t'sind + 1

w r'=wk

La premiére intégrale du second membre peut s’écrire

4
¥

{'—sini 1\ ,,
fD(t’ﬂ——zt'sinl—}- 1_7)dt +

1w w

at
7

\?r‘lﬁ
o



Les dérivées premiéres et secondes du potentiel. 179

La limite pour k=0 du premier terme est =
4
=D, log ?—1‘3’ ’

et celle du second terme est (106) =

=K —D,logw.
De plus on aura
r=a =uw'k t"‘%
chosk dlszcosltgdl +choslt2dl
=10k ' =wk t'=1w0'

ol w' est une constante qui peut étre supposée assez grande pour que la limite
pour k=o du dernier terme soit plus petite qu'une quantité donnée d’avance.

Dans le premier terme du second membre, la quantité —?cosk est toujours finie
!

(Q) w'
ilele

pour di sont infiniment petites, par suite, d’aprés la condition (11I),

mais les limites de P'intégration

et aura, pour k= o, une limite finie <

r'=gq

lim Dcfcwsﬂv dl—o,
k——or’=wk

- 0
oI

HI

lmf =K.
k=0

Pour Pévaluation de lim fz, on n’a qu’y faire k=o dans eette intégrale, et
=0

nous trouverons aprés l'intégration

I' =lim I,= (92—~gl)f[(l +3n)4, + mB, + nC,}dy
0

k=0
A,= [1—-—-zsml -|~10gL'F—ﬂlrl—}“«]slnlo
(113)
B,=—%+log2+ 2}eos? A, —cos &, + cos &, sin A, — 2P sin 4, cos® A, +
+ §sin 4, cos® A, + cos®2,log I—j——:l—ni—}i’
0, = —sinl, + sin 24, + 2 }sin®l, — §sinfd, + sin*"’}volog;I—J'—_—SIE—)-”2 .

2
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D’ou le résultat:

(114) P=limI=I'+1+ K,
k=0

ou il faut supprimer le terme I? du second membre, si 4, est <o. Pour i,=o0
nous trouverons I¢=I%=o,

(114%) sIv=K,

2
Légalité (114*) indique que dans le cas considéré lim - différe do la
k=0 8, asz

T . " - .
valeur de la dérivée 53—;% au point P, de la méme quantité que si la surface
1 2

avait été plane au point P,, pourvu que la droite P,P soit normale au plan
tangent au méme point P,. Mais les quantités I° et I de Pégalité (114) ne
dépendent que des directions de ds, et ds, et de la fonction 4,(y) qui restent les
mémes, si la surface est remplacée par le plan tangent. Par suite, la quantité
I’ — K est la méme pour la surface actuelle que pour un plan, méme dans le
cas ou la droite P,P a une direction quelconque oblique au plan tangent.
Nous pourrons donc énoncer le théoréme suivant:

Théoreme. Si le point P sapproche indéfiniment du point P, de la surface
commune de deux corps dont les densilés sont constantes, sutvant une droite qui ne
touche par la surface, et si au point P, la surface jouit de la propriété (111), en-
fin, st elle y admet un plan tangent bien déterminée, donc (§ 15 2° Rem. II)

( 0’V) ——( 09V) =0, 8l 4, >0,
08,08,/ p,  \08,08,/ : =

(105%) =—47mw(g,— @)ty ttz, 81 4, S0, eb
aav __( ika'4 ) _ (s —0,)
((?sl ds, P ds ds, pn_ 470 )l

py et u, élant les cosinus des angles que font les directions ds, et ds, avec la nor-
male au point P, dirigée vers Uinterieur du corps dont la densité est =g,

Remarque I. Si dans la quantité Kj rapportée au point P, (106) on pose
h =k, on trouvera, en passant & la limite, que la quantité

2V ) __( Ry
(031 0s, B, 08, 08, o




Les dérivées premiéres et secondes du potentiel. 181

est finie, méme dans le cas ou ces deux termes deviennent infinis séparément.
Sa valeur est donnée par les seconds membres des égalités (105*), augmentés
dans le cas général par la quantité

— (I + 19, équ. (112, 113).

Remarque II. Soit la densité ¢ une fonction qui est continue dans chacun
des deux corps, et soient g, et g, les limites vers lesquelles tend la fonction ¢
des deux cdtés de leur surface commune au point P,. Si ¢, et ¢, sont constan-
tes, et si ¢ est une fonction qui est —¢—yo, et =9¢—g, dans les deux corps
resp., cette fonction est continue le long de la droite P,P jusqu'au point P,.
‘Soit K' ce que déviendra la quantité K quand on y remplace ¢ par ¢'. Sila
fonction ¢ satisfait & la condition de continuité de K' (99), donc le changement
brusque de la quantité K au point P, reste le méme que siles densités des deux

corps avaient été o, et ¢, resp. Par suite, le changement brusque de la dérivée
02 . .l L
67.9*(% dans ce cas est le méme que si les densités des deux corps avaient été constantes.
1 2
; . . L, . . oy ., 0V 07 92
§ 17. Equation de Poisson généralisée. Si les trois dérivées %g, ?%: e 5%:

existent, nous pourrons écrire

»v

2V
ayr Rt
av
'(TZE=K2+LZ:

les quantités K,, L, etc. ayant des significations analogues & celles des K et
des L des paragraphes précédents. On peut écrire

Ky = Kz + ehs,

(a) 72 1
;
.Kha; =10 Wd?f
(R)
lim & =0
h=0
et des équations analogues pour K, et K,,

a

Kz+Ky+K;=fQJ*I;dT+8hx+€hy+€hz=5hz+£hy+€hz-
Q]
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Le premier membre étant indépendent de 2, il faut que

&y + Ehy + ERz=—0

(115) K, +K,+ K.,=o0,

d’ou il suit (12)

AV =L, + Ly+ L, =f90[(p(uz) + ¢(uy) + ¢(us)]dw

@

(116) I—u
2

P(u)=1—3u—5u°— (3u*—1) log

Uy = cO8(r, &), U, = cos(r, y), us=cos(r, z),

dw étant Pélément de surface de la sphére de rayon unité décrite autour du
point P comme centre; 'intégration s’étend sur toute cette surface (£2).
Légalité (116) est la forme la plus générale de Uéquation de Poisson.
Si la densité ¢ est continue, on retrouve I’équation de Poisson ordinaire

(117) AV =-—4mp.
. , . . ., . , ., 02V a2V
Corollaire. La fonction 4V existe toujours, méme st les dérivées i Ty et
2
gz—z n'existent pas séparément, si on définit le symbole A4 de la maniére suivante
AV =lim L[W(-”"f hyy2,2) V(. y, z)],
ham=0 h, dx dx
(118) jazg =v*
ot lim M. < o et détermine.
°
En effet posons
lim£=c lim£=c lim£=cz
hx “ hz S hs
(119) %
. d
S AdV= EL’” + llmz‘[(gu;——r)dwfg-;= EL,+ ZIog czfgo(3u;—1)dw.
Tyz :ryz(g) 3 zyz Tyz (Q)

Si la densité ¢ est continue, le second terme du second membre s’évanouit,
et on retrouve I'égalité (117).
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Exemple. Soit

_(E—2=p
1
2 -
r?log ;
L @p=0,
‘. d V = 2 Lm =0,
. e, RV
quoique la dérivée e soit infinie (20).
. a2 . .
Cas particuliers. 1° Si une des dérivées, par ex. 7 existe, la fonction
A4V est indépendante de la constante ¢ & cause de P'égalité (13).
2V

. ) »ryv .
2° Si la somme existe, donc P existe. En effet, dans ce cas

5‘?
la définition (118) de la fonction 4V se réduit &

0V(x+h,,y,z) IV(x,y,2) +<32V+02V)
m-oh 0 Jy? " 02t
i A L0 N
=Gt + (7 + 75

L 4 e
. la dérivée Fre n’est pas infinie,

QO(Suz'—I)dw =0,
)

". la fonction 4V est indépendante de la quantité c,,

., 0V .. . , .
*. la dérivée e est finie et bien déterminde.

Valeur de 4V & la surface d’un corps. Soit le point P(z, y, z) un point de
la surface de séparation de deux corps i densités constantes g, et g,, ol la
surface a un plan tangent bien déterminé, et soient u., p, et u. les cosinus des
angles 9, 9, et 9. que font respectivement les axes des coordonnées avec la
normale, dirigée vers Pintérieur du corps dont la densité est o,. Nous aurons (49)

AV =-—4mo,, 81 pz>0, pty >0, uz>0;

AV =— 4o —47(gs— )3, 8 fa>0, 1y >0, u:<0;
. T

(120) = — 477(p, sin? Y, + ¢, cos®I.), ngazg__;;

AV =—4mwo,— 47(p,— @) u3, 81 pz>0, uy <0, u: <o}

= — 47w(g,8in*I, + g, cos?I,), oéﬁzég.




184 Henrik Petrini.

Lorsque le point P traverse la surface en partant du c6té ou la densité
est ¢,, la fonction 4V éprouve un changement brusque, dont la valeur est

(121) (4V),,—(4V)y, =—4m(e.—e,)-

Remarque. Lorsque le point P se meut en partant du corps dont la den-
sité est g, et arrive dans la surface, la fonction 4V n’éprouve 1° aucun change-
ment brusque, si u., u, et u, sont tous >o; elle éprouve 2° un change-
ment brusque de —4m(g,—g,)u2, si u, et p, sont >o, mais w, <o, et 3° de
— 47w (0, —0,) (1ty + uz), si uz est >o, mais u, et u, sont <o.

§ 18. Application: Intégration de U'équation de Poisson. Soit, ou point P,

d7' Vélément d’un volume 7" quelconque, nous disons que

thm j Kyds' est toujours finie.
=0

(T
En effet
(@) (a) (1) 5 (@)
?[K)LdT—f v ) e, C)é’s 08 f o5, n,6)d ds (/s de'= | (€, 7, 5) K'ndr,
oy thy

on

j E
(h)

Pour K'; la densité est constante et =1,

. K'=1lim K'; est finie,
hw0

h=0

hmJ Kpdr' —ng’dr—une quantité finie, ¢. q. f. d.
)

Pour les trois coordonnées on a

2K2h= 0,

Tyz

. 2 h‘me,;,dr’zo_
hi=0
TyE- (T
D’autre part on a (42)

dez —-fdrfgo[uz(p(ul) cy(u)jdw ——f[u,(p (u,) —cx(u,)ldw {godr
(rn GO ()
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Mais la fonction ¢ est supposée intégrable,

.'.fgodr' =fgdr’zm,

(17) (1)
ol m est une quantité qui est indépendante des directions (3, y) et qui m peut
8tre considérée comme la partie de la masse de la spheére (a) qui se trouve dans
Pintérieur de Yespace T"; d’ou l'on tire (54)
(122) Ldv' = —4%mwem.

(T

Remarque I. Si l'on pose

P Vzi[(ﬂ/(x +hy,y,2) 0V(z,y,2)
‘~° h, dz dz
et deux expressions analogues pour y et z, on peut énoncer le théoréme suivant:
La quantité 2 lim f 0, Vdt' existe toujours et est = — grm. C'est le théoréme
Tyz (2‘!)

de KRONECKER.!
Si 'on pose

DL, =—4me+0,

Ty

on trouve d’aprés (122) pour chaque domaine 7"

(123) f@dr’ =0.
]

Définition.. Une fonction @(z, y, z) qui pour chaque domaine 7" jouit de
la propriété

f@d‘[’ =0
(")

nous nommerons dans la suite une fonction & intégrale nulle.

Corollaire. L’équation de Poisson généralisée (116) peut s’écrire de la ma-
niére suivante

t Krovecrer: <Zur Potential-Theorie» Journal de Crelle LXX, p. 246—8, 1869.
Acta mathematica. 31. Imprimé le 14 octobre 1907. 24
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AV =—410+ 0,

ot O est une fonction & intégrale nulle.
Inversement, on voit immédiatement qu’ou peut énoncer le théoréme suivant:

Théoréeme. Si on se donne Uégquation
AV =—g.ro,

oit ¢ est une fonction quelconque finie et intégrable, celte fquation n'a en général
aucune solution. Mais on peut toujours trouver une fonction @ « intégrale nulle de
maniére que Uéquation

(124) AV =—4a0+ 0

ait des solutions, si le symbole A4 est défini par Uégalité (118). La solution la plus
générale se trouve, si U'on pose (11g)

2]

O=y4iro + 2L¢+ Elogcf}go(gwé——I)(?w
Tyz Tz ©)

(125)

»

r
oit U est une fonction quelconque qui satisfait « Uéquation

AU =o.

On peut ajouter.

La fonction complémentaire © & intégrale nulle ne peut étre choisie que d’une
seule maniére.

En effet, soit ®, une fonction inconnue & intégrale nulle, et supposons qu'elle
soit déterminée de sorte qu’il existe une fonction V, qui satisfait & ’équation

AV, =—4i9+ O,

et qu'elle est finie et continue ainsi que ses premiéres dérivées dans un certain
domaine 7',. Considérons la fonction

V= V‘- Vl + U[,
ou U, satisfait & 1’équation

4U,=o,
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et est déterminée de maniére que v =0 a la surface d’un domaine 7" qui fait
partie de 7',. La fonction v et ses premiéres dérivées sont finies et continues
dans Pintérieur du domaine 7". Soit dn l'élément de la normale dirigée vers
Pintérieur du domaine, on aura d’aprés le théoréme de GREEN

) b dv . 0_,0)2 {7_1))2 '7;” 2 ,
f’vz/vdz — fij%—dw —-f[((m + iy + ((7z dt',
@) (1)

(7" (

do' étant Vélément de la surface £ du domaine T'. Mais
Av=0—0,

.'.fvdvdr’=fv@d1’—fv@ldz":0,
1" (" (")

parce que © et ®, sont des fonctions & intégrale nulle. Nous imposons & V et

v . av,

V, la condition que e et Tn D€ deviennent pas infinies sur la surface, ce qui

est toujours permis, parce que le domaine 7" peut étre choisi de sorte qu’il n’ait
aucune partie de sa surface commune & celle de 7,. Nous voulons de plus

choisir la surface de 7" telle que la quantité ddZ‘ ne soit pas infinie, ce qui est

toujours possible, parce que la fonction U, y est égale a la fonction continue
V,— V. Dou il suit

0_11
an
Y

v—dw =o0

a cause de la condition v = o sur la surface,

R

/&)

Les dérivées @n 0v e Iv étant continues, il faut que
de dy 0z

v = constante = o,
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Remarque II. En général la fonction @ dépend de la maniére de laquelle le
symbole # est défini. Si la fonction g, est telle qu’en chaque point

o(3uz —1)dw=0,
Q)

et si 'on a deux équations analogues pour y et z, ® ne dépend pas des con-
stantes ¢, ¢, et c..

Corollaires. Posons
n'=g—~@—:-——1—~ L ——LZlogc. [o (3u?-—1)dw:—-1—2L —Lc
> 47 47 Y w) ST T 4 N ’

ryz LYz 19) ryz 47

‘. _//V=——47£Q'

V=fg’d71+ U, ot 4U =0,

AV =L+ zlogcxfg'o(3u§—1)dcuz Y.+,

Tyz Tz “n Tz
ol '
L, =f9'ofp(ur)dw:_f;f(2[’°’ 4 C’)(p(m)dw
) () R
L0zzzﬁu1Lx.
r=0
EL'm—F C'x—47tg'=2Lx+ C,
ryz zYyz
1 L ,
R N ;—Ef( 3 Lo + C)(Zq%uﬁ)dw + 0 —0.
TYyz (Q) ryz

De plus on aura

pF f 00 Do) do— 7 f 6 Zoylus)do

Yz ) ) =u*
2L, — f % R ¢ (us)dw,
Ty @
11 f(:) Z(p(uw)d(u:O.
Yz

Q)
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CHAPITRE II

La dérivée premiére du potentiel d’une simple couche. Surface plane.

§ 19. Préliminaires. On sait que les dérivées premiéres du potentiel d’une
simple couche sont finies et continues tant qu’on ne s’approche pas indéfiniment
de la surface. Pour étudier comment elles se comportent dans le voisinage de
la surface et dans la surface elle-méme, il suffit évidemment de considérer la partie
d’elles qui se rapporte & une petite partie de la surface qui dans son intérieur
renferme le point vers lequel on se rapproche indéfiniment, pourvu que ce point
ne soit pas situé sur le bord de la surface. Ce dernier cas peut étre traité de
la méme manidre, en supposant la couche prolongée a 'autre c6té du bord, mais
y ayant une densité nulle. Pris dans toute sa généralité, le probléme qui nous
occupe & présent est le suivant:

Soit P, un point donné sur une surface, dont nous pouvons choisir une partie
quelconque qui entoure le point P,, et soit P,P P, une courbe quelconque qui
ne rencontre pas la surface, ni ne s’approche infiniment prés d’elle qu’au point P,;
soit enfin

du étant, au point @, I’élément de masse répandue sur la surface, R la distance
PQ. Lintégrale est prise sur toute la masse de la partie considérée de la sur-
face donnée. Si, au point P, ds est 'élément d’une courbe quelconque qui passe
par ce point, nous voulons étudier ce que deviendra la limite

Cependant il faut étudier séparément le cas, ou la courbe P, PP, se réduit
4 un point, c. 4. d. le cas ol le point P est fixe et situé dans la surface.
Nous commengerons I’étude par le cas, ol la partie considérée de la surface est
plane.
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§ 20. Le point P est situé dans la surface. Dérivée tangentielle. Considérons
(fig. 6) un cercle de rayon @ décrit autour du point P comme centre. Le po-
tentiel V; de ce cercle au point P', situé dans le plan et ayant les coordonnées
polaires (h, w), s'obtient par I’équation

Fig‘. 6. #f f ardr = ., w=cos(9—w),

Vi —2rhu + + A

\ , . . .
v o étant la densité de la masse, c. & d. une fonction
2 donnée quelconque que nous voulons supposer finie;

r et 9 étant les coordonnées polaires du point @, ol
la densité est ¢. Le potentiel au point P est

,,

2 a

szd{lfddr
0

0

*, pour r=~ht

I 1 roor r
(Vi—V)y=3 | dy N e —1 | d
h( ! ) hf fa(1 )[Vrz—zrku+h2 I] i
0 0
2z &
t
f fa( )[Vt”—ztu+1 I]
0 0

L'intégrale du dernier membre reste finie, quoique ¢ devienne = 1 sous le signe /',
car on sait que le potentiel V; est fini et déterminé dans tout point P' de la sur-
face; elle ne peut donc devenir infinie, ni indéterminée, que pour lim#4 =o.
Pour t>1 on a
4 [ ¢ . . .
T =— 4 “—P, lim P flnle;
Ve —atu+ 1 t 8 e

par suite on conclut que la quantité

o 3 P

t

;L(V;L~—V)—fud.9f @
(1] 1

a une valeur limite finie pour }Jim A=o0. Donc nous pourrons écrire
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¢

(Va—V)=Tn+ M,

arn @
Th =fud3fa(r, 3)‘_11"
(126) / ¥ r

’ 27 1 2z h
¢ !
My=|d9|o(ht, I)|-——=———e —1|dt+ {dI|a(t, $)]| e -1~ |dt.
" f f( )[Vﬁ—ztu+1 I] +f fa_( )[l/t"——ztquI ' t]
0 0 0 1

Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant:

el

Théoréme. S¢ lim T est finie, donc la dérivée % dans la direction w est finie.
h=0

Supposons que pour chaque direction -9 la fonction o(r, 9) ait une valeur
limite déterminée pour lim 7=o0, et posons

(127) 0,(%) = lino1 a(r, ).

Si nous supposons de plus que 6,(9) est une fonction intégrable de ¢, nous
trouverons en passant & la limite

av
s — T+
27 @
T =Ilim ud{)fo(r, 19)0k
h=0 r
0 h
(128) pad

M = [ 0,(9) x(u)d9

0

x(u)=~—[1 + u + ulog I:u]z

I—u
2
% == co8 (J — o).

X(3)= —sin(9 — w)log

. e, OV . o
Remarque. Si la dérivée s existe pour deux directions w, et w, (w, # w,,

w, + w, # ), elle existe pour toutes.

Cas particulier. Si la densité ¢ est continue, la fonction ¢, est constante,
et on trouvera

(129) M=o0.
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Corollaire. Si 7' existe, on trouvera

2z

(130) fao(3)ud3 =o0.

a

§ 21. Le point P est situé dans la surface. Dérivée oblique ¢ la surface.
Nous supposerons maintenant que le point P’ est situé an dessus du plan.
Soient PP'=#h, Pangle que fait PP' avec le plan =1 et angle que fait la
projection de PP’ dans le plan avec une direction fixe dans le plan —w. Nous
retrouverons les formules du § précédent seulement avec la modification qui se
rapporte & 'expression de

u = cos (PQ, PP');

Cw==cos Y eos (9 —uw)

%_Z =T+ M
8
2n @
T =1lim uaff)‘[a(r,{})(ir
he=0 : r
0 h

(131) 27z
M -———fao(.‘})x(u)dﬂ
0

—_ ]
x(u)=—-[1 + u + ulogI 3 u]z )g‘;'?)

X ,{9)=— cos ¥sin (9 — w) log - = % sin? w} Ifl_gu'

Remarque I. La quantité M' contenant l’angle ¥ sous le signe /, on voit
qu'en général il n’y a pas de relation simple entre les dérivées dans des direc-
tions différentes. Pour ¥ =o les formules (131) deviennent identiques aux for-
mules (128).

Remarque II. La quantité 7" différe seulement d’un facteur constant de
la quantité correspondante 7' du paragraphe précédent, par suite, la condition

. . . . N 4 o
nécessaire et suffisante pour Dexistence de la dérivée T dans une direction
quelconque est la méme que pour la dérivée, prise suivant la projection de

yry 2 r v ’ 0 . -
Pélément ds. Seulement la dérivée normale 7;/—' existe toujours, et on a
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27
(132) %g=—f00(19)d«9.
0

Cas particulier. Si la densité ¢ est continue, on trouvera

v 7

(133) 78—=——2nosinl,l/+T’, ;lpZo.

N

Dérivée curviligne, Si le point P' se meut vers P suivant une courbe
quelconque, on aura les mémes formules que précédemment, si on y suppose que
Y et w sont les valeurs limites de ces quantités. Par ex., si la courbe PP’ est
tangente au plan, la valeur limite de ¥ devient = o, et on retrouve les formules
du § zo. D’autre part, si

. 7T
Hmy ==
he=0 2

(e - v . . . . .
la dérivée curviligne T n’existe pas toujours. "Mais elle existe dans tous les
cas ol la courbe PP’ a un contact avec la normale d’un tel ordre que

(134) lim cos ¥ log % n’est pas infinie ni indétérminée.
h=0

§ 22. Le point P partant au dessus du plan,
Sapproche de la surface suivant une courbe P, PP,
qui me la remcontre qu'au point P, sans Uy
toucher. Soient (fig. 7) &, ¥ et w les coor-
données du point P, de maniére que h=la
droite P,P, t==Dangle que fait P, P avec le
plan, et w—="T1angle que fait la projection de
P,P dans le plan avec une droite fixe dans le
plan. Si les coordonnées du point @ de la
couche sont r et %, on aura

R=PQ=Ve*—2rhu + h?
% = cos Y cos (9 —w).

Soit P' un point pris dans le voisinage de P .et posons
s=PP'.

Soient de plus 2, u et » =les cosinus directeurs de PP,
Acta mathematica. 31. Imprimé le 14 octobre 1907, 25
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R —=PQ=VR*—2Rsv + &
v=cos(PQ, PP')

(135) = ——%{l(k cos Y €08 v —rco8 I) + u(hcosYsinw—rsing) + vhsin Y}
R £ =g8—Rv.
En ‘posant & =0 on trouvera
(x36) an= —v

Soit V, la valeur du potentiel V dans le point P, on aura

a
,012 fd&f - ‘?Rdr—‘fdﬂ‘farv;l22
On peut écrire
r =ht, V*——zm+¥=q
B
v =—"1 g
p ﬁ’z

8, =lcoslp00sw+ pecosyYsinw + vsin Y
f#, =2cos I + ysin&

- fomord fra f,,W ot

L’angle ¥ ayant une valeur limite >o, la quantité ¢ ne peut pas devenir
infiniment petite; la premiére des intégrales du second membre a donc une
limite finie pour limAs=o0. Quant & la deuxiéme, on a pour ¢>1

(x37)

2
Ll I+ 5P, lim P finie.
q t=w

Nous pourrons done écrire
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(¢
*01/—;“; Un+ Ny
2z [
on= [ 8,49 [0, 0%
0 A
(138) ; 13 12

2n R 2n 1 2z 2
2
Ny——g,[d9 f o(ht, 9) 5+ f P29 f "‘%f*f f””‘”f ol S
0 0 0 0 0 !

ou lim N est finie.
=0

D’ou le théoréme:

Théoréme. La condition nécessaire et suffisante pour que lim Ts sott finte,
‘ - h=0

est que la quantité
Uziz’m U;, est finte (138).
-0

Supposons que pour chaque direction 9 la fonction o(r, J) ait une valeur
limite déterminée pour lim #=o0, et posons

(x27) 0‘0(19)=1i13)1 o(r, 3).

Si nous supposons de plus que 0,(9) est une fonction intégrable de 3, nous
trouverons, en passant & la limite,

v

22{5§==U4‘N'
27 a
U=Iimf,b‘zdi9fd(r, 3)41
h=0 ¥
0 &
2z
(x39) N= | 0,(5)O(u,)d9
0
—_ By I 1—u,]  dG(I)
@(u")'——x——uo-,_ﬁz[x——uo 2—log 2 ]_ d9
_ . 1— U, . d9
G(9) =(—4Asind + pcosI) [1 + log ]—vsmwo >
\ ) 2 I—U,
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ol u, == cos Y, cos(I—uw,)
B10 == A CO8 Y, COS w, + 1 cos Y, sinw, + vsinyY,

(140) By, =Ac0s9 + wsind

W, ~l’1m Y, w, —hmw

Si nous prenons I’axe des z normal au plan, nous pourrons écrire

Vi 0Va_ 0Vi 0V
Ts g TGy TV
G(9)= AGo{9) + Gy (9)+ vGa(9)

hmgaV—h—U + N,
h=0 0

. dV
}gxgﬁ =U,+ N,
avu

lim—— =
h=0 02 z

h—()

U, :hmfsm&d&fc(r, 3)@
he=0 r

N, Lf" (92 ‘3)cza

27 @
U, =lim cosSdafa(r, .9)%1

(141)

N, fow) Wil9) g

M-andaw

G, = —sin#{l + log ;_;l‘g}

G, = 0083{1 + loglzu°}

o . d9
l G, :—sml[)ofI_uo-

D’olr le théoréme
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A . d . .
Théoréme. ]’le% exisie toujours.
=0

Corollaires. On trouvera

27
fﬁo(S)/fzd{}:o, si U existe,
0
2n
(142) fao(ﬂ) cos 3d9=o0, si U, existe,
0
2z
fao(ﬁ) sin 4dI =o0, si U, existe.
o

Cas particuliers. 1°. Si la densité o est continue, on aura
Ny;=N,=o0
R4S

0w = U

(143) . AV,
ws g U

i avy
. 1m—-0 =-—270.
h=0 2

Remarque I. On trouvera que les formules (143) sont identigues a la for-

mule (133) pour Y==0,0 et —g resp.
29, Si lp(,:g, on trouvera
N,=N, =0 d'aprés (142) et

2r
(144) 1im‘7_aV_’” =-fao(3)d«9.
4
0

=0

3°. La limite de la dérivée ‘z)—z prise dans la direction de la tangente au

point P, de la courbe P,P P, s’'obtient en posant

L=cosy,co80,, H=cosY,sinw,, ¥=siny,,

CoBi=1, Br=1u,
27 @ 2z
. o0V . dr I—u
(145) iﬂ,‘?f: }}:‘{,‘ uocwfa(r, 3)7——f60(3)[1 + 2%, + u,log — "] ds
0 {2 0

U, = ¢08 Y, c08 (I — w,).
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2n a
Remarque II. Si l}:g; f u,d 9 f O‘%I existe, les formules (145) deviennent
iy h
identiques aux formules (131) en vertu des formules (142).
On pourra donc énoncer le théoréme suivant:

Théoréeme. S: la dérivée dans une certaine direction extérieure existe pour un
point P, situé dans la surface, donc la dérivée dans la méme direction pour un
point P en dehors de la surface prend la méme valeur limite, c. d. d.

jim 2750
h=0 ﬁs o ds
dans les deux cas suivants:

1° 3¢ la densité o est continue au point P,

2° st la dérivée est prise dans la direction de la tangente aw point P, a la
courbe P,PP,.

Remarque III. Dans le cas général l}im% (139) n’est pas =%l: (131), car
fp =0}

la premidre quantité dépend non seulement de la direction (1, ¢, ») de Yélément
ds, mais aussi de la direction (¥,, w,) de la tangente au point P, de la courbe
P, PP,

§ 23. La courbe P,PP, touche le plan au point P,. Dans ce cas ;imlp=o;

=0
par conséquent la quantité ¢ des formules (137) devient infiniment petite sous
le signe /' pour h=o0, 9= et t=1. Nous supposerons pour plus de simplicité

que Yangle © est constant. Posons w=o, .. ¥ =cosycosy. Les formules (138)
peuvent s’écrire

'th__ OV V. Vs
s ~ 1t s THay T h
av
"a—éf: .zh+Nzh
(146) av
“‘a'yé=Uyh+Nyh
IV
_a-?: zh»

oll nous aurons a discuter les quantités Nop, Nvk et Nap.
1° Nen. On peut écrire (138)
¢ 14
Non =fd3f0>(ht, 9) [t cos $ — cos lp]t% + Nz, }LIE’IN'@ finie,

hat 1—x
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ol ¢ et ¢ sont des quantités positives <7—;, o0<x<1, et ou o(r, —-3) est écrite

pour o{r, 2z —-3). De plus, on aura

t%os&—tcosw ¢ sin*fy I—u, 1 (t—1)? I t—1
g cosy ¢° cosy ¢ cosy ¢* cosy ¢’
=% oY parce que

q2

g=V@it—12+2t(a—u)=V{IE—u)?+ I—u?‘=l/(t——u)2 + sin? Y + sin®-J cos? P,

s!

coslpf‘w[a (ht, 9) (@t — I)——— + N, IEI& N, finie.
—f 1—%

4%

" th::

Pour que lim N, soit finie, il faut done que le premier terme du second
he=0

membre ait une limite finie pour lim A= 0. Soit

g 14x%

—fdﬂfa(ht 39) (t-1) 3,

—g 1l—x

et posons d'une part t=1—7z, ¢,=V2(1—u)(1—2)+ 7%,

et de Pantre t=14+7, ¢ =V2(T—u)(r+7)+ 2,

M_fd&ﬁa(h+h¢ 9)_ ok th, 0)] vds.

1

Si nous posons
¢==V2(I"_u)%'7a -'-thQﬁiQN
nous trouverons en intégrant
r

f (g%" — ;,—3) rdz = une quantité toujours finie, méme pour ¥ =9 =o,
. 13

et nous aurons un résultat analogue pour g,. Dans Pexpression de O, on pourra
donc remplacer ¢, et ¢, par ¢'.
Posons
%u=cos0,

done nous pourrons de méme remplacer ¢' par

g=Va& .
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D’ou le résultat:
Théoreme: ZLa condition nécessaire et suffisante pour que la quantité gim Nen
=
soit finie, est que la quantité O,=1lim Oz est finie, oit
h=0

s %

grdv
0 T jdl? “ﬂ'_g_q‘
(147) ” (8% & oy
Gg=0h+hr,—a(h—hr,9).
Cas particulier. Si la fonction ¢ est indépendante de r, on aura O, = o.
2°. Ny On peut écrire

2 142
N, = |sin Odﬁfﬂ(kt 9) d: + N, hm N, finie,
-:s 11—

£_(—1? 2(—1) 1
q° q° ¢ 7’

et nous trouverons comme dans le cas précédent, en posant

a,(r, 9 =o0(r, 9)—o(r,20 —I),
le résultat suivant:
Théoréme: La condition nécessaire et suffisante pour que la gquantité lim

h=0
N» soit finie, est que la quantité 0,,&lzm O, est finie, on

e %

” d’[
(148) Oun —[ ‘9‘“’} 91 (35 1 )

0

G,=0a,(h + ht, 3) + 0, (h— b7, I).

Cas particulier. Si o(r, 9) =0 (r,2r — §), on aura O, = o.
3°. Nz. Ona

*h R ll
z;,=-s1n1,bfd3ju(ht 3) tdt:——sml}fomddf~———s ddfaf;ft, w>TI,

6, étant une valeur moyenne de ¢ pour o <r < wh, et de plus on aura

2K x

hm sin ¥ du[ ~— lim si nll'fdaftdt ,,,,,MZU:,L-,;,,M];E(w),
¥ ¢ =0 V' —2wecos Y +1I
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o §' est une valeur moyenne de 9,— <9 <s. Mais ¢ et ¢ sont arbitraires,
. 9" est si prés de zéro qu'on voudra,

‘. 9 =0, .. E(w)y=o0 pour w>1,

27 ©
. tdt .
Ny = —sin Y| o,d9 ra + 1, limy, = o.
9 h

Mais

'lim (6m— 00 (N] =0,

Uo
—— lm =
N smwf coslpcos:) — sin "lf — cos Y cosu+ s 3y, =o,

wlm Ny =—mw(og +0),
0

oll o4 et o_ sont deux valeurs moyennes de ¢ pour des valeurs infiniment

petites positives, resp. négatives, de 9.
Dot le théoréme:

Théoréeme. Lim (}V existe toujours et
h=0

. 0V,
(149) lhlfé‘a‘z‘ = — (04 + o).

Dans le cas général on peut écrire

vV
Gt = U+ Na,
sh =AUz + u Ug/h
(150) _
Nsh = leh + !lNylz + ’VNzh
Osh = lO:ch + un Oyh

Us =lim Ush> Ns=1lim Nsh, O; = lim O.

b=0 h=0 feee0)

Nous pourrons done énoncer le théoréme suivant:
Théoréme. 8¢ U, existe, donc la condilion nécessaire et suffisante pour que

d , . .
l’zm (}Vh existe, est que la quantité Os existe.
=0

Remarque I. Dans les formules (147) et (148), on peut remplacer
(151) d% par 9% + Y2,

Acta mathemotica. 31. Imprimé le 12 octobre 1807. 26
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En effet, on a

sin? § = sin® 9 + sin® Y cos? Y

k3

lim [ I — 1 Tdr— o ete.
y=o) L(OF+ 7Y (9% + Y2 + ¥
' 0

D’ou il suit qu’on peut remplacer O et O, par O et O, resp., ol

6zh :f[G(h + hT’,x‘)) —_— G(h—]lr’,ﬂ)]ﬂ%
(152) i
6yh zf[o‘l (h+ b, )+ o,(h—h1,9] Vet 917'; ete.,
]

7' et ' étant des valeurs moyennes de v et de % resp.

Remarque II. Posons dans Pexpression de N
o =06y + (6 — 00),

et nommons N, et N',, les parties correspondantes de N.. On trouvera

lim N'y=o0 si O, est =0, et inversement. Par suite on aura le résultat suivant:
h=0

8¢ O,=o0, donc

]’i}% Ta ~]’:3fcos5d3f rd f.,( 9)—5= dg a9

I — COs 0]
— |

(153)
Gog=— sin&[r + log

En comparant les formules (153) aux formules (128) nous pourrons énoncer
le théoréme suivant en vertu de I’égalité (130).
Théoréme. 8¢ Or=o, lim —2 ==, c.-0-d. la limite de la dérivée prise dans
h=0 dx dx
la direction de la tangente est la méme que la dérivée au point Py prise dans la méme
direction.

Remarque III. Nommons Oj et O, ce que deviendra O,, lorsqu’on y rem-
place o par ¢y et 6 — vy resp. Nous trouverons
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2

27T a
tim 2V _ limfsin .9d9/a(r, 9% 4 tim
« h=0

i) h 0

4
NI
h=0 ()y h=0 Go(‘»wd&

(154)

G, = cos 3[1 + log :Mi’] ’

2
pourvu que la quantité O', soit nulle. Pour que la seconde intégrale soit finie,
il faut que la quantité O} soit finie ou, ce qui revient au méme, que la quantité

2%

R sin 9d -9
(155) Oyzl,lli%f%(ﬂ)x_ cos Y cos 9
0

soit finie.
Cas particuliers. La quantité O} est finie,

. do,(9)
a9

[

existe,et 0,(J) est continue pour —e< ¥ <¢';

20 si 0,(9) = 0, + 6,(9), oll g, est une constante, et I'intégrale

\/01(0)%‘)

—g
est finie, ete.

Remarque IV. Nous avons supposé que la courbe P, PP, est contenue dans

le plan des xz. Dans le cas général l'angle w n’est pas =o, mais lim v =o0;
h=0

(7 Vh
ds

dans ce cas nous retrouverons les mémes formules pour lim , pourvu que
2=0

(156) %,,iil(} [Sin (4 oaI;h] = }Li:% [Sin w aazh] =0,

avs;,
dy

AV
N T

o(r, 9+ w).

et sont les valeurs trouvées pour w=o, si 'on y remplace o(r, J) par

§ 24. %g et %@:ﬁb % sur le bord du plan.

Supposons que ¢ ait des valeurs constantes mais différentes o, et ¢, des deux
cOtés d’une ligne.

1°. Ligne droite. Pour la dérivée tangentielle dans la surface nous trou-

verons (126), o étant U'angle que fait PP’ avec la droite de séparation,

Ty=12(0,—0,) sinw log% s
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ou Pon suppose que la droite PP’ est dirigée vers lintéricur du domaine de
densité o, et que o < w <. De plus on aura (128)

SN w .

2

M = 2 (0,— 0,) sinw log
av .
(157) .. 75 O pour w=o et =, mais = ® pour toute autre valeur de w.

De méme la dérivée oblique (131) n’existe que pour w =0 et & = m, auquel
cas on trouvera

av .
(158) G =T (0, + 0,)sin Y.

v

La dérivée normale existe toujours et s’obtient de la formule (158) pour %’J:;-

. d

Afin de calculer -,

ds

et dirigeons Paxe des y vers intérieur du domaine de densité o,. Les équations
(141) donnent

|4 . . .
", nous prenons la droitc de séparation pour axe des x

Wa_ 3 0V 0V 3V,
7s Tax Ty TV 0
lim % =0
h=o Oz
(159)
. AV, . g
lim infinie
hr=0 (7y
lim (70Vh = — (0, + 0,) — 2 (6, — 0,) tg ~! (sin w, cot Y,) .
h=0 4

Si la courbe P,PP, touche le plan, on aura les mémes formules (159) dans le
cas ol I'angle w est constant. En y posant ¢ = o, on aura

4
lim 7;2]5 = —s (o, + 0,) pour w=o0 ou w=7sr

(160) = — 27T 0, pour o < w < ir
= — 270, pour s < w < 27,

Si Pangle w n’est pas constant, on retrouvera les formules (159) et (160)
pour le cas, ol lim o n’est pas =o ni=r. Si lim w =0 on retrouvera les for-

h=0 h=0
. avV, .0V, .
mules (1 lim %" et lim S22,
s (159) pour Igno G © hlil(} 7y si
(161) lim sin wlogh = o,
he0

et on peut écrire, en supposant 'angle w positif,
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- th_ . 4
(162) %1,{% '5?——”(0'14‘0‘2)_‘2(0'1—0'2) lhlino tg 117,-

Le cas lim w = 7« se réduit au cas précédent.
h=0 .
2°. Courbe & tangente déterminée et unigue. On trouvera les mémes résultats
avh 017};,

(159) pour Ilgn0 7 et Ihlfé ar et on aura
14 . . . dr
(163) }Llilg Txh = (¢, — al)klg)x)f(sm 3, — sin 9,) o

l'axe des x étant dirigé’ suivant la tangente, et 3, et J, étant les valeurs limites

7 — 3 .. .. . 0V .
——;—’ ont des limites finies, .:. im — 2 existe

h=0 0%

en un potnt régulier. Si la courbe P PP, touche le plan, on aura les mémes
résultats, et dans le cas ol w, est = 0 et % sz, et dans le cas ou langle w est
constant et = o ou==w. Cela aura méme lieu dans le cas ou langle w est

variable et lim w—=o0 ou =, pourvu que la projection de la courbe P,PP, dans
o

le plan ne tombe pas entre la tangente et la courbe de discontinuité.

de 9. Pour un point régulier%‘ et

Supposons maintenant w <4, pour r>h. La partie de N,z qui pourrait
devenir infinie peut s’écrire (138)

¢ w
Hz=(02--ol)fd«9f(—coslpcosw+tcos«9)t;i3t, w>1,
0 21

9= 9, (w), t, =la valeur de ¢ en un point du bord. Posons I —w =9,

) w
—— , ‘o1 3 ' —
c Hy— — 5(02_ UlJ(cosl// cos&)comuﬁ—smwsm«? d&'/t 1 + I, lim H'—o.
2 I—u q h=0
h p— ) 53
De plus on aura
w
7 =
ty
cosy —cosd 1 sin? Y
I—u cosy cos iy (r1—u)
§—0 _
sin o sin $dy  sinw I — cos Y ¢os (3 — w)
I1—cosy cosd cost I—cosy cosw

@
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gim H, est finie ou infinie, si lim o log [¥? + (9 — w)?] est finie ou infinie.
=0 h=0

On retrouvera la formule (163) aussi dans ce cas, pourvu que

(164) lhlm w log [Y? + (9 — w)!] =o.
=()
Enfin on aura
.0V, . I —w _ 5}]
}ng)l e = — (o, + 0,) — 2(0, —0,) ;llgz}[tg ‘T + tg l'JJ .

Remarque. Soient Q, le point (w,3J) et 0 = 'angle (P,Q,, P,P), donc Ila
condition (164) peut s’écrire

(164%) }ln:gl wlogd=o.

3°. Point saillant. Supposons que les deux densités sont séparées par deux
droites qui se rencontrent au point P, et soit .t — 24’ leur angle, concave du

co6té ol la densité est =0, 0 <1'< g . Prenons la bissectrice de cet angle pour

axe des y. Nous trouverons (141)

. 0V . -y T4 cosy,cos (A + w,)
%12)1 Fz — (02— 0y) sinAlog cos P, co8 (A’ — w,)
(165) 1 lim %%" infinie
=0
. dV sin w, cos Y, — sin A’
}gg ’0_;= — (0, + 0,) + 2 (0, —0vy) tg~! soin v, (?OS)J

. - . dV; . .
Pour lim ¥ =0 on aura des valeurs finies de lim 7?—95—‘ excepté les cas ou w, =M\
h=0

et wy=n—»A, c.-a-d, les cas ou les lignes de séparation sont tangentes a la
courbe P,PP,. Enfin on aura

2,

lim dz

= — 26, dans le domaine o,
(166) =—27TG, » » » 0,

= — 7 (¢, + 0,) suivant les lignes de séparation,

P’angle w étant supposé constant.

On trouvera facilement comment on peut généraliser ces résultats au cas
que le point P, se trouve sur le bord en un point saillant d’'une courbe quel-
conque.

4°. Point de rebroussement. Prenons la tangente commune des deux branches
pour axe des y et soit-elle dirigée vers lintérieur du domaine ¢,. La formule
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(163) donne,

a

.0 .
}Luf,l(%cll:(gz_al);l}%l f(cosel—cos ez)#, pour
(167) = K
7T T
l31=§—81’ ="t 8, }molsl—ligész—o

De plus, les formules (141) donnent

lim (70Vh = (0, — az)f(sin & + sin &) %7: , et
(168) o Y i
1};1’13 %VT" =—270,,

. lim ﬁ n’est pas necessalrement infinie dans ce cas,
h=0

cx ]
Si la courbe P,PP, touche le plan, mais si w est » 72_5, les quantités %I% J;h

.0 . . .

et Jim (—B—I;—h existent, si elles existent pour ¥, #o0. Dans le cas ol w=7£, on aura
7=0

u=cos¥sing, et on trouvera que la partie de N (138) qui pourrait devenir

infinie peut s’écrire

w

I=(Gl—az)ftdtf[-—,ucos¢/+(lcos{)+usin«?)t]%%?zllz—{—,ul,,.

0

1°. Lmavh. On aura
h=0 0:{2

.1:= coswf_—_ tdt

q, et g, étant les valeurs que prend ¢ pour 9 =39, et 9 =3, resp. Soit ¢, la

valeur de ¢ pour J = 725 ,

=V 2tcosY + 1<q, = ViE—2tcosPcose, +1 < ViE—2tcosycose+1=(,,

z étant la valeur maximum de ¢ pour r < wh,

Gy 0y _I______;[_ _ ‘72 Pl
L= COS‘P.O[(% %) costpf( tdt v 1 —¢1]
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0

I'= (l_; N__/ ___k t,
% %

0

¢' et ¢ étant des valeurs moyennes de . On aura

1’<f(£—£) dt~/log_ g+ {—cosy —log 1—cosy
q

q+t—coswcose I-——coscose

Le premier terme du dernier membre a une limite finie pour limki =o, et le
second terme aura une limite finie, si

(169) lim £ est finie.
h=0 Y

On peut traiter l'intégrale 7" de la méme maniére.

2°, LimaV". On peut écrire
h=0 oy
I,=(o,— az)ftdtf(tcose-cosw) + az)ftdtftcoss—oosw)
Or on a
£ s,d 4 &

de _ 1 de sin ¢, '

f(tcose—cosl,b)? ~——~Zcoswfq + A4 @ +4t008wfqde

0 0 0

A= 24 [ +JL:MM]
T (B + ztcos Y + 1) 2tcosyY + 1

Par suite, le premier terme de I'expression de I, a une valeur limite finie, si les

deux quantités
fdtfdf et I"*fsms |t —cos¥|tdt
7.9

ont des limites finies. On a

w

I',<e f ‘;t lhlm I', est finie, si hm ¢ log ¢ est finie,
[ -f)
0
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w

Iy < ew 4 . lim I", est finie, si lim = est finie.
9" T h=o h=0 ¥
0

Le second terme de I'expression de I, peut étre traité de la méme maniére.

. 0Vy . .
3°. Lim —-" existe toujours.
! h=0 dz
En résumé nous pourrons énoncer le théoréme suivant:

Théoreme. 8¢ le point P, se trouve en un point de rebroussement du bord,

.4 . . \ ,
ffm —;% existe toujours on la courbe Py PP, n'a pas un contact avec la tangente qui
=0

est d’un ordre plus élevé que ceux qu’'ont les branches du bord avec la méme tangente.

§ 25. Cas particuliers. Les considérations précédentes ont conduit &
ce résultat que Pexistence des dérivées dans la surface et des limites des dérivées
extérieures dépend en général de l'existence des quantités

( 2r a (a) .,

d
Uys=1lim | cos-3d 9 /o(r 3)———]1m 0 —dw
h=0 o h=0 0z

0 h ()

—11 fsmﬂdﬂfa(r,ﬂ) —hm/ d(u,

(a)
ou dw est I'élément de surface, et ol le signe | désigne que lintégration doit

(170)

(7))
étre prise sur le domaine qui est compris entre les deux cercles, dont les rayons
sont a et h resp., et dont le centre commun se trouve au point P, de la surface.
Nous examinerons dans ce paragraphe quelques cas particuliers, ol ces limites
existent.
1°. Soit ¢ (r,J) une telle fonction de 9 que

27

a 27
facos 3d9=o, .'.fgz;facos 9dI =o, ... U, existe,
0 0 0

27
fasin3d3=0, .. U, existe.

0

ou que

Acta mathematica. 31. Imprimé le 15 octobre 1907. 27
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Ce cas a lieu par ex. si ¢ est «) une constante ou 2) une fonction de r seulement.
7) Siog(zaw—9)=0(9), U, existe; et si 6(nr—9) =0 (), U, existe. J) Si ¢ est
une fonction de x seulement, U, existe, et i ¢ est une fonction de y seulement
U, existe. ¢) Soit ¢ une fonction de rcosd seulement. On aura, en posant

7rCO8 I =2,

2w a -
U:n =fcos.9d0fa(§c)%f=ffg(;5)cosi9dx_d.):
T
0
h — S —
N Gl VA L2 B L IC LG, Vs
== fg(x)(-‘/I_}ﬁ- 1_7172 i TZJ. T I azdx.

—h

La premiére intégrale du dernier membre a une valeur limite finie pour limA=o.

La seconde intégrale a une limite finie, si llm f o(z)— x) dx est finie. Dou
alll

le théoréme:

Théoréme. OS¢ o est une fonction de x seulement, donc U, existe, si

(171) tim (Y@ —2(=2) 52 oot fimie.
h=0 x
h
£) Sl 9 existe pour tout point dans le cercle (a), donc U, existe. En effet,

&

on aura

[a(& )Edwz__f ded: =-——f[a(a P —0o{h,9)]cos 3dI +fddfd§dr etc.
0

n) U, et U, existent, si

2r 2n
fao cos 9d9 =o,fa,,sin.9d()=——— o, et
(172)  {’ ’
a
}‘im 17 %dr est finie et déterminée pour chaque valeur de 9.
=()

h
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. ., 0 . ,
§ 26. Existence de la dérivée -0%/ en un point quelconque du plan allirant.

L’existence de la dérivée % en un point situé dans le plan ou de la limite de

la dérivée extérieure dépend essentiellement de I'existence de la quantité
Us;=1m U, ou
B0

(173) Ush=lU:ch+ un Uyhy

le point considéré P, étant pris pour origine et comme centre de la partie cir-
culaire considérée du plan. Nous chercherons maintenant une formule, ou la
condition de Pexistence de Us soit exprimée en fonction des coordonnées du
point P, situé sur Paxe des x positifs & la distance k¥ de lorigine P,, k> o.

Nous aurons pour le point P (fig. 1), en prenant I’axe des # dans la direction P, P,

{a)
gL
. B __ rdrd 9
USh—fG%dw_f‘w e
(h)

3—k rsin 9
(174) v=cos(ds, PQ) —1 g+ up

R=PQ= I/r2—zrlocos:}+k"
k=P,P,

Pintégrale étant prise sur le domaine qui est compris entre le cercle (P,) et un
cercle de rayon % (h<k), dont le centre se trouve au point P. Posons (62)

r=ks,h=ko, R=kp,cos9=u,
Sop=Vsi—zsu+1
A(su—1)

B8 —2
Yo 0 Ly — s1n8=
) “p P

(175)

, B, =Acos 3+using.

Soit » une constante telle que 1 >x%>ea,

21 1—x T 2n  1—u
,;,—afd..‘)f ks,«?)v% f [vsds f GQ—)—S—gE+
7 p
(176) "~ .vsds ey 81
fdﬂf fsdéf(m —=L+L+ L+ 1,4+ I
‘ 0 1+a
o =s’—zscosﬁl+1.
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Les intégrales I, et I, sont indépendantes de «, et comme p ne peut
g'évanouir que pour s=u=1, elles sont aussi toujours finies. Quant a I,
on aura

1+a 2z—-8, 1+ = 14a 2n—1, 1+r/.d

fszdsfasm.?— [ed.sf (—7)4—0 ﬂsds[d(——£)=2(a'——a”)+(0”—6’)f§~£,
¥4 S+1

T—u —a =8 150 ¥=z 1—«

- o' et ¢" étant deux valeurs moyennes de ¢. Sila fonction ¢ est continue, la limite
pour «=o0 du dernier membre est =o0. D’autre part on peut écrire (cfr fig. 3)

1+ 22—-9 2r~thy 142
fsdsf su—x) -—fd{)f sSu— I)—*+[d3f0(8u—1)&9+
1—o B 1—a t 1-a v
¥ 142
fd{}fa(su—x)fig_ﬁ” + F'+ F",
B

sin 9, = o, 8, —cos ¢ — Va2 —sintd, s, =cos I + Vet —sin? I

1
27—t 142 ¥, cosd s 14a

F=ds|do|—"t+as|do|—240"s[dy| =2+
P P ¥ p

h 1-a y 1—uz 2 1

1
~8, cosh —% 1+a

+o’s'fd3/——+a”s”/d.9/——-§, cos 9y = .,
P . y Y I+«

-t 1-a -85 1
cost

o', ", & et &' étant des valeurs moyennes de ¢ et de s. Posons

=Vo(i1—w)y(1—a)+ et p,=V2(1—u)(1 + ) + o3, I‘Hfﬂ—— ds.
Nous avons trouvé (74) limI" < ee, lime finie,
«=0 e=0
2703 14
colim (d9 [ —2 =o.
a=0, P

&3 l—q
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Posons de plus

2(1—u) = 92 A(9), .. (I__a)]/g b a)l(#)
B Bs
. I—0 I . E___ )___I‘____ ) _
f( /2 _sinﬂcosa)ds_*f[g ]/32———?]&9+g, ilzlgg o,
¥, %, T =109
By B
f[ ]d"bfﬁ* —— ]d9>
2 2 o
l/J “)l s 8 ]/’9 T =01
By
fz— B — ¥
e
B, [ V3 + I—o

En effectuant les intégrations, on trouvera

b

( — d9=—1lim d9=—logd(Vz +1).
o f P 51n3c033) =0 f [ ]
. 1/3 Bl a)ua)

Les autres termes de F' peuvent étre traités de la méme maniére, et on trouvera

Iim F' =o.
a=0
De méme on peut écrire
8’3 8'2
F'e—¢'4d (ﬁ__l__:_a)d19=-—o"s' (E._i)dg.*.gﬁlimg’:o,
(] y 2 ) o Py =0
_82 '—‘&’
lim P = — 20, [1 —log (V2 + 1)1,

o=0

ox étant la valeur de ¢ au point P. Enfin on aura

o
¥y cosd 8 14+

2
F”’==20's’fd19/—%+ 20"8”](13/ =+ 20"s ”fd.?/—— tgd =a,
8, 1

By S2 4
cos ¥
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et on trouvera que les deux premiers termes du second membre ont des limites
nulles,

“. lim F" = 2 g3 [1 —log (V2 + 1)],

%=0
(177) . lim S =o.
a=0

L’intégrale I, peut s’écrire

I,=AF, + uG,

2rn 1—7
F3=fd9fa(su—1)s%§-
1—7

On peut écrire

.9(su 1) —s 1 ds—u 1 1—8 d1—8
(178) =+ )08 P +1+u33 P +p pdds p <o

. o 1eress . . , . s{su—1)

Si on fait Pintégration de F, en y substituant V'expression (178) de — R on

peut intégrer chacun des trois premiers termes du second membre pour des valeurs
moyennes de ¢. En posant dans le dernier terme

§=1~—7, p_=Vz(x—u)(1—1) + 22,
on aura

a

F, -*—fd&fo(lc lcr,&)rp + f,, lim f, finie.

7=0

On trouvera de méme, en posant s =1 + 7,

I, =AF, + u@,

—fdﬂfa(lc+kr, 9)1 ot +f,, hm /. finie,

p+=V2(I——u)(I+7)+r",

(179) .~ F, + F, -_fdsf """*’”"9) ”"‘;f‘"”)]t-dt+f,1im/finie.

— u—-0

Posons .

p=Va(x—u)+7, . p>p_.
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Nous trouverous en intégrant

Z

. I I i . . n
lim (——B —;},—3) rdv=une quantité toujours finie, méme pour Y=o,
=0

[/

et nous aurons un résultat analogue pour p, . Dans Iéquation (179) on pourra

donc remplacer p_ et p_ par p'. De méme on peut remplacer p' par p=VI 7,
D’otr le théoréme.

" , . . , .. 0V
Théoréme. La condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée — ou la

Jdx
limite lim Z—Z—h existe ay point P (r=k>o0,9=n09), est que la quantité¢ H.=limH,,,
h==0 u=0
existe, ot
i e 3
(180) H,,— (a9 ([ok+ kr, 9)— o (k— kz, 9] —%__3
180 oy == [o(k + ke, 1) T, w19 P
—¢& /4

pourvy, que la courbe PP, ne touche pas la surface.
Si 'on pose

o, (r,)=0c(r,3) +0(r,2x—9)
(181) T=pPCosy 3= psiny
o k+kv,9)=0y o,(k—Fkr,3)=0_,

on peut mettre la quantité H,, sous la forme

—1
cos

[N

-1
cos

: % % »
(182) Hm=—-fcosyd7f(a+-—a_)%? + k’=f‘%’ﬁo+—a-) cosydy + I, lim 7' finie,
u==0
' 0 a ° ]

™~

cos ‘[

ar=a,(k+ kv, 9), o_=0,(k— kv, 3).
Posons

(183) 0+ —0_=0,(7,9)=0,(p,7),

donc la quantité H,, peut étre remplacée par une des fonctions
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— d9

g,(¢,9) ———=
(5, 9) =

&.l (7, 9") d_;

/
f

(184) cos 2

zZ

fal (p', 7) cos ylog <=7 d%
0

7z

- nd
fal (p,y)f

a

7', 9, p' et ¥ étant des valeurs moyennes des variables 7, J, 7 et p resp.

Cas particulier. Si o,(k + k7,9) est une fonction paire de 7, la dérivée
A
75 CXiste.

Si nons posons

(185) o, (r,9) =a(r,9)—o(r,2r—9),

nous trouverons de la méme maniére

p_ %=0

(186) G + G, ~f81n19d0f 02(k+ kr ‘9) ’(k—nkr’ﬂ)]df-}-g, lim g finie,

et nous aurons le théoréme suivant:

L., dV
Théoréme. La condition mécessaire et suffisante pour que la dérivée Ty oula

limite lim%‘ existe au point P(r=1Fk, 9=0), est que la quantité H,=lmH,,
h=0 a=0

existe, ol

(187) qu=f3d3f[az(lc+kw,3)+a,(lc——kr,3)]f;,—(_i’_%9—,j§,
0 o

pourve que la courbe P, PP, ne touche pas la surface.
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Posons

(188) cosy =v,0, (k + k7,9) + 0,(k —kt,9)=a,(r, 3) =6, (p,v),

donc la quantité H,, peut étre remplacée par une des fonctions

fdvfoz~ et
% 1
[ 5
P
O

ou encore par une des fonctions

23

yu

IR

(189)

\

€

f‘}z (Ta 1-9") %;f

71

(190) 1 B

f?f, (p",v) log Ydv,
o

LR

o, 37, p" et o' étant des valeurs moyennes des variables 7, 9, p et v resp.

. : . . ce o, OV .
Cas particulier. Si o(r,9) est une fonction paire de 9, la dérivée Ty existe.
Corollaires. 1° Soit
t=0 pour 1—a<8<1+ e, et =1 pour les autres valeurs de s.

Donc Pégalité (186) peut s'écrire (176)

142 142 P
Gy + G, —fsmﬂd&ﬁoﬂks 3) =~ $ ds GQ(ks ) sm&d«?ﬁsg ps
1—% 1—7%

Acta mathematica. 31. Imprimé le 16 octobre 1907. 28
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§' étant une valeur moyenne de s. En substituant la valeur de ¢ et en intégrant

par rapport a s, on trouvera que la quantité H,, peut étre remplacée aussi par

yu
la quantité -

[ £
14

a9
! I — Jild
fm(ks,{)) [1-— Va2—+“3'2] 4 » ou encore
(191) 0

£

1f02(ks!, D)a_z%’ 1<y<L2.
0

. , . . v .
2°. Théoréme. La condilion nécessaire et suffisante pour que 7g riste, est

on €X18le, ou

gque H.—=lim H
u=0

(192) H,-=1H,,+uH,.
, d
§ 29. Continuité de la dérivée %g et de lim *01?-' . Dans ce paragraphe nous
h=0 i

supposerons que la densité o (r,9) est continue par rapport & r et & 9. D’ou il

. s d V . J Vh
suit que les quantités s ’1‘12) 7%
ce que nous supposerons dans ce paragraphe — sont continues en méme temps

que la quantité U,, k>o0. Mais U, est continue en méme temps que lim (I, +1,),
a=0

— si la courbe PP, ne touche pas le plan,

et nous trouverons que cette derniére quantité est continue en méme temps que
H,, d’ou le théoréme:

. .., dV
Théoréme. La condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée Ts O

lim (-{g—h soit continue au point P(r=k>o, 9==0) pour un déplacement suivant
=0

Paze des x, est que la quantité H, = lim H,, (192) est continue par rapport & k.
0=0

Quant & Porigine, nous trouverons pour ¢ =g, (176 et 175)

2w
I+ 12 +12=00f[A(1—a)—A(0)+A(I +2)— A (1 +a)]d9

0

A(s) r=f(ﬂzs——l)s%:=l[ulog(p+ s—u) + I—_;«—Sﬂ] + ysinﬂ/ 82%2.

[

En intégrant le terme logarithmique par partie, on trouvera
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27 2r

(193) fA(s)d3=—lsfu@,
0 o P
27
LI Ie +Ig=—an[I—“—I te 1+ "']ucw
Dy Y2 D,

0

Pr=V2(z—u)(x+ =)+ =.
De plus, on aura

a a (_l

2k 2n % 27 %
ds 2 B, As ds__ "

I, = fdﬂfu(ﬁzs——}.)sﬁ= 49 6(%——;—2?)ds+f/32d3f0?:12+]2

0 14+» 0 14z 0 142

2 ©
) B,s* B, A3 e 1 s Te s
12=0Jd0f(~;5——;}—~§)§)d8+y_1,+y, %‘1337=o

0 14z

2
1:=oouz+x>fud—‘1,
q Py

2z

N (IR (JNR [ 1:=—AUJ(I_“—I + "‘) ud 9,
4 Ps D-

et nous trouverons que la limite pour ¢ =o0 du second membre est = o,
Iin(}(I‘; + I+ 1+ 10+ 1) =0,
O.=
parce que lim I, —o0. Mais on a
4 m
lim lim (I, + I', + I,) =lim (I} + I} + 1Y),
k=0 0=0 =0
et on trouvera que la quantité
lim (I, + I,— Hja)
=0

est continue par rapport & k. Enfin on aura

27 a 2r 142
I’;:fﬂzd{}fg(r,g)%z— ﬂzdﬁfdt—i;,
0 k 0 1

ol le second terme du second membre a une limite nulle pour lim k=o, sile
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premier terme du méme membre a une limite finie. Cette derniére limite est
égale a la valeur 7' de U, dans lorigine,
hm Us=Ilim lim (I, + [, + I+ 1, +I)~hm(1 + 1+ 1)+ T+
k=0 2=0

+ lim lim (I, +1,— Hy,) + lim H,.
k=0 =0 k=0

Si lkmg H, =1lim H;., H;, étant ce que deviendra H,,, si 'on y remplace o par
0,=0

0,, donc on trouvera que lim lim (7, + I, — H,,) + 11m H, ~hm (I; +1I3). Dol

k=0 a=0
le théoréme:

. . - L0 7
Théoréme. Si U, existe dans Uorigine, donc la dérivée 6.Is/ et lim aV sont con-~
h=0

tinues dans Uorigine, st

(194) hm H,———'H:,

k=0
Remarque. La quantité lim H, est identique & ce que deviendra la quan-
k=0

tité O {150) pour ¢ =o. Par suite la condition, lim H, = o, pour que la dérivée
k=0
: (d_i soit continue au point P, dans la direction de ’axe des z, est identique a la

condition O, = o (p. 202) pour que lim % soit égale & %l; au point P,.
h=0

Application. Variation de la dérivée au bord de la surface. Soient o, et o,
deux densités constantes des deux cotés d’une droite. Nous avons vu que
la dérivée dans la surface n’est finie que dans la direction de la droite et qu’elle
y est =o0. En un point situé dans le domaine g, & la distance k£ de la droite,

on trouvera que la valeur de la dérivée % — prise parallélement & la droite par

rapport & un cercle de rayon ¢ dont le centre se trouve en ce point — est (128)

cos“!; a
1
(195) ;Z T == (0, —o0,)}sin 3d3f =0,
—cog 1 L .
a cos &

,. , 0 .
*. la dérivée % est continue.

§ 28. Changement de la valeur de la dérivée en traversant le plan. On trouve
facilement qu’en un point de la surface la dérivée 52—/ varie continuellement
quand la direction de dérivation varie continuellement. Au contraire, si I'on
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change brusquement la direction en la direction opposée, la dérivée pourra
changer brusquement de valeur. Soient ds. et ds— deux élements émanants du

point P de la surface dans deux directions opposées. Les formules pour 0TV

. A d .
s’obtiennent de ceux qui existent pour %V— , si on y change w en w+ w. Par
: +
suite 7" (131) change en — 7", et on obtient

2n
a4
(196)1» m-i-ﬁs—_z——fao(ﬁ){z%-ulogi

0

—u
—thas.

Si la densité ¢ est continue, on aura

awv IV

(197) Tor K=—-4n6sinw.

Remarque I. Si la direction (w, ) de ds change brusquement en la
7
direction correspondante (w, — ) de lautre cOté du plan, la valeur de % ne

change point.
Supposons maintenant que le point P se meut suivant une courbe qui tra-

verse le plan au point P,. Nous trouverons que hm 0V

75 prend la valeur qu’aura

la limite de %‘, lorsqu’on y substitue w+ 7 et —v 3 w et & » resp. En mar-

quant les deux cotés par les signes + et —, nous trouverons (139)
2r
. [OVR, Vi, 2310 21U, I~—u°)]
ot 531) —im (5] [ | T2+ o [ s oo,

0

parce que B, change en —g@,,, et 4, en — u,, tandis que 3, et U ne changent
point. Pour les dérivées suivant les trois axes nous aurons

.

27
. {3V . 0Vh) N [zcoslposin3sin(3— w,) uo]
}3301 (75)+_1;f£%(% =] 0,(9) —u +cos3log T a9
0
(199)
27
lim (0Vh) — lim (u) f (0)[2 cos ¥y cos..‘)stn (9 — o) sm{)log u°]d3
] =0 dy a=0 \ 0y | y —u, I+
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2r
. OVh . th . . dg
(o |1 (7] ,—1lim (5) = —2sin w<:)f a2

Uy == COS Y, c08 (I — w,).

Cas particuliers. 1°. Si la densité o est continue, on trouvera que les
dérivées par rapport aux axes des z et des y n’éprouvent pas de changement
brusque, lorsque le point P traverse le plan, mais que la dérivée par rapport a
Paxe des z éprouve un changement brusque de — 47 ¢.

T
2°. Pour Y, =— on trouvera

2rn
VR . (VR
(200) lim (-07);- lim (—a—z—)__ 2 f 0,49 .
0

3°. Si I'on considére un point sur la ligne de séparation de deux couches
homogénes de densités ¢, et o,, on trouvera (159), en supposant que le point
P se meut toujours dans le plan normal passant par la ligne de séparation,

. {dVy . (V4 .
(201) ;‘1301 (WL—}:&: (7;)_— —a2n (e, + ¢;)sin Y,
I’élément ds étant dirigé dans une direction quelconque qui fait I'angle ¥ avec
la surface, 'angle ¥ étant compté positif du e6té positif du plan.
Remarque II. Le changement de la dérivée quand le point P traverse le
J
plan est toujours fini, méme dans le cas ou les dérivées lim 0_@[’_ et lim OV
k=0 0Z h=0 0y
n’existent point, pourvu qu’on définisse le premier membre de I’égalité (198) de la
maniére suivante

vy . [0V, A oV
lii%(ds) —1,:33(7;8—) *Lo[ ) —(7;7)_]

!
lim% finie et »~ o (cfr. § 16. Rem. I).

(z02)
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CHAPITRE III

La dérivée premiére du potentiel d’une simple couche. Surface courbe.

§ 29. Surface physiquement régulitre. Nous nommerons dans la suite une
surface «physiquement réguliéres au point P, (fig. 8), si par ce point on peut
mener une ligne & tangente déterminée qui ne
la rencontre qu’en ce point P,, et dont tous les
points qui n’appartiennent pas au voisinage de
P, sont & une distance finie de la surface. Nous
supposerons de plus qu’on peut faire passer par
le point P, un plan, de maniére que la normale
de ce plan qui passe par un point quelconque
du plan dans le voisinage du point P, ne ren-
contre la surface considérée que dans un nombre
fini de points.

Décrivons autour du point P, comme centre
un cercle de rayon a sur ledit plan, et faisons passer par sa circonférence un
cylindre droit. Ce cylindre intercepte une certaine partie de la surface considérée,
et nous pourrons nous borner & considérer seulement la portion du potentiel qui

se rapporte & cette portion de la surface, supposée physiquement réguliere au
point P,. Posons

(203) V=f@,

ol dy est I'élément de masse répandue sur la surface considérée, et R la distance
P@ du point P(x, y, z) au point Q(§, 1, {), ou se trouve cet élément de masse.

Nous voulons maintenant faire une troisiéme supposition, c¢’est qu’on aura
pu choisir le plan, de maniére qu’on pourra écrire

(203*) V=f0'dw,

R

ol dw est 'élément du cercle considéré, sans que la fonction 6 ne devienne in-
finie ni indéterminée. L’intégrale est prise autant de fois sur la surface du cercle
quil y a de points différents de la surface qui correspondent au mé&me point
du cercle. Pour fixer les idées nous supposerons dans la suite — ce qui n’est
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pas indispensable — qu’d chaque point du cercle correspond un, et un seul, point
de la portion considérée de la surface.

Prenons le point P, comme origine et les axes des x et des y dans ce plan
lui-méme.

30. Le point P est situé dans la surface. Dans ce cas nous pouvons sup-
poser que le point P coincide avec le point P, et nous trouverons comme dans
le § zo pour les potentiels ¥ et Vj qui se rapportent aux points P, et P’ les
formules

27 [
;I:(Vh— V)I}I;fdﬂfo(r,ﬂ) (I—é,—kf‘)rdr
0 0

B=PQ=coy

(204)
R=PQ=VR —2Rhu+ i
h=P,P

u=cos(P,Q, P, P') = cos ' cos ¢ cos (9 — ') + siny¥/'siny,

Y et « étant les coordonnées polaires du point P'(2/, ¥, 2'), de maniére
que z' = hcos Y’ cos ' ete., Pangle o' peut étre supposé = o.; ¢ et w sont des co-
ordonnées analogues pour le point @(&, , 7).

Posons
r=nht
v
I — V)= 1
(V=) ds} o (ht, 9) (q, q)tdt
0 0
q = !
cos
(205) w — u I I I
¢d=VeE—2z2qu+1 :q[r——a + ?P(i)]’ HmP(ZI) finie,
g==x

C i(Vh" V) == Wsh + Qsh

27 4]
Ws;,=fd{)f0 (r, ﬂ)ucos’-‘lpﬁ
(206) % % ?
a
2n

2n 1 h
i — |d9 [o(ht, 9 (E,al tdt fd.?fa ht, 9 [5,—3~3i;]tdt.
Qhofofa( )gg) + 1( o= 0o

0
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Le potentiel ¥V, étant toujours fini, quand la fonction ¢ est finie, on conclut,
en posant ¢==1, qu’on aura toujours

2 g=w
(207) f d9 f t;l—,t = une quantité¢ finie, w > 1,
0 0
lhim Qs est toujours finie.
=0}
(. JV
N Pl Ws+ Qs

We =1lim Wg
h=0
Wea=cosyy/ W + siny) W,

27 /7

Wmhtj cos 19(l«9f0'(7', *9)0053'10%.1

0 h
27 o
(208) Weh,___.fdgfo'(’r, ,9)sint/1cos”l/!c¥
[i} 3
1

27 €08 &g 2r @
Qs = 00(19)cosglpodﬂf(q}:’_“ql)%d% +f(70('9)0082¢0d19f[g:q*“I—g:o]d%":"“
) . [} 0 1 o
’ cos &y

27

= ——j Go(J) [1 + %, + uylog (5::2«1—63 c08 wo)]cosgwod«?
0

t=gq,c08Y,, ¢, = qu —2QyUy T I
(200) Uy = cOs Y, cos Y, cos I + sin Y sin Y,
0,(3) =lima(r, 9)
r=0
Yo (9) = }rlif)l Y(r, 3)
Y, =lm Y/ (k, o)
=0

Y =1(r, 9) étant I'équation de la surface.

(210)

D’ou le théoréme:
Théoréme. La condition nécessaire et suffisante pour Uexistence de la dérivée

% est que la quantité W, existe (208).

Acta mathematica. 31. Tmprimé le 16 octobre 1907. 29
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Corollaire. Si W, existe, donc

2n
(211) foo(ﬂ)uocos’ Y, dd=o0.

0

Remarque I. Si la fonction ¢ est continue et I'angle ¥, constant = o, il
faut, pour que W, existe, que Y/, =o (211). On trouvera dans ce cas (cfr. 133)

(212) @; = — 20 BIn Y, cos® Y.

Remarque II. On peut remplacer & (208) par k¢ (h,9), si I'on ajoute dans
Pexpression de Qs le terme

2r

(213) f 6, (9) cos® U, log 9, (9)d9, p,(9)=1im ¢ (8, 9).
h=0

0

§ 31. Cas particuliers. I. ¥,= o (point régulier). On retrouvera pour @,
a valeur correspondante du cas du plan (131), c.-a-d. @,= M.

II. v, = une constante ;472—[ (point conigue). Nous trouverons pour @, I'ex-

pression
2

. . 1-—siny, . o TG

(214) @Q«=—|1 + sin ¥y, + sin Y, log g cos Y, ) leosty, | a,(9)dI.
0
Pour que W, soit finie, il faut que o, soit = o.
Remarque. Si la fonction ¢ est constante, nous trouverons pour une direc-

tion perpendiculaire & I’axe du cone

(213) Friad

. , A 4 e s .
pour toute autre direction (¥, # o) la dérivée v est infinie, si 0, est = o.

1. y,= g(point de rebroussement). Posons

Y

I

w NI

—7
n «

Wen=| cos 3d9 | a(r, 9) Sin’?’ﬂ
y

(216) h

=]
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2r a
(216) 8 . g ar
W= d{)J a(r, 9) cosysm"y7
[\ Ao
le =0.
ILe cas ol limo est infinie, a un intérét particulier. Car dans les cas

r=0

pratiques o représente la densité divisée par le cosinus de l'angle que fait la
normale de la surface avec la normale du plan de projection. Soient ;—t—y,
cet angle et u; la densité,

o=t
(217) s a—ﬂsinyl

Si T'on suppose limyZ finie, on trouvera qu’en général la quantité @, est
1

.. " . .\ g 1
finie, méme dans le cas grande ol la densité yu, est infiniment grande comme -

Pour
v
(218) 0= gfn_g;
nous aurons
( 2n @
Wan =fcos 3d3fv sin 7?
(ZIQ) } 0 h
27 [
W :fdafwcosy~—
0 )

§ 32 I’Jlil(r)l%?, lorsque la courbe P,P P, ne touche pas la surface. Nous sup-

poserons maintenant que le point P part au dessus du plan et s’approche de la
surface suivant une courbe P,PP, qui ne la rencontre qu’au point P, et ne
I'y touche pas. Nous trouverons (cfr. 137 et 204)

a

h

2r
%zfdgfg(},t’ 3)1&%@5_9”,;
§ q
0 0

— [
Vi — L P
q ¢*—z2qu+1,q 05U’ P,P=h,

. —'—/1)11 +ﬁ,2q __t[_?_Z 9 £ (_I_) H £ 1ni
Sy b= 7 cos lp+t2P 7] lter:OP(t) finie,
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A%
( . fa—sh = W'sh + Q,sh

2r I
W'shzfdﬂfa(r,ﬂ)ﬁ; cos'lp%
(220) Qa = {)"fdea(ht 9 cosl,bq fd{)f ht, 3) 3, cosl,bq,3

2r h

+fd3fa(ht,3)ﬂ; cosl,b[qg,;—-—;]dt

0 1

=AQ o+ uQ'yr + vQ'a

% = cos ¥ cos Ycos (I —w') + sin Y sin P
g, =2cosyY' cosw' + pcosY'sinw' + vsiny'

3,=Acosy cosd + pcosysing + vsiny.

(221)

En passant & la limite, nous trouverons

(o OVh ,
}:ﬁ)l'a‘.‘g—~Ws+ Qs
Ws =]imW3h

=0
W,gh = th + 122 Wyh + v th

Wan ——fcos 3d3fa(r ..‘))cos”l//~~

(222) Wn =fsm 3d3fo(r 3) cos’lll——

W.n ~fd8fo(r ﬂ)sml,bcos’lp—

0 13
2n

Q' 0'0(1)){ {910_*_ {)",a 213;0”‘#:0108(_-_2)&81;,0}(’05’4’0‘13
0

Y, =limy ete,

L r=0
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Si la courbe P PP, ne touche pas la surface, ¢, est = ¢, .". u, ne peut pas

devenir =1, ... la quantité @'; est toujours finie. Dans ce cas hm%‘ existe
h=0 .

en méme temps que la quantité W, (cfr. (208)). D’our le théoréme:

existe

Théoréme. Si la courbe, P,PP, ne touche pas la surface, donc izng B(Zh

. d
én méme temps que la dérivée 0—?

. .0 . Az
Corollaire. 1;le (—0?’ existe en méme temps pour les deux cotés de la surface.
=0
Remarque I. Pour la dérivée, prise dans la direction de la tangente au
point P, de la courbe P,PP,, on trouvera

Bro=1, Bho=1
27 a
. dr
Ws~=}hm dd | o{r, 9)ucosyy -
=)

(223) 0 h

2r
Qs =——f60(3){i + 20y + U, log(iji“z)ﬂ)ﬂ}cosg%df),
0

par suite, si W, existe, @', =@, (208, 211).

Remarque II. Soit ¥,=o0. Nous retrouverons pour ', les formules du cas
du plan (139) c.-a-d.

Q's = N .
Corollaire. Si la quantité ¢ est continue, on trouvera (cfr. (143)) pour Y¥,=o
Q's = Qs-

D’ol1 le théoreme (cfr. § 22 Remarque II):

Théoréme. S: % existe,

(224) lim = est =

1° si la dérivée est prise dans la direction de la tangente au point P, de la
courbe P,PP,;

2° st la fonction o est continue au point P,, et si la surface y a un plan
tangent bien déterminé.

§ 33. I;wgzozl—?, lorsque la courbe P, PP, touche lo surface. Dans ce cas

%‘ing Y = (w,). Supposons «' =o. Comme dans le § 23 nous écrivons (220)
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¢ 1,
(225) @, =fd3fo (ht, ) cos Y[gqcos Y cos 9 -— cos '] Z%‘ + Q-, lim Q, finie,
— ¢

q h=0

t, et t, étant les valeurs de ¢{ qui correspondent aux valeurs limites 1 —=xz et 142

¢
e q—coslp (z05), 1>%>0. Posons

(cos d =u = cos Y cos Y cos ¥ + sin Y'sin P,
. 1 —uf=sin? 9 cos? Y + [sin (Y — ¢') + sin Y cos Y (1 — cos )]} =
=gin® 9 cos? Y' + [sin (Y — ) + cos Y'sin P (1 — cos I)]?
(226) 17 = Vig— 1)+ 2q(1—u)=V(g—u) + 1 —u’
2(r—u)>1—ud

. ¢ >sind

lg—=xl_, 1—

u ) cos Y¥'sin J cos Y sin 9
— I m- < I(u2o0), v 4
= gt = Z

<1 <zI.
! = " ! =
q q

Pour des valeurs assez petites de |y — /| et de ¥ nous aurons de plus

[sin (¥ — )] _

(227) p =

I.

Enfin nous tirons de I'égalité (207)

h=0

3 t,
(228) lim f a9 f cos l,b%f=une quantité finie.
e 4

Si nous écrivons l’idéntité

2 2 . ! - 2 _ _
g* cos? Y cos I —g 008 Yeost__ ostweos 99 ,SL),_ 2 cos? wﬁg._ﬂ(i@ﬂsj_)_{_
(229) q q q
J— / — — _ _ !
+ cosw(coslp C(;Issw Ng—1)_ costpr oV qc,gsg+cos”¢qq,31+cos lpCOS l/JqISCOSlP ,

nous trouverons qu’en vertu des égalités (226), (227) et (228) les trois premiers
termes du second membre fourniront des termes & limites finies dans le second
membre de I'égalité (225). Si nous posons de plus

g,=Vig—1)* + 2 (1—u),

nous trouverons pour g > 1
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I T I I\ (1 1\2 I I\ 1 I I1\2 4
S A TS s Pl Sh Fers
g% 4% \d dl\d, ¢ 7 419,94 \¢& d%d, "¢*

. q;,I—g%<qi‘,etc.,

(230)

et nous trouverons aussi un résultat analogue pour ¢ <1. D'ou il suit qu'on
pourra remplacer ¢' par ¢, dans les termes de I’égalité (225) que fourniront les
trois derniers termes du second membre de I’égalité (229). Enfin on pourra
remplacer ¢, par

(231) g=Vig— i+ &

231

3 =9 cos* Y 4 Y — P 4 cos Y sin Y (x —ecos 9)P2.

Par suite la condition nécessaire et suffisante pour que la quantité lim @, soit

h==0
finie, est que la quantité

8, =1lim S,
h=0

est finie, ol
o ty
(232) San =-fd3fa (ht, 3){cos? Y (g— 1)+ cos Y (cos Y — cos ') — cos? Y (1 — cos 3)}‘%.
q
-t 4

De méme nous pourrons écrire

h=0

¢ ta
Qs ==fsin.9d8fo {(ht, «9)cos9wq*§,—t§ + @y, lim @, finie.
—t 4
En posant
g=(g—1)+ 1 ete.

nous trouverons que la condition nécessaire et suffisante pour que la quantité
lim @, soit finie, est que la quantité

he=0
Sy =lim Syh
h=0
est finie, ol
o t,
(233) Sy =fsin3d3fa (ht, 9) cos’tp%.
et 5

Enfin nous écrirons
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=0

e ¢,
e, =f(l0fa(kt, I} cos ¥ {g¥sin @ — ¢sin l/")% + Q., lim Q. finie,
- 4

et

g*sinyYcos Y —gsin Y cos Y = sin Peos Y (g— 1) 4 cos Y (g — 1) (sin Y —sin ') +
4 sin Ycos(q—1) + cosy (sinyY —sin ¥'), ete.,

et nous trouverons que la condition nécessaire et suffisante pour que la quantité

lim @., soit finie, est que la quantité
h=0

S; = lim Sz],

hi=0Q
est finie, o

e 1,
(234)  San rzfdﬂfo(kt, 9){sin Y cos ¥ (g — 1) + cos ¥ (sin Y — sin w’)}%.
— 4

Soient
Sen =4 8en + 1 Syn + S22
(235) ] S, — lim 8,1,
h=0

done nous pourrons énoncer le théoréme suivant:
Théoréme. Si TZ existe au point P,, la condilion nécessaire et suffisante

pour que lim 0lsh soit- finie et déterminée, lorsque la courbe P PP, touche la sur-

h=0
face, est que la quantité Sy (235) est finie et déterminée.

. i ) , .
§ 34, Lim y' = P Dans ce cas, on peut écrire
h=0

Sgn=cos?¢Y'J, + sinY' cos ' J,
Syn =cos®*y' J,
Sz =siny' cosyy'J, —cost Y J,

«! t,
dt
(236) J, =fdafo<kt, Ng—%
e 4

e 4y
er—[dafa<ht,a)<w——w)‘iﬁ
. q
—€ ty
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J3=f8d3fa
0 4

(236)

1°. Point conigque. Soit 'angle ¥ indépendant de 7.

t=gqcosy,

nous trouverons, aux quantités & limites finies ou infiniment petites prés,

_cosv,l/fdsf(a+ (1:1732)‘;

_coslpf(lp' w)d'sf(0+ + G—) (Tﬁ + 62)%

(237) X

6+=0(1 + thcosy,

Remarque. Pour ¥ = o0 on retrouvera le cas du plan (150).

g=V@—1P2+ &, g=

0% = 9 cost ¢ + (Y —y)*
0,(r,9) =o{r,9)—olr,2z—3I).

(ht, s)‘f’

4
cos ¢

lg—1|=7

=cos¢f«9d«9ﬁa,+ +0'2—)( 2 + ag)%

9)

~=0(r—thcosy, 3).

Pour

233

2°. Point analytique. Supposons que la fonction ¥ (r,9) admet une dérivée

par rapport & r, et posons

t=gqcosy

. dt=cosYdqg—gsiny lphdt-—cosw[x—qsmw h I’U]dq+

des quantités d’ordres supérieurs. Nous supposerons de plus

., 0y
(238) ilfgh—a—r'=0.

Done nous retrouverons les formules (237) & quelques termes prés, qui sont en

général infiniment petits par rapport aux termes des seconds membres.

dans ce cas il faut écrire
Acta mathematica. 31. Imprimé le 21 octobre 1907.

Mais
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__fd\‘)f((n. +a ) (¢ — w)('r' i 6’){

. .Y
o =o0. lim £
3 I,‘_‘__'f,‘ Y=o, lim

¢, cos Y par unité. En effet, soient

#1. Dans ce cas nous pourrons remplacer, dans

¢=VE—1) 8, P =+ W~ ¥=c¥, . T<

. o<=1—3—-:1—<(:1—~—:1;) (:IT—(-L < 2 _i ete.

q q q
Nous trouverons done, aux quantités prés dont les limites sont finies ou in-
finiment petites,

¢ 14x
dit
Sen=d, fdﬂfo‘(ht 3)(t—~1)i——-—'—+—6’—;)'§,
Ze 1-x
€ 142
(239) Sp—Jy= (343 fa,(kt S —— !
Son— — Jy = — s [ 3 (b1, 9) (¥ — V) ==t — .
r 2 1 ( l+6’i)
—8 1—x
31— 9+ (W — P

§ 36. Point de rebroussement. Soit lim Y = g Posons
h=0

(240) tp=—g—y, ¢'=7£——7', . lim y=o0 pour 9=o0, et hm P =o.
k=g =0

Dans ce cas les limites de ¢, et #, de ¢ deviennent infiniment petites; pourtant,
dans la discussion de la quantité @,,, il suffit de considérer la partie de I'intégrale

qui se rapporte & ces mémes limites. En effet, soit F(f) une fonction de ¢,
telle que
|F(t)]<M pour o<t<1, M étant une constante finie.

Considérons Pintégrale

1
dt
F@)=—= | F{t)=— F(t)— Ft)y=—.
f() f() f() t.f”""
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La valeur absolue de la premiére intégrale du second menibre est < :—;M , et celle

c ;t’ M, done etc.

Soient y, et y, les valeurs de y qui correspondent aux valeurs 1—x et 1 + = de ¢,

de la troisidéme intégrale <

et soit y la valeur minimum de y pour t,<¢<¢,. Nous faisons la supposition
que

(241) lim 2 est finie,

h=0 ¥
ce qui aura lieu par ex., si la section de la surface qui passe par la tangente a

une courbure finie et déterminée au point P,. Nous disons que, si lim yz,=co 1,
121}

3
(242) Iimf‘—qz—,g, est finie, ¢'=V(g—1)* + y2sin* 9+ [y— ¥ + ¥ (1 — cos I)I.
P,
1

En effet; soit

(243) - qn= (q—I)’—l— l’}"’

Alamc®—2cco89 + 1

fy ly -
. zg<fﬂ=(1+n)yz—'(1—n)yl<r+u@ b4
. ql l}" 2'17 l! ’—, 'yl’

% ty

A’ étant une valeur moyenne de A, donc ete.
Nous trouverons que les limites pour %~ =o des trois quantités S.» (232),
Syn- (233) et S.i (234) sont toutes finies.

<. lim @, est toujours finie.
h=0

Si nous supposons lim ¢ = «, nous pourrons écrire
w0 ‘

"
244 o==
(244) 7

ol nous supposerons que lim u est finie. Posons
h=0
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=8, +u S;;h +v8,

3 ty
S;hxfd3f;¢(ht, 9) [7—7'—*7'(1—(3083)]%
—€ t,

3 iy
’ . dt
(245) Syh =fsm .9d.9f . (ht, 3)76,—,3, (R, N =pu(ht,3)—u(ht,z2x—3)
0 t

1

& ty
, dt
S =fd3f;tl(ht, N g —1)
—c t

¢
q=;, th=(@—x)y,, tL=(1+%)7,

donc nous pourrons énoncer le théoréme suivant:

Théoréme. S¢ les branches de la section de la surface par la tangente au
point P, ont des courbures finies et déterminées (cfr. (241)), et si P,PP, wa
pas de contact avec la surface d'un ordre plus élevé que celui qu'a la tangente au

point P,, enfin si en ce méme point %—g existe, donc lim —av?h est finte:
h=0

I° 81 la fonction o est toujours finte;
2° 8i, la fonction w (244) étant toujours finie, la quantité

(246) S, = }ll:l; S, est finie.

Remarque. Si ¥ = o il faut écrire

(247) ¢"'=Vig—1)' + .

Oas particulier. Si lim ;%’ est finie et = 1, donc la quantité S, est finie
r=0

pour A+ o.

. . . ad . d .
§ 36, Ewxistence et continuité de la dérivée 0—5 el de lim —7,}? en un point
h=0

guelconque. L'existence de la dérivée %g en un point situé dans la surface ou
celle de la limite de la dérivée extérieure dépend essentiellement de I'existence de la

quantité W,=1lim W,; (222). Cette quantité W,, peut s’écrire pour le point
=0

Pir=k>o, o=0)
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( (a) @

1
W’.h=fagfdw= av%‘;
(») Q)]

/[ r \? r ku k- \*%
R=Po=\/ (Lo —aty i+ (2
(248) cos Y cos Y cos i cos Y
k= P,Pcosy/

u = cos Y cos Y cos 3 + sin Y gin Y

v=cos(ds, PQ)=Av, + pv, + vv,
v _recosd—k __rsind _rtgy—htgy
£ == R ’ vy— R y v‘-—————————-—-—R .

L’intégration peut 8tre prise sur la portion considérée de la surface, excepté la
partie du voisinage de P pour laquelle

f
7 CO8
I—x<——-——w<1+n,

= cosYy =
0<%#<1x (cfr. § 30 Rem. II). En posant comme dans le § 26

W8h=ll + I2+ I3 + I4 + Is:
nous pourrons traiter l’intégrale I, d’une maniére analogue & celle du §11. En
effet, soient P’ et ¢' les projections de P et de @ sur le plan des zy,
S R=PQ>PQ=Vr*—2rkcosd + k*=R

dw dw
e R—f ; —.RE,

dow étant I'élément de surface du plan des xzy. La partie de cette dernidre inté-
grale qui correspond a lintégrale I; peut s’écrire

k+h R'=R k+h R'=k+r
2frdrf%: + zfrdrf%-',—z,ﬁ étant une constante finie > o,
—h Rv__"'iz

k—h BR'=h k

et en prenant R' comme variable indépendante au lieu de 9 nous trouverons que
la premiére intégrale a une valeur limite finie pour lim & = o, tandis que la limite
pour h=o0 de la seconde intégrale est = o. Supposons que ¢ soit continue, et
soit o3 la valeur de ¢ au point P. Posons

5= I’5 + I’: ’
ou I’ et I' sont les valeurs que prend I, lorsqu’on y substitue & ¢ les quantités

0 — 0 et o; resp. En prenant la constante R suffisamment petite, nous trouve-

rons que lim I’ est < une quantité donnée quelque petite qu’elle soit,
h==o
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(249) . lim I =lim I*,

a=0 a=0
I* étant ce que deviendra I; lorsqu’on y substitue & o la constante o;. Les in-

tégrales I, et I, sont finies, et il nous reste i considérer les intégrales I, et I,.
On peut écrire

(Ly=Ales+uly+ vl

2r a=1-a

I, fd&fa(ka, 9) cos Y (8} cos Y cos Y cos I — s, cos? w’)?
0 s=1—2x 1
2z s=1-a
I, sin .9d3fa(lca J) cos Y cos® Y (ﬁ:_
(250) 0 y=1—x R

2r s=1—u
fd.?fd(ka,“))coslp(s cos Y siny—s, smlp'cosl,b)p

0 s§==1-—x

1

cos '
8
cos Y

p=Vs—z2su+1,

et on aura une expression analogue pour I,. Si-nous employons les méthodes
du § 33, nous trouverons, en posant

¢ g =142 ¢ sy=1—a
-—fd.?fa(ks 9) (s, — 1)———f 3fa(lca .9)(1—8,)‘1"
—¢ s=1+4a —& g =1—x
e g=1+42 ¢ s=1—a
fdafaws 9w — w>_ fdsf«:(lcs 9 — w)d—s
(251)
—¢ =14« —& B =1—x
£ sy=1+4x g=1—a
—fadafa, (ks, .9)_ f&d&fa,(ks 3)‘13
s =1+a
P = V(s,— 1)* + Fcos* ¥ + (W —Y)*, 0,(r,9) =0a(r,9) —o(r,2n—9),

que nous pouvons énoncer le théoréme suivant:
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g ’ . . 2. 0 2 a .
Théoréme. La condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée % et

img %1' — lorsque la courbe P,PP, ne touche pas la surface — existent au point

Plx=1Fk>o, y=o0), est que la quantité (251)

( .7,51211% Ja est finie on
jﬂt==lj;h+‘ﬂj}h+'vj&h

(252) Y Jen=cos® ¢ J, + siny/ cos? ¢' J,
jyh==0085#fj;

\ Jan —sin ' cos® ' J, —coss ' J,.

Oorollaire. Continuité de 2. et de lim 2V, La quantité
Js A=l ds
Z=Uim{l, +(I,—Wga)+ Iy + I,—Ja) + I]
a=0
.est. de la forme
27 E
dt . ..
K +fd.9faP§ , lim P finte,
t=w
o 1

o K est continue par rapport & k, .. Z est continue. D’ou le théoréme:

. , . , ? LD
Théoréme. La condition nécessaire et suffisante pour que a—z el lin% al; —
si la courbe P,PP, ne touche pas la surface — soient continues au point P pour un
déplacement suivant la surface dans le plan des xz (r==Fk>o, 3=0), est que la

quantité J, est continue par rapport o k.

Sy "% existe @ i’om’gine, et st

(253) tim J,=J ,
k=0
— - oV . AV
ou J; est la valeur de J,; pour k= o, donc 7s el lhzm b la courbe P,PP, ne
=0
touchant pas la surface — sont continues & Uorigine pour un déplacement swivant

la surface dans le plan des xz.

§ 87, Changement de la valeur de la dérivée en traversant la surface. Les
raisonnements du § 28 s’appliquent au cas d’une surface courbe, et les résultats
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deviennent identiques dans le cas od ¥, = o (point régulier), si 'on observe que
I'angle ¥ du chap. II correspond & I'angle ¥’ du chapitre présent. Dans le cas
général, Yangle ¥ (r, 9) se change en — ¥ (r, 9), lorsqu'on change la direction
positive de I'axe des z.

Si pour la dérivée du potentiel au point P, la direction de ds change en la
direction opposée, nous trouverons que u = cos{P,Q, ds) change en —u, .". u,
change en —u, et W, en — W, (208),

2r
v ey
(254) R 7P N "_fa°(3){2+u°108 U, }m.%da
[1]

U, = cos Y’ cos WP, cos I + sin P sin Y,.

Au contraire, si le point P se trouve & lextérieur de la surface et qu’il
traverse la surface au point P, suivant une droite, c.-a-d. si la direction de la
droite P,P change en la direction opposée, ', — cos (P,Q, ds) ne change pas,
*. W; ne change pas (222), mais u — cos (P,Q, P, P) change de signe, .. u, change
en —u,; de méme g, =cos(P,P,ds) change en — §,. Par suite nous trouve-
rons (z22)

(255) 1;_1_!(1)(07?) —lim & -—f (3){%—"—@ ﬂ’,olog }cos'lp.,dz‘)

+ h-O

Cette formule peut étre écrite sous la forme suivante plus développée

(0Vh_,0Va | Vs | 3Vi
Js ~hgy TH Yoy TV,

]

Uy

9,

27
Vs . OVp 2 (cos Y — u,cos Y, cos J) 11—
l}?—%(‘)-") ’llu_rz( ox ) =—fa0(3){ I—ul + cos ¥, cos.?logI +
o
cos*y,d-9
(VA m [ { 2%, )
Ihlﬂ(dy —’l.}_o 2y )= o(9) = -—logI+ cos®y, sin 949
27
. {0V OV 2(siny' —u,siny,) . I—u
1;21)(024_*4—’1"_0(}7) —»——fao(ﬂ){ I—u% o }snnwologl_*_u: cos*Y,d 9.

B
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Remarque I. Le changement de la dérivée, lorsque le point P traverse la
surface, est toujours fini, méme dans le cas ou la quantité W', est infinie, c.-a-~d.
ou les limites de la dérivée n’existent pas, pourvu qu'on definisse le premier membre
de I’égalité (255) par le second membre de Pégalité (202). Le second membre de
légalité (255) restera le méme, si on fait A'=h. En outre il faut ajouter le
terme (cfr. 222, 221)

2r
'

cfoo(ﬂ)ﬂ'20c0s2lpod3, czlim%.
o
Dans le cas ol le point P se trouve dans la surface et qu’on change la direction
de ds, on obtiendra un résultat analogue. ‘

Remarque II. Si la surface admet au point P, un plan tangent bien déter-
miné, ¥, est =0, et on retrouvera les formules (19g) pour le cas d’'une couche
plane.

Cas particulier: Point conique. Supposons que l’angle ¥, est constant > o,
et que la fonction o est continue au point P,. Nous trouverons (208)

Qs= —27mw5,c082 Y, {(sin Y —siny,) + 2sin Y siny, +

(siny' — siny)) + 1 — sinY' siny, cos i ]}

+ sin¥/'siny, log [ p

Nous définissons

av v .. [z I
Ts, + %:=‘%1‘501[7L(Vh+*—17) + ’_L(Vh—_V)]y

les potentiels V3, et V) étant rapportés aux points P, et P.L situés sur la
méme droite P'. P P'_ & la méme distance  du point P,. Donc nous aurons

] d
9y v =—zyroosinlp’cosgll’o{2 + siny, log

W 1—siny,
084_ 08_

I <o .
I—l—sinl,l)o}’ siyY > Y, mais
1—siny/

1+ sin@b'}’ si oSV <.

= — 27, sin Y, cos?Y, { 2 + sin Y log

De plus nous trouverons (222) pour w'=o0, c.-4-d. en prenant ’axe des y per-
pendiculaire & la droite P,PP,,

Qe=1Q: +u@Q, + 20,

. 11— siny/
Q= 2mo,siny, cos’-’tpo—ag% pour ¥ >y, et

Acta mathematica. 31. Imprimé le 16 octobre. 1907, 31

~
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. 1+ siny/
= —27d,siny, cos?yY, “eosU pour ' < Y1,
Q’y =0
g e
Q.= —2mo,cos®yY, { 1+ 2sin¥ + siny, log (r+siny’)(x p s ) c0s "l"’} pour ¥’ >,
et

(1—siny') (14siny,)cos w.,} pour ¥/ < .

==——27taocos’lll0{—-—I+zsinll'0+sinl;lolog p

D’ou l'on tire
. IV avay 71 . 1—siny/ : .
[ 1}:3{1) [(W)J,_ (75)..] = 410,8in Y, cos® Y, W pour ¥' >y, mais

= — 4w a,sinyY,cos* Y, tgyY' pour o <Y' <Y,

(7).~ (7] -
1,}2},[(0?, N 770 B

(2567) av IV .
llmé[(d_zh) — (7;}') ] = — 27w, c0o8® Y, {2 + siny, log %—%} pour ¥ > ¥,, mais
== + — .
—ginu
= — 2T0,8in Y, cos® Y, log 34: _:11%2!;" pour
oYY,

CHAPITRE 1V.

Les dérivées secondes du potentiel d’une simple couche. Surface plane.

§ 38. Les dérivées suivant la surface em un poinl de la couche. Considérons
une partie circulaire de la couche, supposée plane, dont le centre se trouve au
point P, et dont le rayon est a. Prenons le point P, pour origine d’un systéme
d’axes de coordonnées, dont 1’axe des z est dirigé suivant la normale du plan
au point P,. Soit P un point situé sur 'axe des x a la distance & de l'origine.
Nous traiterons séparément les cas %: , O(Zgy’ 00: (17,8 et 06; gz, ou I’élément ds

est pris dans une direction quelconque.

02V 7 e a’V . ~ 70 .
R La dérivée 71 20 point P, peut &tre définie par la formule

ﬂ_l-m{[ﬂ’,(ﬁl’)]
da  hmoklIz ~ \dx/, )’

1°,



oz

en posant w=o,

(1287%)

Si la quantité 7', est finie, on aura

(130%)

av
ot ——

Les dérivées premiéres et secondes du potentiel.

se rapporte au point P et (0

((0V
H

2z

0

2r

fao(ﬁ) cos dd-3=o.

0

) ==7;'+ ﬂ[z
[

27 o
T,= limfcos 3d3fo(r, 19)@
F=0, : r
i 4

My=— 00(3)[1 + cos 3 + cos 4log I—_——?‘M]

0o (9) =lim o(r, 3).
r=0

d3, ou

Pour la dérivée s au point P nous pourrons écrire (128, 139, 176, 177)

(257)

ox

v (k)
55== z*‘ﬂlm

Ue=1I,+1, +lim(I, + 1) + lim I,
~ =0 a=0

27 11—z
~

»Il=jdsfomds

0 0

K

2n
I,= d3fo,ds
0 14z
27 1-—uo
1,= d{)fowds
0 1—x
27 142
I4=fd19foxds

0 1+4a

243

Z) au point P,. Nous avons trouvé (128),
0
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(257) 14a 2728,
I, :fds 0zd9, a*=g*—28c083; +1,
1—o 1

oz ==0(ks, 3)(su— I);%

p=Vs —2su+t1

U = €089
2r

MP =— O'k({;)[I + cos 9 + cos I log
0

r—cosﬂ]d{—}

01 (9) = gino d"(R,3)

o™ (R, 9) =0 (r,9)
R=PQ=Vr—zrku+k?

r==ks,

= v e, 0
ou J est 'angle que fait la direction PQ avec 'axe des 2. La dérivée (,}—Z est

finie, si la quantité

H;=1im Hxq est finie, ou
o=0

%

(180%) P rdz
Hzo =fd5 (o(k + kv, 9) — o (k — k=, 3)m'

o

Nous faisons pour la fonction o (r, 9) Phypothése suivante:

{ o(r,3) =0,(3) + ra(r, 3),

lim o (r, 9) = une quantité finie o,(9).
| r=0

(258)

Nous pourrons écrire
V="V°+V,
ol V° se rapporte 4 ¢, et V a ra.
En ayant égard a P'égalité (130*) nous trouverons

2n a
T. =fcos Sd:}f&(?‘,ﬁ)dr.
0 0
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Posons
sds I— 28U
Ir,= (su—-—z)—p—3 =ulog(p+s—u)+ -

(1—4u*) s+ 2u
» .

— stds .
Iy= (su——:)—z?}— =up+ 3ut—1)log(p+s—u) +

Soient p_ et p; ce que deviendra p, lorsqu’on y substitue & s successivement
1—oa et 1+ a. Nous trouverons (cfr. équ. 73, 74)

27
limaf(—I——i— i) d3=o
=0 p—- P+
0
2%
lim (—I——L) d9—o
a=0 P—- P+
2n
lim [logP=tF I=@—c089 ,q .

=0 P+ + I+ a—cosd
0

Soit F' une fonction toujours numériquement plus petite qu'une quantité finie,
done

2r 1—a

lim F/I‘,d.9=o
a=0
0 14a

2z 1—0
limfF/T‘,,d3=o.
=0

14+a

i2yo *v

Nous chercherons les valeurs de ——- et de —— séparément.
Ot ot

02 [1] . , . ,
Premier cas. thV;— La fonction ¢,(3) étant indépendante de r, nous aurons

(180*) H, =0, et nous aurons aussi 7', = o,

Ty
- ~3;)0_1%.

De plus nous aurons
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2r 1—uo k 2rn k
U, =lim 00(3)(/1‘,,- / d9+limI —fao(S)/I‘_,d.9+llmI=
=09 0 14+a #=0 0
2n
= 0,(3){u(log?£——2)—-—[1+ulog(1——u)]+§(1—3u’)+Ic’b}d3+limIS.
7=0
0
lim & finie,
k=0
2n 27
Uz=Mz+§fa‘,(8)(r—3u’)d3+k’fao(3)bd3+limIS,
a=0
0 0

_ope_ oo oy [ “
-~,9—x?=kl=n;76 ,;7;*(737) = -40,(9) (3u’—z)d:)+hmk[M + lim I,].

=0
0

Si nous supposons que la fonction ¢,(3) a une valeur limite unique pour 0 < 9<=,
et que cela aura lieu aussi pour w <9 < 2n, mais que les deux valeurs limites
des deux cotés de I'axe des x peuvent étre différentes, donc I'égalité (177) aura
lieu. De plus, ox(9) (257) étant, dans ce cas, une constante de chaque coté de
Paxe des z, on trouvera MY —o,

27

(259) a—(;;?——*——ifuo(\?)@u'—l)d&.

[1]

-
Deuxié¢me cas: ?77‘: La fonction o, étant = o, nous aurons M,=o
]
(6 V) T, .

Supposons qu’au point P la fonction o(r, 3) soit continue et qu’elle y ait une
valeur limite unique pour 0 <9<z et pour 7w < 9<z2n resp., lorsque R tend
vers zéro,

lim I, =0, MP—o

a==0

De plus nous trouverons

U, =k[I, + I, + lim (I, + I)],

a=0
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ou I,, I, etc. sont ce que deviendront les intégrales I,, I,, etc., lorsqu’on y rem-
) 2
place o(ks,J) par o(ks,9) et %9 par 8—;{—9.
Soit Has ce que deviendra Hzq, lorsqu’on y remplace ¢ par 6. . Donc nous
trouverons

Hzo=kHou + knau,
lim 7aq finie et lim (lim #=;) finie.
0=0 k=0 u=0

D’ou il suit que si la quantité H, est finie, la quantité

H,=lim Hzy

o=0
est aussi finie et réciproquement. Nous avons trouvé (§ 27) que si lim Ho=o,
k=0

Y

la dérivée gg est continue & l'origine, si elle y est finie. Supposons maintenant

(260) - lim Hy=o.
k=0

Comme dans le § 27 nous trouverons

lim [lim (I, + I,)]=lim (I} + I3),

k=0 u=0 u=0

ou I, et I3 sont ce que deviendront I, et I,, lorsqu’on y remplace ¢ par g,

Nous pourrons done écrire, en posant lim I, =17,
t=0

k| ox oz

I[aff_((ﬂ?
k

)]:f‘; + L4 dim (5 + L) — 2Tt lime=o, ob
0. =0 k=0

2n 1—x

r :fo‘c(a)/n(s,u)da
4

0

27 1—a
I, —|o,(9) / T'y(s,u)d 9
0 1—2

27 14%
TZ: 50(3)/f:(3,u)d19
0 1+a
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2t &
1, =fd3f0_(lcs,3) (su—1) sz%g.

0 14z

Or, on a
s? I, 1 . . .
(Bu—1)5=u+ @ut—1)-+ 5 P, lim P finie,
r s & smcc

par suite nous écrivons

T,=II+III
a
2z ¥
_ 3, —— o2 % ___
I'=jd3fa(ks,3)[s o ——u——gi———r]ds
p S
0 14z
a
o k
_ b I
I”=fd«9fa(ks,9)[u+—3is—~l]ds,
0 1-+=

et nous trouverons

27 @

}‘im I'= 50(3)/[I—‘$(s,u)———8u——(3u2— 1)logsld 9
-(
4] 142
2m a 2n lj:z
I'= ]% T, +ﬁ3u”—1)d«9f5(r, 3)?——[14013]5(168, J)ds.
) 0 A+ )k 0 0
En passant & la limite nous aurons
S A
"o_xi = Wa:z + Szz
k=0
2n a
(261) W =f(3u2— x)dafE(r,a)‘%f
0 &
2n
~ - I—u
S”==——fao(3) [5u’ + 3u—1+ (3u*—1)log 2 ]d{)
0
U = cO8.J.
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Dans le cas général, nous supposerons que la fonction ¢ est de la forme (258);
et nous pourrons énoncer le théoréme suivant:

Théoréme. Si la fonction o(r,I) est de la forme

a(r,9)=0,(9) +ra(r,9), lim o(r,9) finie,

et st & chagque point de Paxe des z dans le voisinage du point P, les fonctions
0,(9) et o(r,9) représentent chacune une valeur limite unique de chaque cité de cet axe,

2
la valeur de %:gg aw point Py est donnée par lo formule

2V 0epe 02[7

(262) P Rl PO P

on les valeurs de % et %1_1? sont données par les égalités (259) el (201), pourvu
que DPégalité (260) soit satisfatte. Si la quantité T, (128*) existe, il faut donc et il
suffit pour Uexistence de la dérivée %;l: que la quantité W, (261) existe.

Remarque. La quantité W.) peut s’écrire

(@) 'asei
(263) we =ﬁ0—00) aédw.
(k)

Cas particuliers. 1°. Si 6,(9)=une constante ¢, pour 0 < I <, et
= » » o, » a<I=ZLz2m,
nous trouverons que 'égalité (130*) est satisfaite et que
a2y 7
26 LA
(264) o ~a (01 + 02).
2°. Si 6,(9) est — une constante, ’équation
2z
(265) on({))(3c0323~1)d3=o
0
n’est pas satisfaite, par suite la quantité W 2 D€ peut pas &tre finie et déterminée
3°. Soit
(266) 0,(9) =a cos I + b'sin I,
ol @' et b’ sont des constantes. Dans ce cas, ’équation (265) est satisfaite, et

nous trouverons
Acta mathematica. 31. Imprimé le 17 octobre 1907, 32
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(267) S.’t.t =0.
4 TN 4 . ~ oo s
2¢ Txiy La dérivée Twdy au point P, peut étre définie par la formule
)
dedy P dy dyl.)’

ol % se rapporte au point P et (%;—/) au point P,. Nous trouverons (r28),

T
en posant w = e

v
(7y),= 7o+ 00

27 @
T,= limf;sin {)d{)fo (r, .9)(—i—r
h=0 r
1] h

2z

M,,:—foo(:})[x + sin 9 + sin{)logf——_—:l&?]da.
0
A 4 .
Pour la dérivée m au point P, nous retrouverons les formules (257) en y rem-
plagant o, par o,, ol (175)
2ain .9
(257*) oy =0 (ks, ) s S;)?J .
) 4 c "
La dérivée 7y est finie, si la quantité
H,=1lim H,, est finie, o
u=0
E Z
4 . dv
(187%*) Hyo = | 949 [0,k + kv, 9) + 0, (k——kr,d)]m
o 3
0, {r,9) = o(r,9)—a(r, 27t —I).

Nous faisons sur la fonction ¢(r,9) les mémes hypothéses (258) que dans le cas

., geye 02;7
précédent, et nous chercherons les valeurs de .—— et de ——.
oz dy dxdy
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72 VO

%T?/ . Posons

Premier cas:

0,(F) = 0, (9) — 0, (— ).

Nous trouverons (187)

g

7 « dd _
Hypn=2 f 62('3>[v-rz+—.ﬁ“ Vﬁ?ﬂ]? B

a

0
d g d9
% « ) “
. [74

0

2

—_ zfo‘z(ﬁ) V—a—?—%_:i,i!d{) + Zf()'z(t())d?q? .

a

La limite pour ¢ =0 de la premiére intégrale du dernier membre est

=120,(0)log VZ: L

La limite pour ¢ =0 de la seconde intégrale peut s’écrire

VA + &+«

!
= —20', 10
2 108 2%

ol ¢, est une valeur moyenne de ¢,; elle est toujours finie. En posant 9 =ap,
nous trouverons que la limite pour ¢ =o0 de la troisiéme intégrale est

=20,(0)log (V2 + 1),

+ 2lim 02(3)@.
-0 9

Vid a4 »

. H,=20,(0)log (g +VZ) —20',log—— g

o
Donc la condition, pour que la quantité H, soit finie, est

13
(268) que lim 0‘2(19)%9 == une quantité finie.

=0,
o

La fonction 0¢,(9) étant indépendante de r, on aura
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(194*) lim H, = H, .

Pour que la quantité 7', soit finie, il faut que

2n

(130%*) fao(a)sin3d3=o, T, =o.

0

De plug, nous trouverons lim I, =o0. Soit

. 0=0
T
1—a
. sina/r,,= Sl;‘;d(pl + p—l;)‘*--,/, lim 2, = o pour §=o.
142

On peut remplacer p_ et p, par Vot + 92, et on trouvera, en posant 9 =- e,

&

74 1
ad 9 a9 1 do
0, ————— == O'**—{— G.,——:—1_+
f‘woﬂwz f”’ f—[vu(pe ]fp
0 0 0

€
P "
+f6 /dq)" [Uz(d) “+0,(0) log 2+ ¢, lim {'=o.
'Pll+(p- § =
0
De plus, on aura
@
_— I—cosd 1 3k . o

/Iy—]OgI;_—IO _2‘_*2‘*-1——0083 aCOSJ+kp“lk1:[01,]_o

0

MP =20,(0)log 2,

27

- ;c[g(%)_ (%’) ] kQ af%(ﬂ)smﬂcosdd:}.}. o
0

T
) in-9d-9
A———Sln )]dd + lim 02(3)———5an —.
=0 I—cosd
72

(269) ‘fao ()] 1 + sin 9 log
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Pour que la dérivée 9 existe, il faut donc que l'on ait @ —o. Si cette con-

dxdy
dition est satisfaite, on trouvera
52 VO 27
R | i
(270) ; Tmdy afo,,(ﬂ) sindcos 3dI.

0

-
Deuxiéme cas: (—7%. La fonction 0,(9) étant = o, nous trouverons

27 a
(‘LV) =T, =|sin3d9|a(r,9)dr.
dylo / )

Soit Hy. ce que deviendra H,,, lorsqu’on y remplace ¢ par ¢. Donc nous
trouverons

Hyy, = kH . + kvjya, lim vy finie pour k> o, et = o pour k& =o.
u=0
Supposons que

lim H,, = H, soit finie et
=0

lim H, = H;,
k=0

(271)

ot Hy est la valeur de H, pour k —o. Comme dans le premier cas nous trou-
verons que la condition nécessaire et suffisante pour que la quantité Hy soit
finie, est:

13

lim 0_2(0)%9 = une quantité finie, o
(272) que a=o,

(74

52(3) =Eo(‘9)"“070(27'7 - ‘9) .
Posons

— s*ds

2 __ S
y = ?=P+3ulog(p+8—u)+(4" 3)en+ 1—2u

(1—u)p

Si les égalités (271) et (272) sont satisfaites, nous trouverons comme dans le
premier cas
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a a {3
oz ¥ ko %
10V [ [/— b . . [= sin 9dd 1
/“ca_y*f“z(’” Yy — s~/(3ulog.s———1—:_——u)] s1n3d3+:1=n;f02(3) — +kT,,+
) 0 0 0 1 o
2r a
. . — dr
+ lim 3 |sin+? cos 9d 3 a(r,3)7.
=0 g k
D’ol Pon tire
s B B
dxdy Way + Sz
W ey = lim W
zy kgg zy
27 a d

— T r

(273) W~ 3fsin Jcos 3d3fa(r, 9y
0 %
) 3
g I I-—cosJ| .
Sgy= 62(3)[1—;»66;»9—3—scos3—3cosslog———2——]sm3d3.
0

Dans le cas général, nous supposerons que la fonction ¢ est de la forme (258),
et nous pourrons énoncer le théoréme suivant:

Théoreme. S:¢ la fonction o(r,9) est de la forme
o(r,9) =0,(9) + ra(r,9), lin(r; a(r, 9) finie,
et si & chaque point de Daxe des x dans le voisinage du point P, les fonctions
0,(9) et o(r, 9) ont chacune une valeur limite unique de chaque coté de cet axe, la
\ .
valeur de 5%—% aw point P est donnée par la formule

(274) 02y _ ayo kg
74 dxdy dxdy t oz dy’

iRye y 2V
da dy ¢ 3z dy
que les conditions (130%*), (268), (260), (271) et (272) soient satisfaites. Pour lexi-

oit les valeurs de sont données par les égalités (270) et (273), pourvu

2
stence de la dérivée 5%(% au point P,, il faut donc de plus et il suffit que la quan-

tité Woy existe.
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Remarque I. La quantité W) peut s’écrire

() g2 X
(275) Wg;} =f(o—ao)a—g~c%?/dw.
(%)

2
Remarque II. La dérivée %{I}% n’est pas en général égale a la dérivée
a2V

m , car la quantité correspondante §yz n’est pas nécessairement égale & S'_W. En
effet, Sy, est ce que deviendra —§S,, en y substituant & la fonction 0,(9) la
fonction g, (g + :)).

Cas particuliers. 1° Si 6,(3) est une constante, les égalités (130**) et (269)
sont satisfaites, et nous trouverons

Sey=0.
2°. 8i 0,(3) est une constante, nous trouverons

Syxy =0.
3%  Soit

(266) 0, (9) =a'cos 9 + b'sin 9, a(r,9) =0,(I) + 0,(r,9), lim o,(r, 9) =0,
r=0

27 2
. Wg;,)——=3fsinﬂcosx9d3f&'l (r, 9)%7-'
0 k
Sxy=0,

pourvu que les conditions (271) soient satisfaites.
2 . . . 12 .
3° 9578 Zs . Soient 1, ¢!, ' les cosinus directeurs de 1'élément ds émanant du
point P, qui est situé sur 'axe des # & la distance % de l'origine P,. Soient de
plus ¥ Yangle que fait cet élément avec le plan des xy, et o' l'angle que fait sa
projection dans ce plan avec l'axe des . Nous trouverons (cfr. équ. 131, 173).

¥ =cos¥ cosaw', W =cosysineg', »=sginy/
e
ds/,

2r a

T =fu’d3fg(rlﬂ)dr =VT.+ u'T,
(276) 0 0
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(276)

(277)

Henrik Petrini.

2n

! ! ! 1—u
M=—fo(N1+u+u log-—z——]d{)
0

w =12"cos 9 + 1'sin 9 = cos Y’ cos (I — w')

2w
foo(S)u'dB-——o.
0

v .
;?E‘“— Us + Mk

U,=VU,+ 40U,
M'y=—mn[o(k,0)s+0o(k,0)_]siny/+2[c(k,0)+ — o (k,0)_]siny tg—'[cot Y'sinw'],
2n 2r
OE'V K774 Qq 2" 2 q h ! q 2o € 9, G
A Pl £ + Sn——(;fo‘o(&) (3cos®d — I)dd—sffao(d) sin 9 cos 9d-9 —
0

— mlim[a(k, 0)4 + o(k, 0)_]sin g
k=0
W:n = lim Wg;)
k=Q
WE=2Wa + W
Sz: = }/lgx@ + ‘u,'g,”.

Les conditions qui doivent étre satisfaites sont

(278)

[ 6(r,9) =06,(&) +r0(r,3)

0,(F) = lin}) o(r, 9) = une quantité finie
r=

%}im o(r,9) = une valeur unique de chaque coté¢ de 'axe des x.
$—o

£

limo 62(3)%2 =une quantité finie, 0,(9) =0,(I9)— g,(27—I)
o=
o

H,=1lim H,, = une quantité finie, ol
a=0

ﬁ,a = l'-Hga + [.l,’ﬁya,

lim H, = H: , ol
k=0

H; est la valeur de H, pour k=o

2rn

foo(a)u’d3=o.

0
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De plus il faut que I'on ait

2
A 00(3)[(]og%z—2) cos s—cosalog(x——cos&)—x]dﬁ +
0
2z n i
/ 20 _ . .y sinddd
+ ,ufoo({)) [log AR log (z cos{))]sm 9d9 + (llg)uf@(ﬁ) TTo0sd
0 3

2z
—2u'0,(0)log2 +foo(3) [1 +u' 4+ logI

0

]d3+hm M=o,
k=0

*. en observant-que (211)

u'a,(k,0)=0 et que g, (3)———1}311% g,(k, 9),

2n

fao(ﬂ)[l—},' +u log-——'as—é]dﬂ + lim yfa,(&)f_l.{l_’%’% w(oy + 0-)siny/
(279)

o

o4 =hm 00(3) pour 9 > o, o_—g)lmzoo (9) pour 9< 2.
=27

Cas particulier. Si ¢,(9) est une constante, nous trouverons

gy la,

dzxds  a
2 2
4° ﬂ Pour la dérlvée »y , nous trouverons ’expression
dx 0z iz 0z
P 'V 2n
(280) m == -—I‘I:ZI(: 0'k(19)d19,

0
ol 6x(9) =}%imi, 01(R,9), ox(R,9) étant =g (r,9). La seule condition & satisfaire est

2n
(279*) 00(9)d S = m (04 +0).
]

§ 39. La dérivée extérieure en un point de la couche. Soit maintenant le
point P situé au-dessus du plan, et soient Auv les cosinus directeurs de I’élément
ds. Si la fonction ¢ est de la forme (258), nous trouverons pour le point P, (131)
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C
/o

2n a
T = fud#fc-r(r, 9)dr
(1] (1]

27
% —_—
(131%) M =— ¢1¢,(.9)[1+u+ulogI p u]d3
0
u =cos (P,Q,ds) =Aicos 3 + usin 9

2n
Pintégrale f 0,(9)udI étant supposée ==o.

0

Si A'u'+' sont les cosinus directeurs de la droite P, P =}, les égalités (138)
donnent

[3V},

IS Un + Ny
2 a 2 1

Uy = udaf&(r, dr=T— fudsfa(ht, 9)dt
[1] h 0

Np=  Ni+ hN»

(x38%)] N£=——cfao(19 daf“’“ fo(s) dsf‘—-d—t+fa,,(.9 udsf(q ti)dt
0 1
2r
N;.=—cfd3 (hta)‘d‘+fud.9f htﬂ)tdt+fud3fa(ht3)
(1]

c= ¢08 (P, P,ds) =N + uu' + v+
qg= Vit—2tu' + 1
=  cos(P,Q,P,P)=1 cos 9+ u'sin 3.

:'lﬂ

En effectuant les intégrations, nous trouverons
2z 2r
NX=M'+f0(,(19)[ ,+1—-u+ulog ]d3 +2fao(\9)(c—3uu')dm9+h’17h, lim 75, fin&e,
; ‘h=0

[} Q
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2” a'_ . 2” N . .
¥ uu'—c)defe‘r(r, 3)‘%’+f30(9)[’;—‘-_"—;—2(u_c>—
¢} h 0

— - -
—sutt —(3uu'— ¢) logI > u]d{) + hap, lim 7y finie.
h=0
Do le résultat -
T/ A
P Wes + Ses
W,:,———lim Wg".)
h=0
2z a
70 = [(Gu' —)ds [5, 9
= Gud'—c)ddfalr,9)—
(281) { 0 1
27
S,r,=—-2fao(9)(3 uu' = c)d9 +
]
2n ,
+ﬁ°(19)[1:_—_—4% + z26—3u—5uu —(3uu —c)log l_z-u]dﬂ,
[

pourvu que la fonction ¢,(3) satisfasse aux égalités
IR
G (Nudd =0

(282) ) °2

foo(«?)[’;-‘-—_"-'_'—"—;, +1—u+ulog ;"::,]d3=o.

Nous pourrons donc énoncer le théordéme suivant:
Théoréme. Si¢ la fonction o est de la forme

0 =0,(9) + ro(r, 9), lim o(r, 9) finie,
r=0

2
1l faut et il suffit pour Pexistence de la dérivée %%’; (' > 0) que les égalités (282)

soient satifaites et que la quantété Wy, existe. La valeur de lg dérivée est donnée par
les égalités (281).
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. Cas particuliers. 1° Pour la dérivée a—;}:, la seconde des égalités (282) se
réduit & la premidre.

2¢ Si g, = une constante ¢, pour ¢ L9Lw et

= > » g, » n<ldLlz2mnm,

les conditions (282) sont satisfaites pour toutes les directions de ds et de ds' qui
sont contenues dans le plan des zz; si g, =0,, les égalités (282) sont satisfaites
pour toutes les directions de ds et de ds’.

3° Si Wy, existe, donc

27
(283) fa,, (9) Guw —c)dI=o.
V]
4° Des égalités (281), (282) et (283) on tire

.

2n

aiK=—sin l//lim a9 cr(r, .9) smlp 0(0)d0—200s¢ G,(9)cos 949,
dzds
0

h==0

si
2n
cos Y| g,(3) cos 9dI =0 et

0

(284)

2n
fao(a)[r—sin Y + cos Y cos 3 log (1 —cos Y cos I)]JdI =0,

0

en supposant que 1’élément ds soit contenu dans le plan des zz et en posant
A=cos Y, u=o0, v=siny.

Des égalités (284) nous tirons d’une part

( 7 2%
g{% = — 2ﬁ0(3) cos 3d2, si
1]
2%
(385) 4 foo(s) cos 3dI9I =0 et
[\]
2%
fo‘,(&)[r + cos 9 log (1 —cos 9)]d9 = o,
l o
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et d’autre part

2r

2
(286) ‘7(}5 hmfd.?fa ", 3) foo(s)d3+(1——1ogz) 5,(9)d9
0

sans condition particuliére.
5° En supposant que P'élément ds' soit contenu dans le plan des zz et en
posant

M=cos ¢/, g =0, v =sin,
hous trouverons

__021/ in W smt//
38,0z=~—81n1,0’}1_0fd19fa(r 9)_+ 60(3 V9 +
1]
2r '
(287) + sin Wf'_’o(«?) [z-—- T oos Iw, 5+ log * —coszlp 008 ‘9]d8,
si 0
2r dﬂ 2
o _
sin Y 00(3)1__ cos Woon D fao(S)ds )
° 0

A
Remarque. Si T 0 existe, nous trouverons

2z

av d9
‘}'I_IPO 980z éllmosm v 0"('9) —cos Y cos I

0

—'ﬂ((—7+ + a—):

o o4+ et o_ sont des valeurs moyennes de o,(9) pour des valeurs infiniment
petites positives, resp. négatives de 9. La condition & remplir se réduit &

2%
fa.,(«?)d«? =m(04 + 0-).

Si la fonction o(k, 9) est continue par rapport & k et & 9 pour de petites
valeurs positives resp. négatives de 9, nous trouverons (cfr équ. 280)
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. 0}V 9V
(288) ‘},12) 080z 0z oz
. Vs . , . . .
§ 40. Lvm —— pour un porint extérieur. Soient A p, v, et L, u,v, les cosi-
h—o 08,08, :

nus directeurs de deux éléments ds, et ds, émanant du point P, et soient A'y's'
les cosinus directeurs de la droite P,P—%. Supposons #' o, et posons

[ u, =cos (r,ds,)==4,co8 3+ u,sin I
u, =008 (r,ds,) = 14,0089 + u,8in I
(289) ¢, =cos (h,ds,) = AL + w1 + v, v'
¢, =008 (h,ds,) = A A + pp' + v, 2
c==cos (ds,, d8,) = A, A, + s + v, 7,,

. aaé_ 2t a 4
. A _ — %
RS Os,ils,—fo 0slds,dw ——fd&fa(r, I3 v,v, c)rRs
0o 0
R=PQ=Vr*—2rhu + i
'==cos (r,h) =4 cos 9 + u'sin I
rcos 9—A'h rsin9—u'h vh  ur—he,
R tWTR  TU"ETTE

v, = cos(R, ds,) = &LE—’-L& .

(290)

v,=cos(R,ds,) =2,

Posons de plus
(291) r=ht, R=hq, ..q=V8—2tu +1,
et supposons

(258) 06 =0,(3) + ra(r, 9), lim a(r, ) finie=0,(3),

r=g

BVy  BVL , BV
‘" s,ds, s 08, ' 08,08,

V4 et V5 étant ce que deviendra V,, lorsqu’'on y remplace o par ¢,(3) et ro(r, 3)
resp. Nous aurons
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[
- 27 P . .
I i i t ct
081082=7&f00(0)d3f[3u1u2 ?_3(01'“2 + czul)'q‘a + 3010255'_65]‘“’
0 0
- 27 2
Vi =1 o,(3)A4, d«9-—w 0,(9) (3w, u, =¢)dI + s, hm 7 finie,
ds,0s, h
(292) 0 0
_(uy—e)u,—e,y) | wu,—c
4o= (1—u')? tra

2
Pour que lim 4 W‘ soit finie, il faut done que I'on ait
h=o 08,08,

2n

(293) f 0,(9)4,d9=o0.

Nous aurons de méme

2n
”Vh _ dd|e
08 0s,

* ¥ ct®
3u1uzq — 3(¢c,u, + ¢,uy) 5+ 3¢c¢ 2q qs]dt’

\ym

d’o nous tirons

[ 0V _ X
95, 0s, X® + Ayy + hip, ;1'12) n» finie,

aI

(h) =f(3u1uz“c)d~9[‘7(” 3) —nf(v 00)08 08
h

(#)

(204) ¢ . A _

(1}
_(cluz + czux)__

- (u, —c,)(u,—¢,) + 3U%,% —C
T—u

4= (r—u')?

._/u-

be
—8u,u, + 2¢—(3u,u,— c)log
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Si Pégalité (293) est satisfaite, nous aurons donc

. 0V, 1 AT — 2:: -
}llmtl) m=-—&fao(3)(3ulu2——c)d3+ X.,,,+f00(«9).4d.9, ol
= 2
(295) 0
h=0

les quantitésxfgi), et A étant données par la formule (294). Nous pourrons done

énoncer le théoréme suivant:
Théoréme. Si la fonction o est de la forme (258) , la condition nécessaire et
2
suffisante pour que lim 008—5;- soit finie, est que Uégalité (293) est satisfaite, et que
h=0 1Yoz
la quantité X, (204) a une valeur finie et déterminée. La valeur de cette limite
est domnée par la formule (294).
Cas particuliers, ou I'égalité (293) est satisfaite.
1° 0,= une constante. En effet, dirigeons ’axe des z de maniére que y'=o,

AR = (s — AU — (A u, + Ap)A S0 I + (2 pypy +

1 _I—l’”
1—au  (1—u)t

! sin -9

1
] + Uy + Aty — ey 1y — o) s, w1 cos 9,

+ c,c,——c)[

2z

.'ond.?—o.

0

2° ¢, =une constante o, pour o <9 <, et = une constante o, pour t < I L 2w,
u' =y, =y,=ji,=o0. En effet, nous trouverons

. o
MAy= (¥4, — X ”‘)[I—fu’_(rl—:;')’] ete.

3° o, comme dans le cas 2°; A =p' =y, =pu,=wv,=o.
40 ll=lz=l’» #1=ﬂz=ﬂ,, ’Vl=1’2=7,, et
27
/ao(ﬁ)udﬁ—o.
0

Remarque I. Les cas 2° et 3° font voir que dans certains cas la dérivée
seconde peut avoir une limite finie, méme si le point P, se trouve sur une
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ligne de discontinuité de la densité. Dans le cas 4°, la discontinuité de la densité
au point P, peut &tre. assez profonde.
Remarque II. Dans le cas 4°, nous trouverons

27 a 2z
lim%=lim (zut—1)dI | o(r .9)017-‘——£ a, () ( u’*—x)df)—k
n=o 08  3—p 3 T [ SIS

0
2n .
(296) —l—fa,(ﬂ)[z——3u’—8u’2—(3u’2-—1)log1_;u]d19=
0
- 27
72 ¥ —
— (f‘m)o—fao (9(z3u2r—1)d9,
(4]

. < 02 . g2 0*
ol le dernier terme est=o, si lim — Zh existe; (-——I:) est la valeur de(,—éK au
h=0 ds s 0 ds
. . . . .0V
point P,. Nous trouverons aussi que les conditions de I’existence de lim e

h==0

72
et de (——Z sont les mémes.
st/

CHAPITRE V.

Les dérivées secondes du potentiel d’une simple couche. Surface courbe.

§ 41. Les dérivées secondes extérieures en un point de la couche. Soit P,
un point de la couche, et supposons que la surface soit physiquement réguliére
4 ce point; soient @ un point quelconque de la couche et ¥ 1’angle que fait
la droite P,@ avec sa projection dans le plan des zy. Supposons que le point
P se meuve vers le point P, suivant une droite qui ne touche pas la surface.
Soient A'u'v' les cosinus directeurs de la droite P, P, et 4 u v les cosinus directeurs
de 1’élément ds. Supposons que la fonction ¢ soit de la forme

(258) 0=0,(9) + ro(r,9), lim o(r,9) finie =0,(9),
=0

et posons ’

(297) V=V'+7V,

Acta mathematiea. 81. Imprimé le 22 novembre 1807. 34
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ol V° et V se rapportent aux fonctions g, et ro.

2 T/0
Premier cas: ;;%% Les égalités (208) donnent pour le point P,
7l 0
(%) =W+ Qs
1]
W2 =1lim W2
h=0
2r a
Win= | 06,(3)d3 ucos”lpé—r
(208 *) s 0 r
0 A
2r
s=—1]0, (19){1 + u, + 4, log I:I'—"_hz—’[ﬂ cos %]} cos® Y, d 9
u=4 cos Y cos 3+ u cos Y sin 34 » sin Y,

ot Yy=1im Y(r, 9), et ot u, est ce que deviendra w, si 'on y substitue ¥, & Y.
r=0

Si W existe, on aura

2n
(298) f«ro(.?) u, cos? Y, dd =o.
0
Posons P,P=h. Pour le point P nous avons trouvé
ave
Tsh =W+ @
27 h 27 1
’ dt g dt
Q,=—c|0a,(3)d3 | cos lpqé@+ 6,(3)dI |ucosyY-gq pi +
0 0 0 0
«
27 2 R
(220%) +fao(3)d3fu cos lp[%-—-qi]dt
0 1

I ¢
5P0Q=q=m, r=ht,

LPQ—g—V@F—zqu+1

cos (b, P,Q)=u' =2 cos @ cos 3 + u' cos Y sin I+ +' sin ¢
cos (h,ds)=c=2AA + up' + v, et
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VO
lim
h=o 08

27
Qsr——cfao(&)‘/vcoslpoq0 ,s+fo'0 dﬂfuocos Y, q? Z,i—f-
¢ [1]
(222%) fao (B)dsfuo cos lpo ]dt—
zfao (9) {;‘f’__—uc — 24y — u, log [I _2 L

% = Gos Y,

¢ =Vas—z2qu, + 1,

W0+QV

® cos 'l’o]} cos? Y, d9

JI[OVE AV T T o L Iy N PP
@o9) 3T () | =R — W+ @ @) + F@— ).
Nous trouverons
2w
L(We— W) =—1 lim {0,(9)d9 ueossw—-—-—
h hh’—o

——hm fao (9 d&fu cos‘“,ll——

pour r =~At. Nous supposerons de plus

(300) Y(r,9) =, (9) + r(r,9), im P finie =1, (9).

r==0

En employant la formule

(301) T +dY)=fW)+d¥f(¥+60y), 0<0<1,
nous trouverons
% cos? Y = u, cos® Y, + (¥ cos Y, — 3u, cos Y, sin Y,)ry

(302) _
Y=Y, +0ry, 001,

267
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2z
LI

!
o E(W}}h—W})zi}jg log%fao(a)u,, cos? Y, dy —

0

27 1
—foo(S)dﬂf(xl cos Y, — 3u, cos Y, sin Y,) Ydt.
0 0

En ayant égard & I’égalité (298), nous trouverons

27

(303) lim;IL(WL’h— W3)=fao(3)(3 u, sin Y, — ») cos Y, - Y, (9)dI.

h=0

0

De plus nous aurons

2n ﬁ
I " I I I
B0 = o [o0)a9 () wat+
0 ]
2 1
I u U g
+ hfg°(3)d3f(coswq'3 — woq,:)t dt +
0 1]
(304) «
2n 7_;
1 oI U 1 s U cos® Y—u, cos? Y,
+hf"°(‘9)d‘9ﬂ(—cosw s q,o,,)t t at +
0 1
2n )
I €q_ % % 14 IpiIol?
+hfao(3)d3f(q,o, oL 1 qo) cos Y,dt=14+ 1B+ 10+ 1D,
0
i

Le coefficient de tI—s dans le développement de % étant cos? Y, nous écrivons

t_cosY ¢ cosPy, . . gi , 38in w,]—
q'B T q'os - £ + [3 (v g, sin ¥,) qus + PR -|Yr,
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2z

hA==~3cf00(3 dﬁfl//(v —q, 8in tpl) cos Wy dt—
0

—3cf00(9d3f¢{(v—qlsmlpl) Lcos Y, + COEE;—SiE—ﬂ}dt—FYh

1

2z 24
(305) Yhz~cfao(3)d0f(coss P — cos® zp(,)‘%,
0 h
2z 1
+lim f =3 [(9) B (9) con Yod9 [ gy sin y Byt —
0 0
PR @ . .
— 3(;]00(,9)2;70(\9) cos wod:)f{(v'_—qo sin wo)gﬁ; + %ﬂ}dt + lim Ya.
y 0 0 h=0
En posant dt=cos Y,dq et en intégrant, nous trouverons
2z ,
im x4 = — ) 2y )27 %
lim 4 cforo(ﬂ)l/!o(&) c08 “’0{(1—14,)2” +
(306) ) 0
+ sin wo[sL"_Ti+84+3log(—I——— 0 )] dd + lim ¥y,
(I—u’u)2 h=0

De méme nous trouverons

1
€08 ¢fiy

(37) lim? B~ f (9) Wy (9) cos 1, dd f {sum —qusin v % + q,.f}dqo.
0

En développant, nous trouverons que I’expression

(.Ji_.i_ Uy L)t”_ucos2 Y —u, cos® Y,
cosy ¢% cosy, ¢ ¢

peut &’écrire sous la forme
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tt;_% + %(P——Po), }111010 (P — P,) finie, ott @ —a, == 3uu’ cos® Y — 3 u,u, cosd i,.

Nous trouverons comme précédemment

2n [~
}lirr()liC :fao(ﬂ) Y, (9) cos? l,boda.‘)f{g wo (v — g, sin ""“)g_'"* +
0

€08 ¢,

(308) + Y9

s ' gin
q”o_” + 3u08in¢o‘_3(7/u,0 + 'l"”lllo)qi -+ Isw
° o

}dgo + lim Zs
h=0

0

27 @
2z, =3fa° (.9)d3f(uu’ cos® Y — uy u, cos’ tpo)%; ]
0 A

Enfin nous trouverons

2n
{309) lim-Du——(—lfoo(ﬂ)(3u0u',,—c)cossl,bod&.

0

Si nous effectuons les intégrations dans les équations (307) et (308), nous
trouverons le résultat suivant

a! 'VO
d& ds = Wao’c+ Q:':

Wg, = lim We®
h==p

2n a
wm mfao(3)d3f{(3 uu' — ¢) cosd Y — (3 u, u, — c) cos’ lPo}%sr
] h

(310) 2 2x
Qg ——1 f 00 (9) (3 g s, — ¢) c08® Y, d.9 + f 00 (9) Ty (9) cos* Yy '3, 49
T2 =30sin (5 00— o) — (v + vu)llog[E =% cos | +

+ (15 %, + 3T 4, u, —8¢c)sin Y, — (8% u, + 5vu, + 3%) + [(csin g, +

+ ) (4 — 31,) — 08 (2 — 1) — u, 8iD Yy (7 — 624)) + v(r'—u;)l(I—_—Im.,
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pourvu que la quantité W¢ (208%) soit finie et que (208* et 222 %)
(311) Q,=q,.

Remarque I. Pour ¥, =o0, Pégalité (311) se réduit & la deuxiéme des
égalités (282).

Deunxitme cas: 17—,—?— Nous trouverons
ds' ds
(312) Q;=Q,==0.
(313) hmh(Wah-W z—fao (9) u, cos®* Y, d 3.

De plus nous pourrons écrire

b4
[ *—cfdﬂfﬂ(ht 9) ,scoswdt——cfdafo(ht 9) -
0

1

e

-

2r 1
cossw[gi—z]dt—f- dd | o(ht «9)ucos’¢f—dt+
g% gl ’ Y
(314) 0

a
27 7; ,
+f f(ht 3)ucosw[————x 3—:—]dt+
) 1
2n a

+fd19f5(r,9)(3uu’~c)cos3w%r.
A

0

En passant & la limite et en effectuant les intégrations, nous trouverons le
résultat suivant:

(2T

08’68 === Ws’s + Qs’s
Wys=lim W(’"
h=0

@
we =fd3f3(f, 9) (3uv' —ec) cosswid;
(315) 3
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(315) 27 __
Qram f 30 (9) cos® W, Ty 49

[

— Y —_—c ,
I‘,f.=——(3uou'(,—c)log|:I u“cosl,bo]+yi b 2 €3 Uy 5 Uy U, -
l. 2 11— u,

Dans le cas général, nous trouverons

a3y ey v
™ _
(297%) 7595 —d5ds T 35 ds

Nous pourrons donec énoncer le théoréme suivant:
Théoréme. &Si

‘a(r. 9) =0,(9) +ra(r,9), lim a(r,9) finie
r=0

(316) — —
w ('r’ ‘9) = llbo ("9) +r l/’(", ‘9): lim IP(T, ‘9) /Z'nz.e’

r=0

st de plus la quantité W, (208%) est finie et U'égalité (311) est satisfaite, la valeur
Ry

de T ds potnt P, est donnée par la formule
Ay 2n
I ’
dsds Wae + Q:’c—afao(.?) (3u°uo_—c) cos® Y, d9
0
We,=lim W®
h=0
(317) 2z a "
W :f‘wf{tf(r, 9) (3wt —c) cos® Y — g (9) (3 o2, — ¢) cOs* Y} 5
0 h
2r o

Qer = f 03 (9) Ty (9) oS, T2, d9 + f 5,(9) cos* ¥, Ty 9,
[}]

0

oit les quantités I's, et T'p, sont définies dans les formules (310) et (315).
On peut écrire

Ay rv iV arv
(318) d5ds “daax Mg dy MACTETS
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Remarque II. On trouvera facilement

(3 uw' — ¢) cos® Y — (3 u,u, — ¢) cos® Y, =3 cos? Y, [u,v' + w, v — (5 u,u’, —c)sin ¥, ] ryp
wl =wo + 07_1)[_)1 Oéﬁé_ly

. L2 (h 24 3
par suite la quantité W® peut s’écrire

2z a
Wi =fd5f{a (r,9) (3uu' —c) cos® ¢ +
0 3

+ 300(9) 008 Y, [y ¥ + o, v — (5, 0, — ) sin YT (r, Y 4T

Dot il suit que pour lexistence de la quantité W il faut et il suffit que la
quantité

2n a
Wg”EEI%fCOS2w°d3f[E (r, 3) (3% %, — ¢) cos Y, +
0 P

(319) _ i
+30,(9)C, P (r, 9)] —Tf soit finie, ot

C,=u,v' + 4, v + (c— 5u,%,) sin .

- 4
Cas particuliers. 1° o Pour V' =1, '=u, »' ==», nous trouverons

27
Q; = Q_,'_ G, (‘9) L2 cos? l,bodﬂ,
0

par suite, si W, existe, Iégalité (311) est satisfaite & cause de I'égalité (298). Les

- . ., 02V o
seules conditions pour I’existence de la dérivée T sont donc que les quantités

Ws et Wy, existent. On trouvera dans ce cas

Tfy = 3[sin i (5 03 — 1) — 2 v, og (£ c0s ) —

—Sin%[x——-u + 2—15u0—31u§:| + V[I___u —6——1321,0]
0 0

(320) Feg=—(3u—1) log (I—TZ—%cos 1,00) +1—3u—5ul.

Pour ¢, =0 on aura

I‘:sz——6wuolog.1—;u° + 'V[I*u —6———13u0].
0

Acta mathematice. 31. Imprimé le 22 novembre 1907. 35
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20 Y, =o0. Si W, et W., existent, on aura

2% 27
wf&o(a)d9=3foo(3)¢0(3)uode,
0 0
ny , 27 A 2
(321) .~_m=W,.+ 6f00(3)d'9_ 00(3)l/!o(ﬂ)(4a/+u0)dw9—zufao(z9)uod3,

0

avec la condition

2r
Q,— Qs=fﬂo(3)[1——v + u, log (1 —u,)]d9 =o.
0

.Y . , . . . .
§ 42. Lim ——2 pour un point extérieur. Soient A, u, v, et 4, u, v, les cosinus
=0 038, 0Us, te :

directeurs de deux éléments ds, et ds, émanant du point P, situé en dehors de
la couche, et soient A'u’'+' les cosinus directeurs de la droite P,P=#h. Posons
u; =08 (P,Q,ds;) =4,coscosd + u,cosysing + »,sin Y

U, =cos8(P,Q,ds,) =4,cospcosI + p,cosPsin I + »,sin Y

u' —=cos (P, Q, P,P) =1 costpcos 9 + u'cosysin I + +'siny

¢, ==cos (h,ds,) =LA+ u '+ v v
¢, =cos(h,ds,) = A 4 '+ v, o
c=cos(ds,,ds,) =i+ pu,+ v,
- -7
r=P,Q cos Y
R=PQ=Vr®* —2/7hu + 72
! R
(322) v, =cos (R, ds,) zm—R—ﬁ
r'u, — ke,
v, = cos(R,ds,) = —2—2
R
r=ht
cos Y =9

¢=Vg@¢—2qu +1

2y (’)2‘% 2r @ d

} A _ __araer

. EE——IGHEd(U~fd3ﬁ(T,3) (3v,v,—¢) RS
1} 0




Les dérivées premiéres et secondes du potentiel. 275

Supposons

o(r, N=0,(9)+ra(r, 9), o(r, 9)=0,(9)+0,(r, ), lim g, (r, 9)=o0
(316%) ‘ e

Y(r, 9)=o(9)+rP(r, ), Yr, H=ys(I) + Y, (r, 9), lim y,(r, 3)=o,

r=0

et posons
Vh == Vﬂ + _V—-h s

olt V}, se rapporte 4 o, et V3 & ra.

. .0
Premier cas: lim (; Vi Nous trouverons
h=0 08,08,
bt
2 Vﬂ 2z 1 i
1 I tdt
m—-ﬁfﬁu(ﬂ)dﬂ [3(?&14—'01)(%4—62) ;@'—C]E,—s’
0 0
et nous aurons ensuite
2n 27

T
_(7_—2Vi.1, == I 2 t I °
ds,0s; ﬁfo*’w) cos® )y A 0d3—&f00(19)(3 wdul —c) cos® Y, d9 +
0 L]

2n

+fao(3)B’d3 +1p, lim 7 =0
a=0
Q
o___ [ 0,0
(323) A0'=('“1 c,)(u,, . Cp) | UU; ,c, ud=lim u, etc.
(1—u,) I—1u, r=0

a
3
_ifle_&
B-1 f (q,s q,o,)tdt
0

I . :
e=3(mg—a)lug—a)5—eo, eo=hix[1) .

Le coefficient de ;—2 dans le développement de I’expression

et
q7°
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étant
(3 u,u, —c) cos® Y,
nous posons

e e ¢ cos’ te . cos?

+ [3u,u, — ¢) cos® Y — (3 uju; — c) cos® l/’thI—g ’

et en employant la formule

f(¢()+7'¢)“f(¢o)=f'(¢’o+01‘¢)“7’, Oéoil’

nous trouverons

1
B’==3f
0

y
(S 7 E;) o8 i+ [5_{11_2 + i _@] cos Y, Ydt +
77 q A

[~

1

a
*
3 0,,0 3 dt
+ [ [3 w4, — ©) 008 Y— (3 udul — ) cos® ] G5
1

A= (V'_“'q sin w)(uxq_ct)(uzq“—cz)qs
B =[(v,u, + Vzul)q_‘(’jxcz + »,6,) —c(¥ —gsin w)lg®

C=v,u, + v,u, + (c—5u,u,) sin ¥,

4,, B,, A,, B, et C, étant ce que deviendront les quantités 4, B, C, lorsqu’on
y remplace ¥ par t,, resp. {,, ol

Y=Y, + 01"@; Y,=¢, + 027@ 0<6,<1,0<0,<1.
En passant & la limite, nous trouverons

2r 2r

. 02V}, —
’]‘1_0(1) (’js, ("6;‘: =04 — ;lfao(&)(3 wlu) — ¢) cos? wod{)—l—foo(ﬂ)wo(&)lﬂ cos? Y,d9
0
(324) Cfs, = lim C)®

2 @
b =f"o(19)d3f[(3 w,u, — ) cos® Y — (3 ulul —c)cos’ (po]{zr_;
0 h
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E=cic,vF,—[ec,c, siny, + v'(c,ul + c,u’)]F, +
(324) + [Vudug + (o, ul + c,u?) sin Y] Fy — ulu? sin Y, F, —
— (e v, + ¢yv; + ¢?)G, + (v ul + v,u’ + csin Y, G,

ou
— d% .2
Fl - ISfQo 9'3 ) (I ___,ulo)s
0
Qono 2 I
= Isf a5 - (1 —u'y)® * (1 —u'y)?
0
g [0 2 3 3
F3_15f 77 (1— )3+(I—u )”-I—I—u’0
0
1
cosqbod © 6
% 9 I — 2
F4 = Sf qI: + Isf(qz qo)d% (I __,ulo)s + (I__ulo)g +
(325) 0 L
cos ¢ ,
+ I—I—Su’o_46-15 log (I — Y0008 wo)
_ (ade, __ x r
o= [y
0
cos g{:o "
1 N 1 3.
=3 f 90+ 5‘[ —o'—ﬂ)dq" B =
cos ¢’o
I
—8—3log (I %0 cos zpo) .
La condition & remplir est
27
fc(:})A’o cos? Y, dId=o
(326) 0

A — (ug—e)(uy —¢y) | uju, —c¢ .
o (1—oy)? 1—u
0 0
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. . 02V,
Deuxi¢me cas: lim T ds. Nous aurons
r=0 U8 082
a
B 2z A
iRy - 1 tidt
3610;2 ==fd~.9 o (ht, 19){3 (ulq—‘cl)(uzq"'cz)ai““c}"q"s_’
o o

et nous trouverons

2rn
. 097;,_- -~ i
ll:}) M—Om +fa,(3)A cos® Y, d 3
V]
5mz==lim a(lf}z
h==0
’ 2 a
(327) k) - dr
8183~ d9 U(r, 19)(3 Uy Uy -—C) cos® w?'
0o K
— 1 —u (u? — ¢, (ul —¢,)
A’=——-(3u‘;u§’-—c)log(——2—"003%)4- . (Ij—u:’)’ £ —
—8utul + 20 + [3udup—c— (e, + ¢ ud)l =
(]

Dans le cas général, nous aurons

(328) lim

h=0 98198,

PVh _ g [a'Vz azﬁ]
hep L0808, = 08,08, ’

oi les deux termes du second membre sont définis par les systémes (324) et
(327), Dégalité (326) étant supposée satisfaite. Pour que le premier membre de
I’égalité (328) soit fini, il faut done que la quantité

. (.}
03132 == llm Cﬁﬂ)z
h=0

(329) soit finie, ol s
B %R O

Cette condition, & savoir que la quantité C,,, doit étre finie, peut &tre rem-
placée par cette autre que la quantité correspondante, ot I'on a remplacé Y(r, 9)
par ¥, (9) (cfr. 319), doit &tre finie. Celle-ci peut &tre remplacée par les deux
suivantes (316%)
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2r
Dy, Ef{3 0, (9 Y, (9)C, + 6,(9)(3 ulul —¢) cos Y,) cos? Y,d I =o
0

’ . ’ “ 2 . .
Em=lim E —une quantité finie, on
h=0

Co=»,uy +»v,ul + (c—5uju))sin Y,

2z a
B8 = [foost 449 [ 0,(9)Cuth (r 9) + (3 it ) cos Yooy 1, )T
0

Nous pourrons donc énoncer le théoréme suivant:

Théoréme. Si les fonctions o(r,9) et Y(r,3) peuvent étre représentées ‘par

les formules (316%), les conditions nécessaires et suffisantes pour Uexistence de

.2
lim - V"
=0 98,08,

(331)

sont que les équations (326) et (330) sont satisfaites, et on trouvera

2n
lim 5"'-;‘% — Aues + Coes— f 02(9) (3 U2 g — ) cos® Y, 49
0
2 2z
Ay — f 6,(9) By () c0s* Y, d 9+ [6,(9)A" cos y,d.9
1] 0
Cysy = lim 0&1‘.’,
h=0
2x a
c ~ f 39 [o(r, 9)(3 13 — ) cost y — a,(9)(3 g —e) oos* WY
0 h

oiv les quantités B et A' sont définies dans les systémes (324) et (327).

(332)

Remarque I.. On trouvera (317)

(h) (h)
s T Clm .

Remarque II. On a toujours

. 0 Vh . o® Vh
lim — =1lim -
he=o 08,08, j—o 08,08,

Remarque III. Pour ¥, = o, la condition (326) devient identique & la condi-

tion correspondante (293) pour le plan.
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Remarque IV. S8i ¥,=o0, on trouvera (330) que les quantités

2
im ZV% tim Vi BVe iy PV

t lim V)
h=o 0% " p—g 09’ =g 02° 4, d2iy ¢

h=0 08,08,

existent dans les mémes cas que pour une surface plane.
Remarque V. Pour

A=Ay =X, py=pu,=u', v,=v,=v
nous trouverons que la condition (326) se réduit & la suivante
2r
2g8%*) foro(ﬂ)u'o cos? Y,dI =o.
0

De plus nous trouverons (317) et (331)

PVy_ 2V _

(333) ]hlglo g — gt = De
o 5 s . 0V . s
D’ou il suit (319, 330) que lim Tat existe ou n’existe pas en méme temps
h=0

que la dérivée %:—Z au point P,, et que ces deux quantités sont égales, si elles
existent, la droite P,P étant prise dans la direction de ds.
§ 43. Cas particuliers. I. Point régulier. Supposons
6,(J) = une constante g,
¥,(9) =0
(334) 0,(9) —a’ cos 9+ b sin 9
Wy(9) = cos® 9 + 2§ cos I sin I + y sin? 9,

a' b« B et y étant des constantes.
Dans ce cas, la condition (326) est satisfaite (cfr 293). De plus la premiére
des conditions (330) est satisfaite. On trouvera donc que la condition nécessaire

2
et suffisante pour lexistence de lim BVa est dans ce cas que la quantité
h—p 08,08,
2n o

. - o o - dr

| Bar=lim [dS( [30,(r,ul + %,u) P, (r, ) +(3uiul —c)a,(r, 9]~

(330%) =0 r

0 &

u; =14, 008 9 + u, sin 9, wul=~4, cos I+ y,sin I

existe.
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2
La valeur de lim E-ﬁ

im &, s’obtient (331) par la formule

2r 2r

02 * il —
im Vi G+ 00 [0 (9) Byd 9 +fao(.9)A'od,9 + Lo, (3v,v,—¢)
h=0 08,08, a

0 0
E, =c,c,v'F, —v'(c,uy + c,ul)F, + v'ululFy,—
(335) —(e, v, + ¢, + cV)G, + (v, ud + v,ul)@,

1 _(u —c)(u; — ¢,)
A==y

I
T— Uy

+[3uiu; —(equ;y + cuy) —cl

— (3usus—c)log (1 — uy)
Uy =24 cos 9 + u'sin 9,

ol la quantité O, est définie dans le systéme (331).
En effectuant les intégrations, nous trouverons

2z

—_ l’ﬂ r.0
aoclczwflpo(ﬂ)Fld3=znaoc‘cz{ (3  t ,2)-1—6{31!‘ (3;,2 +W—I,§)},
0
2%
r o1 0 0 ' 2',2 u
— 00’ [Tn(9)(e, ut +e,u) Fodd = — 6 oy (0,1 + 0yhn) g + ) —
0
A? 1 VICEES |
"‘2”000‘#'(61 ‘z+czﬂ1)(3 T T ,’T) 4710, (cll +6,4, )(%/—4 + ;@) -
I L I
— 4,8 oyt eau) (B2 + o) — 2 mople ket (B + ) —
6 '( (“ﬁ +
— 6 7o, yu'lc, puy+Couy) v
27
Y] 0,,0 At 2 A% [ A 1
» lpo(3)u1u2F3d19=67woalll( St S )+ 6o,k +)Lz;t,) + )

0

!2 I ., A2 1
+27t00au1y2(3 V,f + ;72)+6naoﬂl " l,lz(;@ + ﬁ) +

Atu'® . 71
+2 ”aof(’)(li!‘z‘l‘lz!‘x)(%qL + %g)d‘ 670, B4 u !‘1#2(‘5& + ,‘/—:2) +

Acta mathematica. 31. Imprimé le 23 novembre 1907, 36
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210,y A (M + )-{»67:00}/1 w(h, u2+A2.ul)( a3+ 1) +

u”’
+6”007!"n“2( atT 1) )

2z
_ , A2 1 Ao w't 1
— 0o | Yo (e, v,+cyv,+¢¥)G, dI=2 mroa(-ﬁ + ;;) +4 70,8 ~5t2 nooy(m + 7) ,
0
27 "
a(,\[@o(&)(v1 ul+v,ul)G,d9=2 o, ch' (i, v, +4, w,)(;}Ts A %) +
0

13 g

y)
+2m0 a0 (v, +py v, )('1,,, + )+27wop’u (A V2+A,V1)( + 5) +

3
+2 70, 1 (4, ”z+”z”1)(! 35 T )+2 A0 YR (A vy + 4y 9y) (;t‘ + ;},) +
'3
+2 o, yu'(py 'Vz+1“2”1)(%§ + ;/37) ’
2n
(336) .. O'of—l/-’o (9)E,d9=4m0,0(A hy — v, ¥,) + 4 716, (A, 1y + Aotty) + 4780, gty pt;— ¥19). .
0
De plus nous aurons
2r
f 0,(9) A,d9 — H, + H, + H,
0
2n
H= |o («9)u°u°[ L+ 3 —3log(1—, )]d&——z mwa' A, A (}' + 3) +
1 0 1% (I . uyo)g I — u’o ~ 8

0

i
+2 ma' 1Ay py + Ay 1)( it )+ 2ma' A, 1, ( s )+27L‘b’ Ak ( s +%) +
2
+ 2 7wb' N (A py + Ay, )( %+ )+2nb’y ‘“‘"2(%'5 + 37)

2r

> it
HZE_fO'O(&)(Glu:'i'czug)[(I _Iur E + : 7 :Idg: _Zﬂa'(cxlz‘*‘czlx)(m + 37) -

o 1—u ¥
0
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— M v 1) — 2 7zb' prox
2wa e (e pty+couy) —27b E (e, Ay + ¢4 ) —27b (e 1y + € 10y) P + s

= ¢.c 1 — A LN
H,= fao(ﬂ)[(l_1_;,0)2—0(1_’u,‘)‘logl—u'o)]d.9=27m‘c,czm—zna'ca—i+

1 H
+ 27tb’clcz£%—-.2nlg'c%,
2r
(337) .'f&o(ﬂ)j'od{}: —2ma Ay, + ) — 2720 (U v, + uvy).
0

D’ou le résultat:

. BVh I
}:g}) m = ]’-32) Cos + Kois, + a w0,{(3 v, v, — ¢}

27 a
0= [49 [ Lo N3 —)os’ v~ i wtug — )%
(338) o B
Koo = 400 00(Ay dy — v, ;) + 4 700, B(Ay ty + Ay 1) + 4 700,y (0 1 — ¥, ;) —
—27wa' (A vy + Ay ,) — 270 (py ¥a + 1, 71),
" Koa= 41000, Koy= Kyo= 40,8, Kyy— 470,y
Ko = —4m0,( + ), Koz=Koz=——2m0a, Kyo = Kyy=—27b".

II. Point conigue. Supposons

d,(3) = une constante o,

Y,(3)==une constante ¥, = o

(339) 0,(9) =a' cos 9 + b'sin I

Y (3)=acos? I + 28 cos Isin I + ysin? I.
Comme nous avons supposé que la droite PP n’est pas tangente & la sur-

face, il faut que »' soit #siny,. Nous distinguerons trois cas.
1° v < siny,. Nous trouverons (326)

27

) )
f o, A', cos? P, dd = 2 ;v g, sin Y, cos® Y, {(c‘ 1;1”:)_((:/’,)2 Ly +
(340) < o

! !
VVy—C | PGy YV ¥y) + VolC,— V¥
+ L 2 =+ 1(2 2) ’2(1 1)+71"’2}'
11— I—
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2% 1>V >sny,

2z
. ¢, — v'vy)(c,— 'y Vv, v,—¢C
faoA'ocos‘-’wod\‘)=———~2;-mosm Y, cos? #”o{( ! 1) (e, 2) | Wi
(341)

(x+ V') A

+ r(e,— Vv + "/2(61""‘/'1’1)
I+

+ v,

27
(342) foo Alu cos® lrho d9= O, sin Y, cos® v, (C — 3" 'Vz) .

0

Pour les trois cas, nous trouverons (330)

Daysy = 306, c08* Y, sin { (c—3mm)la+ ) — Secostyyflo—s v vi)a+ 1)+

( \ .
343) +2Ad da+ 2(A o, + A, u) 3 + zylyzy]} + 37 cost Y, siny, {(A, v, + X, »,)a' +

+ (1,7, + 1y Vx)b’}'

Cas particuliers. La condition (326) et la premiére des conditions (330)

. . . . 0?
n’étant pas toujours remplies, lim -
h=0 (}81 (/82

les directions de ds,, de ds, et de P,P. Pour que ces conditions soient remplies,
il suffit que

n’est pas en général finie pour toutes
P g P

1° 7T
(344) Yo=2
a+y =0, ou que
2° T
(345) =
¢==3»w,, ou enfin que
# [(F=0
(346) Aidy + =20, 9,

addy + vip, = (¢ +y)v v,
Ay, + lz[”x)a' + (uy v, + u,vy) b=o.

§ 44. Changement brusque de la valeur de la dérivée en traversant la surface.
Nous considérerons les deux cas: 1° les dérivées extérieures en un point de la
surface (§ 41), et 2° les limites des dérivées extérieures (§§ 42, 43).
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5%. Dans ce qui précéde, nous avons toujours dirigé I’axe des z posi-
tifs vers le c6té du plan des zy, ol se trouve le point P. Si la direction de
la droite P,P change en la direction opposée, il faut changer la direction posi-
tive de I'axe des z. Les formules qui ont lieu pour la premiére direction auront
ieu aussi pour la direction opposée, si 'on y change Y (r,3) en —Y(r,9), les
cosinus directeurs ' et ¢’ de la droite P,P en —A' et — u' resp. — la quantité +'
ne changeant pas — et la quantité » en —». Nous distinguerons les deux
cdtés de la surface par les signes + et —.

Les systémes (208*) et (220%) montrent que les quantités u' et ¢ changent
en —u' et —c¢ resp., mais que la quantité » ne change pas. Le systéme (317)
donne
2n 27

el PV a0(9) 0 0) (13 re 2, d I+ | oy (9)(T
(/8'+(78+(78'_38_ 0o () ¥ (I ( Sy — s _as)cos’ Y, + J o, (3)( ¥yst
0

(347)
0

+ Ty _g)cos?y,d 9,

les valeurs de I'y, et de I'y, étant données dans les systémes (310) et (315).

Remarque I. L’égalité (347) montre que si la direction de ds' change en la

. ’ . . s s » 02
direction opposée, la direction de ds restant la méme, la dérivée 5q,—175§ ne
84
h s en général en — V.
change pas en général e T 0%

Cas particulier. Supposons ¥, =o0, ' =pu'=0. La condition (311) se ré-
duit (321) &

27
(348) fao(ﬂ)[x-—w + u,log (1 — u,)]d9 =0, u,==~4cosd+ usind,

0

et nous trouverons (321)

27 27
v 'V - >
(349) 97, 0s + T s~ 8vfao(ﬂ)wo({))dﬂ—4[00(3)u0d3.
0 0

. Lo e . A
2° Lim ———~Vi Pour le coté négatif, il faut faire les mémes changements
h=0 081 (782

que dans le cas précédent, mais au lieu de changer la quantité », il faut ici
changer les quantités correspondantes », et », en — v, et — v, Des égalités
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(322) nous tirons que les quantités «', ¢, et ¢, changent en —u', —¢, et —c,
resp., les quantités u,, u, et ¢ ne changeant point. De 1’équation (331) nous tirons

2n
lim ZVrt iy PV fao(sn‘v,,wum+E_)cos’wod3+

h=0 08,08, jmo 08,08, =
(350) °

2z

+f;1_o (9 (A, —A'_)cos3y,d9I.

0

2
Remarque II. Les conditions (330) de l'existence de lim 0 Vi sont iden-

h=0 (}Sl 082

2
tiques & celles de Pexistence de }.im gTVé'::i, mais la condition (326) peut &tre
=0 1Y92

différente pour les deux co6tés.
e a2V, ., .
Remarque III. Dans le cas ol lim —— n’existe pas, nous retrouverons
h=o 08,08,
Iégalité (350), si nous changeons le premier membre en
] 3
(351) lim [£02e 2.

heo 08,08, 08,08,
La seule condition & satisfaire est (326)

I, =1I_, ol
2n
I=|0,(9) A ,cos® Y,dI.

0

(352)

Oas particulier: Point régulier. Si les égalités (334) sont satisfaites, nous
trouverons (338)

ds, ds, 0ds,ds,

. [a2V, 2V
(353) {1.‘.'.’2[——“ 7a, s, ]=8Moa(lnlz—vx v2) + 870, 8 Ay + Ay +
+ 8oy (U p, — v, v,) —4wa (A vy + A vy) — 4 b (v, + py71).

Remarque IV. L’égalité (353) a lieu sans aucune condition additive. Mais
si nous voulons écrire le premier membre de la méme maniére que dans l’éga-
lité (350), il faut que la quantité E,,, (330%) existe.
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(354)

Les valeurs correspondant-es de la quantité E', , (330%) sont

(355)

o [PVae
lim [
. [0%*Vas
Him [fmdy
R 2
o [0
h=o L 09°

N -32V};+
‘ },1301 | dx 02

. -aQV]H.
;51.12 | Oy 0z

Hm
R0 | R

Ty oz
FaSVh.,. _

Nous trouverons (353)

02V
dx? ]
2V
xdy
62V;,,_.
0y*
2V
Y dz
2V

| DU

VT
iz® |

ll

Les dérivées premiéres et secondes du potentiel.

87mo, e

=870,

=—8ma,{a+7).

a

e _hmf_o,cosza—z)dsfo, (r,9) = dr

h

a

By, = l,fm 3fcos«95in Sdﬂfal (r,9) %7:
=0

0

h

2% a
£y, =1}3mf(3sin23——’ I)dafa, (r, 9) ‘1}'
=0
0 h

2z

a

ar

E..= hm 30, |cos 94 I | Y, (r, 3)——

/

2z

a

E'y.=1lim 30, |sin 9d9 @;(7,3)02
he0 r

2r a

B, =—lim dﬂf&, (r,9) dr
h=0 r

h

Nous pourrons done énoncer le théoréme suivant:

Théoréme.

287

Les changements brusques des dérivées secondes du potentiel prises

suivant les axes sonmt domnés par les égalités (354) sans aucume aulre hypothése
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que celle que les constantes a 8y a' et b, définies par le systéme (334), sotent finies
et déterminées, Uangle Y, étant supposé = o et Uaxe des z étant dirigé suivant la
normale. Pour que les limites des dérivées existent elles-mémes, il faut et il suffit

que les quantités correspondantes E' (355) soient finies et déterminées.

8,80

Remarque V. Le systéme (354) est identique aux formules correspondantes
de M. PoiNCARE,! les quantités g, @' &’ « 8 y ayant les mémes sens que les

!

0t ok
quantités ' =L, - Xy I et 1t, de M. Porncars. En effet, les formules
da' dy' 27" 2 2

(334) impliquent qu’on peut mettre J’équation de la surface sous la forme
(356) z=ax’ +2fzy + 7y’ + r'f(z.y), lim f(z,y) =o.
-

Si on suppose que la fonction f(zy) admette les dérivées premiéres et secondes par
rapport & = et & y & lorigine, nous trouverons
B’z)

r,o= =%
! oz?,

=2a, etc.?

Remarque VI. Les suppositions (334) que nous avons faites quant & la sur-
face et & la densité peuvent étre exprimées de la maniére suivante:

1°. Au point P,, la surface admet un plan tangent bien déterminé.

2°. 8Si ce plan est pris pour plan des zy, et si le point P, est pris pour
origine, I'équation de la surface peut &tre mise sous la forme (356).

3°. L’élément de masse étant exprimé par la quantité cdxdy, nous suppo-
sons que la fonction ¢ peut &tre mise sous la forme

(357) g=0,+dz+by+ ro(zry), 1:_!13 g,(z,y) =0,

g, @' et b’ étant des constantes.
4°. Pour que les limites des dérivées existent, il faut ajouter que les
quantités E', ; (355) correspondantes existent.

Remarque VII. L’équation (356) implique I’existence au point P, des déri-

’ 0 . . . 3 - s
vées %c et (72, et exige qu’elles y soient = o, mais elle n’exige pas que ces déri-
vées existent en des points du voisinage du point P,, par suite il ne faut pas
Pz 9%z

: ) 9%z . .
nécessairement que les dérivées secondes 72t 9202 et iy existent au point P,.

1 H. Poincarg L. c. p. 251.
11 c.p. 245.
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Pourtant, en tournant les axes des z et des y de maniére que f#=o0, nous
pourrons regarder les quantités 2¢ et 2y comme les inverses d’une sorte de
rayons de courbure principaux géométriques, si non analytiques. Quant & la
fonction f(x,y) de I’équation (356), nous n’avons pas supposé qu’elle admette une
dérivée au point P,, ni quelle soit continue dans le voisinage de ce point; nous
avons supposé seulement qu’elle est continue au point P, et qu’elle y prend la

valeur de zéro. Des considérations analogues se rattachent & Pégalité (357).

do do
7z et 5?-/, ete.

Elle implique D’existence au point P, des deux dérivées
Remarque VIII. Nous pourrons écrire (330*) pour », = v, =o0
27 (@ e @ gl
"(h) 040 aer _r
(358) E® f(g)ulu, c)d:)fal (r, 9% jral 7575, o
0 (%)

et, en employant la méthode du §.3 J), nous trouverons que

. ., 0 , .,
si la quantité Mg—y) est intégrable, donc E';, et E'y, existent,
» » 0—70(‘7—5;1’—?/) » » y Eay » Eyy »

De plus nous pourrons écrire pour v, =41, = u, =o

2n a (q‘) (71:
. 0 d
(359) EW = fujd9 | ¢, (r,ﬁ)—;=J Y, (w,y)%dw,
0 h ») !

et nous trouverons de méme que

si la quantité Q}l%cl}/_) est intégrale, donc ', existe, et
» » » I (2, 9) 1/)10(;, y) » » > By »

Remarque IX. Par comparaison, nous donnerons ici les hypothéses qu’a
fait M. PorNoaRrE pour la déduction des mémes formules (354).

I. La surface admet, au point P, et & tous les points du voisinage de
P,, un plan tangent bien déterminé (p. 235—236).

Acta mathematica. 31. Imprimé le 8 décembre 1907. 37
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II. La densité u' y est continue ainsi que ses dérivées premiéres et admet des
wy q P

(dérivées secondes qui restent finies (p. 236). Les mémes hypothéses sont faites quant
1

3 la quantité %, ol ¥ est le cosinus de 'angle que fait la normale au point @

]
de la surface avec l’axe des z (p. 244). (Cette fonction ‘—;-, est la méme que la

fonction ¢ du chapitre présent). Par suite les dérivées premiéres de ' sont
finies et continues, et les dérivées secondes de 7' sont finies.

IIL Si
7=[,y)

est 'équation de la surface, la fonction f admet au point P, et & tous les
points du voisinage de P, les dérivées premiéres et secondes, de maniére que
tous ces points la surface a des rayons de courbure principaux (p. 245).

IV. Les suppositions II par rapport & u' sont faites aussi par rapport &

!
1o, ot pl=% (p. 248, 249), de maniére que la fonction f(2'y') admet des

dérivées troisidmes finies.

§ 45. Théoréme général. Application au cas de M. Poincaré. S'il ne s’agit
pas de déduire les valeurs des changements brusques considérés dans le § précé-
dent sous des conditions les plus étendues,.nous pourrons faire le calcul d’une

. maniére beaucoup plus simple.? En effet, soit (fig. 9) s une courbe

F1g= 2. plane donnée quelconque qui admette une normale bien déterminée

en tous ses points. Soient P, et P, deux points situés du méme

coté de la courbe infiniment prés d’elle, P, et P, deux autres points

5; 7 situés de 'autre cdté prés de la courbe, de maniére que les points

? P, et P, d’une part, P, et P, de lautre, sont situés sur la méme

) normale resp. Soient P, et P les points, ol les droites P, P, et

P, P, rencontrent la courbe, posons P, P—=ds et supposons P, P, —

=P,P;=PP,—PP,=h. Soit u une fonction donnée dans le plan,

et supposons que la fonction u, ainsi que sa dérivée premiére prise parallélement

& I'élément ds, sont finies et continues dans cette méme direction. Soient wu, u, u,
et u, les valeurs de u aux points P, P, P, et P, resp., et posons

(360) 'Uhasz('lh_us)—' (u,—u,),

. du du
.. vh6s=[(a—s)m+— %)m‘]ds,

! Voir «Continuité et discontinuité des dérivées du potentiel>. K. Vet. Akad. Ofvers. Stock-
holm 1901 pp. 644—647.
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du
ds
ainsi que sa limite pour 2 =o, est supposée continue,

(%%)m étant une valeur moyenne de pour la courbe P, P,; cette dérivée,
4

. . {0u
L v=lim v, =lim [-= ’
=0 heo \D 8 [y

. . . [0u _{0u
Solim v =1lim lim(—) =(+) .
ds=0 ds=0_h=0 s "y 98/ 4

Vo \ . (7
Des considérations analogues se rapportent & la quantité (791.:)

;
m__

L1 _[0wy __ [Pu
(361) ..31:;1_10'0—(%)+ (03)_’

ou ?_u) et (0_u) sont les limites des valeurs de Iu aux points P, et P, resp.
dsly ds|_ ds

De méme on peut écrire

vp0s = (U, — u,) — (uy — u,).

Posons
Uy — U, == W
(362) Y4 = U = Wh,
lim w, =wuy, lim u,=u_, lim ws=w,
h=0 h=0 h=0
- Jw
. o 68 m ’
Jw Jw ., dw .
ol (6—8 est une valeur moyenne de 75 La dérivée s étant supposée con-
m

tinue, nous trouverons

(363) lim v'= lim Q@.,.a;u__) .
ds=0 Js=0 s

Les égalités (361) et (363) donnent, pour le point P, la relation

O(uy —u_)  [u 0u)
(364) I PR (73)+— (ﬂ—s S
Soit maintenant I'équation de la surface attirante donnée par la formule
(365) r=ax?+2Pzxy+ yy? + 2 f(z, y), lim f=o.
r=0

La normale au point P (zyz) fait avec les axes des angles, dont les cosinus di-
recteurs Imn s’obtiennent par les formules
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l=—20x—28Yy
(360) m=—28x—2yy
n=1,

ol nous avons supposé que la fonction f admet, en chaque point du voisinage
de T'origine P,, des dérivées premiéres finies et que
af af

lim r--=1lim r

=o0,
r=0 0T ,—o Oy

et ol nous avons supprimé les termes d’ordres supérieurs au premier par rapport
aux coordonnées x et y. Prenons un systéme d’axes de coordonnées (x,,¥,.2,)
par lorigine P,, dont l'axe des z, est dirigé parallélement & la normale qui
passe par le point P, et dont les autres axes font des angles infiniment petits
avec les axes des x et des y. Soient (I'm'n'), (I"m"n") et (Imn) les cosinus di-
recteurs des axes des z,, des y, et des z, resp., et soit W (x,y, z) une fonction
des coordonnées (xyz) qui reste finie et continue ainsi que ses premiéres et se-
condes dérivées pour chaque c6té de la surface, mais nous supposons que ses
dérivées premiéres peuvent éprouver des changements brusques en traversant la
surface. Posons

(7).~ )=
(367) (02/1) (01/1
(02,) (02.)

D’autre part nous avons

oWy Wy O,
(368) - '+% LA
0(727 ?9:7 '+z_yu,—7 ”+%%’n,
(?g—+—(%g_=l'§+l"n+l;

(369) (%)+—(%_=m'§+m”n+mg

(%>+“(%¥)_=W§+n"7]+nc.
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De I’égalité (364) nous conclurons

o
Oz )+ 390) A
(370)
(0‘,“)0 — (0_u) = limi(u —u_)
Jyle \dy)- " ymo dy " T
O du) .. . . .\
oll (0— est la valeur de (-— 4 Dorigine prise du c6té des z positifs, ete.
T+ dx +
Si dans les egalités (370) nous substituons & la fonction u successivement les
ow oW 0w

fonetions —;—, —— et ——, nous trouverons
dx’ dy dz

( ag I/V ] 02 W [] (7l” al 0§ 0
(s ). — (%) —1im g @+ 0 100 =tim[ S+ 7]+ (0F)

53]~ )

0 " dm' . dm dn
dzdy), Gz iy = lim — (m'§+ m'"p+ m§ y,o—hm[ §+ - C] 0+(,‘

om0 02 dx dx iz

(72W)°~(82W)

dxdz), \dxdz 2=0 0 dx dz dx
(371)

2w 2w o i az ] (a_§)0
(6‘y(7x) (ﬂyﬂx) y=0 dy (l E+ U+ 1h)e0—= 7141:101 =0 + dy
pW\  (pW\e . [dm (7m o
(ay*)f(???) =1‘ma_(m'§+m"’i+m§)f=°=hm dy §+ %y ] F(ay)
PW\ (W . an',  on' (gg)o
(0y0z)+_(0y0z) *hm_("ﬂn “"C)""*l’?[ﬁz_ﬁ +0‘y'7]x=o+ ayl

Si nous avons donné de plus
(372) AW =9,

" IW)y— (A W)= —_,
nous tirons

RW\ (W (98\° _(‘7’7)
(373) (%’*)Jf"(ﬁz* )~=¢+ == (ﬂx Ty
. (ol dl i
-Efc]) (%n+%€c)g=o prar (‘7 s+ 0y§)

Des égalités
lll” + m!mN _I_ nfnll= 0
V'i+mm+n'n=o0
U"l+m'm+n"n=o0
l=m'=n=1

(374)

v

~ fim a(n’§+n”,7+nc)ys_0 llm[0n§+0n ] "'((ZE)O
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nous tirons

al” am’_— ?i’—’ aml .
oz " oz ° dy = dy
a1 dn al  an
(375) Tt % Gy TayT°
Im ow'_ am o
gz "9z ° dy = dy

Si nous supposons que la fonction f (365) admet les dérivées secondes, nous
obtenons (375 et 366)

o' dm a _ dm
PR iy =iy
) dn' il an’. dl
(376) Viz T e T2 Gy T Tay TP
on' __ dm_ In' __dm_ |
%———%mzﬁ dy  dy 7

D’ou le resultat

ot nous avons supprimé l’indice o, quoique ces formules (377) se rapportent &
y e s . Om' Im' adm' adm'
Porigine P,, et ou da et d? sont écrites pour lxln; (dx)y Oet; 1;13 (dy)z=0 resp.

Remarque I. Dans le systéme (377) la quantité infiniment petite m' reste
arbitraire. Dans le cas de la courbe y=o (371) on peut choisir P’axe des z,
dans le plan des zz, et dans ce cas on aura m'=1'=o0, et ce méme résultat on
retrouvera dans le cas x =o,

(378) L. m’=——?=-,—=0.

2w ecw 7 am’ - ;W a3zw 0m 017
(%), ‘(W)_“%“”W—Z“’v ()] 5 Ty*?/‘”’;
<s:zz,) (::;zz) e () () G
(02W) (0;3_7) :fp+—rp—~%—%+2(a+7)c+naf; §0y'
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Remarque II. Si Pon pose

on trouvera que le saut brus d i t égal & celui de 0w
q > rusque de iz iy est égal a celui de Ty s

Si nous appliquons les formules générales (377) au potentiel d’une simple
couche, nous n’aurons qu’a poser (1gg)
§=n—9¢=o,
(379) [
C=”‘4”P‘, p=0on,

et nous retrouverons les formules (354) en posant

do\ | do\
(72, = (G5, ="

Remarque III. Quant aux hypothéses que nous avons faites ici, elles
sont presque identiques & celles de M. Porxcark. En effet, nous avons supposé
1® que la fonction z admet les dérivées du second ordre et que celles-ci sont
continues; 2° que la fonction ¢ admet les dérivées du premier ordre et que
celles-ci sont continues; enfin 3° que les fonctions z et o sont telles que les
limites des dérivées existent et soient continues, ce qui est le cas par ex. si les

dérivées troisiémes de z et les dérivées secondes de ¢ existent (cfr § 44 rem. VIII).
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CHAPITRE VI.
Double couche.

§ 46. La fonction Wy, sa définition et sa valeur limite. Nous definirons une
fonction Wj des coordonnées d’un point P, extérieur a une surface donnée, par
la formule (efr. 203)

_ ( L0, 6U3)
- dy oz

¢%e

°R

(380) d

U, = f mo=5

U, = f do

P+mPtnt=r,

ou les quantités Imn sont des fonctions des coordonnées du point ¢ de la sur-

face, et nous supposons qu’elles sont continues par rapport & r au point P,.
Si nous posons

lu = l cos Y cos ¢ + m cos Ysin 9 + n sin Y

(381) T =4 cosl,bcos«é—{-‘u' cos Y sin 9 + o' sin ¥

' d=Nl+um+ vn,

ot A'n'' sont les cosinus directeurs de la droite P,P, nous trouverons (z22)

lim Wp=—W,—@

h=0
W,=1lim w¥
h=0
27 a
(382) w =fd3f0(1', 9)u cos? tp‘i?'
o k
27 ,
Q' = f 0, (9) {Z('__:,';’ — 2 Uy — %, log [I — % ¢os %]} cos® Y, d9,
0

ol ¢,/ =1lim ¢/, etc. D'ou le théoréme:
=0
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Théoréme. La condition nécessaive et suffisante pour Uexistence de lim W,
h=0
est que la quantité W, existe (382).

Nous définirons une fonction W pour un point de la surface de la maniére

suivante:
gL gl FRs
(380%) Wz—ﬁaa—zdw~ mca—;dw——fno—agdw,
.. (208)
W= - Ws_Q
2
(383)

Q—=— /00(3){1 + uy + U, log[i—_zﬂ’ cos tp,,]} cos*y,d3,
‘o

ou la quantité W, est définie dans les formules (382). Par suite, la quantité W
existe en méme temps que lim W;. Si W, existe, on trouvera

h=0

27
(384) fao(a)uo cos? Y, dId=o.

0
Corollaire. Pour A'=1,, u'=m, et v =n,, on aura v',=u, et ¢, =1
2r
(385) }‘in; Wio—W=—| c,u, cos® Y,dId=o.
0

Si les quantités I m n sont les cosinus directeurs de la normale de la sur-
face au point Q, la fonction W; est le potentiel d’une double couche,' dont le
moment est
(386) u=no.

Par suite, si on change la direction positive de I'axe des z et si le point P
traverse la surface, il faut non -seulement changer les quantités 1,1’ et u' en
—, —AN et —pu' resp., mais aussi les quantités 0,7 et m en —o, —I et —m resp.
Nous supposerons dans la suite que la fonction Wy se comporte comme le poten-
tiel d’une double couche, les fonctions I, m, n étant des fonctions quelconques
satisfaisant & la relation
(387) B+m?+ni=1.

Si on change la direction positive de 1’axe des z, et si le point P traverse
la surface suivant une droite, la fonction Wj change de Wpy en Wi, et les
quantités u et u' en —wu et — u' resp., pendant que la quantité ¢’ ne change
pas (381). Nous trouverons (382)

! Voir H. Porxcarg 1. c. p. 218.
Acta mothematica. 31. Tmprimé le 9 décembre 1907. 38
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(388) }'im Wiy —Wi)=—@Q'+ + @,
=0

@'~ étant ce que deviendra @' (382), lorsqu’on y remplace o,, u, et ', par —o,,
—U, et —u, resp.

Nous pourrons traiter la fonction W d’une maniére analogue, et nous trou-
verons

11—y,
0

2
- u]cos Y,dI.

27
(389) Wy W_— f 0,(9) |2 + u, log
o

Remarque I L'égalité (388) aura lieu méme dans le cas ot lim W,
h=0

n’existe pas.
Cas particuliers. I. Point régulier. Si ¥,=— o, on trouvera pour le poten-
tiel d’une double couche

(390) ly=my=o0, ny=1

2
lim (Wh+— Wh_) =2 ’V’fﬂo(3)
h=0

0

a9

2

I —uy

(391) o

W+—W_=2[00(19)d3.

0

Soit 0,— une constante ¢, pour 0 <3<, et
= » » g, » nlI<Lzm,

done (zo01) pour u'==o

[ lim (Wypy — Wi')=2m(0, + 6,)
(392) 1 h=0 S
=W,—W_.

II. Point conique. Si Y,=const., on trouvera pour le potentiel d’une
double couche

l,= —s8in Y, cos 3, m,= —sin Y, sin I, n, = cos Y,

y' —sin
%, =0, ¢ =tg Yo(r—u) + mo—%
(393)

2r

Q' = —cos wofoo(ﬂ)[sin Y, + ZI:M]M,

I— U,

0



Les dérivées premiéres et secondes du potentiel. 299

". pour ¢,/ =const. et »' >sin ¢,, Q@ =—2ma, cos Y,[sin Y, + 1], et

(394) >y » » ¥ <sin Y, Q@ = —2 w0, cos Y,[sin Y, — 1],
. ;}in; (Whe — Wio) = 470, cos ,.

De méme nous trouverons pour u,=o0 et ¢, = const.

Q=—2m0, cos? Y,
(395) .
.. W.,.— W_-— 470, cos® ‘/’o:
O (We— W)L .
(396) . hggﬂ (Wha — Wh—) = (W, W) cos Y,

Remarque II. Les seconds membres des égalités (394, 395, 396) sont indé-
pendants de la direction de la droite P,P.

§ 47. La limite de la dérivée premiére de la fonction Wy, Des formules (380)
nous tirons

ow

+Vﬂz

b

Wy nu,  0°U, 02U3:|~10W ow

(397) 7s ;——[asﬁx t 5oyt Ts0z) " ax TH Oy

Au v étant les cosinus directeurs de 1’élément ds. Posons

u, = A cos Y cos 9 + u cos Y sin 3 + » sin WY = cos (ds, P,Q)
=1 co8 Y cos I + m cos Ysin I + n sin Y = cos (N, Py,Q)
u' = A cos Y cos I + u' cos Y sin I + #' sin Y = cos (h, P, Q)
e, =N+ 'y + v'v=cos (ds, h)

¢, =M1+ w'm+ v'n=rcos (N, h)

(398) ¢ =4l + pum + vn =cos (ds, N)

3(“19—'61)(uzq—02)%“cnf

¢ —VF—aqi T 1

qucoslp’

ot N est le vecteur (Imn) et h=P,P. Nous trouverons (322)

FAES

2n
W I tdt
(399) “a.T“—;:f‘“’ aj—q,—s-

[ o
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Supposons que les quantités o [ m n soient, au point P,, continues par rapport
& r, et soient

0,(9) = lim o (r, 9) etc., ul, =lim u,, et posons

r=0 r—o
(400) u? =1 cos Y, cos 9 + m cos Y, sin 3 + n sin Y,
0 1
fl:(3“:%”_01)(3'“9%_02)?—0-
Nous pourrons écrire
g g g
(407) A= Blo i it —t+ ol L) + 0—an J5-
COWR 1 I I 1
. as —‘7’/Il+zlz+}‘bI3 +7iI4,

I, 1, etc. étant les intégrales qui correspondent aux divers termes du second
membre de I’égalité (401),

2n @ 2 [+ )
LIy 1 fo 1 o (fo 7o Ty Ton
..hII—- kfoodﬁ q,:tdt+hfandd q,:tdt_hl +hl'
0 0 (V] a
n

Mais
lim (I"+1,+1,+1,)=0,
h=0

. oo e
.. pour que lim dW % soit finie, il faut que
h=o0 Y$

2z @
(402) pz-fao(a)da %m —o,
o g
et cette égalité est identique & la condition (326),
2z
W I'=—[0,(3)A cos® Y,dI
(402%) 0

4= e —e)  utul,—c,
(r—au'y) 1—u

De plus nous trouverons



Les dérivées premiéres et secondes du potentiel. 301

2z
(403) lim I"—> [6,(9)(3ulul, —¢,) cos* Y d 9.
h=
? 0
Posons
(404) 1=1,(9) + rl(r, 9), m =my(9) + rm(r, 9), n==n,(9) + rn(r, 9)
404

0 =0,(9) + ra(r, 9), Y=1y(9) +r(r, 9),
ou I,(9) =1lim I(r, 9), etc. Nous trouverons

r=9
iL=I1% + B

27

I f 9)d9 ftgdt J

—y = dr
-—foo(ﬂ)dﬁf(3ul1cg—c) cos® lp07
0 )

- — —_ I —
f=3uigy—ecNuyq9,—¢c) 75 —c¢

0

\xk“ﬁ

{W_w&AGW%}

(405) i EP

I

=104 By

a

2z 1
t {
Ig)z—;fao(mdaf(qf,s tdt—h]ao({? d&{{; %—
0 0 1

3U U 3udud
—‘tg— cos“lﬂ + —t;!— ¢ cos? lpn}

(406)

T a

2
fao(s daf (3, — ) cos* — (3ubut — o) cos® w3} 40

0
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et

{1,

R

2r

*d 8 —C
o f""——fdvf 1ol e

a

2w
Egh’=—[d«9fc_f(r, 9)(3 u, u, — ¢) cos® wd—:-

h

Posons
I® = [ 4 I 4 I

o | o+ B 5
EW—E® + EW + E®,

W 3
. f(,ngE“"’ + I 4 éfao(ﬁ)(g,u ud, —¢,) cos® Y, d I + w1 lim =0
° =0

0

(409)

27 a

E® — —fdﬂf{a(r, 9)(3 %, 1, —c) cos® Y — g, (IN3udud, —¢,) cos® Y} C—f? .

Nous supposons (cfr. 404)

l.iino&(r, 9) finie, posons o (r, 3) = 0,(9)+0,(r, I), lriino 0,=0
lim §(r, 9) > > Y, 9) = GulI)+Yulr, 9), lim =0
(410) 112) ir, 9) » y U, 9)=1,(9+1(r,9), rh=mi> l,=o0
liE)Tn(r, 3) » > mlr, 9) = my(9)+m,(r, 3),rlin; m,=o,
. (387) l‘iinoﬂ(r, 3 » y  on(r, 9)=n,(9)+n,(r, 9), 1iiltn1 =0, 8i n o0,

(387 [+ my+my=1

(411) L1, + mom, + nyny = o

Ll + mom, + non, + 2 @ +m*+nf)—o
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Donc nous trouverons

27
Iy=lim I — —fqo(ﬁ)Zcos” Y,d3
h=0
0

27
(412) I =lim I® — — | g,(9) Y, (I) E cos® Y,d-9
v e ¥
0
2rn
I =lim I'® =—f¢_f(3)A'cos3 Y, d9,
h=0

0

ot A a le méme sens que A' de la formule (327) pour A, =1, w,=m,, v, —n,,
E»» > s » H o» » » (324), et
A »  » > v A » » > (327),
2"+ (409), (412)

. 2%

% =B, + 1, + 2f00(3)(3 wul, — ¢,) cos® Yod 9

0

lim

h=0

(413) i

E,=lim E®
h=0

Is=IN+ I1p+ Io‘-

Nous pourrons done énoncer le théoréme suivant:

IWy

Théoréme. Pour que lim Ts

h=0
(402%*) soit remplie. Dans le cas particulier, défint par les formules (410), tl faut de

801t finie, il faut toujours que la condition

. ., OW . .
plus et il suffit pour Uexistence de lim 7;@ que la quantité K, (413) existe.
=0

Remarque I. On peut écrire

2%
(414) In+1I,= ——ﬁ(ﬂ)jcos” Y,d9,

0

A étant ce que deviendra A' de la formule (327), lorsqu’on y remplace 4,1, v,

par l,m,n, resp., ot

(415) Ooly=0,ly + 0gly, 0,m=0,m, + GyMMy, GoTy=0oM, + Ty



304 Henrik Petrini.

Corollaire. La condition que la quantité E, doit étre finie peut étre rem-
placée par les deux conditions suivantes (cfr. 330):

2n
F= f{awnsu‘:i:o— ,) €08 Wy + 30,(9) Uy(9) C°) cost W, d.§ = o
0

E',=lim E'™ — une quantité finie,
h=0

(416) ou

C° = vuy, + nyud + (c,—sulul,)siny,

27 a
E";h) - _fcosg Y, dI Lot (r,3) (3uin,’ — ') cos Yy + 36,(9) ¢, (r,9) 00)?:

0

et

a'l'=o0,l, + 0,1, ete.
(417) ct=4Al' + ymf + v?

uy® =1cos Y, cos 9 + m!cos Y,sin-3 + n'sin Y.

Le cas ou le point P est situé dans la surface peut &tre traité de la méme
maniére. Nous trouverons

2
d
EFSY - Es +J5+ éfao(g) (3“10“20 - CO) cos? lp0d3

[
Je=Jn+Jg+ Jo
2%
Iy = —fao(s)l_i’cos3 Y, dY
(418) i
27
Jg = —foo (9) Yy (9) I" cost y,d-9
1]
2r
Jo = —|0,(9) Beos* Y, d9

0

sous la condition

(419) Q.=Q:,
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o B a le méme sens que I'y, de la formule (315) pour u,=ul,, u'y=u?, ¢'=¢,
I'»» » » > I%g » » » (310) » w,=wud,, wy=ui, ¢'=c¢,

‘ V=9, ot v=m,
B» » » » > Tyy » » > (315) » ug=ud,, uo=ul, ¢'=2¢c,,

VY =y et v=mn,.

Corollaire. Pour A =21=1,, p'=pu=m, et »' = »=mn,, nous trouverons
(cfr. 333 et 416)

. OW, oW
(420) | lim 53t — 5 = T
Le changement brusque de la dérivée, lorsque le point P traverse la surface,
g’obtient en changeant les quantités o, ¥, A, u', I, m et v en —0o, —Y, — 1,
—u, —1l, —m et — v resp., .". u,, ¥, ¢, et ¢ changent en —u,, —u', —¢, et
— ¢ resp., pendant que u, et ¢, restent les mémes. En désignant les deux cotés
de la surface par les signes + et —, nous trouverons (409) dans le cas général

(42'1) E" —=E"—

Dans le cas plus particulier (410), nous aurons (413)

.

2n
lim [’%’i —%’:] - — f ([00(9) Ay + 7,(9) A'+] + [0,(9) A + 0,(H) 4'_]) .

(422)

2%

cosdy,d9 —fao (9) Y (9) (B —E_) cos® Y, dg,

0

sous la condition {cfr. 402¥)
(423) I'n=1I_.
Nous pourrons donc énoncer le théoréme suivant:

(7 IJ’h.{.
ds

Théoréme. Dans le cas défini par les suppositions (410), ’ll'im est finte
=0

Wi_
ds

T : .4 s ez . o
ou infinie en méme temps que lim K , pourvu que Pégalité (423) soit satisfaite:
R=0

Remarque II. On trouvera de méme (418)

Iw. IW_..
(424) Tat—jﬁ—“—‘JH—Js—,

pourvu que
Acta mathematica. 81. Imprimé le 10 décembre 1907 39
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(425) Q’s+ - Q.H- = Q’s-— - Q:— .
Cas particuliers. I. Point régulier. Supposons

Y, =0, 6, ==une constante
0oly + 0oly = @, cos 9 + b, sin I
(426) GyMg + Gymy = a, 089 + b,sin I
OoMy + 04Ny = @y €08 I + by sin I
Yo (9) = acos® I + 28cos Isind + ysin? 9.

Donc nous trouverons (cfr. 402%, 416, 413, 338 et 335)

I’:"Fs: (o]
. OWy T
(427) | M Gg =Eet Lot C(eo—3vm)
I,=~—gmo,d(al, + fmy) — amao,u(Bl, + ymy) + 4o, vn,(a+ ) +
+ 2w (Aag + uby) + 2w via, + b,),

et la seule condition & remplir est celle que la quantité E', (416) doit étre finie.
De plus nous trouverons

. [ow aw,
) {11301 [ aé:.+___‘Eh_—:|=—Synrol(ozlo+16’m,,)—87w‘,y(19l0+7m0)+é37r¢70a/1z(,(¢3z+
+7)+ 47w (das + ub;) + 4wvia, +b,).

Remarque III. L’égalité (428) aura lieu sans condition additionnelle. Mais
pour que les deux limites existent elles-mémes, il faut de plus et il suffit que la
quantité E'; (416) soit finie.

II. Point conigue. Si y, = une constante, on trouvera pour le potentiel
d’une double couche (cfr. 393, 402%)

o = — siny, cos I, m, = — 8in Y, sin I, n, == cos Y,

(303%) Ug,==0, U = ucosyY, + vsiny,, oll 4 = AcosI + using,
»' —sin .
c: =tglpo(1_u,o) + "RW%, coz“_umnlabo"' v CO8 %,
2.:71.'
I . _
I' = cos ‘/’of 00(3){(1/’— sinyy,) L0 Ye | (V—sint)(veiny, —e,)

(429) 4 (1 —uy) (1—1)

v — ¢, siny,

+ 7
11—,

Lo
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Si la fonction ¢, est constante, on trouvera
(430) I'=o,

] W, . .. . :
[ ?2”’—(2—087"* ] est toujours finie en un point conique,

d’ol il suit que lim
h=0

pourvu que le moment de la double couche soit continu.

Remarque IV. Ce méme résultat (430) aura lieu, si la fonction o (r,3) est
discontinue suivant l’axe des z, de maniére que ¢,=une constante ¢, pour
0 <9 L et=une constante o, pour w <9< 2, pourvu que ' =u=o0.

§ 48. La dérivée premidre du potentiel d’une double couche. Nous supposerons
dans ce § que la surface admet, au point P, et en tous les points du voisinage
de P,, un plan tangent bien déterminé, et nous prenons la direction (I m n)
suivant la normale qui passe par le point Q. Donc nous aurons (411) dans le
cas {410)

(431) wo=lo=mo=0’ "y =1, 7—;;:—-‘0, n,=——21(l—2+r?+7ﬁ)

L’équation de la surface peut s’écrire

(432) z=rtgy,
. 0z 0z .. :
et en supposant que les quantités 77 et 79 soient finies, nous trouverons
0 . 0z
(433) u2zlcosx9+msma9=—n0—r-
Supposons
L[ oy
(434) 1531 (’?77) =o,
. l:==—27,5,,cosa9+dw°sin.9
d9
(435) 17
m°=—~zlposin19—<da°cos3,
co g =1,0089 + mysin 9 = — 2,
(436) - — - _ b 3
Co =M+ umy+ vn,=—2y,u— ff;f;o '_3%’
ou

(437) %=1Jcosd + usin I,



308 Henrik Petrini.

Nous trouverons (402* et 416) que les conditions nécessaires et suffisantes pour
7
Pexistence de lim 9 W

m sont
( 2n
- v'(u—¢) v ] i
] e el LR
0

An
(438) < Fs=[{"o(‘9) (3 @o(‘”“ + Eo] + 1";4)('9)}‘1‘9=: 0
0

27 a
-

E; = —1lim [d9|[0,(9) (3uul—c})—vo, + 30,(9) ¥, u] d;' =une quantité
h=0,
0 h

finie, out

[ 0(r,9)=0,(3) + r6,(I) + ra,(r,9), ¥ =r,(I)+ ry, (r,9
l=rl,(9)+ 1l (r,9), m=rmy(9)+rm,(r,9), n=1+rn(r,9)

(417%) u' =2Acosd + u'sin g, ut=1,0089 + m;sin I

e, =AN +uu' + v, ¢t =Al, + um, + vn,

lim g, = o etc.
re=0

Cas particuliers. 1°. Pomnt régulier. Supposons

Y, —acos’d + 28cosIsind + ysin® I
(334) 0, = une constante

0, —=a'cosd + b'sin I,

oy = —2(acosd + #sinI)
(439) — .

my=—2(fcosId + ysinJ).
Des égalités (426), (427), (431), (334), (439) et (338) nous tirons
(440) @, =—20,a, by=—206,8, ay=-—20,8, b,=—20,y, a;=a', b=V,
(427™) S ly=2m(da' + pb)

. iw IWp_ d
" IWhe O Wh—t__ ' - u

(428%) lim |3~ 5e=] = 40 ) = 4 35)

ouds, est la projection de 'élément ds dans le plan tangent qui passe par le point P,.
Remarque I. On retrouvera I'égalité (428*) en appliquant la formule (364),
si 'on pose (391)
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(441) W=470N.

Remarque II. Si, dans les équations (367), nous posons (428%)

ou du i .
(442) §=4”'a‘;1’ 77‘4750—!/_1, C"‘Oy ou w=na,
nous trouverons (377)
A PWhe W
},lff}( dx? Ox? ) 4T ax’
lim (0”Wh+ PBW,— )
( ) A= ﬁa: ﬂy 09(: (7:(/
443 (52Wh+ G”Wh_) + . ﬂ
;,,,0 dxdz dxdz
Wy W Py P
i (S5 — ) = — (axs ' ay’)'

o tous les termes sont pris pour r=o.

2°. Le point P se meut suivant la normale. Nous trouverons (324, 327) pour
Yo=N=p'=o0, V=1

E=8uu,—z2v,v,—2c—(v,u, + v,u,) (7 + 3logz—,)

(444) _ L
A’=—(3ulu2—c)log5+4/11/2+c.—4u1u,—2(w1u2+wzul),
2% 2r
Iy=— e, (94 + Y, E)dI— |a,A'dI
(1 2 0
(445) I=—(3m7——5)10g2+5—4m7—2v§

E=—4v—u (7 + 3log 2)

4' ==vlog:'—, +2v—2u,

d’ohr il suit (436)
2n

(Wi OW ~
6 . wt_ OWh
(446) - 1;2%( o s ) 4fa,(3)ud0,

[

pourvu que (402%)
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2xr

(447) I'+==——I'_=fa°(3)ud8 8oit = o.

0

Oorollaires. Nous trouverons (446, 437)

(6Wh+_ﬂt) —
dz 7z |~ °

(448) lim
h=(0

et (420, 438)

2n
oW, oW (-
[1]

Pour I'existence des deux termes du premier membre, il faut et il suffit que le
second membre de P'égalité (449) soit =0 et que (438, 411)

2r  a
(450) lim f dd f o, (r, 9) ‘% soit = une quantité finie.
h=0
0 h
§ 49. Dérivée normale. Théoréme de M. Liapounoff. M. LIAPOUNOFF a
démontré dans des cas trés étendus que si I'une des deux limites }zing g—du%i et

;‘ilxg 01;7;_ existe, le point P étant situé sur la normale qui passe par le point P,,
donc l'autre limite existe aussi et est égale & la premiére. Ce théoréme est
déduit dans le § précédent (formule 448) dans le cas défini par les suppositions
(410) ot (434). Nous étudierons dans ce § plus en détail les suppositions qu’il
faut faire pour la déduction de la formule (448).

Posons dans la formule (399)

(451) VNempy'=d=p=o0, V=v=1, lime=0g,(9) et linolt,l!-=tpo(.9),
r=0 -

b
2 A
LW, 1 td¢
. W——i—‘fd\‘)fa(r,ﬂ)fyg N r=hi
0 0

(452) ) f=3(qsintp-—1)(u,qcosl,0+n,qsinl}/—»n)q—f;—n

4, =lcos I + msin Y

¢
'V — o __t
¢=V¢—2¢qsiny +1,q o5 U’
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f_=~—3(qsinv,l/+I)(uqcost,l!+nqsinlll+n)%+n
(453) 7-
¢ =V@+z2qsiny 41,
a
O Wie OW, o 4 fe f
LA R e B I+ 1=
(454) L S hfd&fo(r,&)(q:+q,_.)tdt.

Nous étudierons séparément les deux cas: I Y=o, II Yo, Y,=o0.
I. Surface plane. Dans ce cas

Y=l=m=o0, n=1, ;. 4,=0, ¢g=1.

Posons
(455) p=Ve+1,
g, =g =p
f+=_f—=1%_l,
(456) R P

-
/

Pour l'étude de lim 0 Wn nous posons

h=0-
b4
(457) e(r)=|o(r,9)d3,
0
a
IW ;
. B_ I _ 3
(458) DL f o(r) (p, pb) tdt.
(1]
Posons
(459) ¢=20, + 0, (r), o, = une constante, lim ¢, =o,
re=0
A .
cG=l— S oy, lim , =0
(460)

7
I I
thﬁfg‘ ) (F-;}, tdt,
(1]
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d’ol il suit que l'existence de lim Wy dépend de I'existence de lim Z;.

h=0 0z him=0
Nous supposons qu’on peut écrire '

(w61) [@ (r)=@(h) @, (h, 1), lim @, (h,t) = une quantité
4 A0 finie et déterminée=®(¢) qui est o,

%
g, 2k 1_3
(462) cZp= % f‘pl (h, 1) (ps pb) tdt
1]

@, (b, t) =@ (t) + 13, }I;Im Th=o0.
=0

Si lim ?—}%@ est finie, nous retrouverons le cas du § précédent, et il nous
=0

faut discuter seulement le cas, ol cette quantité est infinie. Dans ce cas la
fonction @(t) devient infinie d’un ordre qui est plus petit que P'unité, lorsque ¢
tend vers Pinfini,

- dim [ ¢, (k) (;}s— %—- tI—,,) tdt = une quantité finie=1,

2= (1 1 Kyt ), lim g =0
h=0
1 00
1 1 3 1
I=fa)(t) (E"‘"%ﬁ) tdt+f(D(t) (5,—,—;6_;5) rdt
0 1

a
: d
t
Kh:fq)l(h:t)‘ti-
1

Pour que lim Z; soit finie, il faut donc que la quantité
h=0

K=Ilim K,
h=9

goit finie et ——1. Posons

@1 (h,8) =@, (1) 9, (h,1), lim g, finie pour hi<a,
h=o0

t= 0
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et supposons que la quantité ¢, (f) ne change pas de signe pour ¢ > une certaine
quantité 1w,
a
2
dt
Kh == Py [(/72 (t) Zz’

1

s

olt ¢y, est une valeur moyenne de ¢,,

o

di
K=(/)4f(/>2(t) o

1

ou ¢, :}]im ¢m. Pour que la quantité K soit finie, il faut donc que Vintégrale
=0

0

f% (t)%t soit finie,

1

ou, ce qui revient au méme, que lintégrale

(463) /(D (t)%—;: une quantité finie.

1
Dans ce cas nous aurons la condition

]

(464) fd)(t) (ig~%) tdt=o.

0

On voit sans difficulté qu’on pourra énoncer le théoréme suivant:
Théoréme. Soit la fonction ¢, (r)(459, 457) développée de la maniére suivante
pour r=nht:

(=g, (R) X, @)+ 9, (B) X, () + -+ + Pu(B) X (1) + s (B) Xnya (B, 1)

Py

(465) dnmo gn O PO V=L 2 300

lim = infinie.

=0 & f

Pour Uexistence de lim sz dans le cas d’une couche plane, il faut que Uon ait
h=0

Acta mathematica. 31, Imprimé le 12 décembre 1907. ’ 40
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X, (¢ (l_%)tdtzo OuUr =1, 2, 3N
.[ () pa p.) T 3

{466) :
p=Ve+tr1,
7’ .
= (ﬁ’b‘,: (2) [ X1 (k1) (%,-%,) tdt.
(467) 0 U 4
tim "Vl 7, — @
h=0 02 h=0 a

Si le développement de la fonction ¢, (r) peut étre poussé jusquw’a unme valeur de
n telle que

(468) gim Z"—’L};—h«) == une quantité finie,
=0

il faut de plus et il suffit que Uon ait
¢

h .
(469) lszXnH (h,1) fiﬁ = une quantité finie.
=0 b
1

Nous démontrerons maintenant le théoréme suivant:

Théoréme. S: une fonction ®(t) va toujours en augmentant ou toujours en
diminuant, lorsque la variable t croit de zéro jusqu’a Uinfini, Uiniégrale

__ I 3
(470) Z“/(‘(D (t) (F — —7?’) tdt est =o.
0
En effet,
| g
(471) /(ij-—gﬂ)tdt:—-o,

O

et ig—%estro pour t=V2 et » o0 pour o<t Va2,



Les dérivées premiéres et secondes du potentiel. 315

=

v
. _ 3 I I
(472) "ZFﬂﬁ“{o‘S) tdt=f<;7)—3—-;5)tdt>o.
0

Va

Si @ (t) va toujours en augmentant, nous aurons

o0

Vs
(473) Z'Efd)(t) (;},_;) tdt<¢D(V§)Zo<ch(t) (%3_2%) tdt=2",
< J

Va

et nous trouverons un résultat analogue, si @ (f) va toujours en diminuant.

Corollaire. Si la fonction g, (r) va toujours en diminuant, lorsque 7 diminue,

il faut et il suffit pour I'existence de Em O(Zh que
=0
o
(474) ﬁgl — 0y) dr—f soit = une quantité finie, g, =1lim ¢, .
r=0
0

Remarque I Si ¢, =g, + 7¢, lim ¢ = une quantité finie, la condition (474)
r=0

, . . . . OWy
est nécessaire et suffisante pour lexistence de lim 9
h=0

fonction ¢, ne va pas toujours en diminuant. On trouvera

méme dans le cas ou la

74

o W ey — dr — .. -
(475) lim 7% = — = (2 —log2) ¢ + | 0. (r) (5, @=1ime.
0
I1. Surface courbe, lim ¥ = o. Dans ce cas, le plan des 2y est un plan tan-
=0
A . o Yo oy
gent de la surface, méme dans le cas ol les quantités r et 79 " existent pas

toutes les deux en ce point. C'est le cas par ex., si
(476) l#=rasin%,o<a<1,

ou méme lim (%D) n’existe pas. La définition d’une double couche implique
r=0

Vexistence d’une normale bien déterminée & chaque point, mais cette exi-
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stence n’implique donc pas du tout l'existence des dérivées premieres des coor-
données. Nous nous placerons dans un cas plus général, si nous ne supposons

et S 0'1’} (7'70
pas Dexistence des dérivées Tr et 73

Mais nous supposerons seulement que Imn sont des fonctions quelconques qui

comme nous Pavons fait dans le § 48.

satisfont (cfr. 431, 432, 433) aux égalités

B+mi+ni=1,l,=my=0, .. =1, et

U, =10 cosd +msind=—n tglp+—£w~‘—)

(477) cos?

lim ¢, = une quantité finie (cfr. équ. 434).
r=4

Nous trouverons (454)

iz dz

I W 2z Z
1
LJiH’W“;iwaLFML#=nU
0 0

i T . qr 1
F:3(qsm9’1—1)(g—%%+ I)q?:— (gsiny + 1) ZAos%)dI)“q’_jF
+ e P+ F,

7} 1

ou le premier terme du dernier membre renferme tous les termes qui ont ¥,
pour facteur commun. Nous trouverons pour la limite de I'intégrale correspon-
dante

h=0

2r Z 2,fr
Ililim;fdﬁfyﬁ',wltdt=—4 ’ W, (N Y(I)dY, ou
(478)
0 0 0

W@ =limu(r, 9), LI =lmy (r, 9).

r=0 r=0

De plus nous aurons

F, =3¢sin (I+—{)—— (%—%)Jr(%——f—),
34 wq: q° 3q+ q° 7 492

d’ou nous tirons en développant
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2
F, =6 (2= 3) % + 5P, lim P finie.
p p t= o

P

Posons

( a

2r h
Igh)zifclﬂfyﬁ’ztdt,

(479) J

. (?th. 0Wh___ h) .. o

R PR =1 +IP + o, 11,153 == 0;

dépend de Dexistence de lim I®.

par suite I'existence de lim (_——{7 W’“’*aWh-)

iz dz

h=0 h=0
Posons de plus
[ =0 ()W (r,9), lim P, finie=y, (9),
r=0
P (r) = ¢, (k) @, (h,?), lim @, (h,1) finie=@ (t) = o,
h=0
(480) .
(k) 2z h 2
. 4 5 Y¥oplg,, tdt
. Ig")=6“}b—fd3fpt{z——z? + gp}lﬂﬂpz——p-; .
0 0
Si }hini ?i;f—k) est finie, nous retrouverons le cas du § précédent, et si ;ng (p—‘k(h—)
=0 =
est infinie — ce que nous supposerons ici — la fonction @(¢) devient infinie
d’un ordre qui est plus petit que l'unité, lorsque ¢ tend vers linfini,
( 2z h d
L I=li 5 . ¥ply g, Ot _
..I_;}g_% dﬂftt{z p2+6 P}l/f:% i
(481) o o
2z w
578 dt fr g
= | 4y (N, (9)dI| O) 2—? g = une quantité finie,
0 )
(482) =6 g ), tim o,
h=0

Pour que lim I® soit finie, il faut donc que
h=0

(483) I soit = o,
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d’ou il suit ou que

2rn
(484) o= f o (9) ¥ (9)d9 = o
0
ou que
3 £d
(485) Iozlm(t)[z—z%]?#:o‘

Nous aurons
1\ 3dt

par suite nous trouverons, comme dans le cas précédent (cfr. 470, 471, 472 et
473), que si la fonction @(t) va constamment en augmentant, I, est > o,

.. lim I* infinie.
h=0

Pour que lim (" soit finie, il faut donec que

h=0
@ (h)

lim soit finie.

h=0

Dot il suit que si nous posons

(486) '10 =ry,

il faut que lim ¥ soit finie = Y, (9), .. O(t) = ¢,
r=0

(487) S y=

(439) o im [ TG T [ w29) 4 Bt

R0
1]

L’égalité (477) donne, pour

R, =ru, U,=lim u,
r=0

Uy =— (Yo + V),

, , -'-~¢’?+$o=ao+2¢o,
d’oti le théoréme:

Théoreme. Si les fonctions Imn satisfont & la condition suivante:
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ry, )

u,=1cos I + msm&———n(tgw + — c0s® U

(477%) : .
lim Y, = une quantité finie,
r=0

st Pangle ¥ va constamment en diminuant, lorsque r diminue, et si la quantité ©

(484) n'est pas nulle, la condition nécessaire et suffisante, pour que

. [o W, IWil . ..
if&:(r)b [ 0;”' — —0—:—] sott finte,
est que
(489) lim (&;’—3—)) est finie.
r=0

8i, de plus, les fonctions lmn satisfont & Dégalité

(436*) a()‘1‘2'770:0:
donc
o 0 Wh+ 0 Wh_ .

(490) f}i’g[ dz - 0z ]—0

Remarque II. Dans le cas ou la condition (477*) est. satisfaite, la con-

il
dition (489) est suffisante pour Pexistence de lim [(—?gh—'*——a—?fh—] et cette limite
h=0

deviendra = o, si I'égalité (436*) est satisfaite.
De plus, nous trouverons, en supposant que les quantités ¥, et ¥, soient
finies,

12dt
—M fdﬂ\[u(gsmw 508 wq,,+3fd19ﬁ¢ (gsin ¥ — )coswq,ﬁ

tgl,bcos“ l,bldt+3fd«9fulplcos3wsmtp +fd3f 3(qsmw——1)

Tl

27 27 a 2r
+ ;Ts] tdt = 2fy0(t,!/ —YdI9+3 dﬂfut,lfl cos’wsml// + d3 |t 2—;—5)tdt+

0 0 h

—}-1_’]—;,, li A n==0.
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D’ou le théoréme:

Wny
dz

Théoréme. 87 les condilions (489 et 477%) de lexistence de lim[

W N . , . . .
——,—h] sont satisfaites, la condition mécessairve et suffisante pour Uexistence de

dz
. IW; .
i@zng, Tz] est que la quantité
a
2n »
. X f1 3
= iy : — —2|td
(491) Z=lim 7 r?}ﬁt(r,ﬂ)(ps ps)tdt
o 0
existe,

ce qui est la méme condition (460) que pour une surface plane. Si la condition
(436*) est remplie, nous trouverons

2n a
. 0w . .odr
(492) iz;ng Tzh =27+ i@_rgb 3fd3fy (r, )Y, (r, 9) cos? Y sin 1}17-
o 0
Remarque III. Si %—Zg et %} existent, done ¥, = %;'l’ dans le cas d’une double
couche,
W 27 a 5 swd [ d
© Lim 2R )4 Ocos®tbdr (- dr_ @ .
}:3)1 72 }11-1_13 d3f_u (r, ) p I +ﬁ (r) ;g supposant
(4] i o
(492*)
27
j:zww:go + g, lim g=o.
r=0
0

Résumé.

§ 50. La méthode et quelques résultats généraux. La méthode employée dans
ce mémoire peut étre décrite en deux mots de la maniére suivante. Pour I’étude
de T'existence de la quantité
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I=lim I
2=0

(493) I ;,, ff e Rydr,

nous posons

(494) r=ht,
et nous développons
(495) [t k) =%1, + 5P,

ou les quantités f, et P restent toujours plus petites qu'une constante finie pour
t>1, et ou les fonctions f et f, sont telles que les intégrales

ﬁ(kt,h)dt etﬁl?, o<x<1<w<%,
0 7

restent finies pour toutes les valeurs de A >o0, les constantes » et w étant indé-
pendantes de h. Puis nous écrivons

(496) Ih—ffhth)dt+ff h dt.|.f(f f?l)d,:fafld%.

w

Pour des valeurs suffisamment petites de & on peut (493) prendre la constante w
assez grande pour que le troisiéme terme du second membre de (496) devienne
quelque petit qu'on voudra,

(. I=1lm =K+ @
=0

K=1lim K;
h=0

K, ffldr
ijot)dtJrf[fo f-%@]dt

1

fo(®) :2_{% f(ht, )
fi)=lim f,.
h=0

Acta mathemotiea. 31. Imprimé le 12 décembre 1907. 41
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La quantité @ (497) est toujours finie, par suite la condition nécessaire et suffi-

sante pour Uexistence de i@'m Iy est que la quantité K existe.
-0

Le plus souvent, la quantité f, est une fonction de r seulement,

(498) - Ka=[ 1%
h

Dans quelques cas, la fonction f,(f) devient infinie pour t=1 sans que l'on
sache & priori, si la quantité
1w
lim f fdt
=0
0

est finie ou non. Dans ces cas nous avons cherché une fonction Hj; d’une forme
aussi gsimple que possible et telle que

limf(f—H;.)dt
h=0,
0

est nécessairement finie. La condition nécessaire et suffisante pour l'existence
de la quantité I est que la quantité

(499) lhim (K» + Hj) existe.
=0

(e, 0% . \ < .
Pour la dérivée %—’,}I{S— du potentiel d’un espace & trois dimensions et la
1 2

r_* 7 3V . . - ’ -
dérivée T d’une simple couche, K; est ce que deviendra la dérivée au point

considéré P,, lorsqu’on décrit autour de ce point fixe une sphére de rayon % et
éloigne toute masse qui se trouve & l'intérieur de cette sphére.

Si la droite P, P, P_ coupe une surface de discontinuité, et si les distances
P,P, et P,P_ sont égales (= k), nous avons trouvé que la quantité Kj reste la
méme pour les deux points P, et P_, de maniére que la différence des valeurs
de la dérivée aux deux points a toujours une valeur finie pour lim A =o.

Quant aux dérivées secondes d’une simple couche et aux dérivées premiéres
d’une double couche, nous avons trouvé qu’il faut satisfaire & deux conditions
pour leur existence (cfr. équ. 326 et 331), dont l'une dépend seulement des
valeurs limites pour A =o0 des quantités considérées. L’autre condition consiste
en I'existence d’une certaine quantité Wy, (317) et cette quantité prend la méme
valeur aux deux points P, et P_. Dans ce cas nous avons fait la supposition
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que la fonction ¢ et Pangle i que fait le rayon vecteur P,Q avec le plan des zy
puissent 8’écrire

g= ‘70‘(‘9) + ra(r,9), lim ¢ finie,
(500) _ =0
Y=Y (9)+ ry(r,9), 1in3 Y finie.

La supposition (498) a été discutée plus particuliérement dans le cas du théoréme
de M. Liarounorr (§ 49).

Table des intégrales.
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(k—u)® 240z p3 b

(x—u)* d1 » »3
)
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'27:
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)

PR
sinddd 10 27 3mun
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2 [
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0 %
271.'. 0
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0 %

2

n
2 2__ 72 p 18
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0
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