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U B E R  O R T H O G O b l A L E ' S U B S T I T U T I O N E N  

YON 

E. NETTO 
in B E R L I N .  

Herr T. J. STIELTJES hat im sechsten Bande der A c t a  M a t h e m a t i c a ,  
S. 319m32o ein Theorem tiber orthogonale Substitutionen ftir den Fall 
von zwei und yon drei Variablen ausgesprochen und die Vermutung bei- 
gefi~gt, dasselbe gelte auch filr vier Variable. Im Folgenden soll unter- 
sucht werden, warm dasselbe allgemein ftir n Veranderliche gilt, ob es 
eine Erweiterung zulasst, und wie die in der Voraussetzung ausgesproche' 
hen Bedingungen allgemein festgestellt werden ksnnen. Die Frage lautet: 
Bedeuten a,~, Ak~ (k, 2 ~ i ,  2, . . . ,  n) die Coefficienten zweier orthogonalen 
Substitutionen yon der Determinante + I, und hat 

den Wert Null, warm verschwinden dann gleichzeitig alle Subdeterminanten der 
( n - -  I )  ten O,Fdn.~nff YOn (~)? 

Nach den Angaben des Herrn CAYLEY kSnnen die Coefficienten 
ck~ einer orthogonalen Substitution folgendermassen dargestellt werden: 
Werden die GrSssen bk~, welche endliche Werte haben sollen, den Be- 
dingungen unterworfen, dass 

b n = b2~  = b33 . . . . .  b.~ = eo 

sei, setzt man ferner 

(5) I a, 
Aeta mathematiea. 9. Imprim6 le 10 Mars 1887. 
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und bezeichnet mit flk~ die Adjuncte yon bka in d, dann ist 

2 r (k -'~ 1) 

r - -  d 

2 0) ~k  k 
C~k - -  d I 

oder, mit Hfilfe des bekannten KlmNECKER'sehen Zeiehens zusammengefa, sst 

2(oflk~ 
(3) e ~ - -  d s,.,.. 

Wir betraehten nun die Determinante 

(4) 

sowie deren Subdeterminanten. 
den Wert 

Dann erkennt man sofort, dass die erstere 

(5) 2"~o" 
d 

besitzt, sowie unter Anwendung eines bekannten JAcom'sehen Satzes dass 
jede Subdeterminante ( n -  a) ter Ordnung a u f  die Form 

(6) d I~<,,'1 ' = , ;  ...... ,o 

gebraeht werden kann. 
Weiter ist dutch die sehon erwhhnten CaYL~Y'sehen Untersuchungen 

bekannt, dass d nach Potenzen yon to entwickelt die Gestalt annimmt 

(7) d ~ o)  n -3 t- ~--2~U' ~r~ ro z.L,= + to " - 4 ~ D ,  + . . . ;  

hierbei wird ~Dm fi]r einen ungeraden Index m verschwinden, for einen 

geraden gleich der Summe von ( : )  Quadraten sein, also beispielsweise 

(8) ZD~  = Z1,L. ~,~=~,~ . . . . . .  j 
" " \ k < z / 

Hieraus erkennt man, dass (4) nut fnr ~o--= o und daf~r aueh 
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wlrklich ver~hwindet, sobald nicht samtliche bk~ (k< 2) gleich Null sind, 
in wdchem Falte ck~ = o (k > ~), % = I, und jedes Element von (4) 
glelch Null wird. Es wird namlich wegen (8) die Determinante d hsch. 
stens durch w,-2 teilbar; folglieh behMt (5), und far a -  i auch (6) 
sicher den Factor eo in Zahlcr. hn  Allgcmcinen, d. h. wenn nicht gleich- 

zcitig die Quadratsummen ~D4, ~:D6, . . .  Nuli werden, verschwinden 
auch noch die weiteren Subdeterminanten, und zwar bei einem gcraden n, 

wobei ~ D .  das lctzte Glied yon (7) wird, alle d. h. auch die einzclnen 
Elemente; bei einem ungeraden n alle Subdcterminanten zweiter Ordnung, 

da das letzte G[ied in (7) jetzt eo~D,_~ wird, und also ~o ~ sich im Zahler 
und Nenner hebt. 

Nach diesen Vorbereis betrachten wir die beiden orthogonalen 
Substitutionen 

Ock ~ a k l y l - t -  ak~Y2 a t - . . ,  q-" %,Y. 
(k  = 1, 2, ...~ n)  

(9) ~ - -  A,~y~ + Ak~y.~ + . . .  + Ak .y .  

Zxl = Zr = EyL 

aus denen naeh JAcom folgt 

und folglich, wenn wir zuv Abkfirzung 

setzen, die weitere orthogonale Substitution 

0 I )  

W i t  nehmen nun an, dass diese % dutch die Formeln (3) dargestellt 
werden ksnnen, und untersuchen das Gleichungssystem 

(~2) X, + r = c~,$, + c,,$~ + . . .  + (c,,~ + , ) r  + . . .  + c~.$,, 

dessen Determinante durch (4) dargestellt ist. Wit kSnnen dann die oben 
abgdeiteten S~tze hier verwenden; versehwindet die Determinante yon 

A c t a  ma thema t i ea .  9. I m p r t m 6  le 3 Mars 1887. - ~  
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(~ 2), dann ist w = o, und sicher ~ sind~ au~h alle Subdeterminanten (t~--1)ter 
Ordnung yon c~z "Jr-z~:~ gleichfalls Null;  im Allgemeinen werden sogar 
bei geradem n a l l e  Elemente ck~ "k- zk~ versehwinden, bei ungeradem n a l l e  
Determinanten zweiter Ordnung, welche aus diesen Elementen gebildet 
werden konnen. Wit  nehmen an. dass die Subdeterminanten der (~/--a)  t"- 
Ordnung die ersten seien, bei wachsendem a, die nicht s~mtlich ver- 
sehwinden; dann ist das System der xk-4-Sk nach KRO~ECKER'seher Aus- 
drucksweise vom ))Range)) ( n -  a), und zwar ist das System a.faeh un- 
bestimmt. Es k0nnen somit a tier Grossen xk-4-~:k linear durch die 
Clbrigen (n ~ a) ausgedri~ekt werden. 

Nun folgt welter aus den beiden ersten Gleichungen von (9) 

3) + Sk = (ak, + + + + . . .  + (a,, + A,.)y,,, 

und wenn nun die Determinante (t) der rechten Seite verschwindet, 
dann ist das System dec x~ -[- ~k mindestens einfach unbestimmt; also ist 

(tie Determinante (4) ,'on (I2) gleieh Null;  wenn also das System ~a,.~A,~ 

dutch die CAYLI,:r'.ehen Formeln darstellbar ist, dann sind die Sabdeterminan- 
ten der ( n -  a) re" Ordnung yon (~) die ersten, welehe nieht sdmtlich ver- 
sehwinden; dabei ist a mindestens zwei. Im Allgemeinen werden dann for ein 
gerades n s(imtliehe Elemente ak~ + Akz versehwinden, fiir ein ungerades n 
s,~mtliehe aus diesen Elementen gebildeten Subdeterminanten zweiter Ordnungl 

Wenn bei geradem n der Wert  A~. = -  a~.z ist, dann werden die 
beiden Substitutionen (9) sieh nut  dureh die Vorzeichen von einander 
unterscheiden, und also nur in diesem trivialen Falle kann die Voraus- 
setzung unseres Satzes sich erffillen. 

Bei ungeradem n und I c~.~. + zk~. [ =  o muss sein 

all + Aia, a,k -Jr- A,~ 
= O  

alt + A11 a12 + A1~ al .  + A1. l~ 

o~., + .4~.1 = p~,(~,, + A , , ) ,  

A)I  = p), (all  + -All) - -  a),l, 

�9 ~ �9 �9 

�9 ~ ~ 

a~.. + A~. = p~(al. + A,.) 

A~,, = p~(a, .  + A~.)  - -  a~., 



und sonaCh wird 
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All ~ A 1 2  ~ " " " 

/O2(~ l l  "31"- A l l ) -  a21 ,  ]02(a12  - ~  -/3112) (~22, �9 �9 �9 

p3(al, -3 t- A1, ) - - a , , ,  pa(a~2 -3L A , 2 ) - - a 3 2 ,  . . -  

Wir wollen nun die Bedingungen far p~, p . ~ , . . ,  aufsuchen, dafrlr dass 
die rechte Seite in (I5) eine orthogonate Determinante wird. Man findet 
leicht, dass 

az tAH + a~,2At2 + . . .  + az,,A~n 
(I6) P~' "~- I "Jr" allAll -t- a,r.,A12 + . . .  + a,l, A1, 0,=~,3 ...... 

die einzigen Bedingungen, sobald die Determinante ] ak~,l orthogonal giebt, 
und die Bedingung erf~lllt ist 

(I7) 

Es fragt sieh jetzt lediglieh noeh, ob die Determinante (15) den Wert 
+ I oder den Wert - - I  besitzt. Dutch einfaehe Umformung yon (I5) 
kommt man auf den mit ( - -  ~)'~-~ rnultiplicirten Wert von ]ak~ ' ] zuri~ck, 
so dass also, wle zu erwarten stand, ffir ein ungerades n 'die Determi- 
nante den Wert + I, f t i r  ein gerades n dagegen den Wert - - I  besitzt. 
Es sind also f{]r ungerade n wirklich alle Bedingungen erf~]llt. - -  

Nach den Angaben des Herrn CAYLEY (CRELLE'S J o u r n a l  32; p. I2o), 
denen z. B. auch Herr BALTZER ( D e t e r m i n a n t e n ,  4. Aufl., p. 175 ) gefolgt 
ist, kOnnte es scheinen, als ob die Annahme, dass die cka dureh die Formeln 
(3) darstellbar sind, stets erfi~llt sei, d. h. als ob dieselben eine allgemeine 
Darstellung der orthogonalen Systeme yon der Determinante -[-I gaben. 
Dies ist aber, wie ich einer gi]tigen Mitteilung des Herrn L. KRON~CKC.R 
entnehme, nicht der Fall. Denn wie man sofort ersieht, kann man in 
einem dureh (3) erlangten Systeme die Vorzeiehen einer geraden Anzahl 
von Zeilen gndern, ohne dass seine wesentlichen Eigensehaften verloren 
gehen, und ohne dass es msglieh wgre, dieses neue System durch end- 
liehe Werte von b,a mittels (3) zu erreiehen. 
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Nehmen wir an, dass in den  ersten 2m Zeilen die Zeichen geandert 
seicn, dann wird in diesen zwar c k , -  r aber nicht ck,-q-e** durch o~ 
teilbar; deshalb enthi~lt d nur den Factor to *-~', und die Subdeterminanten 
der Ordnung n - - ~  haben nur den Factor o9 "-2"-~. Setzt man (eo:d) ~ 
aus I ck~ q-ck~,l heraus, entwickelt  naeh Potenzen yon d:o~ und wendet 
die Si~tze fiber Subdetermlnanten conjugirter Systeme an, so findet sich 
als Erweiterung eines, mir yon Herrn KRONECKER mitgeteilten Satzes, die  
Gleichung 

2n(~ n-~m 

Hieraus folgt ffir n == 3, m = i, dass ein bz~ ----- o sei, und dadurch die 
Richtigkeit des STIELTJES'schen Theorems; ffir n-~-4 ,  m-----2 oder 4, 
dass bei 

]ck~,-{-ekz] versehwinden kann, ohne dass die Subdeterminanten dritter 
Ordnung es tun. 

Wenn man aber in diesem allgemeinen Falle in die ersten 2m Zeilen 
c ,k- - r  setzt, d.ann gilt wieder (3), (4); andert man also in den ent- 
sprechenden Zeilen yon (I2) das Vorzeichen von 5 ,  dann ergiebt sieh 
wie auf Seite 4 der allgemelne Satz-: In  der Determinante [ak, ,{-3,Akzl 
kann 3, ~ -}- i oder - - - - ~  i so gewdhlt werden, dass sie bei geradem n 
nut verschwinden kann, wenn alle Elemente, bei ungeradem n, wenn alle 
Subdeterminanten zweiter Ordnung gleich Null sind. 

Berlin im Dezember x886. 


