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UBER ORTHOGONALE SUBSTITUTIONEN

VON

E. NETTO

in BERLIN.

Herr T. J. Srientses hat im sechsten Bande der Acta Mathematica,
S. 319—320 ein Theorem uber orthogonale' Substitutionen fir den Fall
von zwei und von drei Variablen ausgesprochen und die Vermutung bei-
gefiigt, dasselbe gelte auch fiur vier Variable. Im Folgenden soll unter-
sucht werden, wann dasselbe allgemein fur n Veranderliche gilt, ob es
eine Erweiterung zulasst, und wie die in der Voraussetzung ausgesproche-
nen Bedingungen allgemein festgestellt werden konnen. Die Frage lautet:
Bedeuten ay,, Ay, (k, A= 1, 2, ..., n) die Coefficienten zweier orthogonalen
Substitutionen von der Determinante - 1, und hat

(1) | o + Au | (k2=1,2, .., 0)

den Wert Null, wann verschwinden dann gleichzeitig alle Subdeterminanten der
(n — 1)*" Ordnung von (1)?

Nach den Angaben des Herrn Caviey konnen die Coefficienten
¢, einer orthogonalen Substitution folgendermassen dargestellt werden:
Werden die Grossen b,,, welche endliche Werte haben sollen, den Be-
dingungen unterworfen, dass

by + by =0 @=N
b11=b22=b33— =b,=wo
sei, setzt man ferner
(2) l bk,‘« ‘ = d’
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und bezeichnet mit f,; die Adjuncte von b, in d, dann ist

2w
Cor = ‘—dé— *hz=D
. 208
Crx = d

oder, mit Hulfe des bekannten Kronrckrr’schen Zeichens zusammengefasst

—_—

kLT d CkA

(3) 2P

Wir betrachten nun die Determinante

(4) |ckx+su[=§’zg%[

sowie deren Subdeterminanten. Dann erkennt man sofort, dass die erstere

den Wert

(5) 2"w

besitzt, sowie unter Anwendung eines bekannten Jacomrschen Satzes dass
jede Subdeterminante (# — a)** Ordnung auf die Form

n—a — k' =1y, gy oo, ¥,
(6) 2 " b to ,,_)
d — ck'l' ‘ N =Jjyde iy ¥,

gebracht werden kann.
Weiter ist durch die schon erwahnten CayLey'schen Untersuchungen
bekannt, dass d nach Potenzen von @ entwickelt die Gestalt annimmt

(7) d = 0" ‘co"_2ZD? 4ot 2D, + ...

hierbei wird 2D, fur einen ungeraden Index m verschwinden, fir einen
. n . o s .
geraden gleich der Summe von < ) Quadraten sein, also beispielsweise
m
k=1,2,.,.,n—1
(8) EDQ = szl. <)‘=2, 3,0 )
k<

Hieraus erkennt man, dass (4) nur fur o = o und dafar auch
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wirklich verschwindet, sobald nicht simtliche b, (k< A) gleich Null sind,
in weclchem Falle ¢, =0 (k2 4), ¢, = 1, und jedes LElement von (4)
gleich Null wird. Es wird namlich wegen (8) die Determinante d hoch-
stens durch " teilbar; folglich behalt (5), und fir « = 1 auch (6)
sicher den Factor  in Zahler. Tm Allgemeinen, d. h. wenn nicht gleich-
zeitig die Quadratsummen 2D,, 2D,, ... Null werden, verschwinden
auch noch die weiteren Subdeterminanten, und zwar bei einem geraden #,
wobel XD, das letzte Glied von (7) wird, alle d. h. auch die cinzelnen
Elemente; bei einem ungeraden n alle Subdeterminanten zweiter Ordnung,
da das letzte Glied in (7) jetat w2 D,_, wird, und also @' sich im Zahler
und Nenner hebt.

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir die beiden orthogonalen
Substitutionen

Ty = Qi + QY + ... + @Y,

(9) & = duys + 4t + ..+ Aut, o
Taip =36 = Ty,
aus denen nach Jacomi folgt
¥ =— A+ A6 + .o+ Aué,
und folglich, wenn wir zur Abkirzung
(10) Tagdu = ¢y # 2 p=1,2, )

setzen, die weitere orthogonale Substitution

(1) T = & F & + .00+ -

Wir nehmen nun an, dass diese ¢, durch die Formeln (3) dargestellt
werden kdnnen, und untersuchen das Gleichungssystem

(‘2) T+ & =cubi F s+ ..+ (Cu- + I)Ek S IR D Y

dessen Determinante durch (4) dargestellt ist. Wir kdnnen dann die oben
abgeleiteten Satze hier verwenden; verschwindet die Determinante von
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(12), dann ist w =0, und sicher sind. auch alle Subdeterminanten (n—1)**
Ordnung von |¢,; + ¢, | gleichfalls Null; im Allgemeinen werdenfsogar
bei geradem % alle Elemente ¢, + ¢ verschwinden, bei ungeradem  alle
Determinanten - zweiter Ordnung, welche aus diesen Elementen gebildet
werden konnen. Wir nehmen an, dass die Subdeterminanten der (#— a)*®
Ordnung die ersten scien, bei wachsendem o, die nicht simtlich ver-
schwinden; dann ist das System der z, + & nach KroNECKER'scher Aus-
drucksweise vom »Range» (n — a), und zwar ist das System a-fach un-
bestimmt. Es konnen somit a der Grossen =, + & linear durch die
ubrigen (n — a) ausgedriickt werden.
Nun folgt weiter aus den beiden ersten Gleichungen von (9)

(13) a4+ & = (o + Ay, + (0 + Ay, + ... + (@, + 4)y.,

und wenn nun die Determinante (1) der rechten Seite verschwindet,
dann ist das System der z, 4 & mindestens einfach unbestimmt; also ist

die Determinante (4) von (12) gleich Null; wenn also das System ga“AM

durch die CaviLey'schen Formeln darstellbar ist, dann sind die Subdeterminan-
ten der (m— o) Ordnung von (1) die ersten, welche wicht simitlich ver-
schwinden; dabei ist a mindestens zwei. Im Allgemeinen werden dann fir ein
gerades n sdmiliche Elemente a,;, + A,, verschwinden, fir ein ungerades n
samtliche aus diesen Elementen gebildeten Subdeterminanten zweiter Ordnung.

Wenn bei geradem = der Wert 4, = — a,, ist, dann werden die
beiden Substitutionen (9) sich nur durch die Vorzeichen von einander
unterscheiden, und also nur in diesem trivialen Falle kann die Voraus-
setzung unseres Satzes sich erfiillen.

Bei ungeradem n und | ¢, + e, | = o muss sein

ay + Ay, ay + Ay

== O
ay + Ay, ay + Ay,
an + du aw + Ay e
apn + Aq Ay + Ay U ay + A, 2

ay + 4, = px(dn + Au)’ ey @y, 4, = P;.(am + Aln)

(14) 4, = ,01(“11 + Au) — Wy, ..., Ay, = ,01(“171 + Am) — G
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und’ sonach wird

‘All ’ A12 3 o e
(15) ] A l Pz(an -+ Au) — Qy, P2(am + Al?) — Gy, - .
Ly | =
103,("11 + Ay) — g, ps(a, + Ap) — g, ...
Wir wollen nun die Bedingungen fur p,, p,, ... aufsuchen, dafur dass

die rechte Seite in (15) eine orthogonale Determinante wird. Man findet
leicht, dass

(16) _ apndo + wedis + .o F apdin
o1 I+ apndn + apdis + ...+ a4,

(2=2,8,...,n)

die einzigen Bedingungen, sobald die Determinante | a,, | orthogonal giebt,
und die Bedingung erfullt ist

(17) A+ A+ A, =1

Iis fragt sich jetzt lediglich noch, ob die Determinante (15) den Wert
4 1 oder den Wert — 1 besitzt. Durch einfache Umformung von (15)
kommt man auf den mit (— 1)* multiplicirten Wert von |ay, | zuriick,
so dass also, Wie zu erwarten stand, fir ein ungerades n ‘die Determi-
nante den Wert - 1, fir ein gerades n dagegen den Wert — 1 besitat.
Es sind also fur ungerade = wirklich alle Bedingungen erfullt. —

Nach den Angaben des Herrn CayrLey (CRELLE's Journal 32; p. 120),
denen z B. auch Herr Barrzer (Determinanten, 4. Aufl, p. 175) gefolgt
ist, konnte es scheinen, als ob die Annahme, dass die ¢,; durch die Formeln
(3) darstellbar sind, stets erfullt sei, d. h. als ob dieselben eine allgemeine
Darstellung der orthogonalen Systeme von der Determinante 4- 1 giben.
Dies ist aber, wie ich einer giitigen Mitteilung des- Herrn L. KroNECRER
entnehme, nicht der Fall. Denn wie man sofort ersieht, kann man in
einem durch (3) erlangten Systeme die Vorzeichen einer geraden Anzahl
von Zeilen #ndern, ohne dass seine wesentlichen Eigenschaften verloren
gehen, und ohne dass es moglich wire, dieses neue System durch end-
liche Werte von b, mittels (3) zu erreichen..
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Nehmen wir an, dass in den ersten 2m Zeilen die Zeichen geandert
seien, dann wird in diesen zwar ¢,, — ¢, aber nicht ¢, + ¢, durch w
teilbar; deshalb enthalt d nur den Factor ™", und die Subdeterminanten
der Ordnung # — o haben nur den Factor w" . Setzt man (w:d)"
aus | ¢, + &, | heraus, entwickelt nach Potenzen von d:w und wendet
die Satze uber Subdeterminanten conjugirter Systeme an, so findet sich
als Erweiterung eines, mir von Herrn Kronrcker mitgeteilten Satzes, die
Gleichung

2w

(49’) ‘ Cra + € ‘ = d ‘(I —_— s,uy>bpv i'. (v =1,2,..,2m)

Hieraus folgt fir » = 3, m = 1, dass ein b, = o sei, und dadurch die
Richtigkeit des Stievtses’schen Theorems; fiur # = 4, m = 2 oder 4,
dass bei

(x — €u) b,

| € -+ en| verschwinden kann, ohne dass die Subdeterminanten dritter
Ordnung es tun.

Wenn man aber in diesem allgemeinen Falle in die ersten 2m Zeilen
¢y — €y setzt, dann gilt wieder (3), (4); #4ndert man also in den ent-
sprechenden Zeilen von (12) das Vorzeichen von &, dann ergiebt sich
wie auf Seite 4 der allgemeine Satz: In der Determinante |a,, + 6,4 |
kann o, = 4 1 oder = — 1 so gewdhlt werden, dass sie bei geradem #
nur verschwinden kann, wenn alle Elemente, bei ungeradem n, wenn alle
Subdeterminanten zweiter Ordnung gleich Null sind.

== O (v =13,2 oder 1,2 3,4)

Berlin im Dezember 1886.




