
AUSZUG AUS EINEM BRIEFE DES HERRN BIEBERBACH 
AN DEN HERAUSGEBER. 

Frankfurt  am Main II. Mai 1919. 

Sehr geehrter Herr Kollege! 

Im zweiten und drit ten Bande der ~>Mathematische Zeitschrift,, dieses im 
Kriege neu gegriindeten Deutsehen Journals, habe ich zwei Untersuehungen ver- 
iiffentlieht, bei welehen Ihre E=(z)-Funktionen eine wiehtige Rolle spielen. Na- 
mentlieh die zweite dieser Arbeiten diirfte Ihr Interesse linden. Gibt sie doeh 
eine Vertiefung des beriihmten PIcARD'schen Satzes, zu dem die Mathematiker 
so vieler Nationen Beitr~ige geliefert haben. So m6ehte ich mir denn erIauben, 
Ihnen in den folgenden Zeilen in Kiirze meine Ergebnisse darzulegen und meine 
Methode kurz skizzieren, zumal ieh nicht weiss, inwieweit die mathematische 
Zeitsehrift im Ausland zug~nglich ist. 

Wie PICARD im Jahre 1879 entdeekte, besitzen ganze transcendente Funk- 
tionen in jeder Umgebung des Unendliehen h6ehstens einen Ausnahmewert. Sie 
nehmen also alle Werte mit h~ichstens einer Ausnahme in jeder Umgebung des 
Unendlichen unendlieh oft an. Ieh habe nun gefunden, dass eine gleiche Aussage 
sehon {fir Winkelr/iume gilt, deren Oeffnung eine gewisse yon der Ordnung der 
Funktion abh[ingige Schranke 4ibersehreitet. So nimmt z. B. die Funkt ion e" in 
der Halbebene ~R(z)> o keinen Wert yore Betrag Eins an, wiihrend sie in jedem 
diese Halbebene umfassenden Winkelraum nut  noch den einen Ausnahmewert 
NuU besitzt. Dies Beispiel illustriert meinen aUgemeinen Satz: 

Jede ganze Fuaktion der Ordnung Q > i  besitzt in jedem Winkelraum, dessen 

Oeffnung 2 q - - I  iibersteigt, h6chstens einen Ausnahmewert; ist ihre Ordnung 
e 

zwischen 1/~ und i gelegen ~<0 < z so besitzt kein Winkelraum einer - 

iibersteigenden Oeffnung mehr als einen Ausnahmewert. 
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Die in diesem Satze enthaltenen Schranken ffir die 0effnungen a z  der 
Winkelr~iume in Abh~ingigkeit yon r babe ich in der beistehenden Figur veran- 

schaulich~. 

Hinsichtlich der Methode meiner Untersuchung mSchge ich reich auf die 
folgenden Andeutungen beschr~inken. Ieh stiitze reich auf die scharfe Fassung, 
die P. Lkv:z ~ einem beriihmten SCHOTTKY'schen Satz gegeben hat:  Der Satz handelt  

yon dem Wachstum einer analytischen Funktion, die in I z l < I  reguliir ist und 

die Werte Null und Eins ausl~isst. Durch eine einfache Abbildung ziehe ich dar- 

aus den Sehluss, dass 

7g 
ist, wenn f(z) fiir l arg z I<  a -  regul~ir ist und zwei Ausnahmewerte in diesem 

2 
Winke]raum besitzt. Ein bekannter schon heute klassischer ausserordentlich 

' , ; , J , z  

fruchtbarer  Satz yon PnRAO~kN und LT~DELS~ ~ 
erlaubt es, hieraus den vorhin angegebenen Satz 

zu erschliessen. 
Ich habe weiter gezeigt, dass die aus der 

Figur und aus dem Wortlau~ des Satzes ersicht- 
lichen Sohranken fiir aUe Ordnungen die genauen 
sind. Namentlich mit Hfilfe Ihrer  E~(z)-Funk- 

tionen habe ieh Beispiele gebildet, bei welehen gerade die angegebenen Winkelr~ume 

zwei Ausnahmewerte besitzen. Als Beispiel fiir die Halbebene erw~hnte ich sehon 

vorhin E,(z) = e ". Fiir q > x liisst 

E , / o ( z )  - -  I 

also eine Funkt ion der Ordnung Q in l arg z ] ~  2 Q -  I~r die beiden Werte Null 
2q 

und Eins aus. Fiir I- < q ~ i besitzt 
2 

4E,/~ (z) 

die gleiehe Eigensehaft in 

I 
[ arg z 1 s162  

' Bull. do la Soc. math. do France, Bd. 40. 
Vergl. diese Acta, Bd. 28, 3I. 
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< I die Funktionen Man m5chte wohl nun erwarten, dass ftir r = 2  

E %  (z) ~ I o I"(I +~v) 

deren Ordnung ja dann i nioht iibertrifft, in der duroh die negative reelle Aehse 
2 

begrenzten Ebene zwei Ausnahmewerte besitzen. In der Tat  sieht man leieht, dass 

nur auf der negativen reellen Aehse Werte zwischen Null und Eins (diese Gren- 

zen eingeschlossen) annimmt. Und  weiter hat  W i ~ l  iu seiner Arbeit 1 iiber die 

NuUstellen der E~(z)-Funktionen mitgeteilt, dass fiir a > 2 alle Nullstellen yon 

E~(z) auf der negativen reellen Achse liegen. Es w~ire interessant, wenn sich 

wirklich zeigen liesse, dass dies und meine weitergehende Vermutung zutrKfe. 

Ieh babe die dazu nStigen miihsamen Betrachtungen nicht ausgefiihrt, habe viel- 
mehr mit Hiilfe der HAavY'sehen P-Funkt ionen s die erwiinsehten Beispiele ge- 

wonnen. Setzt man fiir a > 2 

1 

I so ist dies eine Funkt ion der Ordnung ~ .  Man kann leicht sehen, dass man  die 

Zahl ?t so w~hlen kann, dass die siimtlichen Null- und Einsstellen yon 

z + ~Po(z )  

auf der negativen reellen Achso liegen. Setzt man weiter 

P |  (z) -~  ~ + 

so hat man bei passend gewAhltem /, in 

I + t,P| (z) 

t Diese Acta, Bd. 29. 
g The quar ter ly  journal ,  Bd. 37- 
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eine Funktion nullter Ordnung, deren s~mtliehe Null- und Einsstellen negativ 

reell sind. Mit Hfilfe der yon Ihnen und anderen angegebenen Funktionen un- 
endlicher Ordnung, welehe auf allen Geraden der Ebene mit eventueller Aus- 

nahme der negativen reellen Aehse den Konvergenzwert Null haben, kann man 
welter Beispiele yon Funktionen unendlieher Ordnung bilden, die in beliebig 
grossen Winkelr~iumen zwei Ausnahmewerte besitzen. Das gilt z .B.  ffir die 

L~DELSF'sche Funktion 

= + N > 21, 
0 

deren Nullstellen sieh nach LIND~L6F asymptotiseh der negativen reellen Aehse 

n~ihern. Nan kann beliebig grosse Winkelrgume angeben, in welehen die Funk- 

tion die Ausnahmewerte Null und Nins besitzt. (Vergl. LI~DELSF, Caleul de~ 
r6sidus S. 121.) (Vergl. auch den Sehluss dieses Briefes.) 

Die Familie der Funktionen, welehe in einem Bereiehe die Werte Null und 
Eins auslassen, geh6rt zu den yon MONT~L sogenannten normalen Familien. Nine 
weitere neuerdings viel untersuchte normale ~'amilie ist die, deren Glieder einen 
gegebenen Bereieh sehlieht abbilden, die also darin keinen Wert mehr als einmal 
annehmen. Besitzen sehon alle normalen Familien viele verwandte Eigensehaften, 

so ist die Analogie gerade zwischen den beiden eben genannten Fami]ien sehr 
gross. So habe ieh denn aueh in der sehon eingangs erwiihnten Arbeit im zweiten 

Bande der mathematisehen Zeitsehrift fiir die sehliehte Abbildung yon Winke|- 
r~umen ganz ghnliehe S~itze gewonnen. An die Stelle der L~vY'sehen Formulierung 

des SCHOTT~Y'sehen Satzes tritt  hier fiir die in I z l<  ~ sehliehte Funktion [(z) 
die PmK'sche Verzerrungsformel 

I=1 
I1(=)1=< - I 1)' i f (o)  = o),  

die schon PLEI~ELJ auf der Wiener Versammlung yon 1913 ohne die Exponenten- 
bestimmung angegeben hat. Aueh PICK gibt in den Leipziger Beriehten yon 1915 
noch keine Exponentenbestimmung. Diese]be habe ich selbst erst in den Ber- 
liner Berichten yon 1916 gegeben. Ohne Beweis gibt fast g]eiehzeitig GRONW~LL 
dieselbe Verzerrungsformel in den Pariser Comptes rendus yon 1916 an. Man 

kann aus dieser Formel schliessen, dass eine Funktion /(z), die in [arg z[ < a  - : r g  
2 

regular ist und diesen Winkel schlicht abbildet fiir jedes ~ > o der Bedingung 
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geniigen muss. Die Verwendung des PHRAGM~N--Lr~DEL6F'schen Satzes fiihrt 

dann wieder zu dem folgenden Ergebnis: Eine jede ganze Funktion der Ordnung r 

nimmt in jedem Winke]raum, dessen Oeffnung 2 Q - - x  iibersteigt, einzelne Werte 
Q 

mehrfach an. Die Funktionen 

z + E%(z) 

abet bilden fiir r > z  einen passend gewghlten Winkel der Oeffnung 2 ~ - - I  
2 Q 

schlicht ab. Nur f/ir Funktionen einer ~ iibertreffenden Ordnung kann es also z 

schlicht abbildbare Winkelrgume geben. Alle Funktionen, deren Ordnung i nicht 
2 

iibertrifft, nehmen in jedem Winkelraum einzelne Werte mehrfaeh an. 
Im Gebiete der Funktionen unendlicher Ordnung gibt es Funktionen, die 

beliebige Winkelrgume einer an 2~ nicht heranreichenden Oeffnung schlicht ab- 
bilden. Nach LINDELSF (Calcul des r6sidus S. 121) geh~rt ngmlich zu jedem 

> o eine Zahl M8 derart, dass im Winkelraum ]arg z] < ~ -  

I F,(z)l < M~ 
gilt. Daher bildet 

z + F , ( z )  

den Winkelraum l arg (z--M~)l < = - - a  sohlioht ab, und nimmt /iberdies, wenn 
man nur M6 > x wghlt, in demselben weder den Weft Null noch den Wert Eins an. 

Bieberbach. 

T 
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