AUSZUG AUS EINEM BRIEFE DES HERRN BIEBERBACH
AN DEN HERAUSGEBER.

Frankfurt am Main 11. Mai 1919.
Sehr geehrter Herr Kollege!

Im zweiten und dritten Bande der »Mathematische Zeitschrift>, dieses im
Kriege neu gegriindeten Deutschen Journals, habe ich zwei Untersuchungen ver-
offentlicht, bei welchen lhre E,(z)-Funktionen eine wichtige Rolle spielen. Na-
mentlich die zweite dieser Arbeiten diirfte Ihr Interesse finden. Gibt sie doch
eine Vertiefung des berihmten Prcarp’schen Satzes, zu dem die Mathematiker
so vieler Nationen Beitriige geliefert haben. So méchte ich mir denn erlauben,
Ihnen in den folgenden Zeilen in Kiirze meine Ergebnisse darzulegen und meine
Methode kurz skizzieren, zumal ich nicht weiss, inwieweit die mathematische
Zeitschrift im Ausland zugénglich ist.

Wie Picarp im Jahre 1879 entdeckte, besitzen ganze transcendente Funk-
tionen in jeder Umgebung des Unendlichen héchstens einen Ausnahmewert. Sie
nehmen also alle Werte mit hochstens einer Ausnahme in jeder Umgebung des
Unendlichen unendlich oft an. Ich habe nun gefunden, dass eine gleiche Aussage
schon fiir Winkelrdume gilt, deren Oeffnung eine gewisse von der Ordnung der
Funktion abhingige Schranke diberschreitet. So nimmt z. B. die Funktion e* in
der Halbebene R(z) > o keinen Wert vom Betrag Eins an, wihrend sie in jedem
diese Halbebene umfassenden Winkelraum nur noch den einen Ausnabmewert
Null besitzt. Dies Beispiel illustriert meinen allgemeinen Satz:

Jede ganze Funktion der Ordnung ¢ > 1 besitzt in jedem Winkelraum, dessen

Oeffnung 28—

iibersteigt, hochstens einen Ausnabmewert; ist ihre Ordnung

: . . . . I
zwischen !/s und 1 gelegen (2 Le= 1), so besitzt kein Winkelraum einer én

iibersteigenden QOeffnung mehr als einen Ausnahmewert.



358 Ludwig Bieberbach.

Die in diesem Satze enthaltenen Schranken fiir die Qeffnungen an der
Winkelrdume in Abhiéngigkeit von ¢ habe ich in der beistehenden Figur veran-
schaulicht.

Hinsichtlich der Methode meiner Untersuchung mochte ich mich auf die
folgenden Andeutungen beschrinken. Ich stiitze mich auf die scharfe Fassung,
die P. LEvy? einem berithmten ScHOTTKY ’schen Satz gegeben hat: Der Satz handelt
von dem Wachstum einer analytischen Funktion, die in |z} <1 regular ist und
die Werte Null und Eins auslisst. Durch eine einfache Abbildung ziebe ich dar-
aus den Schluss, dass

lzil+e) L. .
|f(z)|==0(e a )fur jedes e >0

ist, wenn f(z) fiir |argz|<a5 regulir ist und zwei Ausnahmewerte in diesem

Winkelraum besitzt. Ein bekannter schon heute klassischer ausserordentlich
fruchtbarer Satz von PARAGMEN und LINDELOF?

X, )
2 erlaubt es, hieraus den vorhin angegebenen Satz
zu erschliessen. :
1—

Ich habe weiter gezeigt, dass die aus der

Figur und aus dem Wortlaut des Satzes ersicht-

L_.p lichen Schranken fiir alle Ordnungen die genauen

gsind. Namentlich mit Hiilfe Ihrer £,(z)-Funk-

tionen habe ich Beispiele gebildet, bei welchen gerade die angegebenen Winkelrdume

zwei Ausnahmewerte besitzen. Als Beispiel fiir die Halbebene erwihnte ich schon
vorhin E,(2) =e¢*. Fir ¢ > 1 lasst

! |} J
7 2

EA/O(Z) ~—1

also eine Funktion der Ordnung ¢ in |argz]< 292_9— Lz die beiden Werte Null
und Eins aus. Fﬁrg <o <1 besitzt

48, (2)
die gleiche Eigenschaft in

I
<=7,
Iargzl=29ﬂ

! Bull. de la Soc. math. de France, Bd. 40.
? Vergl. diese Acta, Bd. 28, 3I.
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Man mochte wohl nun erwarten, dass fiir ¢ éi die Funktionen

@O

E’/o(z) == % r (I N _I.,y)
¢

zil

deren Ordnung ja dann i nicht iibertrifft, in der durch die negative reelle Achse

begrenzten Ebene zwei Ausnabhmewerte besitzen. In der Tat sieht man leicht, dass
E,(2) = —ZI— (eVs + e~ V)

nur auf der negativen reellen Achse Werte zwischen Null und Eins (diese Gren-
zen eingeschlossen) annimmt. Und weiter hat WiMAN in seiner Arbeit! iiber die
Nulistellen der E.(z)-Funktionen mitgeteilt, dass fiir « > 2 alle Nullstellen von
E.(z) auf der negativen reellen Achse liegen. Es wire interessant, wenn sich
wirklich zeigen liesse, dass dies und meine weitergehende Vermutung zutrife.
Ich habe die dazu notigen mithsamen Betrachtungen nicht ausgefiihrt, habe viel-
mehr mit Hiilfe der HarpY’schen P-Funktionen® die erwiinschten Beispiele ge-
wonnen. Setzt man fir ¢ > 2

Pq(z) = l?[ (I +;z,;)

80 ist dies eine Funktion der Ordnung ;:—. Man kann leicht sehen, dass man die

Zahl p so wahlen kann, dass die simtlichen Null- und Einsstellen von
1+ uPo(z)

auf der negativen reellen Achse liegen. Setzt man weiter
7/ z
Poo (z)=l;l<1+z;.)

80 hat man bei passend gewihltem u in

I+ uP,(2)

! Diese Acta, Bd. 29.
? The guarterly journal, Bd. 37.
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eine Funktion nullter Ordnung, deren simtliche Null- und Einsstellen negativ
reell sind. Mit Hiilfe der von Ihnen und anderen angegebenen Funktionen un-
endlicher Ordnung, welche auf allen Geraden der Ebene mit eventueller Aus-
nahme der negativen reellen Achse den Konvergenzwert Null haben, kann man
weiter Beispiele von Funktionen unendlicher Ordnung bilden, die in beliebig
grossen Winkelrdumen zwei Ausnabmewerte besitzen. Das gilt z. B. fiir die
LinpeLOF’sche Funktion

w0

N\ —z "
ne-2logurs ¢

deren Nullstellen sich nach LiNDELOF asymptotisch der negativen reellen Achse
nidhern. Man kann beliebig grosse Winkelriume angeben, in welchen die Funk-
tion die Ausnahmewerte Null und Eins besitzt. (Vergl. LiNDELOF, Calcul des
résidus 8. 121.) (Vergl. auch den Schluss dieses Briefes.)

Die Familie der Funktionen, welche in einem Bereiche die Werte Null und
Eins auslassen, gehort zu den von MoNTEL sogenannten normalen Familien. Eine
weitere neuerdings viel untersuchte normale Familie ist die, deren Glieder einen
gegebenen Bereich schlicht abbilden, die also darin keinen Wert mehr als einmal
annehmen. Besitzen schon alle normalen Familien viele verwandte Eigenschaften,
so ist die Analogie gerade zwischen den beiden eben genannten Familien sehr
gross. So habe ich denn auch in der schon eingangs erwihnten Arbeit im zweiten
Bande der mathematischen Zeitschrift fiir die schlichte Abbildung von Winkel-
riumen ganz dhnliche Sitze gewonnen. An die Stelle der L#vy’schen Formulierung
des ScHOTTKY’schen Satzes tritt hier fiir die in |2| <1 schlichte Funktion f(z)
die Pick’sche Verzerrungsformel

|f<z)|;|f(o>|(——‘i'~ (H(0) = o),

1—|z])

die schon PLEMELJ auf der Wiener Versammlung von 1913 ohne die Exponenten-
bestimmung angegeben hat. Auch Pick gibt in den Leipziger Berichten von 1915
noch keine Exponentenbestimmung. Dieselbe habe ich selbst erst in den Ber-
liner Berichten von 1916 gegeben. Ohne Beweis gibt fast gleichzeitig GRONWALL
dieselbe Verzerrungsformel in den Pariser Comptes rendus von 1916 an. Man

. . . . s e o
kann aus dieser Formel schliessen, dass eine Funktion f(z), die in |arg z| <7

regulir ist und diesen Winkel schlicht abbildet fiir jedes ¢ > o der Bedingung

e 1=0(jz1+* ]
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geniigen muss. Die Verwendung des PHRAGMEN—LINDELOF'schen Satzes fiihrt
dann wieder zu dem folgenden Ergebnis: Eine jede ganze Funktion der Ordnung ¢

nimmt in jedem Winkelraum, dessen Oeffnung 29;_1 7 iibersteigt, einzelne Werte
mehrfach an. Die Funktionen

z+ El/o(Z)

20—1I

aber bilden fiir o >§ einen passend gewihlten Winkel der Oeffnung 7

schlicht ab. Nur fiir Funktionen einer 2 tibertreffenden Ordnung kann es also

schlicht abbildbare Winkelrdume geben. Alle Funktionen, deren Ordnung ; nicht

iibertrifft, nehmen in jedem Winkelraum einzelne Werte mehrfach an.

Im Gebiete der Funktionen unendlicher Ordnung gibt es Funktionen, die
beliebige Winkelrdume einer an 2z nicht heranreichenden Oeffnung schlicht ab-
bilden. Nach LinpeL6F (Calcul des résidus S. 121) gehért namlich zu jedem
¢ > o eine Zahl M, derart, dass im Winkelraum jargz| <=z —¢

| Fs(z))| < M.
gilt. Daher bildet
z+ F,(2)
den Winkelraum [arg(z— M,)| <= —e schlicht ab, und nimmt iiberdies, wenn

man nur M, >1 wihlt, in demselben weder den Wert Null noch den Wert Eins an.
Bieberbach.
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