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UBER DIE NULLSTELLEN DER FUNKTIONEN E,(x)
VON

A, WIMAN
in UPSALA.

§I.

Fiir nihere Angaben iiber Lage und Dichtigkeit der Nullstellen einer
in der Gestalt einer Potenzreihe gegebenen ganzen Funktion sind zwar im
Allgemeinen hochst komplizierte Betrachtungen erforderlich. Doch lassen
sich derartige Fragen fiir die ganzen Funktionen

() B =Y ey

in ganz einfacher Weise erledigen. Diesen Umstand verdankt man den
fiir die Untersuchungen dusserst bequemen Darstellungen dieser Funktionen,
welche von Herrn Mirrac-LEFFLER gegeben sind.

Die fundamentale Identitdt ist hierbei die folgende

1 ‘";d
(2) E“(x) = Zrmia /‘ew —‘:: )

Die Integration wird iiber einen Kurvenzug ausgefiihrt, dessen Anfangs-
punkt und Endpunkt unendlich entfernt liegen, und zwar, falls a eine
positive reelle Grosse bezeichnet, bez. in den Richtungen ¢ = F ax; iiber-
dies soll die Stelle z bei der Integration auf der linken Seite gelassen
werden. Hiilt man letztere Bedingung nicht aufrecht, so sind nur die
notigen Residuen hinzuzufiigen. Als Integrationskurve kann man also auch

die beiden Geraden ¢ = F az in ihrer ganzen Linge nehmen; nur ist
' Acta mathematica. 29, Imprimé le 9 février 1905. 28




218 A. Wiman.

eine kleine Ausbiegung vorzunehmen, falls die Stelle # eben auf einer von
diesen Geraden liegen sollte. Nach einer solchen Wahl bekommt man
fir © = re?

Sl gdur,

1
I o, { e do
(3) E,(%) =~ er + 5= [w —

(v

wo x die positiven und negativen ganzen Zahlen (inclusive Null) durch-
lauft, fiir welche die Bedingung

(4) —ar <@+ 2xr<ar

erfullt ist.!
Das in (3) auftretende Integral lisst eine Entwickelung in eine halb-
konvergente Reihe zu. Schreiben wir néimlich

I

SRR, I

w—x x® (@ — )’

so ergiebt sich

1
1 g+,

I de @ ' % e I w" o du .
(5) Ea(x) = zxe — 21: IN—av + 1) + 2miaL® [ ©—2

[ %4

Ohne grosse Schwierigkeit findet man, dass bei geeigneter Wahl von n das

Restglied “hochstens von der Gréssenordnung e~ ¥I* wird.
Der zwischen den Geraden ¢ = F ar enthaltene Teil von der -
Ebene ist hier als eine durch die Relation

(6) t*=w

vermittelte Abbildung der #Ebene aufzufassen, so dass den beiden Ufern
der negativen reellen Halbaxe der letzteren Ebene die Geraden ¢ = F az
entsprechen.

' c. f. G.MirrAc-LEFFLER. Sur la représentation analytique d'une branche uniforme

d'une fonction monogéne. Cinquiéme note, § 3. Ce tome pag. 132—147.
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In dhnlicher Weise gestaltet sich die Sache, falls a eine komplexe
Zahl B+ iy bedeutet; ' es muss #> o0 sein, damit E,(z) eine ganze Funk-
tion bezeichne. Doch tritt hier der Unterschied ein, dass fiir ¢ = pe™ die
Geraden 7=17, und die Kreise p = p, durch (6) in logaritmische Spiralen
transformiert werden. Schreiben wir nimlich @ = Re¥, so erhalten wir
aus (6) die beiden Relationen

(7) Blogo—yr=1logR;  rlogp+ fr=¢.

Den Strahlen 7= 7, entsprechen demnach die Spiralen

(8) ¢=I’glogR+ﬂ,;r271=¢o+ﬂzj;r’71’

wenn ¢ = ¢ die der positiven Halbaxe zugeordnete Spirale bezeichnet.
Setzt man jetzt

(9) ¢=14d,+¢,

so werden die den Strahlen der #-Ebene entsprechenden Spiralen durch die
Gleichungen

(IO) ¢ = I : L3 (—”:Erli"‘-)

definiert, und die #Ebene wird auf den durch die Spiralen

w o e—wfars
begrenzten Teil der w-Ebene abgebildet.

Andererseits entspricht einem Kreise p = p, der durch die Spiralen
(11) abgegrenzte Teil der Spirale

(13)  logR=—7¢+5 5 logp, — — o+ Blogp,.

Man bekommt also fiir je zwei Stellen auf den Spiralen (11), welche dem-
selben Punkte auf der negativen Halbaxe der ¢-Ebene entsprechen, ver-
schiedene R-Werte, nimlich bez.

(13) - R =etpf.

! ¢. f. G. Mirrag-LEFrFLER. Sopra la funzione E,(x). R. Accad. dei Lincei,

Atti. Ser. 5. Vol. 13, 3 Gennaio 1904, pag. 3—F5.
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Far
x = re¥, ¢=l-glogr+;a
findet man
1 1 (p+2x7)i
Bxa _ erﬂe “ (x=0,£1,£2,...)

Der Funktion E,(x) konnen wir jetzt die folgende Darstellung geben

1 {p+3xn) n

’ __E e a . e 1 " ew; de
(5) E“(x)_azxe ;T(—*av+ I)+ Zniaw"f o —z

wo die Summation iiber die den Ungleichungen

B B
geniigenden ganzen Zahlen erstreckt wird, und fiir die Integration die

Spiralen (11) dieselbe Rolle spielen wie in dem frither betrachteten speci-
ellen Falle die Geraden ¢ = F ar.

§ 2.

Sei zuniichst a eine reelle Girdsse > 2. Es ist dann ersichtlich, dass,
falls man vom Anfangspunkte in einer bestimmten anderen Richtung als
¢ = 7 fortschreitet, in der Entwicklung (5) das Glied

(—r<e<m)

dem absoluten Betrage nach grosser als die Summe der absoluten Betrige
der iibrigen Glieder wird, wenn |z| einen gewissen Wert iibersteigt; in
einer solchen Richtung konnen also Nullstellen hochstens fiir begrenzte
Werte von |z| liegen. Daraus folgt zwar noch nicht, dass die Nullstellen
eben auf der negativen Halbaxe liegen sollen. Doch kann man fiir grosse
Werte der Moduln einen Beweis hierfiir in sehr einfacher Weise erbringen,
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Fir ¢ =z besitzt die Entwickluﬁg (5) zwei Hauptglieder. Betrachten
wir deren Summe

LA L m L os® 1
I[Taea 2 g a] 2 racosa (4
(14) -lé€ + e =_e cos { 7% sin —)s

a

so finden wir, dass diese Glieder einander verstirken fiir

1
(15) r®sin - = krx, (k=1,2,..)

aber einander aufheben fiir
(16) 7 sin * = (k—f)z.
a a

Die Sache gestaltet sich doch fiir die durch (15) bestimmten 7 Werte in-
sofern verschieden, als der Ausdruck (r4) positiv oder negativ ist, je nach-
dem k& eine gerade oder ungerade ganze Zahl darstellt. Dies trifft aueh
fiir die Funktion E,(z) zu, da ja fir die fraglichen r-Werte-das betreffende
Glied von hoherer Grossenordnung als der Rest ist. Zwischen je zwei
derartigen 7-Werten muss demnach E,(2) (jedenfalls fiir geniigend grosse
Zahlen k) eine Nullstelle besitzen, und zwar in der Néhe der zwischen-
liegende Stelle (16). Fiir die Anzahl der negativen Wurzeln, deren Moduln
<y sind, haben wir mithin den Ausdruck

ra sin ©
(17) “
erhalten.

Dass die Funktion E,(z) héchstens eine begrenzte Anzahl von ima-
giniren Nullstellen besitzen kann, folgt jetzt daraus, dass (17) die genaue
Anzahl der Nullstellen angiebt, wenn r dwrch eine Identitit (15) bestimmi
wird, und % geniigend gross ist. Um dies zu beweisen, berechnen wir
das Integral

(18) = [dlog E,(=),

wenn die Integration in der positiven Richtung itber den Kreis |z| =17
erstreckt wird. Nach der Zerlegung von E,(x) in zwei- Faktoren:

4

1 ¢t

(19) E(o)=e""(1+uw (—2<¢<n)
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bekommen wir

T
1

ot
P 1
r* e’ —I—E—ﬂfdlog(l + u).

—T

1 1
(20) EfdlogEa(x) ==

Es ist aber bei Bezugnahme auf die Identitit (15)

1
T

; 1 g 72 gin ~
(21) 2l et = g
2 P
Anderseits hat man
I
(22) — [dlog(1 +u)y=o0

Um die Richtigkeit von (22) einzusehen, bemerken wir zunichst, dass auf

a8,

Grund der speciellen Wahl von » der Ausdruck ¢“¢” (und folglich auch
u) fir ¢ = —7 und ¢ =7 einen und denselben Wert besitzt. Kénnen
wir jetzt noch nachweisen, dass bei dem ganzen Umlaufe von ¢ = —=
bis ¢ =7z 14 u ein positives Glied enthilt, welches grosser ist als der
absolute Betrag des Restes, so folgt hieraus, dass man mit dem urspriing-
lichen Argumente fiir 1 4 « zuriickkommt. Ks ist aber eben dies, was
in (22) ausgesprochen wird.

Den fraglichen Nachweis konnen wir in der folgenden Weise erbringen.
Ausser in der Nihe der negativen Halbaxe ist offenbar schon 1> |u].
Fir ¢g==—743 oder ¢ =7—¢ braucht dies zwar nicht der Fall zu
sein, falls ¢ geniigend klein ist. In diesem Falle ist aber das in # ent-
haltene Hauptglied eine positive Grosse. Betrachten wir z B. den Fall
¢ =—x- 0, so finden wir als einziges Glied in u, dessen Betrag mit
1 vergleichbar sein kann,

. 1

1 748, 1 (m—n 7T s . 8

- 2= B S 00l win Ffwin g
-=2r% gin ~ | sin — —1% cos

] a —_—p @ a a a

(23) er e e = e

—an'sins— a2 . 0
= “{ cos <2kr:cos;> + 1 2k7rcosa .

)

0
2k7rcos; = 2kr — v,

Schreiben wir
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so ergiebt sich zunichst
. 0 —
2krsin- = 2 \fknv \/I —4%1,

und es nimmt jetzt der Ausdruck (23) die Gestalt

(24) e~ V™ —(cos v — 4 sin v)

an. Der zugehorige absolute Betrag nimmt also mit wachsendem v sehr
rasch ab, und bei niedrigeren Werten von v ist, wie wir behauptet haben,
das in (24) und also auch in u enthaltene Hauptglied eine positive Grésse.
In #dhnlicher Weise erledigt man den Fall ¢ =7z — .

Da es nicht ohne weiteres ersichtlich ist, dass die obigen Auseinander-
setzungen fir niedrigere Werte von % anwendbar sind, so ist die Unmdg-
lichkeit einer endlichen Anzahl von imaginiren Nullstellen noch nicht er-
wiesen. In dem speciellen Falle a = 2 hat man

(o) =~ (o 4 ),

o=
2

sind alle negativ. Man kann auch fiir « > 2 allgemein nachweisen, dass die
Funktion E,(x) auf der negativen Halbaxe eben so oft Zeichen wechseln
muss, wie erforderlich ist, damit simmtliche Wurzeln reell sein sollen.
Es ldsst sich in der Tat mit Benutzung der Entwicklung (5) wirklich dar-
legen, dass E,(z) fir jede durch (15) bestimmte Stelle eine positive oder
negative Grosse bedeutet, je nachdem £ eine gerade oder ungerade ganze
Zahl darstellt.” Fir a> 2 besitet demnach die Funktion E,(x) keine ima-
gindren Nullstellen.

und die Nullstellen

! Die Entwicklung beginnt nidmlich stets mit (einem oder mehreren) Gliedern

1
x+41

LA .
2 rfeos——x L2+ 1 L kn

-e cos | 7% sin T, rf=——,x=0,1,...
a a T

gin —
a

welche dasselbe Zeichen wie (— 1)* besitzen, und deren absoluter Betrag grosser als die
Summe der absoluten Betriige der restierenden Glieder ist.
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§ 3.

Es sei zweitens o< a< 2. Die bestimmenden Glieder in der Ent-
wicklung (5) sind jetzt'

1 ¢i \
1 a,a an an
2® (—7é¢é2}
und
A (g< <2 _E‘E)
I'(—a+ 1) 2 ¥ T 2/

Ist || geniigend gross, so muss also der absolute Betrag von

L gt ;
(25) e ”_Ie—"z)
a I'(—a)
grosser als die Summe der absoluten Betrige der iibrigen Glieder sein, es

sei denn, dass die Moduln der beiden in (25) eingehenden Glieder an-
nihernd gleich gross sind. Es ist in der Tat '

a2

C I(—2a+71)

das bestimmende Glied unter den Restgliedern, so dass der absolute Betrag
des Restes von der Gréssenordnung

7.—2

ist. Von héherer Grossenordnung kann also bei einer Nullstelle die Differenz

1

% cos? —1
a r

(26) é —I——r(_a—)T

! Fir @ = I verschwinden die Glieder der halbkonvergenten Reihe
Yrew
I'(—av + 1)

identisch, und die Funktion K, (#) reduziert sich auf das einzige Glied ¢®. Auf diesen
Fall haben demnach die Auseinandersetzungen des Textes keine Anwendung.
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der absoluten Betriige der beiden Hauptglieder nicht sein. Die Relation

1
2 cos? r—1 .

(27) e *= m(l + wr)

bestimmt mithin bei den Nullstellen eine zwar veriinderliche aber endliche
Grosse w. Aus (27) erhalten wir durch Logaritmierung

1

(28) —r cos%;i =logr + log| I'(—a)| + », 77",

wo wu, eine andere endlich bleibende Grosse bedeutet.
Aus (28) ersicht man, dass bei wachsendem 7 die Argumente der
Nullstéllen auf der oberen bez. unteren Halbebene immer weniger von

gn' bez. ——gn- abweichen diirfen. Da sich alles symmetrisch in Bezug auf

die reelle Axe verhilt, so brauchen wir offenbar nur die Verhiltnisse auf
der oberen Halbebene besonders zu untersuchen. Schreiben wir

(29) Q= gn' + 0,
so geht (28) in
(30) 7 sin §~= logr + log | I'(— a) | + w,

tiber. Mit wachsendem v mndhern sich also die Nullstellen unbegrenst der
Kurve

1

Gy sind —logr + log| I(— ]

man findet ja (von niedrigeren Gliedern abgesehen) als Abstand

1

au,r “.
Aus (31) erhdlt man anniherungsweise
(32) 0 =ar =[logr + log|I'(— a)|]-
Sucht man jetzt den Abstand einer Nullstelle von der Geraden ¢ = g T,

so findet man hierfiir in erster Anniherung

(33) r6=ar *(logr + log| I'(—a)]).

© Acta mathematfea. 29. Imprimé le 12 février 1905, 29
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Dieser Ausdruck gestattet unmittelbar Folgendes zu erschliessen:

Hat man a<1, so ndhern sich die Nullstellen auf der oberen Halb-
ebene mit wachsendem v wunbegrenst der Geraden ¢ = gv. Ist dagegen a > 1,

so wichst der Abstand der Nullstellen von der in Rede stehenden Geraden
mit v dber jede Gremze. In beiden Fillen ist aber nach (32) ¢ eine mit
wachsendem r gegen Null abnehmende positive Grisse.

Auch bei der folgenden Diskussion gestaltet sich die Sache etwas
verschieden, je nachdem o<a<1 oder 1 <a< 2.

a) o<a<i.

Da hier I'(—a) eine negative Grosse bedeutet, so fiithrt die bei einer
Nullstelle annéherungsweise geltende Bedingung, dass die Argumente der
beiden in (25) enthaltenen Glieder als Differenz ein ungerade Vielfaches
der Grésse 7 haben sollen, auf eine Relation

1

(34) r* sin £

a

=—o¢ -+ 2kr

oder nach Benutzung der Substitution (29)

(35) ’r;cosg:—gﬂ——o“+ 2kr.

Beachtet man nun den in (32) gegebenen Niherungswert fiir ¢, so liisst

. . ) ) - .
sich erschliessen, dass cos- — 1 von der Grossenordnung r “(log7)? sein
a

muss. Hiernach lisst sich (35) durch eine relation von der Gestalt

(36) 7t = ——gz + 2kn 4 [r_;(logr)’]

ersetzen. Sollte nun hier zu jedem ganzzahligen Wert von % eine Nullstelle
sowohl auf der oberen als unteren Halbebene gehéren, so wire die Anzahl
der Nullstellen, deren Moduln <7 sind, sehr genau durch den Ausdruck

ﬁlqnlu

angegeben.
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In wie weit diese Vermutung bestitigt wird, wollen wir jetzt unter-
suchen, indem wir auch hier das Integral

(18) — [dlog E,(z)

berechnen. Dabei ist es vorteilhaft den Integrationskreis |z|=17 so zu
wihlen, dass der Kurve (31), und folglich auch der symmetrischen Kurve
auf der unteren Halbebene, in einem solchen Punkte begegnet wird, dass
die Argumente der beiden in (25) enthaltenen Glieder sich um ein Viel-
faches der Grosse 27 unterscheiden. Es soll demnach fiir den Schnittpunkt
mit der Kurve (31) eine Relation

1

(37) r;cosg[:——grr——z?—l—(zk—{— )7

gelten, wobel die positive ganze Zahl % geniigend gross gewihlt werden
muss, damit die folgenden Auseinandersetzungen einwandfrei seien.

Jetzt zerlegen wir E,(x) in zwei Faktoren, so dass das jedesmalige
Hauptglied in der Entwicklung (5) den einen Faktor liefert:

j )

(38)  Buo)=,¢"" (1 4u) ("g”*‘f’“ésa

[/3

IA
[ SRR

7r+o“>,

1 a!

(39)  Eu() = ;=g (1 +) (gn+o§¢§zn——gx—3).

1 gt

Fiir die Argumente + <g 7+ o“) sind die Grossen ¢“*® und Tg—@
Grund der speciellen Wahl von #» einander gleich; dasselbe gilt mithin
auch von den beiden in (38) und (39) auftretenden w-Werten. Es ist
also 1 4 u lings der Integrationskurve eine kontinuierliche Grésse. Da
sich weiter in derselben Weise wie die entsprechende Tatsache im vorigen
Abschnitte nachweisen lisst, dass diese Grosse stets ein positives Hauptglied
enthilt, so hat man auch hier

auf

(22) ~I—fdlog(1 + u) =o.

2m
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Nimmt man jetzt auf (37), (38), (39) und (22) Bezug, so ergiebt sich sofort

;rr+3 ‘hr-—:—n-—&
(40) — [dlog E,(v) = - roe 4L — i
27t @ 27 271
-;—::-6 ;1:'4-6
7‘;(‘408—
a a , 0 a 0 a¢ , 0
=01 +5-|—7—T———5——7—r+ 2k +1—1 +5+7—2_2k.

Man hat aber
1
7% COS — L

R b LA . +[f3(1ogr)*].

Hiernach ergiebt sich

1

@) F

als Ausdruck fir die Anzahl der Nullstellen, deren Moduln <r sind. Man
hat sogar hier, jedenfulls fiir geniigend grosse v-Werte, die genaue Anzahl
der Nullstellen, falls r so gewdhlt wird, dass (41) eine gerade Zahl bedeutet.

b) 1<a<2.

Die Modifikationen, welche hier die vorangehenden Entwicklungen
erleiden miissen, weil jetzt I'(— o) eine positive Grosse bezeichnet, bestehen
eigentlich nur darin, dass die gerade Zahl 2% durch die ungerade Zahl
2k -+ 1 ersetzt werden soll und umgekehrt.

Fiir die Anzahl der Nullstellen, deren Moduln <v sind, hat man also
auch in diesem Falle den Ausdruck (41). Es besteht aber der Unterschied,
dass man jetzt die genawe Anzahl der Nullstellen bekommt, wenn (41) eine
ungerade Zahl bedeutet.

Die hieraus zu ziehende Folgerung, dass die Funktion E,(x) in diesem
Falle eine ungerade Anzahl megativer Nullstellen (und also mindestens eine)
besitzt, wird dadurch bestitigt, dass fir limz = — oo das Hauptglied
1 2!

T und mithin auch F, () eine negative Grosse ist. Hieraus folgt
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ja, da E,(x) fur positive z-Werte positiv ist, dass die Funktion auf der
negativen Halbaxe eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln erleiden muss.

Man hat den Fall a =1 in solcher Weise als Grenzfall aufzufassen,
I
—a
Moduln gehéren, sich mit abnehmendem ¢ immer mehr von dem Anfangs-
punkte entfernen. Die Bedeutung des Ausdruckes (41) fiir die Anzahl
der Nullstellen fingt dann also erst bei verhdltnissmissig grosseren 7-
Werten an.

Man iiberzeugt sich durch ziemlich einfache Betrachtungen, dass die
endliche Anzahl negativer Nullstellen, welche E,(x) fir 1 < a < 2 besitst, jede
gegebene Grenze iiberschreitet, wenn die Differens 2 — a = ¢ gemsigend klein
wind. Betrachtet man ndmlich die Verhdltnisse auf der negativen Halb-
axe, so ergiebt sich leicht, dass fiir niedrigere r-Werte nicht das Glied

dass fiir a =1—40 oder a = : die Nullstellen, zu denen die niedrigsten

_r
al'(—a)’

sondern

1 ¢t 1 ¢i 1 - -
I 2, a @ a 2 9% cos’ - . T
(14) —[6’ S A ]=;e ¢ acoskr“ sm;)

a

den bestimmenden Einfluss ausiibt. Man hat also Grund anzunehmen, es
seien den ersten Zeicheninderungen von (14) Nullstellen der Funktion
E,(x) zugeordnet. Unter der Voraussetzung, dass dies zutrifft, so lange

wiirde man in erster Anndherung den Ausdruck

4 00—
T2 — a) I

fiir die Anzahl der negativen Nullstellen erhalten.
Ist andererseits a— 1 eine kleine Grésse, so erschliesst man durch
ghnliche Uberlegungen, dass die Funktion E,(x) blos eine einzige Null-
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stelle auf der negativen Halbaxe besitzt. Sucht man eine Entwicklung
fiir den zugehorigen Modul, so ergiebt sich als Hauptglied

1
log a—1’
Da diese Nullstelle nach aller Wahrscheinlichkeit die dem Anfangspunkte
niichstliegende ist, so ersicht man hieraus, wie die Nullstellen ins Unend-

liche riicken, wenn a sich dem Werte 1 néhert.

§ 4.

Ist zuletzt a eine imagindre Zahl = f + iy, so gestalten sich die
Sachen in ganz analoger Weise. Der wesentliche Unterschied riihrt davon
her, dass ¢ = const. jetzt nicht linger eine gerade Linie, sondern eine
logarithmische Spirale bedeutet.

Zuniichst findet man, dass, falls die Umgebung von einer oder zwei
¢-Spiralen ausgenommen wird, die Entwicklung (5’) stets ein einziges Haupt-
glied enthiilt, dessen absoluter Betrag fiir geniigend grosse r die Summe
der absoluten Betriige der iibrigen Glieder iibersteigt. Die Nullstellen mussen
also jetzt eine oder zwei Annahmespiralen begleiten.

Unter den in (5') auftretenden Gliedern betrachten wir zuerst die-
jenigen von der Gestalt

18
M rB e+ cos 58

(42) et = Fr ] cos r'%eﬁ;ff'sin————,ﬂg :
, B+

1 76
.« . r 2yt e 189
-+ isin <7‘5 ¢+ sin P 7‘,;>j|,

wo mit Riicksicht auf (4') die Ungleichungen

(4" _ﬂ’-ﬁ}—r_’z<8<,§’;-_;'2n_

stattfinden sollen. Wird nun der absolute Betrag

(43) e Py
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fiir @ = 6, ein Maximum, so ergiebt sich die Identitit

B8, r

t ;=L
(44) e

Hieraus findet man zwei mit (4”) vertriglichen Lésungen. Doch liefert

nur diejenige ein Maximum, fiir welche arctgg zwischen —g und 7—; liegt.
Fir das Maximum von (43) hat man nach dieser Festsetzung

1 A l%arc tg%
= e
erﬁ V& +2

(45)

Ist fir das Maximum 6, =0, so muss y =0, d. h. a eine reelle Grosse
sein, Geht man rechts oder links von dem besonderen Argumente 6§ = 6,
aus, so wichst (43) mit » iber jede Grenze, so lange

R Bz_{_raﬁ ﬂ2+rz
(46) — Zﬂ n<9<*~2—l°8~—ﬂ',

und man erkennt, dass fir ¢ 4 2xz = 6 es stets ein derartiges Glied in
der Entwicklung (5') geben muss, falls

a‘) ’.‘L:;-_T_ > 2.
In diesem Falle (sowie auch, wenn das Zeichen > durch = ersetzt wird)

sind also die Hauptglieder in (5') stets von der Gestalt (42).

Fir welche ¢-Spiralen bekommt man nun zwei derartige Haupt-
glieder? Da die Glieder, fiir welche die Bedingung (46) erfiillt ist, immer
mehr abnehmen, wenn @, sei es rechts oder links, sich von 6, entfernt,
so ist es leicht ersichtlich, dass dieser Fall dann und nur dann eintritt,
wenn fir 6, > 6, > 6, — 27

1 78, . 1 ¥6,—2x)

”Eeﬁ”‘ﬁcos% rBe 152+-7’2—cos——ﬁ(92'~'2”)
(47) € B4 — g g+
Hiernach ergiebt sich

o 2nf3 -
eﬁ?+72 — 08 ——— ny
o B+ 2] et —— 1
8 £6, _ r_ _

(48)  tgm o g gt g

8in

s1n

p§+72 ﬂl_‘_rz
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Die einzige Losung hierzu, welche den besprochenen Nebenbedingungen
geniigt, reduziert sich nur in den beiden Grenzfillen y = o und ﬁ;—_r' =2
auf 8, = 7.

Es ist um diese Spirale ¢ = 6,, dass sich die Nullstellen hdiufen, und

awar so, dass ilwre Entfernung von der Spirale fir limr = oo unendlich
klein wird.

Die Anzahl der Nullstellen, deren Moduln <7 sind, ldsst sich auch
hier durch die Berechnung des Integrals

(18) — [dlog E,(x)

bestimmen, indem man FE,(z) in zwei Faktoren zerlegt:

1 7y By .

(49) E,(z)= L¢P TT  L ) (8, —27<9<8).

. a

Wird » so gewshlt, dass ersterer Faktor fir ¢ = 6, und ¢ = 6, — 27
Argumente, welche um ein Vielfaches von 27z differieren, besitzt, so ldsst
sich in derselben Weise wie in den vorigen Abschnitten beweisen, dass

I
(22 g;fdlog(l + u)=o.
Man bekommt alsdann
6,
- I L8 68
(50) e fdlog E,(x)== P PP T AT
,—2r
1
=z 7(6—7) 27y Ty
Uyl "+ R 278
" e+ o= e 28
=3¢ \/8‘5 +e 2cosﬂz+r’

Dieser verhaltnissmissig komplizierte Ausdruck vereinfacht sich in den
Grenzfillen, wo 6, —7=o0. Fir y=o0, also a=f
nach der schon in § 2 hergeleitete Ausdruck

ergiebt sich dem-

b

1
72 gin -
a

(17)

T
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Ist dagegen B°+ y®= 2f; so lisst sich (50) in die Gestalt

(51) d <e% + e_g)

2n

umformen, d. h. man bekommt fiir die Anzahl der Nullstellen den gleichen
Ausdruck wie im Falle

2 2

b) B +r

3 < 2.

Da jetzt zwei Hauptglieder in (5°) auftreten, so miissen (ebenso wie
im vorigen Abschnitte) an den Nullstellen die Moduln dieser Glieder an-
nihernd gleich gross sein. Hieraus folgert man leicht, dass die Rolle der

Strahlen ¢ = ’-F% in Bezug auf die Nullstellen jetzt von den Spiralen

o=7F A 2—@ "7 dibernommen wird. In Ubereinstimmung hiermit wird der

Abstand der Nullstellen von der zugehérigen Spirale mit wachsendem »

verschwindend klein oder nicht, je nachdem %——L < 1 oder ﬂ——;ii I.
Ebenfalls empfiehlt es sich hier behufs der Berechnung des Integrals
(18) die Funktion E,(x) in zwei Faktoren zu zerlegen, indem das jedes-

malige Hauptglied den einen Faktor angiebt. Also

1 ¢

(38) Euz)=_e”*" (1 +u); (—L;—Tﬂ—-ﬁlésvéﬂ ;;T =+ 9)

(39" E’a(x)=£1—,(£_——_%)(1 -+ u), (ﬂ+rn+é‘é¢é2n——ﬁ;r7z’—o‘l>

2p
wenn fir ¢=——’322-:_97’7r-—0“1 bez. %ﬁrr+8 die Differenz
-
(26 N FEl

gleich Null wird. In einer Hinsicht stellt doch die Sache sich hier we-

niger bequem, weil jetzt nicht » so gewihlt werden kann, dass » an beiden
Acta mathemation. 29. Imprimé le 10 mars 1905. 30
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Grenzstellen gleiche Werte in (38) und (39’) erhilt. Fir die Umgebung
dieser Grenzstellen kann man aber die Diskussion an die Substitution

(52) E (x)———[ F(i‘,,)]o +9)

ankniipfen, wobei man noch eine solche Wahl von # treffen kann, dass
fir den Kreis |#|=r die Ungleichung |v|< 1 erfiillt ist. Man findet so
ohne Schwierigkeit, dass der Ausdruck (51) hier dieselbe Rolle fiir die

1

Anzahl der Nullstellen spielt wie im vorigen Abschnitte der Ausdruck !;;,

auf welchen er sich ja fiir y = o reduziert.

Die Anwendbarkeit der obigen Metoden lisst sich insbesondere nach
zweierlei Richtungen erweitern.

Erstens kann man niimlich E,(z) durch die Differenz von E,(2) mit
einer konstanten Grosse oder einer einfach gebauten ganzen Funktion er-
setzen. Hs treten dann nur in den Entwicklungen (5) und (5') neue
Glieder hinzu, und die Rolle der Hauptglieder in den verschiedenen Teilen
der komplexen Ebene wird in anderer Weise verteilt.

Zweitens erlauben die Metoden des Herrn MiTTAG-LEFFLER andere
Funktionen in mannigfaltiger Weise (auch solche von unendlicher Héhe)
zu bilden, fiir welche sich analoge halbkonvergente Entwicklungen wie (5)
und (5') ergeben. Es lassen sich dann in &hnlicher Weise wie hier Unter-
suchungen iiber die Nullstellen ausfiihren.




