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SUR LA REPRI~SENTATION ANALYTIQUE D'UNE BRANCHE UNIFORME 

D'UNE FONCTION MONOGENE 

(Seconde note) 

PAR 

G. M I T T A G - L E  F F L E R .  

l~ous avons introduit  dans notre premiere note une nouvelle concep- 

tion gdomdtrique: l'dtoile. 
Dans le plan de la variable x, soit une aire engendrde de la mani~re 

suivante: autour d 'un point fixe a on fern tourner une fois un vecteur 

(----demi-droite) l; sur chaque vecteur on ddterminera d'une mani~re uni- 
voque un point, soit az, dont la distance au point fixe a sera plus grande 

qu'une quantit6 positive donn6e, la m4me pour tous les  vecteurs. Le point 

at pourra 4tre situ6 h une distance finie ou infinie du point a. Dans le 

eas off la distance de a h a t e s t  finie, on exclura du plan des x la partie 
du vecteur qui s'dtend de a~ h l'infini. L'~toile est le domaine qui reste 
apr6s que l 'on aura pratiqud routes ces eoupures dans le plan des x. Le 

point fixe a e s t  ddsign6 comme le cenire de l'6toile. I1 convient encore 

de nommer les points a~ les sommets de l'6toile ainsi que d'introduire la 

d6finition suivante. 
Une 6toile est inscrile dans une autre qui lui est circo~scrite, si tous 

les points de la premi6re dtoile appartiennent ~ la seconde, et si les deux 

6toiles ont des somme~ communs. 
Aeta ~alhematlca. 24. lmprim6 le 1 aoflt 1900. 
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P o u r  r d s u m e r  les rdsu l ta t s  qui  on t  dtd o b t e n u s  dans  la p r e m i e r e  n o t e  

n o u s  e m p l o i e r o n s  la n o t i o n  d'expression limite. 

Soit f ~ ( x y z . . . )  pour un hombre infini de valeurs de a une fonction dd- 

terminde des variables xyz  . . . .  Soil a o un point limi/e des ~. Supposons 

que, x y z . . ,  dtant un point donnd d~lns le domaine des variable.,, i! corresponde 

~'t chaque hombre pos i t i f  a u n  autre hombre posi t i f  3 tel que 

tant que 

Cette supposition faite, 

Ir -rol<  

le symbole 

L i m  f~ ( x y z . . . )  
( L ~ a  o 

a u n  sens parfai tement  ddtermind. 

On dit que L i m  f ~ ( x y z . . . )  est convergente au point  xyz  . . . .  

E n  ayant % = co ,  on n'a qu'a remptaeer la'--%]<3, la"--aol<$ 
p a r  

L'indqalitd [f~, ~ f~. [ < 3 ayant  lieu pour un domaine X des variables 

x y z . . . ,  on dit  que l 'expression limite L i m  f ~ ( x y z . . . )  est uniformdment cor- 

vergente pour ce domaine. 

1 ~/~. PHRAGM~N a f a i t e n  I890 tout un eours s l'Universit+ de Stockholm off 
il a pris pour base la notion de l'expression limite. Son poiut de d~part ~tait lt~ dS- 
finition suivante: 

Soil uj , u~, u 3 , ... une suite infinie de nombres ralionnels ayanl la proprigld suivanle: 
Le nombre posilif 3 dla~l fixd, on pourra sdparer de la suite uu nombre tint de termes 
de leUe sorte que la valeur absolue de la diffdrenee entre deux termes reslants soil loujours 
plus petite que " O .  

La suite ddfinit alors d'une rnanidre univoque une grandeur qui esl ddsignde par 

Lim u , .  

I1 nous parait 6vident qu'on gagne en simplicit6 en basant la th6orie des fonotions 
sur ]a conception d'expression limite. On embrasse par exemple ainsi sous un m4me 
point de wle les s6ries infinies, les prodnits infinis, les int6grales etc. 
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:Nous pouvons main tenant  donner  la forme suivante h notre thdorSme ]i. 

Th4or~me I . a .  Soit F (a ) ,  F(~)(a), . . . ,  F(")(a) . . . .  une suite de con- 

stantes assujetties ~ la condition de Cauchy, ~et  d(~signo~s 1)at . G,,@la ) le 
polynome en x 

~,2 *~4 rt2n 
I 

) . l=0 t~=0 I . ~ 0  

. ( x  . - -  a ~  ]41~-*~2 q-..,-]-),~ 
F(~'+~"+"'+~")( a ) \ ~ - - /  

qui est formd ('t l'aide de ces co~stantes. 
Considdro~s l'expression limite 

Lira G,(x!a). 
r$~aa 

l l  existe une itoile A de centre a qui est donnde d'une mani~re univoque 
les constantes F ( a ) F ( ' ) ( a ) . . .  F(~)(a) . . .  une lois fix, des et qui possOde par 
.rapport h l'expression limite Lira G,(x] a) les propri~t~s suivantes: 

Cette expression est uuiformdment conve~yente pour chaque domaine ~ 
l'i,d~rieur de A, mais n'est jamais unifornt~ment eonvergente pour aucun con- 
tinuum qui embrasse un sommet de A.  Elle d~finit pour l'intdrieur de A 
la branche F A ( x )  d'une fonction mo~wq~ne. Cette branche est rg.quli~re dans 
l'intdrieur de A, mais devient singuli~re pour les sommets de A. Ellc 

poss~de encore la propridtd 

d x'~ /~=a 
# :~= 0 ~ I ~ 2 , . . . .  

La branche fonctionnelle F A ( x ) ,  en m~me temps quc par G,(~'a), peut ~tre 

d~finie par une infinit~ d'autres polyn6mes 

g . ( z q a )  = (x  - -  a) (~) ~ ~ /. 

darts lesquels chacun des coefficients c~ "), les indices v et n une lois fixds, est 
une quantitd numdrique donnde indgpe)zdante de a, de F ( a ) ,  F : ~ ) ( a ) , . . . ,  
FO)(a), . . .  et de x, et qui poss~dent par rapport ~ A l e s  m~;mes propridtds 

que G,(x la  ). 

i voir  >>Premiere note~> page  4 3 ,  44. 
Acla mathematica. 24. Impr im~ le I aofit 1900. 24 
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I1 faut observer que les proprigt6s qui ont g46 attribu6es h l'expression 
limite Lira G,(xja) n'emp~chent aucunement que cette expression pour un 

n = o o  

choix convenable des constantes F(~a), F(')(a),..., F(~)(a),~.. soit con- 
vergente en dehors de l'6toile A. ])e plus le cas n'est pas exclu off elle 
pourrait 5tre uniform6ment eonvergente pour tout un continuum en dehors 
de A. Dans ce dernier cas, il serait possible qu'elle representht pour ce 
continuum une fonction analytique qui ne serait pas un prolongement de 
la branehe FA(x). ~[l arrivera pour des formes spdciales de l'6toile A 
qu'un continuum simplement connexe pourra ~tre situ6 en partie en de- 
dans, en partie en dehors de A sans embrasser en m~me temps un sommet 
de A. Et  le cas n'est pas exelu oh t'expression limite Lira G,,(x la) est 

n : ~ J  

uniform6ment convergenCe pour un tel domaine. Elle repr6sente alors 
pour ee domaine un pr01ongement de la branche FA(x). I1 peuf encore 
arriver que Lira G,(x]a) soit uniform6ment convergente pour un domaine 

n ~ a ~  

lin6aire compos5 par la partie d'un vecteur compris entre le centre a et 
un point situ6 en dehors de A. Si l 'on arrivait h d6terminer les con- 
stantes F(a),F(')(a),..., F(~ ' ) (a ) , . . .  de telle mani~re que cette pro- 
pri6t6 subsistent on aurait incontesiablement en mSme temps une esp~ce 
de g(~n6ralisation de la conception de fonction analytique, la fonction ana- 
lytique pouvant 5tre d6finie comme nous l'avons vue aussi bien par l'ex- 
pression limite Lira G,(xia ) que par la s~rie de TAYLOr,. La premiere 

d6finition serait plus g6n6rale; elle admettrait une esp~ce de prolongement 
lin6aire de la fonction analytique qui conserverait des propri5t6s essentielles 
de la fonction. 

On se tromperait pourfant d'une maniSre singtfliSre en croyant avoir 
trouv6 dans cette observation la base d'une nouvelle th6orie analytique, 
embrassant les fonctions analytiques comme eas sp6cial et ayant en m~me 
temps la limitation naiurelle et fixe de l 'ancienne th6orie. Pour entrevoir 
la justesse de cette affirmation, il suffit d'observer qu'on peut remplacer, 
comme nous venons de le voir, d'une infinit6 de mani~res le polynome 

i Voir s ce sujet l 'ar t ic le  r6cent de M. BOREL: Sur la gdn~redisalion du prolonge- 
ment analylique ( C o m p t e s  r e n d u s  etc. z 3 avrll  I9OO, page l l x S ) q u i  a paru, ce 

mbmoire 6tant dbj~ sous presse. 
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G,,(xla ) par un autre polyn6me g,,(zla ) qui est absolument 6qnivalent h 
Gn(xla) quand il s 'agit seulement de ddfinir les fonctions analytiques pro- 
prement dites, mais qui en diff~re essentiellement quand il s 'agit de donner 
une extension h cette thdorie telle que celle dont nous venons de parler. 

Si nons avons pr6f6r6 dans notre premiere note repr6senter la branche 
FA(x) par l'intermddiaire du polynbme G,,(x let)ott d'un polynbme semblable, 
malgr~ l 'inconv~nient qu'il y a clans cette mode de repr6sentation, les raisons 
on~ dtd les suivantes: 

La g~n~ralisation pout" un nombre quelconque de variables ind@endantes 
es~ immddiate. Les coefficients du polynbme se prdsentent sous une forme 
extr~mement simple au point de rue formel. La ddmonstration de nos 
thdor~mes est inddpendante du ehoix des veeteurs. Ces veeteurs peuvent 
en rdalitd ~tre des lignes courbes queleonques (voir page 48, premiere note) 
ddfinies de telle mani~re que leur ensemble reeouvre tout le plan en dehors 
du eerele appartenant aux eonstantes F(a), F( ')(a) ,  . . . ,  F(/~)(a),... sans 
que deux courbes spdciales se reneontrent jamais en dehors de ce cercle. 

I1 taut ajouter encore une raison, c'est que cette mode de reprdsenta- 
tion se rattache d'une maniSre intime h une gdndralisation extr~mement 
simple de la sdrie de TAYLOR que nous voulons exposer dans cette se- 
conde note. 

En effet, parmi les 6toiles qu'on pent inserire dans l'dtoile A il taut 
remarquer d'une mani~re sp5ciale le cercle C de centre a,  dont la circon- 
fdrence, en vertu de notre ddfinition, passera toujours par le sommet de A 
le plus rapproeh5 du centre. A ce cercle correspond l'expression limite 

Lim ~ ; F(~)( a)@ - -  a) ~=, _ 

qui est connue sous le nora de la sdrie de Taylor. La sdrie de TAYLOR 
poss~de par rapport au cercle les m~mes propridtds que nous venons d'dnoncer 
pour 

~t~ tt4 n2~ 

Lim Z ~ "'" ~ 12,[~ I- ~, F(~'+~+'''+~'') (~--~-2) ~'+h§ 

par rapport h A, avec une seule exception trbs-importante. Chaque sommet 
de A dtait un point singulier de la branche fonctionnelle FA(x). Ce 
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n'est pas le eas pour C par rapport h FC(.v). On ne peut en g6n&al 

affirmer autre chose que eeei: il existe toujours au moins un sommet de 

C ( =  un point sur la eireonfgrenee de C) qui sera un point singulier de 
la branehe FC(x). 

Mais la s6rie de TnYnoa poss~de d'autre part par rapport h C u n e  

proprigt6 qu'on ne peut pas en gdndral attribuer, nous venons de le voir, 
l'expression limite 

i 

X; 22.. 
n = ~  ,1.1=0 2,2=0 t ~ = 0  - -  

F(~,l+)..,+...+).,,)(a) (~-- ax~)'l+).-'++)'' �9 \ f - - ~  / 

par rapport h A. Elle ne converge jamais pour aueun point en dehors de 6'. 

II existe maintenant entre 6' et A une infinit5 d'dtoiles intermddiaires 

K dont ehaeune est eireonserite aux prdeddentes et qui sont encore telles 
qu'h ehaeune d'elles eorrespond uric expression limite qui possSde par 
rapport h l'5toile toutes les propridtds que nous avons dnonedes pour la 

sdrie de TAYLOR par rapport h C. Ces nouvelles expressions limite ont 

encore la propridt5 d'embrasser la sdrie de TAYLOI~ eomme eas spSeial. 

I1 v a des classes diff6rentes d'expressions qui remplissent ees con- 

ditions. Nous voulons faire dans eette note l 'dtude d'une de ees Glasses 

ayant un rapport special avee l'expression limite Lira Gn(xla ). 

On y parvient de la maniSre suivante: 
Soit 

I 
),I ~ 0 ,  1 , :2 ,  . . . ,  ~ 

).., ~ 0 ,  I ,  '~ . - ,  . . . ,  - 

f~.~ )..,...),. 
I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

) . .  = O, I ,  ? ,  . . . ,  c~ 

une suite ~ fois multiple de fonetions d'un certain nombre de variables. 
La ddfinition de la s5rie multiple 

ao ~ ~o 

5: X . . .  Z fi,,,...,. 
~tl=O ~.~=0 ). = 0  

est en ggn~ral 6tablie en dgalant eette s6rie h une s6rie simple dont 
les termes sont les diff6rentes fonetions f~,~:...~, lides aux nombres entiers 
o ,  i , 2 , . . .  d'aprSs un prineipe donn6. 
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I1 est pour tant  utile d ' introduire pour l '~tudc de cette sdrie un autre 

point  de rue  qui matgrd sa grande simplieit5 et malgrg le profit qu 'on 

pent  en tirer ne paralt pas avoir attird autant  qu'il  le mdrite l 'a t tent ion 

des gdomStres. 

Nous introduirons la d~finition suivante: Nous supposerons que les 
sdries 

L.,..,..~== ZoL.,~ ,._, ) . M ~ I  . . .  m 

f , =  Z f , , , .  
),~=0 

f = ~ f , . ,  
~.=0 

sont toutes convergentes pour une certaine valeur des variables. 
dirons alors que la sdrie 

f =  E E. . -~&,.=. . . , . .  

Nous 

est une sdrie n lois infinie qui est conver.qente pour cette valeur. 

Nous supposerons encore que les sdries 

fa,...a._, , fa,...a._,, . . . , f~,~,, f~ , ,  f 

sont routes uniformdment  convergentes pour un domaine eommun K 

l ' intdrieur du domaine d'existence des fonctions fa,~.z...a.. Nous dirons alors 

que la s~rie f est une s&ie n lois infinie qai est uniformdment convergente 
pour le domaine K .  

Cette ddfinition posde, nous pouvons dnoncer le thdor~me suivant:  2 

i Voir: Om den analytiska framstdUningen etc. FSrsta meddelandet. I[ Maj I898. 
Vet. Ak. Ofversigt.  

Ce th~or6me est une consequence immediate d'un th~or~me d~montr~ par WEIER- 
STRaSS dans son m~moire: Zur Funclionenlehre, w 2, .Werke, Bd. 2, page 205--208. 



190 G. 3Iittag-Leffler. 

I ).i =0,  1,?, ...~ ~ 

Les fo~ctions f~,,~.,..~. ~.:=o,~,.~ ...... dtant, pour le continuum K,  ties fonc- j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

).~= O, 1, '2, ..., ~ 

tions analytiques uni/brmes et rdguli~re~ des w~riables x , x ~ . . ,  x,,, et la s~rie 

or o0 o0 

f =  E E . . .  E/>.,,.:...,,,(z,...x,,,) 
/ t l=0 ),2=0 ~ . = 0  

dtant une sdrie n lois infinie qui est uniformdment convergente pour ce do- 

maine K,  la sdrie ,reprdsente toujours pour ce mdme domaine K une /bl~ctiou 

uniforme r~qulidre des variables x , . . .  m,,. 

l l  est facile de voir que la conception d 'une  sdrie it fois infinie est 

tr~s diffdrente de celle qu 'on  a en gdndral d 'une sdrie n lois mult iple et 

que le domaine de convergence de la premiSre sdrie est en gdndral beaucoup 

plus vaste que celui de la seconde. 

Faisons par exemple 

I 

f ( x )  - -  I - -  X "  

Oil a, en ddsignant par ff tin point  rdel entre o et - -  i 

v=O I-- 

Cette 6galit6 a lieu pour  I x -  < Ir Par  suite 

f ( 2 ~ . .  ) = ! r ( . ) ( i . ) ~ , . ,  = i f o + # ) ( o ) ~ , . , + #  ' 

X I �9 . 
La sdrie (~+~)o "+~ d[ant regard6e comme une serm double 

v = 0  t t = 0  

dans le sens ordinaire de ces mofs, on aura 

I --~ I 

,=0 =0 r<'+"> (~ r = r<">(o)(:r " 
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I 
et cette sgrie sera done convergente  seulement  pour o > ~ ' >  - - - .  Si au 

2 

contraire la sdrie -=- - f~§  "v+~ est regardde eomme une s6rie deux 

lois infinie la convergence a lieu pour o > ~" > - -  I. C'est par une applica- 

t ion de notre conception de sdrie n fois infinie dans le cas oh il n 'entre  

dans les fonctions f~.,...~., qu 'une seule variable x, que nous obtiendrons une 

elasse d'expressions limite jouissant  des propridtds que nous avons 6noncdes 

prde~demment.  

Nous avons appris dans notre premibre note ~ a construire une dtoile 

finie E situ~e ~t l ' intdrieur de (~ et  avant  X ~'t son intdrieur,  (~ ddsignant 

une 6toile quelconque et X un domaine fini situd h l ' intdrieur de ~.  

Nous avons appris 6galement h construire de la mani~re suivante une 

nouvelle 6toile E (') faisant partie de (~ et avant  encore X h son intdrieur, 

le nombre entier  positif n 6tant pris suffisamment grand. 2 

On fixe un  veeteur 1 issu du centre a.  En  ddsignant par r u n e  

quantitd positive suffisamment petite et en l imitant  le veeteur  h la longueur  

( n -  1)r,  il arrivera que tout  eerele de rayon r ddcrit d 'un point  quel- 

eonque du vecteur  limit6 comme centre fera partie de E .  C'est en por tant  

sur l ]a longueur  np, oh t9 est la limite supdrieure de r et en faisant 

tourner  l une fois autour  de a qu'on obtient  E ("). 

En  d6signant par a une quantit6 rdelle positive et infdrieure h l 'unit6 

et en remplag'ant /9 par p~ = ap nous avons obtenu une nouvelle dtoile 

E~ ") qui est situge h l ' intdrieur de E ('~ et qui elnbrasse X, a dtant  pris 

suffisamment rapproch6 de l 'unitd. 3 

Choisissons main tenan t  pour (~ l'6toile A appar tenant  aux eonstantes 

F(a), F(~)(a),. . . ,  F @ ( a ) ,  . . .  et faisons 

(i) 
- -  o < / ~ < n - -  t 

Page 50-- 5 t. 

Page 49. 
3 Page 50. 
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off X est~ u n  p o i n t  de X .  N o u s  o b t e n o n s  ~ 

(2) 
[ i~'.4 (~,. 

/ 
y i  

+ e)= ~r'>(~D ~" + ~, 

.v 

~ , ~  
7. 1 

E n  d e s l g n a n t  pa r  .q l't l imi te  SUl)drieure de ' " ""  /~A(:c) , l u ' i nd  ~: a p p a r t i e n t  a 

et  en no l l s  a p p u v a n t  Sill" lkS f o r i n u l e s  

I F Q . ) ( ~ / , )  I -~  q [ / - ) ' '  

i 

I [ t i /~ (~) /~k="  < 9  ,Po'" -----' 
I 

n o u s  o b t e n o n s  encore  ' 

tzm+l 

(s) I~1<.,__,~ 
] a a  r . 

s e r l e  

ov 
I 

est  done  m f i f o r m d m e n t  c o n v e r g e n t e  p o u r  1o d o m a i n e  X .  

E n  so rappel ,~nt  que  hL ddr ivde de la hr:m(.he f o n c t i o n n e l l e  F A ( : r )  a 

la m & n e  dtoile de eonvcr~ 'encc  que  la fom: t ion  c l le -m&ne,  on conc lu t  que  

1 q ""  e la ue  serle 

~ ,  , ~ P = 0 ~ I ~ 2 ~ . . .  

),=o I-- 

est  encore  u n i f o r m d m e n t  c o n v e r g e n t e  p o u r  In d o m a i n e  X .  

1 e. f. formules (20) et (2I) de la premi&'e note. Dans ces formnles au lieu de 
Ix on a n - - -  I, mais on voit qu'elles sent encore valable.~ sous la forme donnbe iei. 

c. f. formule (22) de la premibre note. 
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On aura donc: 

(4) 

F A ( x )  = 

= 

F(a,+ a=) (~,_~) ---_ ~ _~I E,(a,+a,+a,) :~: 

oh les s&ies FVF(~')($._,)$~,. . . ,  F V F O , + + a ' ) ( a ) ~  a" sont  routes uni- 
•0 J..= 

formS, men t  convergentes  pour  le domaine X.  

Le  rgsultat  que nous venons d 'obteni r  pourra se r&umer  ainsi: 

Soit X un domaine fini quelconque ei l'int~rieur de l'dtoile A appartenant 

aux constantes F ( a ) ,  FO)(a),  . . ., F(Z)(a), . . . .  On pourra tou/m~rs fixer un 

hombre entier positif minimum ~ tel que, n dtant un autre nombre entier 

positif 'qui ne sera pas plus petit que ~, la s&ie n lois infinie 

(s) 

en dtant uniformdment conve~yente pour le domaine X repr~sente en m~me 

temps F A ( x )  pour ce domaine. 

Le  domaine X dtant  situd ~t l ' intdrieur du cercle 1 appur tenant  aux 

constantes F ( a ) ,  F O ) ( a ) , . . . ,  F c ~ ) ( a ) , . . .  on aura n--~ r, et  la sdrie (5) 

devient  pour  n - - - - n  une sdrie une fois infinie qui  n 'es t  pas autre chose 

que la s&ie de TAYLOR. 

t Voir page 48 premiere note. Nous dirons alternativement le cercle de convergence 
des eonslanles F(a) , F(l)(a) . . . . .  F(g) (a) . . . .  ou encore /e cercle des constantes F(a), 
FO}(a) . . . .  FCa)(a) . . . . .  

Aot4 matJwma~a.  24. Imprim~ le l aoQt 1900. 2 5  
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On volt que la sdrie de TAYLOa 

( z  - -  a)  

a une dtoile de convergence U (le cercle de convergence) tel que la sSrie, 

en dtant uniformSment  convergente pour chaque domaine en dedans de C 

ne converge jamais en dehors de C. 

Existe-t-il pour ]a sdrie ~6ndrale 

un domaine de convergence de ce mSme caract~re? 

Nous verrons, les constantes F(a), F(')(a),..., Fr 6tant prises 

d 'une mani~re quelconque que ce n'est pas le cas, sauf pour n-----I, 2, 3, 

mais que d 'un  autre c5t6 on pourra former une nouvelle s6rie n lois infinie 

qui pour n suffisamment grand repr~sente FA(x) dans un domaine quel- 

conque h l ' infgrieur de A et qui, tout  en embrassant comme cas special 

la sdrie de TAYLOll, poss~de encore la propri~f6 d'avoir un domaine de 

convergence de la nature que nous avons indiqu6e. 
S "  " ~ ~ X t .  En effet, supposons que la .erie (5) soit conver~ente pour x 

t - - 6 b  

Mettons $ ' - -  " ~;,---~ a + f r  Chacune des s~ries 

~tant convergente, il y a ~videmment une branche foncfionnelle qui coincide 

dans les environs de x = a avee FA(x) et qui reste uniforme et rgguli~re 

h l ' intgrieur d 'un  domaine C' form6 par l 'ensemble des diff~rents points 

qui appart iennent  aux cercles ayant pour centre ~'z; #---~ o,  1 , 2 , . . . ,  n - - I ,  

et pour rayon [$' ]. Soit main tenant  x" un point  situg entre a et x' sur 

le vecteur par tant  de a et passant par x'. Faisons 

H ~ a 
$ , , _  ,,, p$,, 

n ~ ~I L ~ a -~ -  

et d~signons par C" l 'ensemble des diff~ren~s points appar tenant  aux cercles 

ayant pour centre ~',' et pour rayon [~"[. On volt que C" est toujours 



Sur la repr6sentation analytique d'une branche uniforme d'une fonction monog6De. 195 

situd k l'intdrieur de C' si la distance minimum entre ~,'_~ et la fronti~re 
de C' reste plus grande que I$" l ,  mais que C" sort en partie de b" 

sitbt que cela n'a pas lieu. Le premier cas arrive toujours pour n = I, 2,3, 
le second peut toujours arriver pour n >  3 par l'effet d 'un choi.~ con- 

venable de x". 

Done on aura dvidemment le thdor~me suivant: 

L a  sdrie n /ois infinie 

. . . . . .  , . . . . . . . .  v < > , + . . . + > , (  

Y---] �9 ,.,,oo ).l=O ).:=0 

dans le ccts gdndral oit les F (a ) ,  F( ' ) (a) ,  . . . ,  F(~)(a) sont des constantes quel- 

con~tues remplissant la condition de Cauchy, se comporte quaut :i la convergence 

d'une manidre diffdrente pour n ~- I , 2 ,  3 et pour  n > 3. 

Dans le premier  cas il existe un domaine de convergence K tel que la 

sdrie est uniformdment convergente pour  chaque domaine ~i l'int~rieur de I:,  

mais cesse de converger pour chaque point situd en dehors de K .  On ob- 

tient ce domaine de convergence K e n  construisant l'dtoile E (') par rapport 

,:'t A (voir page x91). Dans  le second cas (,t contraire la s~rie (5) ne poss~de 

pas un pareil domaine de convergence K .  Par  l'elTet d'uu choir convenable 

des dl~ments F ( a ) ,  F ( t ) ( a ) , . . . ,  F( . '<)(a) , . . .  il pourra arriver que la sdrie 

converge en un point m' sans dtre eonrergente en un autre point  x" situ~ sur 

le vecteur entre a et x'. 

Avant d'aborder la question de former, au lieu de (5), une autre sdrie 

qui, pour toutes les valeurs de n, les F ( a ) ,  F(1)(a), . . . ,  F@)(a) . . .  dtant 
quelconques, garde la propridt~ de possdder un domaine de convergence K 

comme celui que nous avons obtenu jusqu'ici seulement pour les cas 

n = I , 2 , 3, nous ferons l 'observation suivante. 
I1 est vrai que l'6toile E (') (n > 3) prise par rapport il A n'est pas 

un domaine de convergence K dans le cas gdndral oh les F ( a ) ,  . F ~  

F ~  sont des constantes quelconques assujetties h la condition de 

CAUCrIY. Mais ces eonstantes 6taut ehoisies d 'une mani~re sp6ciale, il arrive, 

mgme darts des eas trgs g6n6raux, que l'dtoile E (') garde, pour routes les 

valeurs de n, sa propridt6 d'6tre un domaine de convergence K. 
Supposons par exemple le ehoix de ces 616ments tel que l'6toile A 

n air qu'un seul sommet fini, soit x = b. Supposons de plus, pour sire- 
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plifier, que b soit un nombre rdel positif et que le centre de l'dtoile A soit 

z6ro. On aura @idemment  pour rdsultat que l'dtoile E <'~ (n ~ I , 2 , 3 ,  --.) 

prise par rapport  ~ A est dans ce cas un domaine de convergence tel que 

celui que nous avons dOsign6 par K.  Vu le r61e central qu 'on pourra dans 

la thdorie gOndrale de la reprdsentation analytique d 'une fonction monogOne 

faire jouer ~ la fonction 
I 

qui n'est qu'une fonction appartenant  h une telle l'dtoile A h un seul sommet 

fini, il ne sera pas sans intdr6t d 'exdcuter pour le eas d'une dtoile A h un 

seul sommet  b la construction des dtoiles E ~ 
On le fair aisdment de la mani~re suivante. Soit 1 un vecteur 

quelconque, et ddsignons par $ ,  r] 

appart ient  ~ E ~'). Posons 

les coordonndes d 'un point  sur 1 qui 

$ = n u i  ~-~-nv. 

La ddfinition gdomdtrique que nous avons donnde de E (~) pourra se trans- 

former an la ddfinition ar i thmdtique que voici" 

( m u ~ b )  ~ + m ~ v ~ > b ~ > u  ~ + v ~ ;  m =  i ,  2 ,  . . . , n - -  I. 

On aura donc 
b $ <~n?, _ _  

L'dtoile E (~) devient la partie de l ' intdrieur d 'un  cercle ayant  zdro pour 

centre et nb pour rayon qui se trouve, en m4me temps, k gauche et de la 
b 

ligne droite menOe perpendiculairement  h l'axe rdel par le point  x = n )  

mnb nb 
. . . . . . .  et pour rayons m ' - -  et des circonf~rences ayant  pour  centres m ' - -  I - - ~  ; 

m = 2 ,  3 ,  . . - , n w  i. Les cas n =  T , 2 ,  3 ,  4 ,  5 se t rouvent  dessin~s 

sur la planche jointe h cette note. 

Revenons au problbme qui consiste h former, au lieu de (5), une autre 

sdrie n fois infinie qui possbde toujours, les F ( a ) ,  F~ . . . ,  FO)(a),  . . .  

dtant  des constantes quelconques remplissant la condition de CAucH~, 
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un domaine de convergence K tel que la sdrie en ne convergeant jamais 

en dehors de K soit uni~orm6ment convergente pour clmque domaine h l'in- 
tdrieur de K.  

Soit E une 6Wile de centre , .  Nous construirons par rapport a 

E une nouvelle 6toile E ('~) de la mani6re suivante. Fixons un vecteur l 

issu du centre a. Construisons un systbme de n circonfdrences ayant 

leurs centres a ,  ~, , ~ , . . . , ~7~-, sur 1 et dent  cMcune passera toujours par 

te centre de la pr6c6dente. Nous d6signerons les rayons par r, r, ,  % , . . . ,  

G- , .  Les eentres ~7,, . . . ,  ~,-~ seront choisis d 'une mani&re telle que 

ehaque eircon~drenee coupera la pr6cddente aux points oh elle sera ren- 

eontrde par les droites issues du point a qui lui sent tangentes, et que 
l 'on ai~ I ~ - - a ]  = r~ = r.  I1 est dvident que le rayon r dtant pris suffi- 

samment petit notre syst~me de eercles fera toujours partie de E.  C'est en 

portant sur 1 la longueur I ~ , , - , - - a l  + r,,_l, en substituant ~ r sa limite 

supdrieure /9, et en faisant tourner 1 une lois autour de a que nous oh- 

tenons E('~). 

Le domaine formd par les diffdrents points du syst6me de cereles que 

nous avons construit autour de I poss~de la propridtd importante que le 

domaine correspondant ~ r', ,r' dtant une valeur de r plus petite que r", 

est toujours situ6 h l'inWrieur du domaine construit par rapport h r". 

L'inconvdnient qui existait dans l'6toile qui 6tait ddsign6e auparavant par 

E ('~ a done disparu eL E ('~) 6rant eonstruit par rapport k l'dtoile A, on 

voit, par les m~mes eonsiddrations que eelles employdes prdeddemment, 

que la sdrie n fois infinie 

(6) ~ i + i I , _ . . .  i~. ~I~...L~,, 

x ~c~.,+,.~+~.,+...+~,,)(~)(~,,_, _ ~ , ,_#,+, . , (~ , ,_~ _ ~ , , _ # . ~ . . .  (~, _ ,),.,, 

o~ 

(7) z = 7 , , - ,  + ( ~ - ,  - -  ,~,,-..) = 2~ , , .~  - -  ~,,_~ 

! 
- 7- t 4 . �9 ! est uniform6ment eonvergente pour chaque domaine a 1 lnteIlem de A ('7) 
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et que si la sdrie converge pour un point  x ce point  ne pourra jamais 

~tre situ6 en dehors de A (�88 

La  d6finition g6omdtrique que nous avons donn6e de A (�88 nous montre  

encore d'une mani~re immddiate  que A (~) cst inscrite dans l'6toile princi- 

pale A,  et que pour  n ' >  n l'dtoile A (�88 est inscrite dans l'dtoile A (�88 

Nous  voulons main tenan t  exprimer les quantit6s 7 ]~ . . .  7],,_~ d 'une 

mani~re ar i thmdtique en fonction de la variable x. Ddsignons par a,  l 'angle 

comprise entre le vecteur 1 et la tangente  mende de a ~t la circonfdrence 

ayant  7], pour centre. Nous  aurons 

(s) 

D'ofl 

= (r 1 + .r 2 + . . .  + r~+,)sin a,+:,  

= (r 1 + r ~  + . . .  + .)),)sinaz, 

2 , ;+ : s in  ( : - - ~ a g + , )  = r , .  

r/~+l s i n  tt~,.~ 1 I I 

C ' / rz I - -  sin a~+~" sin az 2 sin - -  2 a~,+, 

Pa r  consdquent, en vertu de 

(9) 

I - - s i n a ~ + ~ - - -  2 s i n ~ ( :  I ) 

t s in~a.  + I - -  sin aj,+l = 4 ,~ sin at, ~/8 + sin ~ a, 

sin a t I 

t Remarquons encore qu'il existe 6videmment une infinit6 de solutions au probl6me 
( ') 

g6om6trique que nous avons r6solu par la construction de l'6toile A -~ . On pourra 
employer d'autres syst6mes de n cercles, et on pourra aussi employer des systbmes d'autres 
figures que le cercle. 

L'essentiel pour nous est de montrer qu'il existe des s6ries n lois infinies qui sont 
la g6n6ralisation directe de la s6rie de TAYLOR et qui poss~dent une vraie 6toile de con- 
vergence plutSt que d'6tudier une forme sp6ciale de pareilles s6ries. 
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c'est h dire 
Sill a I ---- I ,  

I 
sin % ----- ~, 

199 

s i l l  ~S ~ ~ / ~  ~ I 
t6 

et ainsi de suite. 

Faisons encore l'observation qu'ayant  une lois obtenu sin a~+x par la 

formule (9), le rayon r~+~ s'obtient par la formule: 

r~+t x sin a~ 
rlt 2 sin a~+l 

OU 

(:), , 
- -  . 

r~ ~ ~ sin a~+x 

Le ealcul de ~/~+1- ~ se fait imm6diatement. On a 

# g - - a  r ,  + % q- . . ,  + rn-1 + r . - I  r , - i  r, + r ,  + . . .  + r , _ l + r ~ _ l  

2 n - - / ~ - - 2  s i n s  ~ n - - I  
o 

(t + sin a.-O sin a~+l 

La s6rie (6) devient par cons6quent 

(,o) 

oh 

~ y. ~ F~',+',+...+":~.(~-,#,+"+'..+" 
ll=O I~=0" " "1.=0 11~'"~ \ ~ /  

(xl) 
a n + l - - w /  ( 2 n - - ~ )  ~ ' ' 1  + l l  

. . . .  , l& Lz,-,l~ 

~a_, " 

I 

C~I I ---- I~_i"  
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Nous aurons donc 

G. Mittag-Leffler. 

C/It ~--- ~ t  ~ 

, ( : V , + / i ,  

_ i ,i , 

I 

I ( sin a, )/i,+a~ ((2 sin rG),~a,+a.~ 

Nous avons montr6 dans le prdc6dent article qu'il existe, outre le cercle 

C et l'6toile A appartenant anx constantes F ( a ) ,  F ~  F ~ 1 7 6  

encore d'autres 6toiles A (~) int imement lides h ces mSmes constantes. •ous 

aurons l'occasion d'&udier, dens une note suivante, de nouvelles 6toiles 

de ce caract~re. 
Dens la d6termination de routes ces dtoiles entre un 616ment arbi- 

traire qui n'existe pas pour l'6foile A. C'est pourquoi il sera convenable 

d'appeler cette 6toile soit l'dtoile A appartenant aux constantes F ( a ) ,  F(')(a), 

. . . ,  F(")(a), . . .  comme nous l'avons fair dens la premiere note, soit l'~toile 

principale des constantes F(  a ) , F(') ( a ) , . . . ,  F(~) ( a ) , . . . .  

Le rdsultat que nous venons d'obienir peut 8tre rdsum6 au moyen 

du th6orbme suivant: 

Th6or~me 3. Soient F ( a ) ,  F ~  F ( ~ ) ( a ) , . . .  des constantcs quel- 

conques assujetties d la condition de Cauchy, et soit 

~--o" "" c/i,~,...~ Fo,+~,+"+/i')(a). (x - -  a)/i'+h+'''+/i" 
/it=O = /i 

une sdrie n fois infinie o~i c/i,...~, ddsigne certains coefficients numdriques in- 
ddpendants des constantes F ( a )  , F(l ) (a) ,  F(g)(a) , . . .  ainsi que de a et de x .  

On _pourra toujours fixer ces coefficients en sorte que la sdrie possdde 

les propridtds suivantes: 
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~Zle a.ra une erode de convergence f l )  teZZe que la s~r~ co.verge un~- 

formement po~r chaq~e domaine ~ Z'interie.r ee ~(~),,~aa.econvergeiama~ 

en delwrs de A (~) . Cette dtoile A (~) est inscrite dans l'dtoile principale des 
constantes F ( a ) ,  F(~)(a), F(~)(a), . . . ,  et, pour n ~ n, le hombre entier 

positif ~ dtant pris suffisamment grand, eUe renferme elle-mdme ~ son intdrieur 
un domaine quelconque fini appartenant ~ l'int~rieur de A.  

(') (') 
LYtoile A -~ est encore ~scrite da~s l'~toile A ~' tant que n < n'. 
L'  dgalitd 

(') 
a lieu partout d l'intdrieur de A ~ . Pour n = I la sdrie devient la sdrie 
de Taylor. 

On pourra facilement transformer les s6ries n lois infinies qui ont 5td 
employdes dans cet article en des s6ries simples qui conservent en partie 
les m~mes propri~t~s. En effet en employant les m~mes considdragions 
que dans notre premiere note on obtient facilement la proposition suivante: 

Soient F(  a ) , F(~)(a), . . . ,  F(Z)(a), . . . ,  une suite de constantes assu]etties 
h la condition de Cauchy, et soit l'dtoile A de centre a l'dtoile principale de 
ces constantes. Ddsignons par G(~)(~la ) le polyn~)me en x 

Z " "  Z F(~+ ~+''" + ~') (a)" 
) ,1=0  ~ 0  7,,, ~ 0 " 

l l  existe une dtoile A ,  inscrite dans A qu'on obtient en employant la construc- 
tion qui a gtd indiqude page 191 (pour former E (") par rapport h E) et qui 
possOde par rapport a l'expression limite Lira G~")(xla ) la propridtd suivante: 

Cette expression converge uniformdment pour chaque domaine ~ l'intdrieur de 
A ,  et reprdsente en mdme temps FA , ( x ) .  

On obtient le m~me dnoncd en substituant 5 A .  l'~to~e qu'on obtient par 
la construction de la page I97 , si l'on substitue en mdme temps aux coeffi- 

Aeta matheraatica, 24. Imprim~ |e 1 aoQt 1900. 26 
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I 
cients 

I ,lh 
( I f )  et (9). 
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. ( x ~ , + a ~ +  ...+~- 
\~1 les coeff ic~ts  c~,~...~, dorm,s par tes formules 

I1 y a une difference imp'ortante entre l'expression limite Lim G~)(xla) 

et l'expression limite Lim G,(x[a) dont nous avons parld au commence- 

ment de cette note. Cette derni~re expression ne pouvait jamais ~tre uniform& 
ment convergente pour une continuum embrassant un sommet de l'dtoile 
A. Pour l'expression limite Lim G(~)(x[a) au contraire nous pouvons seule- 

ment affirmer ceci: c'est qu'elle ne sera jamais uniformdment convergente 
pour un continuum embmssant un sommet de A~ qui serait en mgme 
temps un sommet de A.  

Quant aux imperfections que nous avons signal~es pour l'expression 
limite Lira G,(x[a), elles existent ~videmment a fortiori pour les expressions 

Lira G~)(x [a). 

L'inconvdnient essentiel de Lim G, (z[a) comme expression de la bmnche 

fonctionnelle F A ( x )  dtait que cette expression pouvait avoir un sens en 
dehors de l'dtoile A sans toutefois reprdsenter un prolongement de cette 
branche. 

C'est une imperfection qui n'existe plus pour les expressions 

a~=o =o..'aT'=oea,a,...a.F(a'+~'+'"+a')(a).( x - - a )  a,+a:+...+a- 

(') 
par rapport aux ~toiles A ~.  

En dtendant un peu la ddfinition d'expression limite donnde au com- 
mencement de cette note, on aura pour la branche F A ( x )  une reprdsenta- 
tion analytique ayant les mdmes propri6tds que celles trouv~es pour les 

expressions qui repr~sentent FA(~)(x) .  
/ / /  

En effet: 

Pour un hombre infini de valeurs de a soit fa(x, y ,  z , . . . )  une fonetion 
des variables x ,  y ,  z , .. . , d~finie d'une maniOre univoque d l'intdrieur d'un 
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domaine K~ [aisant iui-m~me pattie d'un domaine K dont il se rapproche 
'inddfiniment quand a se rapproche d'un point limite a o. 

Supposons, x , y , z , . . . ,  dtant un point donnd h l'intdrieur de I f ,  qu'h 
chaque hombre positi[ a correspond un autre hombre positi[ 3 tel que les fonc- 

tions f ~ . ( x , y , z , . . . ) , f ~ . ( x , y , z , . . . )  aient un sens et qu'on ait Ifo 
rant que I ~ ' - - %  I <  ~,  I ~ " - - % 1 <  ~. Le symbole 

L i m f ~ ( z , y ,  z , . . . )  

poss~de alors pour chaque point ~ l'int~rieur de K un sens parfaitement dd- 
termin& 

On dit que Lira fa(x, y ,  z,  . . .) converge au point x ,  y ,  z, . . . .  
a = a  0 

Q a,Z on a = on r e m p l a c e r a   o1< par les 

in~galitis I, < ~ , < 
a ]a 

Quand on a l'in~galit~ I f ~ ' -  f~" [<  ~ pour un domaine X ~ l'intOrieur 
de K,  on dit que l'expression limite Lira f~(z, y ,  z , . . . )  converge uniform~- 

t l  = o ~  

pour ce domaine. 

La d6finition s'~tend immgdiatement ?L des expressions limites multiples. 
II faut alors avoir dgard aux observations que nous avons faites au sujet 
des s6ries multiples. 

Rappelons encore la notion de l'~toile de convergence qui a gt~ in- 
troduite dans cette note. 

C'est lorsqu'entre une expression limite et une dtoile K il y a un rapport 
tel que l'expression limite converge uniformdment pour chaque domaine d 
l'int~rieur de K,  mats ne converge ]amais pour un point en dehors de K,  
que nous avons ddsignd l'dtoile K comme l'dtaile de convergence de l'ex- 
pression limite. 

On peut maintenant ~noneer le th~or~me suivant: 

Th6or~me I. b. Soient F ( a ) ,  FO)(a), . . . ,  F(~)(a), . . .  une suite d e  

constantes assu]etties a la condition de Cauchy, et soit A l'~toile principale 
de ces constantes. Soit encore 

a . .  C F (~'+4+'''+~')/a~ (z-- a) ~'+a'+'''+~' 
= i ~ - - 0  - I t ~ t z ' " l "  \ ~ /  " 
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une s~rie n lois inflnie or c~,~...~, d~signe certains coefficients numdriques in- 
d@endants des constantes F ( a ) ,  F ( 1 ) ( a ) , . . . ,  F ~ ' ) ( a ) , . . .  ainsi que de a 
et de x. 

On pourra tou]ours ddterminer ces coefficients en sorte que l'expression 
limite 

Lim S, (x l a) 
n = a o  

poss~de l'~toile A pour dtoile de convergence el en m~me temps repr~sente 
~t l'int~rieur de A la branche fonctionnelle F A ( x ) .  

On s'est beaucoup occup6 dans ces derniers temps de donner un sens 

aux s6ries divergentes. I1 s'agit surtout alors de la s6rie de TAYLOII qu'on 

veut d6finir en dehors de son eercle de convergence. C'est un problSme 

qui est ddjh r6solu dans un certain sens par la conception du prolonge- 
ment analytique. Ce probl~me est r6solu darts une autre direction par 
nos diff6rents th6or~mes. 

2qous d6sirons ici attirer tout particuli~rement l 'attention sur les deux 

th6or~mes de cette deuxi~me note. En effet, il s'agit pour nous non seule- 

merit de trouver une expression analytique reprdsentant la fonction dans 
un domaine qui varie depuis C jusqu'~ A mais encore de trouver une ex- 

pression qui, tout en 5tant valable h l 'intdrieur de ce domaine cesse de 

converger en dehors du domaine. 
l~ous donnerons dans des notes suivantes des m6thodes pour r6soudre 

ce probl~me au moyen d'expressions d'une nouvelle nature. 
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