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Yorwort.

Im Dezember 1927 wurde meine Dissertation, welche den Titel »Uber pe-
riodische Differenzengleichungen» {riigt, an der deutschen Universitit in Prag
approbiert. Ein kurzer Auszug aus dieser Dissertation, welche in Manuskript-
form vorgelegt wurde, ist in Nr. 78 (1930) der naturwissenschaftlichen Zeitschrift
»Lotos» in Prag erschienen. Die hier vorgelegte Arbeit stellt eine Umarbeitung
und Vervollstindigung der ersten beiden Abschnitte, nimlich desjenigen Teiles
jener Dissertation dar, welcher sich mit den linearen Differenzengleichungen
beschiftigt.
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Einleitung.

Wir wollen uns mit der Frage beschiiftigen, ob ein System linearer Diffe-
renzengleichungen von der Form

Silx +h)=iqu (@) fi(x) + Be(z) (k=1,2,...,7)

in welcher die Funktionen qi(z) (,1=1,2,...,7) und B(x) (k=1, 2,...,n) eine
gemeinsame Periode w besitzen und die Determinante | i ()| nicht identisch
verschwindet, Losungen fi(zx) (k=1,2,.. ., n) besitzt, deren simtliche Funktionen
ebenfalls die Periode  besitzen; in dem Falle, dass die Funktionen B;(x)
(k=1,2,...,n) alle identisch verschwinden, fragen wir uns insbesondere, ob das
dann vorliegende System homogener linearer Differenzengleichungen ein Funda-
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mentalsystem von Losungen besitzt, dessen simtliche Funktionen die Periode
besitzen. In der Folge sollen h» und w immer zwei feste, von Null verschiedene

komplexe Zahlen sein, deren Quotient keine reelle Zahl ist. Es wird daher stets
2nih
|

2nth
£ 1 sein. Wir werden die Zahl e * kurz mit A bezeichnen und werden
dann die Fille || >1 und |A]| <1 zu unterscheiden haben.

Erster Abschnitt. Losung gewisser homogener linearer Differenzengleichun-
gen mit konstanten Koeffizienten durch Funktionen von vorgeschriebener
Periode.

§ 1. Die Sigma- und die Zetafunktion. Bezeichnet man, wie es iiblich
ist, die durch das unendliche Produkt

o(x;wl,wg):xﬂ'{(l~£)eﬁ+é(g’)2} (1)

w

(w=m; w, +my wy; IT' Produkt iiber alle ganzzahligen Wertepaare m,, m, mit Aus-
nahme des Wertepaares 0, 0), welches unter der Bedingung, dass w, +0, w,=0
und % keine reelle Zahl ist, fiir jeden Wert von x konvergiert, definierte Funk-

2
tion von z,w,,w, in der auf der linken Seite der Gleichung (1) angeschriebenen
Weise, dann hat die Funktion o{z;0,, »,) bekanntlich® folgende beiden Eigen-
schaften als Funktion von z bei festgehaltenen Zahlen w,, w,(w, 0, @, =+ 0,
2t nicht reell):

@,

1.) sie ist in der ganzen Ebene holomorph und hat die Stellen m, w, +m; w,
(my,mg=o0,+ 1,+ 2,1 3,...) zu einfachen Nullstellen, ist aber sonst iiberall von
Null verschieden;

2.) es gibt zu jedem Wertepaare w,, w,(w, %0, w,=0, % nicht reell) zwei

2
eindeutig bestimmte Zahlen 7,,7,, welche der Relation %, w,—n, w, =t 227
—— oberes oder unteres Vorzeichen je nach dem, ob das Dreieck o, w,, @, positiven

oder negativen Umlaufssinn besitzt — geniigen, so dass die Gleichungen

! Siehe etwa Hurwitz-Courant, Funktionentheorie, Springer 1922.
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wy

7 (:r+ )
ozt w;w,0)=—e"\ o(r; v, v,);

Wy
o2
+2

0(x+w2§wuwz):“em( )G(x;wuwz) (2)
bestehen.

Wir wollen nun die Funktion von z ¢(xz;h, o) einfach mit o(x) bezeichnen.
Dann ist also ¢(x) in der ganzen Ebene holomorph, hat die Stellen m; h+myw
(my,my=o0,+1,+2 *3 ..) zu einfachen Nullstellen und geniigt den Differen-

zengleichungen

olz+h)=—e" (HE) o(x)

(2)

o(z+w)=—e" (H

wo jetzt die Zeichen 7, und %, die zu w,=h, w,—w gehorenden Werte bedeuten.
Wir setzen nun weiter in der iiblichen Weise

= (). (3)

Dann ist die Funktion ((z) in der ganzen Ebene meromorph, hat die Stellen
mh+myw (my,my=o, + 1, 2, +3,...) zu einfachen Polen mit dem Residuum
1 und sonst keine Pole und geniigt den Differenzengleichungen

Clx+h)
L(x+w)=mn,

I

Ui j-' Cg () (a)

().

§ 2. Die homogene lineare Differenzengleichung f(x+ h)=4¢f(z). Mit
Hilfe der Funktionen ¢{x) und {(x) und der Exponentialfunktion kann man zu
einem vorgegebenen Zahlenpaar ¢,,f, (beide von Null verschieden) immer auf
mannigfach verschiedene Art eine nicht identisch verschwindende Funktion f(x)

konstruieren, welche in der ganzen Ebene meromorph ist und den Differenzen-

gleichungen
Sflz+h)=t.f(x)

fla+w)=t,f(2) s

~—

geniigt. Eine solche Funktion f(x) muss die Eigenschaft besitzen, dass die Summe
der Vielfachheiten der Nullstellen in einem Periodenparallelogramm — d. h. in
einem Parallelogramm in der komplexen Zahlenebene, dessen Seiten Richtung und
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Linge der komplexen Zahlen h, w haben — gleich Null ist, wenn man Pole als
Nullstellen negativer Vielfachheit ansieht. Sind ¢, @,,...,an die genannten
Vielfachheiten, dann muss also

o toygt - +ap=0 (6)
sein. Denn ist f(x) eine Funktion von den angegebenen Eigenschaften, dann

hat die Funktion F(x) :% die erwihnten Nullstellen zu einfachen Polen mit

den Residuen e, @,,..., on und geniigt anderseits den Differenzengleichungen
Flx+h=F(), Flx+ w)=F(). F(x) hat also die beiden keinen reellen Quo-
tienten besitzenden von Null verschiedenen Zahlen h und w zu Perioden. Eine
solche Funktion nennt man eine elliptische Funktion. Nun hat jede ellip-
tische Funktion die Eigenschaft, dass die Summe der Residuen ihrer Pole in
einem Periodenparallelogramm gleich Null ist. Dasselbe gilt daher auch von der
Funktion F(z); d. h. es besteht die Gleichung (6). Von dieser Bedingung (6) ab-
gesehen kann man die Zahl m (ganz positiv) und die ganzen Zahlen a,, e, ..., tn
willkiirlich vorschreiben. Eine nicht identisch verschwindende meromorphe Funk-
tion f(z), welche den Differenzengleichungen (5) geniigt, hat nimlich dann die
allgemeine Form

J@)=Be" olz—a)]*[o(x—ay))* - [0l —an)*, (7)

wo die Konstante B von Null verschieden ist und die Konstanten C, a,, a,, ., ., an
den Gleichungen

eCh—matamat .- tagap)in = ¢ | Co—Bathat - tapap)n—{ (8)
gentigen.

Man. iiberzeugt sich zuniichst mit Hilfe der Gleichungen (2) leicht, dass
unter den Bedingungen (6) und (8) die durch (7) definierte Funktion f(x) wirk-
lich in der ganzen Ebene meromorph ist und den Diiferenzengleichungen (5) ge-
niigt. Den Bedingungen (6) und (8) kann man aber, wenn die Multiplikatoren
t;, und f, gegeben sind, auf mannigfache Art geniigen, weil die Determinante

|771h

0 @ einen von Null verschiedenen Wert (nimlich t+ 2 7c¢) hat. Umgekehrt muss
2 .

jede vmeromorphe Funktion f(z), welche den Gleichungen (5) geniigt, in der Form
{(7) enthalten sein.
Sind ndmlich wieder die Vielfachheiten jhrer Nullstellen a,, a,, ..., an in

einem Periodenparallelogramm e, ¢,,...,¢n, so muss zunichst, wie wir schon
14—31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 18 juillet 1931.
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oben bewiesen haben, die Gleichung «, +a,+ -+ en=0 (6) bestehen. An-
derseits ist die Funktion e, {(x—a,)+el(x—a,)+ -+ anl(x—an) ebenfalls

meromorph, besitzt dieselben Pole wie F(x)r—f (=) und hat, wie aus den

S(x)
Gleichungen (4) folgt, ebenfalls die Zahlen h und w zu Perioden. Also ist die
Differenz J;((j))— (@, l(x—a) + e;L{x—ay) + -+ el (xr—an)] eine iiberall holo-

morphe Funktion, welche die betden Perioden h und w besitzt. Eine solche
Funktion muss aber in der ganzen Ebene beschrinkt sein und sich deshalb auf
eine Konstante reduzieren. Es folgt also das Bestehen einer Gleichung von der

Form

L8 0t atle—a)+ ablo—a) + -+ anblo—an), ()
wo C eine Konstante ist. Aus Gleichung (9) folgt aber durch Integration unter
Beriicksichtigung der Definition (3) die Gleichung (7). Durch Einsetzen der rechten
Seite der Gleichung (7) in die Gleichungen (5) und Beriicksichtigung der Bezie-
hungen (2) erhilt man dann die Gleichungen (8). Wir betrachten nun insbeson-
dere den Fall, dass {,=1 ist. Fiir diesen Fall konnen wir unser Resultat aus-
sprechen in dem

Satz 1. Wenn t eine beliebig vorgegebene, von Null verschiedene komplexe
Zahl ist, dann kann man stets in mannigfach verschiedener Weise eine in der gan-
zen Ebene meromorphe, nicht identisch verschwindende Funktion f(x) angeben, welche
der Differenzengleichung

flo+h)=if(z) - (10)

gentigt und w zur Periode hat.
Wir legen uns nun ausserdem die fiir das folgende wichtige Frage vor,

wann eine Funktion, welche der Differenzengleichung
Sl +h)=tf(x) (10)

gentigt und w zur Periode hat, holomorph sein kann. Aus dem vorhergehenden
(s. GL (7)) geht hervor, dass sie dann einfach die Form BeC* haben muss. Ist

2Ly

nun B30, dann folgt aus der Periodizitit zunichst C= , Wo v eine ganze

Zahl ist. Daraus aber, dass die Funktion der Differenzengleichung (10) geniigen
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2nthwv 2nihwy
soll, folgt ¢t=e @ . Ist also ¢ nicht von der Form ¢ ® =2*, so muss B=0

sein. Wir haben hiemit den

Satz 2. Wenn eine Funktion f(x) der Differenzengleichung f(x + h)=1tf(z)
(10), in welcher t nicht gerade eine Zahl von der Form A*{(v eine ganze Zahl) ist,
gentigt, die Periode o bestlzt wund tn der ganzen Ebene holomorph ist, dann ver-
schwindet sie identisch.

§ 3. Die homogene lineare Differenzengleichung

é(-— 1)""(?) " flx+1h)=o.

=0

Wir wollen fiir die hier anzustellende Betrachtung die Anzahl m der voneinander
verschiedenen Nullstellen der Funktion f(x) und die Vielfachheiten ¢, a,,.. ., an
festhalten und die noch zur Verfiigung stehenden Grossen B, C, a,,a,,.. ., an
derart als in einem einfach zusammenhingenden, den Nullpunkt nicht enthalten-
den Bereiche B regulire Funktionen von ¢ definieren, dass die Gleichungen

eCh—(a1a1+a2ag+ s gy @) = t, eCw—-(a,a,+a2a2+ sty o — 1 (8*)

erfilllt sind und B iiberall von Null verschieden ist. Das ist auf mannigfache
Weise moglich und man kann auch erreichen, dass im Inmern von B ein vorge-
gebener, von Null verschiedener Wert von ¢ enthalten ist. — Man koénnte z. B.
in dem Falle, dass 5,0 — 9, h=+ 277 und daher |1] > 1 ist, setzen:

n

«
M=2, =1, G=—1, =0, Gy= - log ¢, C=—2;ilog t, B=1;

dabei ist an einer beliebigen, von Null verschiedenen Stelle irgend einer der mog-
lichen Werte des Logarithmus anzunehmen und dann log ¢ in einem einfach zu-
sammenhingenden Bereiche, welcher diese Stelle, nicht aber den Nullpunkt ent-
hiilt, durch stetige Fortsetzung aus dem gewihlten Anfangswerte als eindeutige

Funktion von ¢ zu definieren. — Wir haben so eine gewisse Funktion von x und
¢t definiert; wir wollen diese Funktion ¢ (¢, ) nennen. — In unserm Beispiele ist
o (x) — 2% logt

9’(t,90)= ( » )
ole— ——log ¢
271t
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Diese Funktion geniigt also den Differenzengleichungen

plt,z+h)=tpltx) (11)
und

pt,x+o)=g¢(t ). (12)

Nun seien @i(f, @) (k=1,2,3,...) die partiellen Ableitungen der Funktion ¢ (¢, z)
in Bezug auf die Variable ¢:

q)k(t,x):(ﬂ%(;iﬂ (k=1,2,3,...) (13)

Man erkennt zuniichst, dass die Funktionen ¢ (f,z) (=1, 2, 3, .. .) bei fest-
gehaltenem ¢ in Bezug auf z ebenso wie ¢ (t,«) iiberall meromorphe Funktionen

sind. Sind nidmlich in der Gleichung
p(t, 2)=Be[o(x—a)l [olz—a)l=. .. [o(z—an)n

B, C,a,a,,...,an die friher definierten Funktionen von ¢, welche den Glei-
chungen (8%) geniigen, so ist
_fraB dc da,
pita)=| 540+l 0t o —a)
d a, dam

—o gy (x — as) Ly C(x—“m)] g (t @),

woraus hervorgeht, dass auch ¢, (f,2) in Bezug auf 2 meromorph ist. Ebenso
kann man weiter schliessen.

In unserm Beispiele ist

w@(x——g*. logt)—mx
27
— ot )

q)l(t7x): 27L'Zt

Weiter folgt aus Gl. (12) durch £-malige Differentiation:
gr(t, x + 0)=gi(t, x). (14)

D. h. ¢gi(t,z) (k=1,2,3,...) besitzt ebenso wie ¢ (f, z) in Bezug auf x die Pe-
riode w.
Dagegen erhilt man durch Differentiation der Gleichung (11)
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wl(th'*’ h):tq)l(tax)+ w(tw ), %(t,x+h):t¢2(t: x) + 2¢1(t, x)

allgemein

@i(t, x + h)=1tgr(t, «) + k pr—1 (¢, %) (15)
oder

r(t, 2+ h)—t@r(t, x) =k g1 (¢, ). (15 a)

Ubt man die in der Gleichung (15 a) auf der linken Seite an @i (¢, «) vorgenom-
mene Differenzenoperation nochmals auf beiden Seiten der Gleichung aus, so folgt

pr{t,x+2h)—2t@r(t,z+h)+ @i (¢, 2) =

=klpe—r(t,z+h)—tpr1(t,2)) = k(k— 1) pr—2 (¢, X).
Allgemein findet man

Z(—I)l‘“(i)t’_“gok(ac+ah)=k(/c—1)-~~(k—l+1)¢pk_z(t,oc) (l<k), (16)

S (Bt et el =m g (12), (17)
Z(ﬂ)z—na(é)ﬂww(x feh)—o (>F). (18)

Anderseits folgt aus Gleichung (13)

prt,x+2h) = @i(t, x) + 2kt e (b, 2) + k(k— 1) pr—2 (¢, x)
allgemein

oult, @+ 1) — ﬁ( )ﬁ—ak e (b—a + 1) e t, @). (19)

Hier ist unter gy (f,#) Null zu verstehen, wenn o> % wird.

Die Gleichung (18) sagt aus, dass die Funktionen ¢x(f,2) (k=o,1,...,
n—1; n irgend eine positive ganze Zahl) der homogenen linearen Differenzen-
gleichung #-ter Ordnung

n

S (— 1y (Z) < fls + ab) =0 (20)

a=0

geniigen. Ferner erkennt man daran, dass die Differenzendeterminante
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s (t, 2 + LR)|—= Z(i) ek (b—1)- - (b—a + 1) ot 2) | =

=|kE—1) - EF—1l+ D)@t x)|=112!.. . (n— 1) [p (¢ 2)"

von Null verschieden ist, dass diese » Funktionen sogar ein Fundamentalsystem
von Losungen der homogenen linearen Differenzengleichung (20) bilden. — Wir
haben damit den

Satz 3. Wenn t eine beliebig vorgegebene, von Null verschiedene komplexe
Zahl ist, dann kann man stets auf mannigfach verschiedene Weise eine Folge nicht
identisch . verschwindender, meromorpher Funktionen f,(x), f,(x), fo(x), ... angeben,
welche den Differenzengleichungen

Sole + Ry=tfy(x); file+h)=tfile)+kfia(x) (k=1,2,..) (21)

gentigen und die Periode w besitzen. Ist dann n wrgend eine positive ganze Zahl,
dann bilden die Funktionen fy(x),f; (%), ..., fa—1(x) eine Fundamentalsystem von Li-
sungen der homogenen linearen Differenzengleichung n-ter Ordnung

n

(= ot () et 1) —o. (20)

=0

Zweiter Abschnitt. Systeme nicht homogener, linearer Differenzengleichungen
1. Ordnung mit Koeffizienten von gemeinsamer Periode,

§ 4. Die Konvergenz der formal geniigenden Entwicklung. Wir be-
trachten ein System linearer Differenzengleichungen 1. Ordnung in den Funk-
tionen fi(x) (k=1,2,...,n) von der Form

Selz + h)séqu(x)ﬁ (@) + Br(x) (k=1,2,...,n); (22)

die in diesem System vorkommenden Funktionen ¢i;(x) (k,l=1, 2, ..., n) und By(x)
(k=1,2,...,m) sollen die Periode w besitzen; die Determinante | g (x)| soll nicht
identisch verschwinden. — Wenn eine Funktion F(z) die Periode w besitzt und

in einem von zwei zu w parallelen Geraden begrenzten Streifen regulir ist, dann
2miz

kann man F(z) in diesem Streifen als Laurentsche Reihe in e ® (»Fouriersche
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Reihe») darstellen. Uber die Funktionen qu(x) (k,1=1,2,...,2) und B(x)
(k=1,2,.. ., %) wollen wir jedoch engere Voraussetzungen machen.

Wir wollen unter qi:(x) (k,l=1,2,...,7) in dieser Abhandlung stets Funk-
tionen von x verstehen, welche sich in einer gewissen, durch eine zu w parallele

PEAE
Gerade begrenzten Halbebene als gewohnliche! Potenzreihen in e @  darstellen.
Wir wollen schreiben

2rian

gri(x) =D\ qriae © k,l=1,2,...,n). (23)
a=0

Dabei soll die Determinante |gii0| von Null verschieden sein. Wir wollen aus-

serdem immer unter B eine positive reelle Zahl von der Eigenschaft verstehen,
2rix

e ® |=R die Funktionen g¢i;(x) (k1=1,2,...,7n) regulir sind und

dass fiir

daher die Potenzreihen (23) konvergieren, und ebenso unter » eine der Unglei-
27t
chung =< R gentigende positive reelle Zahl von der Eigenschaft, dass fiir |e ©

auch die Determinante |gi:(x)| von Null verschieden ist. — Schliesslich mdge
noch folgende Bezeichnungsweise verwendet werden. K (f) sei der Wert der De-
terminante |qrio — 0r1t| (0 =0, wenn %k 4 1; dx=1) und @Q::(f) das algebraische
Komplement von g¢u1o — dr:¢ in dieser Determinante. Die algebraische Gleichung
n-ten Grades in ¢

<y

K{)=o (24)

heisse die charaktersstische Gleschung des Systems linearer Differenzenglei-
chungen (22).

Beziiglich der Funktionen Bi(x) wollen wir nun in diesem Paragraphén
folgende Voraussetzungen machen. s sei ¢ eine positive reelle Zahl, welche im

27 iR
Falle |A] > 1 (lz e ) der Ungleichung ¢ < R, im Falle | 1| < 1 der Ungleichung
¢ = » geniigt. Nun sollen die Funktionen Bi(x) (k=1,2,..., %) in der durch die
2nie

Ungleichung |e @ | = ¢ definierten Halbebene regulir sein und die Periode w

2mix

besitzen. In den Laurentschen Reihen in ¢ ® , welche dann in dieser Halbebene

! Gleichwertig mit dieser Voraussetzung wiire die Annahme, dass sich die Funktionen g, (x)
2nix
(k,l=1,2,...,m) als gewdhnliche Potenzreihen in e o darstellen; denn —@ ist ebenso gut wie
o Periode der Funktionen g;; ().
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die Funktionen By(x) (k=1,2,...,n) darstellen, sollen hichstens endlich viele
2niz

Glieder mit Potenzen von e ¥ mit negativem Exponenten vorkommen, so dass

2ty

e w

fur

= ¢ Gleichungen von der Form

o 2niax
Bk(x)zszae @ (k:],z,...,n) (25)

a=g

bestehen, wo u eine ganze Zahl ist.
Unter diesen Voraussetzungen wollen wir nun versuchen, dem System (22)
durch folgenden Ansatz zu geniigen:

® 2niax
Selx) = D arae © (k=1,2,...,n). (26)
a=u
Soll es eine positive reelle Zahl 7, (etwa 7, < 1) geben, so dass die auf den rech-
2aix
ten Seiten der Gl. (26) stehenden Reihen fiir |e @ | < 7, konvergieren und die

dann durch diese Gleichungen dargestellten Funktionen fi (z) (k=1,2,..., %) dem

System linearer Differenzengleichungen (22) geniigen, welches dann einen Sinn
2nix 2nix

hiitte, wenn sowohl le @ l< 7, als auch |e @

-|A] < 7, ist, dann miissen jeden-
falls die Gleichungen

a n

aka}-":z qula—ﬁalﬂ‘l‘Bka (k=1,2,...,.n; e=u, u+1, np+2,...) (27)

B=u =1
oder
n n a1
D (grio — Sk d?) are + 2 D ria—p g+ Bra=0
1=1 =1 f=p
k=1,2,.. .0 e=pu, p+1,u+2..) (27 a)

bestehen. Aus (27 a) folgt, wenn K {i%) 3 o ist,

n n a—1 n
_ Qn(47) Qn: (A7)
aka—'_z K(la) 2 2 le,a—ﬂalﬁ_Z K(la) Bma
m=1 =1 f=u m=1
k=1,2,...n,a=pu, p+1, pu+2...). (28)

Sind daher die Grossen aiu, @u+1, - .- Ga—1 (=1,2,....,n) gegeben, so sind



Lineare Differenzengleichungen mit Koeffizienten von gemeinsamer Periode. 113

durch (28) die Gréssen apq (k=1, 2, ...., %) bestimmt. Ist daher iiberhaupt fiir
ganzzahliges « = p K (A% = 0, so sind alle Koeffizienten ax, (k=1,2,...,5; a=u,
p+ 1, u+2,...) durch (27) eindeutig bestimmt.! Aber auch im entgegenge-
setzten Falle kann es vorkommen, dass es Wertesysteme ar. gibt, welche die
Gleichungen (27) befriedigen. Wir wollen diesen Fall nicht ausschliessen und
nehmen nun also an, es liege ein Wertesystem are (k=1,2,...,n; a=p, u+1,
p+2,...) vor, welches den Gleichungen (27) geniigt. Wir wollen nun beweisen,
dass dann die auf den rechten Seiten der Gleichungen (26) stehenden Reihen,

wenn |A| > 1 ist, fiir [e © [ =< o|A|, und wenn || < 1 ist, fiir |e ¥ | < ¢ kon-
vergieren, und die somit durch die Gleichungen (26) dargestellten Funktionen fiir
e @ |=e|A] bzw. |e © | = ¢ regulir sind.

Es sei @ der grosste absolute Wert, den die Funktionen ¢ (x) (k,1==
=1,2,...,n), und M der grosste absolute Wert, den die Funktionen By(x) (k=

2t
=1,2,...,n), fiir |e * |=p annehmen. Dann bestehen die Ungleichungen
|lea|§§ (kyl=1,2,...,m; €=0,1,2,...) (20)
und
M

IBkaléE (k=1,2,..,n; e=p, u+1, u+2,..) (30

Wir kiénnen weiter die Feststellung machen, dass lim 2 %\ immer vor-
a_mm:l
handen ist. Ist nimlich |1] > 1, so ist lim D On () =0, weil K () ein Po-
P I 7T

lynom n-ten Grades, die @Qux(f) aber Polynome héchstens (» — 1)ten Grades in
¢t sind; ist aber |A] < 1, dann ist

n n
. 1 {A%) v | @mi(0)
lim On = und K (0) =|¢qxo
lim 2K |~ 2 K (0) (©) =1 gsto]
m=1 m=1
! Hiitten wir die Voraussetzung gemacht, dass sich die Funktionen ¢,; (@) (k,1=1,2,..., %)
und Bi(x) (k=1,2,...,%) in einem von zwei zu  parallelen Geraden hegrenzten Streifen als all-

2rix
gemeine Laurentsche Reihen in e @ darstellen, dann wiire die Berechnung der Koeffizienten aiq
weit weniger einfach; sie wirde ndmlich das Operieren mit unendlichen Determinanten erfordern.

15—31104. Acta mathematica. 67. Tmprimé le 18 juillet 1931,
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wurde als von Null verschieden vorausgesetzt. Es sei nun ¢, eine positive ganze
Zahl, welche so gross ist, dass fiir jedes ¢ > , K (4%) + o ist; ein solches ¢, muss
es offenbar sowohl geben, wenn |i|> 1, als auch wenn |A] < 1 ist. Es gibt
dann eine positive reelle Zahl I" von der Beschaffenheit, dass fiir

n

k=1,2,..,n a> q 2
m=1

Qmi (49 .
K () |< g

e
2n QI +1
geniigt. Schliesslich nehme man eine positive ganze Zahl ¢, welche der Un-

ist. Weiter sei 7; eine positive reelle Zahl, welche der Ungleichung 1, <

gleichung e > «, geniigt, nach Belieben an und bezeichne mit A eine positive
reelle Zahl, welche grosser ist als jede der Zahlen

2 MT, |au|r®, |akur | o @kaa |79 (=1, 2,. .., 0).

Dann ist nicht nur

A A
Iak,u|<7:z7 laky+1|<,r7_;_1""’ Iaka—-ll<1a_1 (k=1,2,...,n),
1 1 1

sondern auch nach (28), (29) und (30) fir k=1,2,..., 7

a—1

1 M\ & ka(la)
ot = (rea 3 50 + ) 3| e | <
ﬂ=a9 ! Nt

nQAr, M 54_(; ;) 4.
<[ri‘(e—n) I R Py iy Y e

Durch vollstindige Induktion findet man also, dass die Ungleichung

| are| = (k=1,2,...,%)

E
fir jedes ganzzahlige « = u gilt. Daher ist die auf der rechten Seite der Gl.

27t

eu)

® 2riax
(26) stehende Reihe 2 arae ¢ (k=1,2,... n) fir
=y .
nun den behaupteten Umfang der Konvergenz zu beweisen, miissen wir die Fille
[A] > 1 und [2] < 1 unterscheiden.

Es sei zuniichst |4] > 1. Wir verstehen dann unter » eine positive ganze

< r, konvergent. Um
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Zahl von der Eigenschaft, dass e~ r, ist. Es seien hierauf fi(z) (k=1,2,..., %)
[l

die durch (26) definierten Funktionen von z; diese sind dann jedenfalls fiir
2rix

e w

2nix
= |79|; regulir und ihre Entwicklungen nach Potenzen von e¢ ® konver-

gent. Also sind die Funktionen g¢u(x) (k,1=1,2,..., n), fi(x) und B:(z) (k=
2min
=1,2,...,n) alle fiir IeT

= ﬁ regulir und ihre Enwicklungen nach Poten-

2nin
zen von e “ konvergent. Dasselbe muss daher auch von jédem der Ausdriicke

Diau(@)fi (@) + Bi(@) (k=1,2,...,n) gelten. Der Koeffizient der oten Potenz
=1

2in n
von ¢ © in der Entwicklung der Funktion D\ g:(z) /i (z) + Bi(x) lautet aber wegen
=1

(27) einfach ar.A®. Also ist auch die Reihe

@ 2AiaT
D aradte @ k=1,2,...,n)
a=p
2nix )
fir je ¢ | = | f I konvergent und die durch sie dargestellte Funktion ist fiir
2aix
Ie @ = | flv regulir. Das besagt aber mit andern Worten: die Potenzreihen
2miz
in e ©
® 2niax
Zakae w (k=1,2,...n)
a=p
2rix
sind fir |e @ |§ ﬁ: konvergent und die durch sie dargestellten Funktionen

2nix

fel@) k=1,2,...,n) sind fir [e v |= “_I%_—l reguliir.

Nun ersetze man in dem vorangegangenen Schlusse die positive ganze Zahl
v durch »—1. Dann folgt, dass die Funktionen fi(x) (=1, 2, ..., n) sogar fiir

2mEL

ew

27in
= nlgT_a regulir und ihre Entwicklungen nach Potenzen von ¢ ® kon-

vergent sind. Wiederholt man diese Schlussweise geniigend oft, dann erkennt
2nix
man schliesslich die Richtigkeit der Behauptung, dass die Potenzreihen in e ¢
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2niax
Zakae w k=1,2,...,n)
fir [e © | =<¢|A| konvergent und die Funktionen fi(x} (k=1,2,...n) fir
2ix
e © | = e|A] regulir sind; denn der obige Schluss von » auf » — 1 ist auch noch

im Falle v==0 mdéglich.

Es sei zweitens |A] < 1. Wir denken uns in diesem Falle das Gleichungs-
system

Jile+h)= Zq“ z)+ Be(x) (k=1,2,...,n) (22)

nach den urspriinglichen Funktionen f;(x) (I=1,2,...,n) aufgelost; es erhilt
dann die Form

Zq“ x)file+h)+ B (x) (I=1,2,...,n). (31)

211:

Da die Determinante |qi;(x)| fiir |< 7 von Null verschieden ist, und im
Falle |A] <1 ¢ < vorausgesetzt wurde, ergeben sich folgende Eigenschaften der
in (31) auftretende Funktionen ¢f;(z) (k,l=1,2,..., %) und B} (z) (I=1,2,..., 7).
Die Funktionen gif:(z) (k,l=1,2,.. ., ») lassen sich in der durch die Ungleichung
2ix
e w

2nix

< r definierten Halbebene als Potenzreihen in e ® ohne Glieder mit ne-

gativen Exponenten darstellen und sind in dieser Halbebene regulir; ebenso las-
sen sich die Funktionen Bf(x) ({=1,2,...,%) in der durch die Ungleichung

2riw
e w

2nix
= ¢ definierten Halbebene als Potenzreihen in e¢ @ darstellen, welche mit

keiner niedrigeren als der u-ten Potenz beginnen, und sind in dieser letzteren
Halbebene regulir. Man fasse nun (31) als ein System linearer Differenzen-
gleichungen in den Funktionen f; (x + k) (I=1, 2, .. ., n) auf; an Stelle der Zahlen h
und 4 sind —#4 und A7}, dessen absoluter Betrag jetzt wieder die Einheit iiber-
trifft, getreten.

2nix

Nun haben wir Potenzreihen in e ©

2riaw
Jilx+ h)= Zazal“e © (l=1,2,...,7) (32)

a=p

27t

|< 1 konvergieren und Funktionen f; (z + k) (I=

2]

gefunden, welche fiir
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=1,2,...,n) darstellen, welche dem System linearer Differenzengleichungen (31)
geniigen. Wenden wir nun den vorhin im Falle [4]| > 1 an dem System linearer
Differenzengleichungen (22) ausgefiihrten Schluss auf das System (31) (jetzt ist
| 271] > 1) an, dann folgt: die auf der rechten Seite der Gl. (32) stehenden Potenz-

2rxic 2nicx 2@1?3: ”
reihen ine © Zam e @ (l=1,2,...,%) sind nicht nur fir |e ¥ | < m, son-
a=p

dern sogar fiir [e ¢ |=Zo|4|= I%l konvergent und die dargestellten Funk-
2niw

tionen fi(x+ k) (I=1,2,...,n) sind fir |e v | < I% regulir. Das besagt aber
@ 2nice

mit andern Worten:  die Potenzreihen Zukae © (k=1,2,...,n) sind fir
a=g

e © |=po konvergent und die durch sie dargestellten Funktionen fi(x) (k=

2rix
=1,2,...,n) sind fiir |[e ® | = ¢ regulir, wie behauptet wurde.

Wir haben hiemit den

Satz 4. s sei ¢ eine positive reelle Zahl, welche tm Falle |1| > 1 der Un-
gleichung ¢ = R, vm Falle |1| < 1 der Ungleichung o < r geniigt. Die Funktionen

2rix
e w

Bi(x) (k=1,2,...,n) seien hierauf in der durch die Ungleichung <o defi-
nierten Halbebene regulir wnd besitzen die Periode w. In den Laurentschen Reihen
2nix
in e © , welche daher in dieser Halbebene die genannten Funktionen darstellen,
2rix
migen hochstens endlich viele Glieder mit Potenzen von e © mit negativem Expo-

2w
nenten vorkommen.' Es bestehen also fir |e @ | = o konvergente Entwicklungen von
der Gestalt
@ 2riax
Bk(-x):ZBka_e @ (k=I,2,...,n). (25)

a=u
Gibt - es dann ein System von Zahlen axe (k=1,2,...,n; a=pu, g+ 1,...)
welche die Gleichungen

a n
axad® =D M ua—paip + Bia k=1,2,.. .0, a=p, p+1,p+2..) (27)
f=pi=t

! Die Eigenschaften der Koeffizienten gy; (&) (k,I=1,2, ..., n) und die Bedeutung der Zeichen

r und R haben wir ja ein- fiir allemal festgesetzt.
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befriedigen, dann konvergieren die auf den rechten Seiten der Gleichungen

2riax

Zakae w k=1,2,...,n) (26)

2nix 2nix
stehenden Potenzrethenin e ©  fiir |e |<g|).| wenn |1| > 1 ist, und fiir le ©

wenn |A| < 1 4st, und stellen Funktionen fi(x) (k=1,2,...,n) dar, welche fiir

l iz

2mix

=o,

2nix
w

|<g|l| bzw. fiir
System linearer Dzﬁerenzengleichungen

= o reguldr sind, die Periode w besttzen und dem

Selz+h) un x) + Be(x) (k=1,2,...,n) (22)

geniigen .t

Als Beispiel wollen wir die homogene lineare Differenzengleichung 1. Ord-

2rix
nung f(x + h) = (I —e v ) f{x) betrachten. Die Rekursionsformeln (27) fiir die
2rica
Koeffizienten der.Potenzreihe f(x) Zaae @ lauten in diesem Falle einfach
a=0

Ay = Gy, AoA* =— Gg—y + a, (@=1,2,...). Man kann ihnen geniigen, indem man
setzt:

a = I a o I et ‘_.—__I—,‘ . === I LRI

L T e Py 1) Cuy L R (e B Py )

Es wird dann

Qi 4nix 6riz

e e v e v
E S S [y 1Y gyl gy ey Ty
2nix
Die hier rechts stehende Potenzreihe in e @ ist, wie man mit Hilfe des
Quotientenkriteriums erkennt, im Falle || > 1 bestindig, im Falle-[A] < 1 da-

2rix

e | < 1 konvergent. — Derselbe Umfang der Konvergenz wiirde

gegen nur fir

! Ist das Verhalten der Koeffizienten ¢,; (x) (k,/=1,2,...,n) und Br(x) (k='1,2,...,n)
2nix
ansserhalb des Konvergenzbereiches ihrer Entwicklungen nach Potenzen von ¢ @ bekannt, dann
kann man daraus unter Umstinden anch auf das entsprechende Verhalten der Losungen fk(x)
(k=1,2;...,m) schliessen. Ahnliches wird auch bei spiteren Sitzen zu bemerken sein. In § 9
wird eine solche Betrachtung auch durchgefiithrt werden.
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271
sich auch aus Satz 4 ergeben; man beachte, dass die Funktion g{x)=1—e¢ ©
2riw
fiir ¢ ®© =1 verschwindet.

§ 5. Das Verschwinden einer in einer Halbebene holomorphen Losung
des homogenen Gleichungssystems. Hs handelt sich in diesem Paragraphen um
den Beweis folgendes Satzes, der eine Verallgemeinerung des Satzes 2 darstellt:

Satz 5. KEs set keine der n Wurzeln der charakteristischen Gleichung K (t) = o
(24) von der Form 12, wo « eine ganze Zahl ist. Gibt es dann ¢m Falle, dass |A] > 1

ist, etn System von Funktionen fi(x) (k=1, 2, ..., n), welche in der durch die Un-
2aix
gleichung |e @ | = R|A|, sm Falle, dass |A]| < 1 ist, ein System von Funkitionen

2nix

Jilx) (k=1,2,...,n), welche in der durch die Ungleichung |e » |=r definterten
Halbebene reguldr sind, o szur Periode haben und dem System homogener linearer
Differenzengleichungen

AerD=Na@h@ =120 (33

gentigen, dann muss identisch fiir k=1,2,...,n Selx) =0 sein.
Wir betrachten zuerst den Fall »==1. — Es sei also die Funktion ¢ (x) fiir
2mix 2nix
e * | =R regulir und fir |e ® |=7 auch von Null verschieden und besitze
2mix
die Periode w. ¢ (x) sei ferner von der Beschaffenheit, dass eine fiirje @ |=R
konvergente Reihenentwicklung von der Gestalt
* 2niaz
g@) =2 gae (23%)
a=0

besteht, wo das Anfangsglied ¢, sowohl von Null als auch von jeder Potenz von
27th
=¢ ® mit ganzzahligem Exponenten verschieden ist. Es gibt dann im Falle

2rix

eTl < R|4i|, im Falle

|i] > 1 eine und nur eine Funktion @ (), welche fiir
2rix

e |§ r reguldr ist, daselbst in der Form

[A] <1 fiir

2riax

di(x)zl-l—iaae w (35%)
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dargestellt werden kann und der Differenzengleichung

0 @ (x+h)=q(z) @ () (36%)
geniigt. Die Koeffizienten a, (¢ =1, 2,...) sind nimlich durch die Rekursions-
formeln

ﬂala%ZQaWLZQa—ﬂaﬁ (le=1,2,..)

g=1
© 2niarx
eindeutig bestimmt und die Potenzreihe 1 + Z a.e “ ist nach Satz 4 fir
a=1

I 2aix 2xix

eTIS_RHl bzw. IeTlér

konvergent und die durch sie dargestellte Funktion @ (z) ist daselbst regulir.
Nun sei f(x) eine Funktion, welche fiir

2ix

2ix
e w

eTI = R|2| bzw.

=r

reguliir ist, @ zur Periode hat und der Differenzengleichung

S+ h)=qx)f(z) (33%)

. A 2 ) I i C) Ep— . * "
geniigt. Dann ist O+l o o) Mit Hilfe der Gleichungen (35*) und (36*)

2rix

eT|§r|l|

kann man aber leicht feststellen, dass @(z) im Falle |1] > 1 fiir

2atx
e w

und im Falle || < 1 fiir =< von Null verschieden ist. Daher ist die

= r|4] bzw. fiir Ie w

2ty

Funktion F(x)= é(é)) fiir IeT

disch mit der Periode w. Weil diese Funktion aber der Differenzengleichung

=< r regulidr und perio-

F(x+ h)=q, F (x) geniigt, muss sie iiberhaupt in der ganzen Ebene regulir sein.
Die in dieser Differenzengleichung vorkommende Konstante g, ist nun aber nach
Voraussetzung keine Potenz von A mit ganzzahlige Exponenten; daher folgt nach
Satz 2, dass F(x) identisch verschwindet. Nun folgt aus dem identischen Be-
stehen der Gleichung F(z)= {‘% = 0, dass auch identisch f(x)=o0 ist. — Hiemit
ist Satz 5 fiir den Fall »=1 bewiesen.
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Wir behandeln zweitens den Fall, dass n>1 ist. — Hs sei f, eine Wurzel
der charakteristischen Gleichung (24) von der Beschaffenheit, dass keine der
Zahlen t, 1, t,A*,... Wurzel dieser Gleichung ist. Offenbar muss es immer mind-
stens eine Wurzel der Gl. (24) von dieser Beschaffenheit geben. Es ist dann
moglich, ein System von Zahlen ¢, ¢,, . .., ¢, anzugeben, welche den Gleichungen

n
Tn € == uno a (k=1,2,...,n) (34)

=1
geniigen und nicht alle gleich Null sind. Wir halten ein solches System
€1, Cy, ..., 6 fest und nehmen etwa an, es sei ¢, +=0¢. Hs gibt dann weiter-im
Falle, dass |A|> # ist, ein und nur ein System von Funktionen @ (x) (k=

2aix
=1,2,...n), welche fiir e @ |§R|l|, und in dem Falle, dass || < 1 ist, fiir
2t
e.? | = regulir sind, daselbst in der Form

© 2niaw
D (x)=cx + D arae © (k=1,2,...,n) (35)

a=1

dargestellt werden konnen und dem System homogener linearer Differenzen-
gleichungen

tn@k(oc+h):=2nqkl(x)d7l(x) (k=1,2,...,n) (36)

geniigen. Die Koeffizienten aro (k=1,2,...,2; a=1,2,...) sind nimlich durch
die Rekursionsformeln

n a1 n n

o lnA® = ZQHO Aie +Z qud—ﬁ ap +Zq“acl (Ic‘———l, 2,..,0;, 0a=1,2,.. )

=1 g=11=1 =1

eindeutig bestimmt, weil die Awusdriicke K (f,49) fiir =1, 2,... von Null ver-
schieden sein sollen, und die auf der rechten Seite der Gl (35) stehenden Reihen
sind dann nach Satz 4 fiir

2aix

eT\éRlll bzw. fir

2xix
e w

=y

konvergent und die durch sie dargestellten Funktionen sind daselbst regulir. Es

seien nun fi(x) (k=1,2,...,n) Funktionen von x, welche fiir
16—31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 18 juillet 1931.
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2rix

| 2ia

w

|<R|l| bzw. fiir =r

regulir sind, w zur Periode haben und dem System homogener linearer Diffe-

renzengleichungen

x+h qul (]C:I72)"~)n) (33)

geniigen. Wir setzen dann

gi (@)= fi (@) @n (x) —fu (2) Pefx) (k=1,2,...,n—1). (37)
Infolgedessen ist

Selx) = o)+, +£%d)k(x) (k=1,2,...,n—1). (38)

Die Gleichungen (38) haben einen Sinn, weil der Anfangskoeffizient ¢, in der
2nix

Entwicklung der Funktion @, (x) nach Potenzen von e ® von Null verschieden
sein soll, also ®,(z) sicher nicht identisch verschwindet. Aus (37) folgt

.’E+h EQU (D"x-}—h) Zin (Dk(x-l-h)

k=r1,2,...,m— 1}
oder wegen (38)

n—1
sz + h) = Zﬂkt (D"x+h)@—(q;l()‘pk(x+h)

=1

g (x) +

_'_Z"QU xz) @, x+h)—in()d’k(x+h)ﬁ(x)gp,(x) (k:l,z,..

@, ) W h—1).

=1

Hier verschwindet aber das zweite Glied der rechten Seite wegen des Bestehens
der Gleichungen (36) und wir erhalten

j Qr1 (@) @n (2 + h) — gni () Delx + h)

&, ) gilx) (k=1,2,...,n—1). (39)

grlx + h)=

Das System homogener linearer Differenzengleichungen (39), dem also die Funk-
tionen g (x) (k=1, 2,...,m— 1) geniigen, wollen wir etwas niher betrachten. Es

sei 7, eine der Ungleichung r, =~ gentigende positive reelle Zahl von der Be-
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2mix
e w

schaffenheit, dass im Falle |A] > 1 fiir =7/|A] und im Falle |A]| < 1 fiir

2rix
e w

=7, @n(x)=+o0 ist. Dann sind die Koeffizienten des Systems (39) in beiden
i
e w

reihen in ¢ @ darstellen; die konstanten Glieder, mit denen diese Potenzreihen

Fillen fiir = r, regulir und lassen sich daselbst als gewdhnliche Potenz-

k10 Cn— Qnio Ck
Quoln=nio Gk 4 j 1 5,

beginnen, lauten .,7—1). Nun verifiziert man mit

Cn

Hilfe der Gl. (34) leicht die Gleichung

lgiio — 8t = (ta—1) q"’—‘)%{M—aﬂt : (40)
n

Gl (40) besagt, dass die charakteristische Gleichung des Systems (39) dieselben
Wurzeln besitzt wie die charakteristische Gleichung K (f) = o (24) des Systems
(33) bis auf t,, das mit einer um 1 geringeren Vielfachheit auftritt. Setzt man
ferner in (40) t=o0, so erkennt man, dass die Determinante der Anfangskoeffi-

k1o On — Gnio Ok

zienten der Entwicklungen der Koeffizienten des Systems homo-

Cn
2rix
gener linearer Differenzengleichungen (39) nach Potenzen von ¢ “® von Null

verschieden ist. Endlich kann man auch einen einfachen Ausdruck fiir die De-
terminante

Ile (x) (Dn (’B + h) —qnt (x) (Dk (il? + h)
@, (x)

gewinnen. Es ist wegen (36)

Q1 (@) Qen (%)

gni () qun (2)

D, (x) “ @, (x)
il (x) (Dk (x + )
_, Pule) | [ @, (z) ]H gut (@) @ (@ + 1) — qui (2) Dy + )|
" D, (x+ h) "Lou(x+ k) @, (z)

1 {x) D, (@
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Daher ergibt sich

g1 () @ (x + h) — gny (2) O (2 + h)l 1 [(Dn (x+ -h)]"—2
Aus (41) (es ist ja n =2 vorausgesetzt) folgt, dass die Determinante der Koeffi-
zienten des Systems homogener linearer Differenzengleichungen (39) jedenfalls fiir

2nix

|< 7, von Null verschieden ist.

Das System (39) erfiillt also alle Voraussetzungen, die beim Ausspruche des
Satzes 5 beziiglich des urspriinglichen System (33) gemacht wurden; die positiven
reellen Zahlen B und 7 (die ja auch einander gleich sein kdnnen) sind durch 7,

zu ersetzen. Nun kennen wir (s. Gl. 37) Funktionen gi(z) (k=1,2,...,n—1),
welche fiir
2nix 2aix
l l<R|l|bzw ev |=vr,
daher erst recht fiir

regulir sind, die Periode w besitzen und dem System homogener linearer Diffe-
renzengleichungen (39) geniigen. Wenn wir jetzt annehmen, dass Satz 5 fiir
Systeme von weniger als # linearen Differenzengleichungen schon bewiesen ist,
dann folgt das identische Bestehen der Gleichungen gx(x)=o0 (k=1,2,...,7—1).
Vermoge (38) folgt dann weiter

1
folz+ h)= anz nz qui (%) g +
=1

=1

b 3 e ﬁ%@“+wmﬁw

oder schliesslich

fole th)=t, %@f“ﬂu

Die Funktion g‘ ((2)) ist also in der durch die Ungleichung

2rix

|<;,|).| bzw. IeTlér1

I Qi
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definierten Halbebene regulir, besitzt die Periode @ und multipliziert sich bei
Zunahme des Arguments um % mit der Zahl #,, welche keine Potenz von i mit
ganzzahligem Exponenten ist. Nun folgt entsprechend wie frither im Falle n=1

fiir 7). qage L2

o) ass @, () iitberhaupt in der ganzen Ebene holomorph ist und daher

wegen der eben festgestellten Eigenschaften nach Satz 2 identisch verschwindet.
Also ist auch identisch f,(x) =o0. Aus den Gleichungen

fi (x) — gk(x) + fa (.27) (Dk(x) (k

. () =1,2,..,n—1) (38)

folgt dann auch fi(xr)=o0 fir k=1,2,...,n— L.
Wenn also Satz 5 fiir # — 1 gilt, dann gilt er auch fiir #; nun gilt er fiir
n=1: also gilt er allgemein.

Anmerkung. Man kann verhiltnismiissig leicht beweisen, dass unter den
Voraussetzungen des Satzes 5 das einzige System von Funktionen fi(z) (k=
=1,2,... n), welche fiir

2nix w
e |=R|A bzw. |e @ | =7
in der Form
o 2niax
.f; (Z’) = Zakae «
a=pu

dargestellt werden konnen, und den Differenzengleichungen (33) geniigen, das
System fi(x)=o0 (k=1, 2,...,n) ist. Man braucht nimlich nur in den Gl. (27 a)
des vorigen Paragraphen By,=o (k=1,2,...,n,a=uyu, u + 1,...) zu setzen und
die Vorraussetzung K (A% == 0 zu beriicksichtigen, um zu erkennen, dass daraus
(s. GL. 28) are==o0 (k=1,2,...,n; a=pu, u+1,...) folgt. Nun muss aber auch be-

riicksichtigt werden, dass mindestens eine der Funktionen fi(x) (k=1, 2, ..., n) fiir
e ® | = R|A| baw. le @ léa‘
sich in der Form
+ o 2riax
Sel@) =D arae ®

a=—o

darstellen konnte, wo die rechts stehende Reihe nach der Seite der Potenzen von
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2niz

e © mit negativen Exponenten nicht abbricht. Aus diesem Grunde wurde beim
Beweise der hier gegangene Weg eingeschlagen.

§ 6. Partikulire Losung eines Systems linearer Differenzengleichungen
1. Ordnung mit Koeffizienten und von den unbekannten Funktionen freien
Gliedern, welche die gemeinsame Periode w besitzen. Es sei wieder wie im
vorigen Paragraphen keine Potenz von A mit ganzzahligem Exponenten Wurzel
der charakteristischen Gleichung. Weiter sollen jetzt ¢, und ¢, positive reelle
Zahlen sein, welche im Falle |A] > 1 den Ungleichungen ¢, <7, 9, = R, 9, < ¢,
und im Falle |A] < 1 den Ungleichungen ¢, =<7, 9, =<7, ¢; < ¢, geniigen ; hierauf
seien n Funktionen Bi(z) (k=1, 2,...,n) gegeben, welche in dem durch die Un-

27xix

gleichung ¢, = Ie © | =< g, definierten Streifen regulir sind und die Periode

besitzen. Diese Funktionen werden sich dann in dem genannten Streifen als

2nix 2rix

Laurentsche Reihen in e ©® darstellen; es werden also fiir o =le?® | =0
Gleichungen von der Form
+ ® 2aiax
Bk(x)zszae w (k=1,2,...,mn) (42)

bestehen.
Wir suchen dann im Falle |A| > 1 eine Losung des Systems linearer Diffe-
renzengleichungen

fk(x+h)=2n g () fi(x) + Be(x)  (k=1,2,...,m), (22)

deren simtliche Funktionen in dem durch die Ungleichung

2mix
e w

0= é?zl“

und im Falle || <1 in dem durch die Ungleichung

2rix
e w

(’1'“é =0

definierten Streifen reguldr sind und die Periode w besitzen.
Zuniichst steht fest, dass es nur ezne Losung von dieser Beschaffenheit ge-
ben kann. — Es seien fV(x) und f?(z) (=1, 2,...,n) zwei Losungssysteme,
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welche den genannten Forderungen entsprechen. Dann sind die Funktionen
Silw) = fW(x) — f@ () (k=1,2,...,n) in dem durch die Ungleichung

2rnix
w

2rix
e w

o= 1= e 4] baw. ¢,|A] = e

=0

definierten Streifen regulidr, besitzen die Periode w und geniigen dem System
homogener linearer Differenzengleichungen

$+h Zle (k:I:Z"~'7n)' (33)

Daraus kann man leicht schliessen, dass die Funktionen fi(x) (k=1,2,..., %)

sogar fiir
2rix
e ©

2nix

= R|A| bzw. |e @

=r

regulir sind, die Periode w besitzen und dem System linearer Differenzenglei-
chungen (33) geniigen. Aus diesen Eigenschaften der Funktionen f (x) (k=1, 2, .. ., %)
und der gemachten Voraussetzung iiber die Wurzeln der charakteristischen
Gleichung folgt aber nach Satz 5, dass die Funktionen fi (x) (£ =1, 2... ., %) iden-
tisch verschwinden. Aus fi(x)=o0 (k=1,2,...,n) folgt aber fIV(x)= f1(x)

(k=1,2,...,m); d. h. die beiden angenommenen Losungen des Systems (22) sind
identisch.
2niya
Es sei nun zunichst Bn{x)=e¢ © (m eine bestimmte der Zahlen 1,2,...,%;

y eine beliebige, aber feste ganze Zahl) und Bi(x)=o0 fiir #=m. In diesem
Falle kann man eine und daher auch die einzige Losung des Systems linearer
Differenzengleichungen (22), deren simtliche Funktionen fiir

2rix
e ¥

2rix
e w

=< R| | bzw. =r

(es ist ja jetzt o,=o0, 9 =R bzw. ¢,=0, g, =7) regulir sind und die Periode w
besitzen, leicht angeben. Nennen wir niimlich die gesuchten Funktionen dieser
Losung fimy(x) (=1, 2, ..., %), — diese sollen also den Gleichungen

2rniye

Jimy (o + h) = qul ) fimy (@) + Okme @ (k=1,2,...,7) (43)

geniigen -~ und machen den Ansatz
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2niazx

Simy (2 2 bmaye © (k=1,2,...,n), (44)

so sind dadurch die Koeffizienten bima, (k=1,2,...,2; a=p, y + 1,...) eindeutig
bestimmt. Man erhilt sie nimlich aus der Rekursionsformel

24 n
bkmay Z Z lmﬂqula—ﬂ"}'d‘kmday (IC:I,Z,...,’IZ; a:% 7’+ Iy"‘) (45)

ig: =1
oder
a—l n
2 (qkto — Ok1 A%) bymay + Z Z bimgyQria—p + Otm Oay=0
=1 f=rl=1
(k=1,2,..,n;, a=y, 7+ 1,...). (45 a)

(45 a) besagt zuniichst im Falle ¢ =y

n
Z Qrto — d\klky blm/y‘*'dkm—o (k:I,Z,...,’ﬂ)_.
=1

Daraus folgt

b o ka(ﬂ)
kmyy = K(ly)

(k,m=1,2,...,n; y ganzzahlig). (46)

Aus (45 a) folgt dann weiter allgemein

» a—1 n ik Z,“
6kma7: 2 %(( )) 2 ZbimﬁyQ]la—‘S 6::7‘?KT’(,1))

J=1 p=r =1
(k,m=1,2,...,n;, =)
oder wegen (46)

n a—1 n

bkmay = Z Z Z bkjaa blmﬂ'y Qila—p + 6a7 brmaa
J=1 =y I=1

(k,m=1,2,...,n;, e =y). (47)

Gl (47) zeigt, dass die Zahlen bimay (,m=1,2,...,%; @ = y) in der Tat aus den

Gleichungen (45) in eindeutiger Weise folgen. Aus Satz 4 folgt dann, dass die
2nix

auf der rechten Seite der Gleichung (44) stehenden Potenzreihen in e © fiir

2xix
e |=r

IeT|§R|}.| bzw. fiir
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konvergieren und die Gleichungen (43) wirklich auf die geforderte Art befriedigt
werden.

Nun existiere zweitens eine positive reelle Zahl o, welche im Falle || > 1
der Ungleichung ¢ < R und im Falle |4| < 1 der Ungleichung ¢ =< 7 geniigt und
so beschaffen ist, dass die Funktionen By(x) (k=1,2,...,%) in der durch die

2nix
e w

Ungleichung = ¢ definierten Halbebene regulir sind und die Periode w
2rin

besitzen; in dén Laurentschen Reihen in e © , welche daher in dieser Halbebene

die genannten Funktionen darstellen, mdgen ausserdem hochstens endlich viele

2nix
Glieder mit Potenzen von ¢ ® mit negativem Exponenten vorkommen, so dass
2min
fiir |e © | = ¢ konvergente Entwicklungen von der Gestalt
@ 2ntax
Bi(@)= D) Brae © (k=1,2,...,n) (25)

a=qu

bestehen. Dann gibt es offenbar ein und nur ein System von Zahlen ax, (k=
=1,2,..,0; a=gw u-+ 1, u+ 2,...) welche die Gleichungen

o n
dkalazz quza_@al{; + By (k: I,2,...,m, a=u, u+1, ;L+2,...) (27)
f=p 1=1

befriedigen, und nach Satz 4 sind dann die auf der rechten Seite der Gleichung

2niax

A= Saree © (=127 (0

stehenden Reihen fiir

2mix 2mix

e(})

W
L~

e w

= o| 4| bzw.

konvergent. Nun ist aber offenbar

" o«
Ak o == 2 bkmay Bmy-

m=1y=u
Daher folgt: wenn die Potenzreihen

» 2nicy
ZBkae o (k=1,2,...,m) fiir
a=u
17—31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 20 juillet 1931.

e(JJ

‘2nia:|

iA
7S
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2mix
konvergieren und die durch sie dargestellten Funktionen auch noch fiir |e © |=p
regulir sind (¢ = R bzw. ¢ =< r), dann ist die Summe
® 2niex n o« 27z
e I = el

Se @ S S bimay Bay fiir
a=q

m=1y=u

2niz
konvergent, wenn |A| > 1 ist, und fiir le w Iég konvergent, wenn | 1] < 1 ist.

Nun setzen wir insbesondere Bn,= w7 (y=u, p+1, p+2,...) und By,=o0,
fir k<4 m, wo w eine von Null verschiedene Konstante ist. Dann folgt: die

Summe

@

Z z° Z bkmay WY
a=p =g

ist in dem Falle, dass [4| > 1 ist, konvergent, wenn die Ungleichungen |z| < R| 1],
|z} <|w||A], und im Falle |A] < 1, wenn die Ungleichungen |z| <, |z] <|w]|
erfillt sind. Wir wollen nun beweisen, dass diese Konvergenz auch bestehen
bleibt, wenn man die Zahlen bym,, durch ihren absoluten Betrag ersetzt, und
dass daher die Konvergenz in einem abgeschlossenen Teile des durch die Un-
gleichungen |z| =< R|A|, |z]<|w]|-|2] bzw. |2z| =7, |2| <|w]| definierten Be-
reiches in' den komplexen Variabeln z und w auch eine gleichmissige ist.

Wir stellen zunichst fest, dass die Zahlen bimy, beschrinkt sind. KEs ist

nimlich in dem Falle, dass |1] > 1 ist, nach Gl. (46) 7l__igobk,,,.,.,z — Ql?(g))) und
lim bimyy = 0; ist aber || < 1, dann ist umgekehrt lim bipyy = 0 und Lim bgmyy=

r=+o = 1=t

= — QI"ék(((:))). Es sei demnach B eine positive reelle Zahl von der Beschaffen-

heit, dass fir &, m =1, 2, . am y =, —2, —1,0,1,2,... |bimy|<B ist.

Zur Durchfithrung des angekiindigten Beweises haben wir hierauf nur not-
wendig, die Schritte des in § 4 durchgefiihrten Beweises des Satzes 4 zu wieder-
holen und zu vervollstindigen. Es sei diesmal ¢ der grosste absolute Wert, den

iz
e w

= r annehmen; dann bestehen

die Funktionen ¢ (z) (k,l=T1, 2,...,%) fiir

die Ungleichungen |gxi.| = % (k,l=1,2,...,m; a=0,1,2,...). Weiter sei

eine positive reelle Zahl, welche der Ungleichung r, < geniigt und o

,
2 BQ+1
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eine ganze Zahl, welche den Ungleichungen o > 0 und ¢ > p geniigh. Schli
lich sei A eine positive reelle Zahl, welche grosser ist als 2 B und grosser
deér grosste absolute Wert, den die rationalen Funktionen von w

a—1
7 bpmpp W, putl {blcmu+1y WPt brmptips1 w‘(ﬂ“)], . Z, bima—1yw™?
r=p
(k,m=1,2,...,n)
fiir |w]| =7, annehmen. Dann ist also fir |w|=1r;, b,m=1,2,...,n
_ A _ B A
| bremup w] < i | bkmutta W™ + bkmpt1p41 W Jarl’
1 1
—1
@ ) . A
Z kma—1y W a1 .
r=p !
Nun folgt aber aus (47)
n n a1
Z’ bkmay W= Z 2 Z bk]oea q,]la~(32 blm{:‘y W + brmae W
J=11=1f=u
(k,m=1,2,.. .,»n).
Infolgedessen ist fiir |w|=1r,, k,m=1,2,...,n

Z bkmay w7y

=

By e T e\ p—py

Die Ungleichung

(4
i 2 bkmay w

=t

A
< a lwl=r, k,m=1,2,...,n)
1

a—1
<,nzBQZ A +B<A(n BQ:1+Z)<é(L+L):1‘i

131

ess-
als

gilt also fir jedes ¢ =z u. Nach der Cauchyschen Abschiitzungsformel ist daher

fir k,m=1,2,...,n; u=y=a
A
7(!
b 1
| kmavl T

oder

. <
|bkmay| 7"’1’—7

(kym=1,2,...,n; p=y=a).

(48)
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Aus der Ungleichung (48) folgt, dass die Doppelsumme

@ a
D D bimay e*w?

a=p y=p
in einem abgeschlossenen Teil des durch die Ungleichungen |z]|<|w|, |2]| < r,
definierten Bereiches in den komplexen Variabeln 2 und w absolut und gleich-
miissig konvergiert. Diese Summe stellt daher eine fiir [z] < |w]|, o <|z| <1,

regulidre analytische Funktion von z und « dar. Wir setzen nun

2aiyy

® 2l @
— {az—yy) —
Z Zbkma-,:e w :Zﬂmy(x)e @ = kau(x; ?/) (49)
a=p y=p =4
Hierauf betrachten wir zuniichst den Fall |A| > 1 und verstehen unter »

<<y, ist. Dann sind

eine positive ganze Zahl von der Beschaffenheit, dass [%

jedenfalls die auf den rechten Seiten der Gleichungen

'7,1 )
Fimy (2,y) = Zzbkma/e 1” (k,m=1,2,...,n)

a=u T=p
und
@ 2 iox
le(ﬂﬂ):Zthae o (kyl=1,2,...,7)
a=0

stehenden Summen und die Reihe
@ 2117(1
Ze
absolut konvergent, wenn die Ungleichungen

2aix

e w

2ty

ew

2ty

R
254447
| 2]

|,
erfiillt sind. Unter dieser Bedingung kann man daher in das Produkt
qk1(®) Fimu(x,y) die obigen unendlichen Summen einsetzen, nach dem Reihen-
multiplikationssatz ausmultiplizieren und sodann den Reihenausdruck

2aniy

un ) Fimu (@, y) + Orm 26 @

7=

(z—)
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nach Belieben umordnen. Durch solche Umordnung kann aber dieser Reihen-
ausdruck, wie man sich leicht iiberzeugt, auch die Gestalt

S ez [ &G
Z 2 e 2 Z bimsy Qrta—s + Okm Oay
=g =p f=y =1

erhalten. In dieser Gestalt ist er also wieder fiir

2min

e w

2l

e w

B
Al

27y
e |,

< él
absolut konvergent. Beniitzt man aber Gl. (45), dann erkennt man, dass die
Doppelsumme

R

® a
ZZbkmaylagaw*V tir |2] < |wl], |Z|§|“v

a=p =

absolut kenvergent ist. Mit andern Worten: die Doppelsumme

@ [¢4

2 Z bkmay grwY

a=p y=g

ist sogar absolut konvergent, wenn nur die Ungleichungen |z|<<|w]|-]%],
|z] = I_[I"z:l erfiillt sind.

R
Diese absolute Konvergenz gilt also jedenfalls fiir |z| <|w], |2| = nE

Geht man von dieser letzteren Tatsache aus, und wiederholt den eben durchge-
fithrten Schluss noch einmal, so folgt, dass die Summe
D D\ brmay 2w

o=py=

auch absolut konvergiert, wenn nur die Ungleichungen

R
Il |v—2

|zl <lewl-14], |2] =

erfiillb sind. Indem man so fortfihrt, erkennt man schliesslich, dass die Summe
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X D bemay w?
a=p y=n
tir |z] <|w]|-|2], |2| = R|%| absolut konvergiert; daraus folgt leicht, dass sie
in einem abgeschlossenen Teil des durch diese Ungleichungen definierten Be-
reiches in den-Variabeln z und « auch gleichmiissig konvergiert.
Im Falle |2] < 1 muss man die Gleichungen

® 277 ,'(__)
Fripu(x+ Zq“ ) Fime (2, 9) +6m26 w Y (k=1,2,...,mn), (50)

=

welche zuniachst fur

2aix

€

2111/ ’111
<y

gelten, nach den ungeinderten Funktionen Fj,,(z,y) aufgelost denken und er-
kennt dann auf dieselbe Weise wie oben, dass die Reihe

> 2‘—”(a1'—7y)
o
3 Shmaricer

a=p y=p

deren absolute Konvergenz zunichst nur fiir

2ty
27”';:;' e , 2l oy
e v |< |l| y fe @ | < I 'll
feststand, sogar fiir
2111' l , 2xix 7
— ) =<T71
=14l

absolut konvergiert. D. h. die Doppelreihe

D D bemay et st fir |2] <|w], |2 =7
a=p y=p
absolut und daher in einem abgeschlossenen Teil des durch diese Ungleichungen

definierten Bereiches in den Variabeln 2z und w auch gleichmissig konvergent.
Wir haben hiemit den
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Satz 6. Die Doppelreihe

2 N bimay 2wt

a=u y=p
(u-eine beliebige ganze Zahl) ist sm Falle |A| > 1 fiir |z] <|w]|-|4], |2] = R|A|
und im Falle |L] <1 fiir |z] <|wl, |2| = absolut und in einem abgeschlossenen
Teile des durch diese Ungleichungen gegebenen Bereiches in den Variabeln z und w
auch gleichmdssig konvergent.

" -Wir gehen nun auf die Rekursionsformeln (45) fiir die Zahlen bimq, zuriick

und schreiben diese folgendermassen:

41 n
Z Z(qkla_[g — 6”60‘{310‘) blmf}y + 6kmd‘”’——0 (k,mz 1,2,...,7; aZy).
p=y =1
Versteht man unter den Zeichen gii. und bimey Null, wenn a <o bzw. o <y ist,
und unter y, und ¢, zwei ganze Zahlen, welche die Ungleichung «, > ¥, erfiillen,
dann kann man fir e, y =9, yo + 1,..:, ¢p— 1, a; k,m=1,2,...,n die obigen
Gleichungen auch so schreiben:

£

M=

0

(Grre—p — Ok10ap A%) bimpy + Okm 0ay = O.

B=11=1
Das heisst aber: die Matrix {¢ima—y — Okm 0ay A%} gibt, mit der Matrix {— brmay)
(k=1,2,...,m, a=yy, Yo+ 1,..., & von Zeile zu Zeile, m=1,2,...,n, y=y,,
o+ 1,..., @ von Spalte zu Spalte) in dieser Reihenfolge multipliziert, die Ein-

heitsmatrix. Also muss auch das Produkt dieser beiden Matrizen in der umge-
kehrten Reihenfolge gleich der Einheitsmatrix sein. Das besagt aber:

Qp

Z(szﬁ—y — Oim Oy AB) briwg + Okm Oy = O
E,m=1,2,...,0;, ¢, y=%, % + 1, ..., ).

Lisst man jetzt wieder die verschwindenden Glieder weg, so folgt
2 (qz'm{s—y'—d‘zmd{gylﬂ)bkzaﬁ-l- 5/¢m6a7:O (k,m=1,2,...,n).

In dieser Gleichung sind jetzt die ganzen Zahlen ¢ und y nurmehr der Be-
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schrinkung a=y unterworfen. Um nimlich die Giltigkeit der Gleichung fiir
ein bestimmtes Wertepaar ¢==«a, y =7 (¢=y) einzusehen, braucht man nur in
der vorangegangenen Uberlegung ¢,>¢ und y,<y anzunehmen. Wir schreiben

nun die gewonnene Gleichung wieder in derselben Form wie Gl (45):

brmay A = 2 Zq,mg_ brrag + Okm Oay kE,m=1,2,...,m; a=7y). (51)

p=y I=1

Setzt man jetzt
277 h¥*

bimay = bmk, —,—a, —h=h*, e ¢ =Z=7~*, Qi ()= gl (%), Qrie= Qlka

—

so ergibt (51)
a n
b:"k:_“/y_“}"*-./ = Z 2 q:nlﬁ—'/ bl*k,—ﬂ,—a + d\k'm 6117 (k: m=1I1,2,...,n, 0‘27)
B=y =1
oder

@ n
b;ma‘/l*azz Zq;la‘—ﬁbl’mﬂy'*"akm da'/ (k,m=1,2,...,n; az}’) (SIa’)
p=y1=1

Die Gl. (51 a) sagen aus, dass die Grossen bim., bei dem System homogener
linearer Differenzengleichungen

ge(y + %) = Zq“ (k=1,2,...,%)
oder

W= Sablal)  E=12..0 ()

dieselbe Rolle spielen wie die Grossen brmay bei dem zu (22) gehorigen System

homogener linearer Differenzengleichungen
.%’+h ZQU (k:I)Z)--'1n)' (33)

(52) ist das zu (33) adjungierte System homogener linearer Differenzenglei-
chungen. Dieses adjungierte System erfiillt aber die Forderungen, die zu Beginn
dieses Paragraphen an das urspriingliche System gestellt wurden, ebenso. Is
ist nimlich |ghio}=1|aqriol, | gt (@)] =] ar:(@)| und |ghio — Srit] =|ari0 — Orit], so



Lineare Differenzengleichungen mit Koeffizienten von gemeinsamer Periode. 137

dass auch die Wurzeln der charakteristischen Gleichung dieselben sind. Es gelten
daher alle an dem urspriinglichen System ausgefithrten Schliisse auch fiir das
adjungierte System (52). Insbesondere gilt der Satz 6 entsprechende Satz: die
Doppelsumme

D D bimay 2w

a=p y=p
(u eine beliebige ganze Zahl) ist in dem Falle, dass | 4% ] > 1 ist, fiir | 2| < |2 ]]4*],
|2 < R|4*|, und wenn |A*| < 1 ist, fiir || < |w], |2] < r absolut und in einem
abgeschlossenen Teile des durch diese Ungleichungen definierten Bereiches in den
Variabeln ¢ und w auch gleichmiissig konvergent. Ersetzen wir hier die Gris-

sen bk, —y,—o und A* wieder durch ihre Werte bpmqe, und 277, so geht dieser Satz

iiber in den
Satz 7. Die Doppelreihe

©op

D D) bemay 2w
y=—= a=y
(u eine beliebige ganze Zahl) dst em Falle |A| > 1 fiir |w| < ]|z|, |lw|=r und
im Falle || <1 fiir |w|-|A]<lzl, |w] |A]|= R absolut und in einem abge-
schlossenen Teile des durch diese Ungleichungen gegebenen Bereiches in den Varia-
beln 2 und w auch gleschimdssig konvergent.

Nun kehren wir zu dem allgemeinen Falle des Systems linearer Differen-
zengleichungen

fk(w+h)=iqkl(x)ﬁ(x)+Bk(x) (k=1,2,...,n) (22)

zuriick, in welchen die Funktionen gy (x) (k,I=1,2,...,%) den zu Beginn dieses

Paragraphen ausgesprochenen Vorausetzungen geniigen und die Funktionen By (x)
2rix
e w

so(@<e;=R,o=r

bzw. ¢; < 0y =7) definierten Streifen regulir sind und daselbst durch Laurentsche
27in

Reihen in e @ dargestellt werden:

(k=1,2,...,7n) in dem durch die Ungleichung ¢, =

+ o 2niaw
By(x)= D Brae © (k=1,2,...,n). (42)

q==—®

18—31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 20 juillet 1931.
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Wir behaupten nun: jede der Summen

Z Z By bimay (k=1,2,..., n; a beliebig ganzzahlig)

m=1y=—ow
ist absolut konvergent, und wenn man die Bezeichnung

n [+4
Qra == Z By bimay (k=1,2,...,7; a beliebig ganzzahlig)

m=1 y=—o0

2z
einfiihrt, dann konvergieren die Laurentschen Reihen in e ©

2xiz

eTI =<——92|“

2riaz

w

(k=1,2,...,n) fir ¢, =

+
Dae

a=—0o

2xix
e w

bzw. im Falle, dass |4] < 1 ist, fiir o, | 1] = =oe

Da die Doppelsumme

.

e
Z Z br may &% w ¥

y=— a=y

fir Jw| =7, |w] <|z| bzw. fir || |A] = R, |w]-|i]| < ]2z] absolut konvergiert,

so gilt dasselbe anch von den Teilsummen

a
Z bkma7 2w

y=— @

fir « =p. Da aber in diesen Teilsummen 2% gemeinsamer Faktor ist, so kann
deren Konvergenzverhalten von z nicht mehr abhingen; anderseits kann die ganze
Zahl p beliebig gross gemacht werden. Daher ergibt sich: Jede der Potenzreihen
in w

2 bkmay wY

7:—@

ist in dem Falle, dass |A]| > 1 ist, fiir || =7, und in dem Falle, dass [A] < 1

ist, fir |w|= | absolut und gleichmissig konvergent.
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Sétzt man

Imka(y) = Z brmaye ¢ ‘ (k,m=1,2,...,n; « beliebig ganzzahlig)

so sind demnach die so definierten Funktionen gur.(y) (k,m=1, 2,...,n; & ganz)
e w

von y in der durch die Unglechung =7 bzw. in der durch die Unglei-

2ty

chung | definierten Halbebene regulir und besitzen die Periode w;

= B
=il
aus den Gleichungen (51) folgt weiter das Bestehen der Differenzengleichungen

2niay

Gima (y —h) = Z,q”c Y) Gime (y) + Skme @

(k,m=1,2,...,n; « beliebig ganzzahlig).

Infolge der eben festgestellten Konvergenz der Reihen

o
Z bkmay wY

y=—0w»

konvergieren auch die Potenzreihen in w

—1
2 bkmay w ¥

y=—00
(¢ =z 0) in demselben Umfange. Wir verstehen nun in der Gleichung

n e—1l n

bkmay Z Z, Z bkjaa blmﬂy Qila—g + aay bkmaa (47)

J=1f=y =1

unter ¢ eine nicht negative ganze Zahl. Dann ist

—1 —1 n a—1 n
Z brmey w7 = Z w"YZ Z Z brjaa bimpy Qjta—sp
a y=—c y=—00 J=1 =y I=1
oder
n
Z Dkmay w 7= D) Z Z bjae Qjta—p Z bum gy w1+
y=—00 J=1 B==—o0 [=1 y=——w®

e—1 =n

+ Z Z Zbk]aa q_ﬂa—(fz bimp, w7, (53)

J=1 g=0 I=1 y=—o
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Die hier vorgenommene Vertauschung der Summationen ist gestattet, weil

1 s
D D Gite—pbimpyw?

‘5‘:— ® y=—o

fir Jw| =<1 bazw. fir |w| = % absolut konvergent ist. Weil niimlich die Funk-

2rix

tionen qui{x) (k,1=1,2,..., n) auch noch fir |e * | =R regulir sind, gibt es

eine positive reelle Zahl R, welche der Ungleichung R>R geniigt und so be-
2rix
e |=R

schaffen ist, dass die Funktionen ¢i;(z) (k,[=1, 2, .. ., ) auch noch fiir

regulir sind; es gibt dann auch eine positive reelle Zahl @ von der Beschaffen-

heit, dass fiir £,1=1,2,...,n, ¢=0,1,2,... |@r]l< % ist. Die Glieder der

Doppelreihe

-1 8
Z 2 Gjla—3 blmﬂy w

f=—o y=—»

sind daher absolut genommen kleiner als die Glieder der Doppelreihe

—1 8 (T) _
Z 2 E/ablmﬁyRﬂluf_yl-

f}:—m y=®

Diese Doppelreihe ist aber nach Satz 7 wegen der Ungleichung R > R fiir |w]| =»

bzw. fiir [w] =< I% absolut konvergent.

Wir nehmen jetzt an, es sei |A] > 1. Die Zeichenr R und @ sollen in der
folgenden Betrachtung weiter die eben erklirte Bedeutung haben; ausserdem
mbgen 7 und 7, positive reelle Zahlen sein, welche der Ungleichung r <7 <, < R

2aix
e © | =7 immer noch | gi:(x)]+o0

gentigen; 7 sei ferner so beschaffen, dass fiir
ist, so dass im Wortlaute des Satzes 7 die Zahl » auch durch die Zahl 7 ersetzt
werden kann. Es sei nun die positive reelle Zahl A grosser als der grosste ab-
solute Wert, den die Funktionen

—1 a
Z 2 bimay 2 w7 (k,m=1,2,...,n)

= y=—=x
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tir |z| =7, |w| =7 annehmen. Dann ist fiir |w|=7, e <o

a
D) brmay w7 < 5 (k,m=1,2,...,0)
’)’——w

]_o

BEs ist daher moglich, eine positive ganze Zahl ¢, so anzugeben, dass fiir

Da ferner || > 1 sein soll, ist

: ”Q’j : n” 67‘1 IQJL
lim biiae|] = lim | =
[ ZI " ] a=+m[R_“

a=+ ® _71] 1

? »
ZQ ! Zl Ibkjua

a>ay k=1,2,..,n
R—“] )

ist. Wir verstehen hierauf unter « eine ganze Zahl, welche der Ungleichung
« > @, geniigt, und weiter unter A eine positive reelle Zahl, welche grosser als

A ist und grosser als der grosste absolute Wert, den die Funktionen von w

—1

157 D bem, a1,y W

—1 —1 —1

Z bimoy wT, 7 Z bimiy ™, 73 2 bemay w7, . ..

y=-—® y=-— y==—00 y=—0m
(k,m=1,2,...,m)
fiir |w| =1 annehmen. Dann ist fiir |w|=7 nicht nur
me[gyw 7 <i45 B<o, kym=1,2,...,n)
y=—00 1
und
| Zbkm(ayw_y <;‘_@ (8=o0,1,2, s kyme=1,2,... n)
p=—®
sondern auch nach (53)
a—1l n 0
A n Q11 A
bk aa ﬁ
3 el < 4

bijee
<Z Z Zl * IR“‘ 7“R——711 "

j=1 f=—w I=1

(k,m=1,2,...,n).

\ 2 bkma'yw Y

y=—0»

Da man diesen Schluss beliebig oft wiederholen kann, gilt die Ungleichung
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—1

2 bemay w7 <:% iberhaupt fiir ¢=o0, k,m=1,2,..., 7, |w|=r. Aus dem
y=—c !
Bestehen der Ungleichung Z bimay w7 | < i fir e =0, k,m=1, 2,..., n,
1
y=-—®

|w| =7 kann man aber leicht schliessen, dass die Doppelpotenzreihe in z und.w
-1
Z D) bimay 22w fiir 2] < 7y, |w] =7 absolut konvergent ist.

a=0 y=—w»

Also sind die Doppelreihen

—1

p 2 bimay 2%w 7 und Z Z bimay 2% WY

=% y=— a=0 y=—

beide absolut konvergent, wenn die Ungleichungen |w| <7, |w| <|z|<<r; er-
fillt sind; die positive reelle, der Ungleichung r > r geniigende Zahl 7 haben
wir ja so gewihlt, dass im Wortlaute des Satzes 7 die Zahl » auch durch die
Zahl r ersetzt werden kann. Nennen wir daher die Funktion von z und ¥

—1

Z Z bkma'ye @ (al 7 + Z Z bkmaye ‘”'_71/) ka(xy y),

a=—® y=—x =0 y=—x

50 ist Fim(x,y) fiir

2niy 2aix

e w

2ty

<7, Ie w

|<71

<

regulir und besitzt in Bezug auf beide Argumente die Periode w. Nun kann man

aber auch schreiben

© —1 2nz~/u

Fineg)— 3, Sbimage s = 30 fumy @),
y=-—® a=y r=—0o
Daher ist (s. Gl. 43)
—1  2xiy(e—w)
Finlx+hy)= un Flmxfl/+5km2€ @
7_—00

Die hier im zweiten Gliede der rechten Seite stehende Reihe ist aber konvergent,

e(}J

2dix

wenn

< l ist. Daher folgt aus der eben angeschriebenen Gleichung,
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—1 ® 2mi
. —— [a(z+R)— 7yl
dass auch die Doppelsumme >\ D brmaye © " oder
r=—® a=y
—1
a(a,+h)-—'yll] @ (z+h)—yy)

Z 2 b;cmaye 2 Z bkmay 9 3
a=—® y=—w a=0y=—x

welche die Funktion Fyn(x + h,y) darstellt, fiir

2ix

e(JJ

2riy
e w

2niY
e w

<

<7, <r

absolut konvergent ist, oder dass mit andern Worten die Doppelsumme
o < 2 e) | e oy ey
Z Zbkmayew +2 Zbkmayew ’
g=—® = a=0 y=—x
welche die Funktion Fin(x,y) darstellt, auch in dem durch die Ungleichungen

2y
e w

2miy
<7, |le?

2mix
e w

|al<

<7'1|“

definierten Bereiche in den Variabeln z und y absolut konvergiert. Das letztere

®  —1 27
(@a—yy)
gilt daher insbesondere auch von der Teilsumme 3\ 3| brmay € @ .
a=0 y=—"-

Hieraus folgt aber vermige einer einfachen Eigenschaft der Potenzreihen, dass
die Doppelsumme Z, ZIJ brmay eQM(ax_m sogar fir
a=0 y=— o
absolut konvergiert. I)iese letztere Aussage ist aber gleichwertig mit der Aus-
sage, dass die Doppelsumme Z _21 bimay 2w fiir lw| <7, | 2] < | 4] absolut
=% y=—

dmix

2 iy
e «

e «w

<r, <7 |A]

konvergent ist. Wiederholt man nun den soeben durchgefiihrten Schluss geniigend
oft, dann erkennt man, dass die Doppelsumme Z S‘J bimay 25w~ 7 absolut kon-
a=0 y=—»
vergent ist, wenn die Ungleichungen |w] <7, ]|2] SYRIM erfiillt sind. Insbeson-
dere ist also die Doppelsumme Z i bimay 2*w fiir |w|=r, |2| = R|A| ab-
a=0 y=—x

solut und gleichmissig konvergent.
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Diese Aussage gilt, wenn |1} > 1 ist; ist aber |A] < 1, so gilt die entspre-
chende Aussage fiir das zu dem urspriinglichen System linearer Differenzenglei-
chungen adjungierte System. Diese Aussage lautet aber: die Doppelreihe in 2z

@ —1
und w0 D) D bimey 2w ist fir o] =7, |z] = R|4*] absolut und gleichmiissig
a=0 y=—o

konvergent. Beniitzt man jetzt wieder die Gleichungen bfnay = bmt,—y—a;

2* =1 und vertauscht z mit w, so folgt: die Doppelpotenzreihe in z und w

£

i | 2] = » absolut und gleichmiissig konvergent.

i
@® 0
D D) bimay 2w st fir Jw| =
a=1 y=—o

» —1
Man hiitte ebenso gut dasselbe vou D ) bimay2®w ™' beweisen kinnen. Wir
a=y y=—0o

haben daher den

Satz 8. Die Doppelpotenzrethe in z und w

o —1
2 D) bemay 2w (k,m=1,2,...,n)

a=0 y=—x
ist in dem Falle, dass |A| > 1 ist, fir |w| <7, |2] = R|A|, und wenn |2]| < 1 ist,
Siir |w| = Ii;], |2] = r absolut und gleichmdssig konvergent.

Nun Lisst sich der Beweis der behaupteten Konvergenz der auf den rechten
Seiten der Gleichungen

n a
aka:Z By bimay (k=r1,2,...,n; « ganz)
m=]1 y=—ow

und
2aiax

t= srtes
fk(x)zzakae w (k=1,2,...,n)

a=—0®

stehenden Reihen in wenigen Worten fithren. Da nimlich die Laurentschen
2l
Reihen in e @

+ o Aniax
D Biae © (k=1,2,...,m)
a=—®

27

e lé 0, definierten Streifen konvergieren

in dem durch die Ungleichung ¢, =
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und die durch sie dargestellten Funktionen daselbst regulir sind, so gibt es eine
positive reelle Zahl M, so dass die Ungléichungen

|Bka|§5—]% fiir ¢ <o und |Bka|§i)—lf fiir e=o0 (k=1,2,...,n)
1 2

gelten. Also sind die Glieder der dreifachen Summe

+ o> n [ 2rion
2 Z Ze “ Bmybkmw:
o=—o m=1 y=—o
hid hd *® n —1 w B o 2riax
(23333 3+333) st
< =0 m=1 y=—w a=

=— m=1 y=—=® 0 m=1 y=0

absolut genommen kleiner als die Glieder der Summe

n 4

2 S Mbinar]

==—w Mm=1 y=—ow

2nuxa,
e w

2niax e

o7+

o -] n —1
33 S Mbmerl|e ©

a=0 m=1 y=—w»

2riax

o7

HM:

z | bemas |

Es sei nun zuniichst |A] > 1. Da in diesem Falle das Bestehen der Un-

gleichungen ¢, =7 und ¢, = R vorausgesetzt wurde, konvergiert der erste Sum-

2mix

mand dieser Majorante nach Satz 7 fiir '> ¢,, der zweite Summand nach

2in

2xin
Satz 8 fiir |e © | =< R|A| und der dritte Summand nach Satz 6 fiirje @ | <g,|4|.
2l
Die aufgestellte Majorante konvergiert also fiir o, <|e ©® | < g;]4]. Daher kon-

vergiert auch

2nitax

+ » n 1 2t
2 Z Z e v Bmy bkmay
a= m=1 y=—o0

in diesem Umfange. Nun haben wir angenommen, dass die Funktionen Bi(x)

2mix 2rin
auch fir [e ©® | =9, und fiir |e © Izgg und die Funktionen g¢;(x) auch fiir
27 in
e ® | = R noch regulir sein sollen. Man konnte daher die Zahl g, auch durch

eine kleinere Zahl ¢}, die Zahlen ¢, und R auch durch grossere Zahlen o) und
R* so ersetzen, dass immer noch die Ungleichungen ¢} < ¢} =< R*, ¢{ = r be-

19—31104. Acta mathematica. 67. Imprimé le 20 juillet 1931.
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2aix
stehen, die Funktionen Bi(x) (k=1,2,...,%) immer noch fiir ¢} = l |§9§
2t

e w

und die Funktionen g¢i:(x) (k,1=1, 2, ..., #) immer noch fiir = R* regulir

sind und die Summen

n ¢« 27iax

to poibhilh e
DD e ® Buybima (k=1,2,...,n)

a=—m» m=1 7=

27119:

auch noch fiir ¢} <‘ < ¢}|%] absolut konvergieren. Daher ist die Summe

« 2iax

+ @ n 2aiex
Z 2 Ze “ By brmay (k=1,2,...,n)

a=—® m=1 y=—x

2xix

sogar fiir ¢, < I = 0,] 1| absolut und gleichmiissig konvergent.

Nun sei zweitens |A] < 1. Dann konvergiert der erste Summand unserer
2mix
Majorante nach Batz 7 fiir Ie w |> 0:12], der zweite Summand nach Satz 8 fiir

2nix 2nix

|<1 und der dritte Summand nach Satz 6 fiir |< 0;. Daraus folgt

aber nach einer dhnlichen Uberlegung wie im Falle |l| > 1, dass unsere Summe

eriaz

+ > n a
Z > 2 e “ Buybimey (k=1,2,...,n)
a= m=1 y=—wx

2nix
e w

fir o, |A] =

Setzt man nun

= 0, absolut und gleichmissig konvergiert.

211{::

+ o n a
2, Z 2 @ Bmibima/ f:&( ) (k:I,Z,...,'ﬂ), (54)
a=—ow m=1 y=—x

dann sind die so definierten Funktionen f;(x) (k=1,2,...,%) von z fiir

)

| 2rin 2nza,|

0= |<92|}'| bzw. fir 91|“<|

=0
regulir und besitzen die Periode w. Die Gleichungen (54) liefern auch die
Laurentsche Entwicklung der Funktionen fi(x) (k=1,2,...,n) nach Potenzen

2miz

von e ©“ ; setzt man nimlich
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n

Z Z' Bmy bkmayzaka (/{Z:I, 2y 01 aga’nz)7 (55)

m=1 y=—o

dann ist
2niax

Za’“"e w (k=1,2,...,n) (56)

==

und die auf den rechten Seiten der Gleichungen (56} stehenden Laurentschen
2rin
Reihen in ¢ © konvergieren fiir

2aix

2mix
e w

ew

0=

= ¢l 2] bzw. fir ¢ |i] = = 0.

Die Gleichungen (54) lehren, dass man auch schreiben kann:

+ o n

fk(x)=2 ZBmeka(x) (k:Iy27-~-7n)' (57)
y=—0c m=1
Die hier rechts stehenden Summen sind wieder in demselben Umfange absolut
und gleichmiissig konvergent. — Die durch (54) definierten Funktionen f;(x)
(k=1,2,...,n) geniigen schliesslich auch dem System linearer Differenzenglei-
chungen (22); denn aus (43) und (57) folgt

2aiyx
Ji(z+ h) Zq“ Z’Bmye o (k=1,2,...,n)
y=—=
oder
JC'{']Z ZQIJ +B}~( ) (]CZI,Z,...,’)Z), (22)

wie behauptet wurde.

Wir® haben zu Beginn dieses Paragraphen vorausgesetzt, dass keine Zahl
von der Form A (¢ ganzzahlig) Wurzel der charakteristischen Gleichung K (t)=0
(24) ist. Die Existenz einer partikuliren Losung des Systems linearer Differen-
zengleichungen (22), deren simtliche Funktionen die Periode w besitzen, ist aber
auch klar, wenn eine oder mehrere Zahlen von der Form i% (¢ ganzzahlig) Wur-
zeln der charakteristischen Gleichung sind, aber sonst alle anderen gemachten
Voraussetzungen erfilllt sind. Wir setzen in diesem Falle

Ji (@) = @ (@) fi (x) (k=1,2,...,7); (58)
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hier soll ¢ (z) eine in der ganzen Ebene meromorphe Funktion von x sein, welche
der Differenzengleichung ¢ (x + h) = ¢ (z) geniigt und die Periode w besitzt.
Eine solche Funktion ¢(x) kann man nach Satz 1 auf mannigfach verschiedene
Weise angeben. Die von Null verschiedene Zahl & soll so beschafferi sein, dass
die Wurzeln ¢,,£,,... ¢, der charakteristischen Gleichung K ({)= o (24) durch

Division durch ¢ in Zahlen %7 ﬁ, Y tf iibergehen, von denen keine von der
&

Form A® (¢ ganzzahlig) ist. Das System (22) geht dann durch die Transforma-

tion (58) iiber in

gﬁ Zq“ BL(O—G— (k=1,2,...,m). (59)

o (x

e

Nun verstehen wir unter g, ¢, positive reelle Zahlen, welche den Ungleichungen

2xix
w

0, = 0, < 0; = 0,, 0, = r geniigen und so beschaffen sind, dass fiir ¢, = =0,

@(x)+0 ist.! Dann ist nach unseren fritheren Entwicklungen eindeutig ein Sy-

stem von Funktionen fi(z) (k=1, 2, ..., n) bestimmt, welche im Falle |1] > 1 fiir

0171 2nix

«w

0= |<g2|l|und im Falle |2] < 1 fiir ¢, |4] = |e

die Perlode @ besitzen und dem System linearer Differenzengleichungen (59) ge

= g, regulir sind,

niigen. Die Gleichungen
fi(@) = g (@) fi (@) (k=1,2,...,7) (s8)

liefern hierauf ein System von Funktionen f;(x) (k=1, 2, ..., n), welche in dem
2111
durch die Ungleichung g, él |< 0:14] bzw. in dem durch die Ungleichung

2xix
e w

o] =

und dem System linearer Differenzengleichungen

= 0, definierten Bereiche meromorph sind, die Periode w besitzen

filz+h)= Zq” x) + Bi(x) (k=1,2,...,n) (22)

! Wenn g, = ist, was wir im Falle | 1| >1 ja zulassen, dann folgt aus den Ungleichungen

0, =0,<0y=0,, 0,=r die Gleichung ¢, =r. Man muss daher in diesem Falle an die Funktion

@ () noch die leicht zu erfilllende Anforderung stellen, dass sie auf der durch die Gleichung
e w

=1 definierten Geraden nicht verschwinden soll.
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geniigen. Aus dem Bestehen der Differenzengleichungen (22) folgt dann, dass

die Funktionen fi(x) (k=1,2,...,%) so analytisch fortgesetzt werden konnen,

2% Irix

w

|<92M| bzw. fiir ¢,|A] =
sind, die Periode w besﬂ;aen und dem System linearer Diﬂ’erenzengleichungen

dass sie sogar fiir oy =< = ¢, meromorph
(22) geniigen.

Dieselbe Uberlegung hiitte man auch in dem Falle anstellen konnen, dass
keine. Wurzel der charakteristischen Gleichung die Form A* besitzt, wo « eine
ganze Zahl bedeutet.

Wir kénnen nunmehr folgenden Satz aussprechen:

Satz 9. FEs selen o, und g, positive reelle Zahlen, welche im Falle |A] > 1
den Ungleichungen o, < 0, = R, o, <7 und im Falle |1| < 1 der Ungleichung
01 < 0y =1 gendigen. Hierauf seien Bi(x) (k=1,2,...,n) Funkttonen von x, welche

2xix
Jiir ¢, =

w

= o, regquldr sind und die Periode o besttzen, so dass fiir

2rix
01 §l |< 0, konvergente Reihenentwicklungen von der Gestalt

2niax

ZBkae w (k=1,2,...,n) (42)

o=—x

bestehen. Dann kann man stets in mannigfach verschiedener Weise ein System von
Funktionen fi(x) (k=1,2,...,n) angeben, welche in dem Falle, dass [A]> 1 dst,

2rix
w

in dem durch die Ungleichung o, < |e =< 0,| 4| und in dem Falle, dass |A]<1

2L

ist, in dem durch die Ungleichung o, |A| =<|e © |= o, definierten Streifen in der

Ebene der komplexen Variabeln x meromorph sind, die Periode w besitzen und dem

System linearer Differenzengleichungen

Jilz+h)= qul x)+ Brlx) (k=1,2,...,%) (22)
gentigen. Wenn insbesondere keine Zahl von der Form A% wo das Zeichen a éine
ganzge Zahl bedeutet, Wurzel der charakteristischen Gleichung

K{f)=o (24)

ist, dann gibt es ein und nur ein System von Funktionen fi(x) (k=1,2, ..., n),
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welche in dem genannten Streifen holomorph sind, die Periode w besitzen und dem
System linearer Differenzengleichungen {22) geniigen. Durch die Gleichungen

a n

bkmaylazz Zblmﬂqula—{} + dikm 50:7 (k,m=1,2,...,n; a;;/) (45)
p=r1=1
st namlich in diesem Falle ein System von Zahlen bimey (k,m=1,2,...,n; a=y)

eindeutig bestimmt. Die Gleichungen

a 2icz

fk(x)=2m é Zfz—“’—bkmamey (k=1,2,...,n) (54)

a==—w» m=1 Y=

definieren dann jene Lisung des Systems (22); die rechts stehenden Summen sind
2nix )
ndmlich, wenn || > 1 ist, fiir o, =|e ©

= 0|2, und wenn |A| <1 ist, fiir
2nix
oA = le w | < 0, absolut und gleichmdssig konvergent.
Die Gletchungen (54) liefern in dem durch die Ungleichung

2rix

e v

2nizx

e ® | = o|A] baw. o |2 =

0=

=0

definierten Streifen auch die Laurentsche Entwicklung der Funktionen fi(x)
2xix
(k=1,2,...,n) nach Potenzen von e © :

2xicx

@)= Sawe ©  G=12...0 (50

e=—1u

wo

ko = Z 2 bimay Bny (k=1,2, .., n; ganz) (55)
m=1 y=—®»
ist. Sie lehren auch, dass man in diesem Streifen die Funktionen f.(x) (k=

=1,2,... n)} mittels der Gleichungen

AR=S S Burfimle) =120  (57)

y=—0ow m=1

aus denjenigen Funktionen fim,(x) (k,m=1,2,...,n; y ganezahlig) zusammensetzen
2x i 2rix

e w

kann, welche fiir < R|A| bzw. fiir le @ | <» reguldr sind, die Periode
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besitzen und den Differenzengleichungen

2aiy e

ﬁmy x"‘h Z(Zkl ﬁm( + Okme ©

{43)

(k,m=1,2,...,n, y beliebig ganzzahlig)
gendigen.

§ 7. Zusammenhang mit dem adjungierten System linearer Differenzen-
gleichungen. Bs sei wieder keine Wurzel der charakteristischen Gleichung

K{t)=o (24)

von der Form i¢ (¢ eine ganze Zahl); wir haben in diesem Falle gesehen, dass
das System der Zahlen bimoy (k,m=1,2,...,n; ¢ =y), welche zu dem System
homogener linearer Differenzengleichungen

x'{"h qul (k:I,Z,...,’n) (33)

gehdren, bis auf die Avordnung identisch ist mit dem entsprechenden Sysfem
von Zahlen bfme, (k,m=1,2,...,n; e =y), welche zu dem zu (33) adjungierten
System homogener linearer Differenzengleichnngen

W= Sab)al) =120 (52)

gehéren. Es ist nimlich bfmey = but,—y,—a (k,m=1,2,...,n; a=y). Auf Grund
dessen und auf Grund des Satzes 9 ist die Richtigkeit der folgenden Behauptungen
ohne weiteres einzusehen.

Die positiven reellen Zahlen ¢, und g, mogen im Falle || > 1 der Un-
gleichung ¢, < ¢, <7 und im Falle |A] < 1 den TUngleichungen ¢, < g, < R,

0 =7 geniigen. Hierauf seien II:(y) (k=1, 2, ..., #) Funktionen von y, welche
2ty

fiir gl<| |< 9, regulir sind und die Periode w besitzen, so dass fiir

2riy

<I = ¢» konvergente Reihenentwicklungen von der Gestalt

» _ 2niey
H y):ZHkae @ (k:I, 2)-"’71) (60)

a=—®



152 Heinrich Lowig.

bestehen. Dann gibt es, wenn || > 1 ist, ein und nur ein System von Funk-

2ty
tionen ¢i(y) (k=1, 2, ..., n), welche fiir |QTI| <le ® | =9, und wenn || < 1 ist,
ein und nur ein System von Funktionen gi(y) (k=1,2,..., %), welche fir

2ty
0= \e e l= ﬁfl reguliir sind, die Periode @ besitzen und dem System linearer

Differenzengleichungen

aly—0=Sanal) + M) =120 (o)

geniigen. Dieses System von Funktionen gi(y) (=1, 2, ..., %) ist nimlich durch
die Gleichungen

[ 2y

+ ®
g = X De ¢ buwrayna (k=1,2,..,7) (62)
=

» m=1 q=y

definiert. Die auf den rechten Seiten der Gleichungen (62) stehenden Summen
2niy
e © |=og, bzw. in dem durch

sind nimlich in dem durch die Ungleichung &% =<

sl

| 2aiy
die Ungleichung ¢, =|e ¢

< ® definierten Streifen absolut und gleichmissig

| 4]
konvergent.

Die Gleichungen (62) liefern in dem genannten Streifen auch die Laurentsche
Entwicklung der Funktionen gi(y) (k=1,2,...,%) nach Potenzen von e ©

Setzt man namlich

n o
2 Z bmka-/ I, = Ty (L: L,2,..,n,7 ga‘nzzahlig), (63)

m=1 a=y
dann ist
= _2aiyy
g’:(y)zznkye @ (k=1,2,..., 7). (64)
y=—®
Die Gleichungen (62) lehren- ferner, dass man die Funktionen gi(y) (k=1,2,..., n)

mittels der Gleichungen

n + ®
o) =2 DMnagimaly) (b=1,2,...,2)  (65)

m=1 a=—x

aus denjenigen Funktionen gime(y) (k,m=1,2,...,7; ¢ ganz) zusammensetzen
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2ty
e w

2Ly
e w

% reguliir sind, die Periode w

kann, welche fiir = bzw. fur =

besitzen und den Differenzengleichungen

_2niay

Grma(y —h) = Zq”c Gima(y) + Okme @

(k,m=1,2,..., n; e beliebig ganzzahlig)
geniigen.

§ 8. Die Picardsche Abschitzung. Satz 10. Es se: K(A?) fiir jedes
ganzzahlige o von Null verschieden. Wenn dann o, und p, zwei feste, den Un-
gleichungen ¢, < 9, = R, o, <+ vm Falle || > 1 und o, < ¢, <7 im Falle|L]<1
geniigende positive reelle Zahlen sind, dann ist es miglich, eine posztwe reelle Zahl
x von der Beschaffenheit anzugeben, dass be: jedem System von Funktionen By(x)

2nix
e ®

(k=1, 2, ..., n), welche fiir o, = < o, regulir sind und die Periode w besii-
zen, die zugehirigen Funktionen fi(x) (k=1,2,..., n), welche (s. Satz ) in dem

é@z“'l,

= 0, 7e-

2nu:

Falle, dass || > 1 ist, dadurch definiert sind, dass sie fiir o, <|
2mix

‘und in dem Falle, dass |A| < 1 ist, dadurch, dass sie fiir o,|A] <|e ©
guldr sind, die Pertode w besitzen und dem System linearer Differenzengleichungen

fele+h) = qul x) + Belw) (k=1,2,...,n) (22)

2min 2riw
geniigen, fir o, <le © | = @,|A]| bew. fiir o |2] = |< 0, die Ungleichungen
| file)| <« M[Bi(2)] (k=1,2,...,m) (66)

erfilllen, wo M |Bi(x)] den grissten absoluten Wert bedeutet, den die Funktionen

Bi(x) (I==1,2,...,n) fir o=

Beim Beweise miissen wir die Fille [4] > 1 und |A] < 1 getrennt behandeln.

2aia

, = 0, annehmen.

! Dieser Satz wurde von Emil Picard in der Abhandlung »Sur une classe des transcendan-
tes nouvelles» (Acta mathematica 18, p. 133—154) fiir den Fall konstanter Koeffizienten g, ;(x)

ausgesprochen; Picard beschrinkt sich ausserdem auf den Fall » =1, weil man bei konstanten
Koeffizienten auf diesen den Fall # > 1 im allgemeinen zuriickfithren kann.

20—31104. Adcta mathematica. 657. Imprimé le 20 juillet 1931.
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Es sei also zuniichst JA] > 1. Ist M der grosste absolute Wert, den die Funk-
2xiz
e v

tionen By(x) (k=1,2,...,%) in dem durch die Ungleichung ¢, = = 0, de-
finierten Streifen annehmen und lautet die Laurentsche Entwicklung dieser

“111

Funktionen nach Potenzen von ¢ ©® in dem genannten Streifen

— S Bie k=12, 0m)  (42)

a=—®

M
dann ist fir k=1,2,...,n; e=0 |B1a|<%€- und fiir ¢<<o sogar |B;,a|<z)—-
2 1

Nun ist ja

2riax 2nian

Z 2 Z e v banavBm/ Z Z Z bl'mm) Bmye

g=—x m=1 y=—» y=—% m=1 a=y

k=1,2,...,n).
Daher ist fur

")"lll

o<l <enl

n ® 27!1(11 211(11
|/e(@) (ZAZZWWH o+ 33 Stotmel-Je h)

7=—® m=1 q=y 7=0 m=1 a=y
k=1,2,...,n).

2111

Der Reihenausdruck in der Klammer ist wirklich fiir o, <| < 0,| 4| kon-

2xix

ev I: 0, ist insbesondere

vergent. Iir
n @

'ﬁ I<Z'[( Z Z Zlbk"“’“flgz l/ +Z Z Zlbkmallga ‘)éMﬁYI

=—® m=1 a=y 7=0 m=1 a=y

(k=1,2,...,n),

wenn man unter I die grosste der nicht negativen reellen Zahlen

-1 n ®
Z Z Zlbkmaylgg 1/+2' Z Zlbhma,'lgs, (k:I,Z,...,n)
= =1 =y

® m=1 « y=0.m=1 a=y

versteht. Nun bestehen die Gleichungen
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Silw+ Ry = 2%1 )+ Bi(z) (k=1,2,...,n). (22

Ist daher @ der grésste absolute Wert, den die Funktionen qi:(x) (£, I=1,2,...,7n)

2maix 2wix

w

fir

I—— 0, annehmen, dann ist fiir =g,
| file+h) | =EwMQF, +M=nQF,+1)M (k=1,2,...,n)
oder

iz

e—“’_lzgglll, (k=1,2,...n).

|fi@)| < (nQF, + 1) M fiir

Zﬂm

Zweitens folgt aus der obigen, fiir ¢, < l<gz|l| giltigen Ungleichung

Axix

e v | =g, || die Ungleichung

fiir die Funktionen fi(x) (k=1, 2, ..., n), dass fiir

n @

Lile |<M[z S S [bumerl e 1] gzilbmmlm ]

yY=—w® m=1 a=y 1a=y

(k=1,2,...,m)

besteht. Bezeichnet man mit I’ die grosste der nicht negativen reellen Zahien

2 2 EIbkme (o) [A])* 077 +222|bma7|glll (k=1,2,...,n),

y=—0w» m=1 a=y 7=0m=1 o=y

iz
w

dann ist also fiir =o|2]

|filz)| = FM (k=1,2,... n).
Nun sei {qr:(x)} = {qr:(x)}™"; dann folgt aus (22):
ZQH x) filr + h) — ngl(x)Bl(x) (k=1,2,...,n). (22%)

211%

ew

Weil aber die Determinante |gu:(x)| fiir =» von Null verschieden ist,

2xix

sind die Funktionen gi;(x) (k,1=1, 2, ..., n) fir I =< r und daher wegen der
2ain

Ungleichung ¢, =< r insbesondere fiir = ¢, regulir. Es sei daher ¢, der



156 Heinrich Lowig.

Qi

e |:91

grosste absolute Wert, den die Funktionen ¢ (z) (k,I=1, 2, ..., n) fiir

21X

annehmen. Dann folgt aus (22%) fiir |—~ 0

i@ =n@QFM+nQ M=nQ (1+F)M k=1,2,...,n).

Wir sehen also, dass fiir

2aix

|'—91|l| |eh;’—

I 2air

e(ﬂ

I 27z

|%11,
= 0, =0 le” :Qzlll

der Reihe nach die Ungleichungen

i@ 201 +F)M, |filx)|=FM, |i|=F M, |fi@|=@QF+1)M

k=1,2,...,m)
bestehen. Daraus folgt, dass iiberhaupt in dem durch die Ungleichung
27”1 .
0y <| < g,| 4| definierten Streifen der absolute Betrag keiner der Funk-

tionen fi(x) (k=1,2,...,n) grosser werden kann als die grosste der Zahlen
nQ (F+1)M, FM, F\M, (nQF,+ 1) M, ja nicht einmal grosser als die grossere
der beiden Zahlen 7@, (F+ 1)M und (rQF,+ 1) M. Versteht man daher unter
x die grossere der beiden Zahlen n @, (F + 1) und #QF, + 1, dann ist fiir

2nzx

ozlen | zalil imnz. . on 1AW= 50,

2xix

wie auch die Funktionen Bi(x) (k=1, 2, ..., n), welche fiir o, <| = g, regu-
lir sind und die Periode w besitzen, im tubrigen gewihlt sein mogen. Die Exi-
stenz einer positiven reellen Zahl x von der in Satz 10 verlangten Beschaffen-
heit ist also bewiesen.

Ahnlich hat man vorzugehen, wenn |i| <<t ist. Es ist in diesem Falle
271

fiir o, [A| = e =0,

n ® 2aicx

2 Z Ze © bkma/ my (k:I,Z,...,n), (54)

y=—® m=1 a=7

27:1@

daher fir gl|l|<| |<99
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n 2rniaw @ n ) 2ﬂla.L
lfL |<M( Z Z Z‘bkmayl @ 91‘7'*‘2 Z Zlbkmayl : le )
y=-—w m=1 a=y =0 m=1 a=y
(k=1,2,...,m).
Also ist fiir [e © |=g,[A], k=1,2,...,n

n @

—1
| fi (e |<M[ D 2 Dl bemer | (ea |4 e +
y=—0o0 m=1 a=y
P

wenn man unter F die grosste der nicht negativen reellen Zahlen

HM:

Z bkm«yl(ezlll)“e;*fJ <MF,

n e w© n =]
Z Z Zlbkma/l (02 [2])* 077 +2 Z Zlbkmayl (02| 2 ]) (k=1,2,...,n)
y=—x m=1 a=y y=0 m=1 o=y
2w

w

versteht. Ebenso ist fur

=0

lfile) | = MF,  (k=1,2,...,n),

wo I, die grosste der nicht negativen reellen Zahlen
+ o n @ - n -]
2 Z ZMkmale(f-y'f’E 2, Zlbkmayle‘fg'ﬂ (k:I,z,...,n)
y=—0 m=1 a=y 7=0 m=1 a=y

ist. Ist jetzt ¢, der grosste absolute Wert, den die Funktionen qui(x) (%,]=

2rix

=1,2,...,n) fiir I l— g5 und @ der grosste absolute Wert, den die Funk-

2nix

tionen qii(x) (k, l=1,2,..., n) tir |e w

=g, annehmen, dann folgt aus (22%)
2mix
e w

und aus der ersten Ungleichung fiir = 0,

1@ <nQFM+nQM=n@Q,(F+1)M (k=1,2,...,n%);

2mix
e w

entsprechend folgt aus (22) und aus der zweiten Ungleichung fiir =g

|filx+h)|=n@QF M+ M=mQF,+1)M (k=1,2,...,n)
oder

i) = nQF, +1) M (k=1,2,...,n)
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2rix
fir [e ® |=g¢,|%]. Bezeichnet man jetzt wieder die grossere der beiden Zahlen
2ix
nQF,+1 und nQ,(I'+ 1) mit x, dann ist fiir g |A]| = e © | = 0y, k=1,2,...,2

FAGIEX?S

Die Bildungsweise der positiven reellen Zahl x ist auch jetzt davon unab-
2wix
hiingig, welche fiir ¢, = le @ | = g, holomorphen Funktionen von der Periode w
Bi(x) (k=1,2,...,7) in (22) speziell auftreten.

§ 9. Betrachtung des Falles, dass die von den unbekannten Funktionen
freien Glieder nicht periodisch sind. Man kann sich die Frage stellen, ob die
Ergebnisse des § 6 nicht auch aufrecht bleiben, wenn zwar die Koeffizienten
qeilx) (k,1=1,2,...,n) den in § 4 ausgesprochenen Voraussetzungen geniigen,
aber die Funktionen B:i(x) (k=1,2,..., %) nicht die Periode w besitzen. Wir
wollen wieder die Voraussetzung machen, dass der Ausdruck K (A% fir ganzzah-
liges ¢ von Null verschieden ist, und ausserdem nur annehmen, dass die Funk-
tionen Bi(z) (k=1,2,...,%) in der Umgebung einer Strecke, welche in Richtung

und Linge mit der komplexen Zahl w ibereinstimmt und in der durch die Un-

2mix

gleichung le @ | =r definierten Halbebene liegt, regulir sind. Wir denken uns
hierauf lings der Geraden, welche jene Sfrecke enthilt, eine Funktion von =z

durch die Festsetzung erklirt, dass sie im Innern der genannten Strecke mit
Br(x) (k eine der Zahlen 1,2,... %), an dem einen ihrer Endpunkte mit dem
arithmetischen Mittel der Werte der Funktion Bj(x) an den beiden Endpunkten

itbereinstimmen und im ibrigen die Periode w besitzen soll. Setzt man dann

Tot o
2aiex
1 —

Bka:; Bk(ﬂﬁ')e © dx (QZO, iI, iZ,...),

o

wo x, und %, + @ die Endpunkte unserer Strecke sind und das Integralzeichen
+ o 2aiax

eine Integration lings dieser Strecke bedeutet, dann ist die Reihe ZB"”‘e w

ag=—um

in jedem zu x, mod w inkongruenten Punkte der unsere Strecke enthaltenden
Geraden konvergent (auf einer in dieser Geraden liegenden Strecke, welche we-

der im Innern noch in einem Endpunkte einen mod o zu x, kongruenten Punkt
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enthiilt, sogar gleichmiissig konvergent) und stellt die oben erklirte Funktion
von x dar; die Reihe

2niax 2riax

+ Bk,_ae_ w ): Bro +

By + i (Bkae

«a=1

27TQ

Lt i (Bre— B —) sin”‘m]
w w

+ 2 [(Bka + By, —.) cos
a=1

(trigonometrische Reihe) ist auch in den mod w zu x, kongruenten Punkten kon-
vergent und stellt diese Funktion dar.

Wir fragen uns nun: welche Bedeutung haben die entsprechend Satz ¢ ge-
bildeten Reihen

+ n o 2aicx
Z Z Zbk’ma'me'ye w (k=1,2,...,n),
a=—x» m=1 y=—»
und wenn diese Reihen Funktionen fi:(x) (k=1,2, ..., n) von x darstellen, inwie-
weit kann man dann sagen, dass diese Funktionen fi(z) (k=1,2,..., 1) dem Sy-

stem linearer Differenzengleichungen

ﬂ(x+h)=iqkz(x)ﬁ(x)+Bk(x) (k=1,2,...,n) (22)

gentigen?
Wir beschrinken uns auf die Betrachtung der einfachen Differenzenglei-
chung erster Ordnung mit einer unbekannten Funktion

fle + b)) —flx)==x.

‘Wir definieren daher lings derjenigen durch den Nullpunkt gehenden Geraden,

welche die Richtung w besitzt, eine Funktion von z dadurch, das wir festsetzen,

. . . w w . .
sie solle im Innern der die Punkte -5 und + > ‘verbindenden Strecke mit «
.. .. .. w . . . . .
ubereinstimmen, fir = 5 verschwinden und die Periode w besitzen. Diese Funk-
. Ca ) .

tion wird in den zu S mod ® inkongruenten Punkten der Geraden, auf welcher

2nix
sie definiert ist, durch die Laurentsche Reihe in e ©
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a—1 27l @ _ 2miaw

k=
L \ (_I) w w (_I)a_l w
27m'Z « ¢ 27”'2 o ¢

a=1 =1

13

dargestellt; in der Form

o 2niax 2niax x
2] —) == - w —1)! , 2max
— Z (=1) (e v —e v ) = — (=1) Sin -
27w 14 7T « w
a=1 a=1
. . . . . w
stellt diese Reihe die genannte Funktion auch noch fiir x = S (mod w) dar.

Die Wurzel der charakterististischen Gleichung
t—1=0

unserer linearen Differenzengleichung hat den Ausnahmewert I=Z°; diese Diffe-
renzengleichung ist also gar nicht von der oben betrachteten Beschaffenheit. Das

Wesen der Sache kann aber trotzdem an diesem Beispiele erliutert werden; man
2aix
kann n#mlich eine Laurentsche Reihe in e ® angeben, welche der Differenzen-

gleichung

flot B —fly= 2 3 S0 e oo S
' ) a 27e «

a=| a=1

Wir haben nun zu untersuchen, in welchem Umfange die auf der rechten Seite
2xiz

dieser Gleichung stehende Laurentsche Reihe in e © konvergiert und inwieweit

man gegebenenfalls von der durch diese Reihe dargestellten Funktion f(x) sagen
kann, dass sie der Differenzengleichung

Sfle+h)—flo)==
geniigt.
Wir denken uns die komplexe Zahlenebene durch zwei Halbstrahlen, welche

von den Punkten —% und +§ ausgehen, lings der die beiden Punkte verbin-
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denden Geraden ins Unendliche verlaufen und die Strecke zwischen den beiden

Punkten freilassen, aufgeschnitten. In der so aufgeschnittenen Ebene sind

2t

2rix
2 log (I+e w ) und — —— log (H—e “’)
27wy 27

eindeutige Funktionen von x; man hat nur notwendig, an einer Stelle z = x,

2rie

der aufgeschnittenen Ebene iiber den Wert sowoh! von log (I +e ® ) als auch

2rix

von log (I +e ) eine der mdglichen Festsetzungen zu treffen. Wir wollen

) 2nix _2mix
festsetzen, dass sowoh! log (1 +e @ ) als auch log (I +e © ) fiir z=o0 den re-
ellen Logarithmus von 2z bedeuten soll.

2l
Dann ist die Funktion 5‘;—2 log (I +e ® ) in der durch die Ungleichung

2nix
e w

<< 1 definierten Halbebene regulir und besitzt die Periode w; ihre Ent-
Qi
wicklung nach Potenzen von ¢ © lautet in dieser Halbebene:

2mix w I)a~1 2ntax
—— log \i+e ® J=

® ___é(—_ﬂ; v
271 277 !«

2nix
Nun geniigt die Potenzreihe in ¢ ©

2xiax
@
_w —1)fte @
fl(x)*zniZ « -1
a=1
formal der Differenzengleichung
B @ ® (_ I)a—l 2ﬂ;ax
a=1
2rin
Wir wollen nun annehmen, dass [A]=]e ® |>1 ist. Andernfalls kénnte man

ja —o durch w ersetzen. Dann folgt aus Satz 4 (oder auch einfach aus dem

Quotientenkriterium), dass die Reihe, deren eventuelle Summe wir f| (z) genannt
2t
p o

haben, fiir < |4] konvergiert und daselbst eine Funktion f,(z) darstellt,
welche die Periode w besitzt und der Differenzengleichung

21—31104. ~ Acta mathematica. 57. Imprimé le 20 juillet 1931.
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Sl B = file) = 2 tog (4> )

geniigt. Ks besteht sogar noch eine bedingte Konvergenz der genannten Reihe
2aix
e w

fiir ==|1| mit Ausnahme der Stellen, welche zu %) + h mod w kongruent

2nix
sind. Das folgt daraus, dass die obige Reihe fiir sz. log (I +e © )auch noch
7T
2z @
fir je * |=1 mit Ausnahme der Stellen x = > (mod w) bedingt konvergent ist,

und aus dem Bestehen der Differenzengleichung

fl(ac+h)——f1(x)=2—:;. log (I—I—e E )

Wir betrachten nun auch die analytische Fortsetzung der Funktion f| ().
2xix

Die Funktion %; log (I +e o ) hat erstens die BEigenschaft, bei Umkreisung

. w . . .
einer zu — mod o kongruenten Stelle sich um w zu vermehren und zweitens in

27l
der durch die Ungleichung Ie w

> 1 definierten Halbebene bei der Vermehrung
des Arguments um o ebenfalls um o zuzunehmen. Daraus und aus dem Be-
stehen der Differenzengleichung

file+ b —filx)= 2 log (I + einx)

27T

kann man folgende Eigenschaften der Funktion f, (x) ableiten. Die Funktion f, (x)
hat die zu

Can La2n L43h. ..
2 2 2

mod w kongruenten Stellen zu Verzweigungspunkten und vermehrt sich bei Um-
kreisung einer dieser Stellen um . Legt man von den Punkten t+ % +vh
(=1, 2,3,...) geradlinige, zu o parallel verlaufende Verzweigungsschnitte,
welche die Strecke zwischen -—g + vh und + % + vh frei lassen, dann ist die

Funktion f,(x) in der so aufgeschnittenen Ebene eindeutig. (Erst nach dieser
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eindeutigen Festlegung der Funktion f;(x) hat es einen bestimmten Sinn, zu

sagen, dass diese Funktion iiberall der Differenzengleichung

Sile +h) _fl(x):;% log (I+62‘:’”)

2rix

geniigt.) Wihrend aber die Funktion f, (x) fiir |e ® | <|A] die Periode w be-
§itzt, vermehrt sich f(z) in den durch die Ungleichungen

2mix
e w

2maix
e w

2rix

eT|<|l4|,

A < <[22, |22 < < |2, 23] <

definierten Streifen bei Zunahme des Arguments um w um die Zahlen w, 2w, 3w, ...
Bs bedeutet keinen Widerspruch, dass die Relation f;(z + ) — f;(x) = o nicht
erhalten bleibt; denn bei der hier durchgefiihrten Aufschneidung der Ebene hiingen
die Funktionsteile von f,(x + w) — f; () in den Gebieten

2aix
e v

Aix
e w

2mix
e

2aix

eT|<|l4|,...

<|al, [2] < < |2, |2 < < |23, [2®] <

gar nicht zusammen.

Wir fithren dieselben Schliisse beziiglich der Funktion

@ _27”'::;
o g (o)
27we

2xix
durch. Bei der anfangs getroffenen Festsetzung ist — zlm log (I—i—e @ ) in

2rxix
e w

der durch die Ungleichung > 1 definierten Halbebene reguldr und besitzt
2riw

die Periode w; ihre Entwicklung nach Potenzen von e © lautet daselbst:

(____I)a_l _27ic

. _Z*Hx w ®
——— log \t+e w):_ : e ©
27wt g 271722' 24

2
li
pA

27T
Nun geniigt die Potenzreihe in ¢ *
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formal der Differenzengleichung

«© 2xiax
1
—I)“ _ farex

St B —fil=— 2 3 T

a=1

Nach Satz 4 (es ist statt @ die Zahl —w und statt 1 die Zahl A= zu setzen)

konvergiert daher diese Reihe, deren eventuelle Summe wir f;(x) genannt haben,
2xix

ew

fiir > 1 und stellt daselbst eine Funktion f,(x) dar, welche die Periode w

besitzt und der Differenzengleichung

o (e
Salz +h) — folx) = P log (I+e
genigt; fiir e ® |=1 mit Ausnahme der Stellen xE% (mod w) besteht auch

noch eine bedingte Konvergenz dieser Reihe.
Iaix

Nun hat die Funktion — 5% log (I +e © ) erstens die Eigenschaft, bei

. . ® .
Umkreisung einer zu > mod o kongruenten Stelle sich um —w zu vermehren,

2l
e w

und zweitens in der durch die Ungleichung < 1 definierten Halbebene die

Eigenschaft, bei Zunahme des Arguments um o sich um o zu vermehren. Daraus
und aus dem Bestehen der Differenzengleichung

j@(x%—h)—ﬁ(x):—;%; log (I-}—e—T)

folgen nachstehende Eigenschaften der Funktion f,(x). f,(») hat die zu

(42 « w
@ L h 2 —2h,...
2 2 2

mod « kongruenien Stellen zu Verzweigungspunkten und vermehrt sich bei Um-
laufung einer dieser Stellen um w. Legt man von den Punkten + % +vh (v=
=0, —1I, —2,...) geradlinige, zu w parallel verlaufende Verzweigungsschnitte,

welche die Strecken zwischen —-% + vh und + %’ + vh frei lassen, dann ist die
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Funktion f,(x) in der so aufgeschnittenen Ebene eindeutig. Wihrend sie fiir
| Imin

e ® | > 1 die Periode w besitzt, vermehrt sie sich in den durch die Ungleichungen
2nix 271 2ix
i <fe e [<1, [22]<l|e @ | <2, [A?]<]e @ |<|l_2|,...

definierten Streifen bei Zunahme des Arguments um « um die Zablen — w,
—20, —30,...

Nun betrachten wir endlich die Funktion f(x)=f,(x) + f;(®). Aus den
eben auseinandergesetzten Eigenschaften der Funktionen f)(x) und f;(z) folgen

die Eigenschaften der Funktion f(x). f(x) hat alle Stellen %’ +vh+ pw (v,ube
liebige ganze Zahlen) zu Verzweigungspunkten und vermehrt sich bei Umlaufung

eines dieser Verzweigungspunkte um . Legt man von den Punkten % + vh
geradlinige, zu o parallele Verzweigungsschnitte, welche die Strecken zwischen
- %’ +vh und + % + vh frei lassen (s. Figur), dann ist die Funktion f(x) in der
so aufgeschnittenen Ebene eindeutig. Sie hat in dem durch die Ungleichung

2mix
e w

| 4] < < |2*!| (v eine ganze Zahl) definierten Streifen die BEigenschaft,
sich bei Zunahme des Arguments um o um die Zahl v zu vermehren.
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Zu-
bei Umkreisung
Funktion
) o
Y5} ——h+
3 2h+uow 2 no
( 2xia !
—]og 1+e w ) [o] [o]
( _2ziz
-— _) 10g i1+e w o o
x o o
|
Si(@) o o
2 (@) ® o
f(w> w w
Zu-
bei Zunahme des Arguments
Funktion 2aix 2mis
[2-3]<|e o |<]2—2] =2 <|e w |<]i—1]
definierten Streifen, wenn die Ebene
( 27z
@ . log \I1+e @ ) o o
27
( _2niz
-2 log \I+e¢ © ) & @
2 i
x o [
Ji (@) o] o
Ja (@) —3w —20
Sf@) —3o —20
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wachs der
des Verzweigungspunktes
(2 @ @ )
—+tuw —+htuw —+2ht+uw —+3htuo
2 2 2 2
(i o o o
— o o o
o o o o
o ()] [97] w
1) o o o
@ o) ® ()
wachs der
um @ in dem durch die Ungleichung
Qi 2niw 2aix 2xix
[i-tl<]e @ | <1 e v |<|[al [2l<le @ | <]2%| 2] <]e « | <]
in der im Text angegebenen Weise aufgeschnitten wird.
o (] o @
© o o o
[ ) o @
Q o (0] 2w
- o o o
- o} ) 2w
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2aix
e w

In dem durch die Ungleichung 1 < < |A] definierten Streifen, in
welchem die Funktion f(x) somit die Periode w besitzt, wird diese durch die

271x
Entwicklung nach Potenzen von e ©

2aiax _ 27iex
a—l e @ a—l 8 w

o w o =]
§ =1 2mi § ie—1

dargestellt. Anderseits ist bei unseren Festsetzungen

2aiz

rRAEY
2 log (I+e w )—L log (H—e w ):x.
271 27t

2w

Daraus folgt, dass die Laurentsche Reihe in e ©

2niax 2niax
__Ia—l(, w _Ia—le w

; ae— § Ae—1’

welche wir zu Beginn dieser Betrachtung dadurch erhalten haben, dass wir ver-

langt haben, es moge die Differenzengleichung

a—1 '2:11'049:

—1 27ier
x (—I) 1 Aiazx =

f(x+h)—f(x)zzlmz,_ ,,,,, i

a=1

formal befriedigt werden, eine Funktion f(x) darstellt, welche derart eindeutig in
der ganzen Ebene festgelegt werden kann, dass sie iiberall der Differenzenglei-
chung f(x+h) — f(x) = geniigt. Diese Entwicklung der Funktion f(z) nach

2mix
Potenzen von e © ist auch noch fiir

2xix
w

2rxix

=1 und fiir =| 4| mit Aus-
nahme der zu 52, bzw. %) + h mod w kongruenten Stellen bedingt konvergent. Dass

jedoch die Differenz der Summen der Reihen, welche somit die Funktionen

2ix

flxz+h) und f(z) auch noch fiir I— I (mit Ausnahme der zu %modw kon-
gruenten Stellen) darstellen, nur dann mit x iibereinstimmt, wenn z auf der die

Punkte ~—% und +% verbindenden Strecke liegt, kommt daher, dass andernfalls
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diese beiden Reihen die Werte der Funktionen f(x + k) und f{z) auf verschiede-
nen Seiten des Verzweigungsschnittes liefern.

Die beiden Tabellen S. 166—167 geben eine Ubersicht iiber das Verhalten
der Funktionen

W 2rix @ 2l
— log (I+e w ), — —— log (I+e o ), z, filz), folx), f(2).

27 27

Dritter Absehnitt. Systeme homogener linearer Differenzengleichungen 1.
Ordnung mit Koeffizienten von gemeinsamer Periode.

§ 10. Existenz eines periodischen Fundamentalsystems. Satz 11. Es gibt
in dem Falle, dass |\| > 1 ist, stets esn Fundamentalsystem von Lisungen des Systems
homogener linearer Differenzengleichungen 1. Ordnung

n

Sele + 1) = D a2 fi () (k=1,2,...,7%), (33)

=1

2nix

dessen simtliche Funktionen in der durch die Ungleichung le © | = R|A|, und in
dem Falle, dass || < 1 ist, stels esn Fundamentalsystem von Lésungen des Systems

2miT

(33), dessen sdmtliche Funktionen in der durch die Ungleichung | I = r defi-

neerten Halbebene meromorph sind und die Periode o besitzen.
Man sagt, dass % Losungssysteme fi1(z), fi2(2), ..., fin(®) k=1,2,..., %)
eines Systems homogener linearer Differenzengleichungen von der Form

x+h un (]C:I,Z,...,/ﬂ), (33)

wo die Determinante | g (x)] nicht identisch verschwindet, (es bestehen also die

n

Gleichungen. fis(z + h) = ) qu1(@) fis(x) fiir k,s=1,2,..., n) ein Fundamental-

=1
system bilden, wenn kein System von Relationen von der Form

Z.Q x) frs(x) =0 (k=1,2,...,7n)

mit Funktionen Q,(x) (s=1, 2, ..., n) besteht, welche die Periode & besitzen und
nicht alle identisch verschwinden.
22 — 31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 20 juillet 1931.
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Dafiir, dass das System von Losungssystemen fi:(z) (k,s==1,2,...,7n) des
Systems homogener linearer Differenzengleichungen (33) ein Fundamentalsystem
bilde, ist notwendig und hinreichend, dass die Determinante | fi:(x)] nicht iden-
tisch verschwindet.!

Man kann daher auch sagen: die Losungssysteme fi:(x) (k,s=1,2, ..., n)
des Systems homogener linearer Differenzengleichungen (33) bilden dann und nur
dann ein Fundamentalsystem, wenn es keine Funktionen Wi(z) (k=1,2,.. ., 7
gibt, die nicht sidmtliche verschwinden, so dass identisch

2”" x) frs (@) =0 (s=1,2,...,m)

ist.

Bilden die Losungssysteme fi () (k,s=1,2,...,7) des Systems homogener
linearer Differenzengleichungen (33) ein Fundamentalsystem, dann ist jede (ana-
lytische) Losung des Systems (33) auf eine und nur eine Weise in der Form

ZQS ﬁs (]C:I,Z,...,’ﬂ) (67)
darstellbar, wo Q.(x) (s=1,2,...,#) Funktionen von der Periode h sind. Ist
ferner fio(x) (k=1,2,...,7) eine partikulire Losung des Systems nicht homo-

gener linearer Differenzengleichungen
Sfilz+h) = Zq“ x) + Brlx) (k=1,2,...,n), (22)
dann ist jede Losung dieses Systems auf eine und nur eine Weise in der Form
n
A@)=fiol@ + D@ fiula)  (k=1,2,...,)
s=1

darstellbar, wo wiederum Q,(x) (s=1,2,...,7) Funktionen von der Periode
h sind.

! Diese Forderung, die Determinante Ifks(x)| solle nicht identisch verschwinden, gentigt,

wenn man sich auf analytische Losungen beschrinkt. Lisst man hingegen auch nicht analytische
Losungen zu, dann muss man auch noch iiber das Auftreten von singuliren Stellen der Funktionen
Jio@ (k,s=1,2,...,n) und Nullstellen der Determinante | f; (x)]| einschrinkende Bedingungen

hinzufiigen.
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Bei dem folgenden Beweise des Satzes 11 wiederholen sich eigentlich alle
Schritte, die schon in § 5 beim Beweise des Satzes 5 ausgefiihrt wurden. Es
sel f, eine Wurzel der charakteristischen Gleichung

K(t)=o (24)

von der Beschaffenheit, dass K (,4%) fiir ganzzahliges @ > o von Null verschieden
ist. Hs muss mindestens eine. Wurzel der charakteristischen Gleichung von dieser
Bigenschaft geben. Es ist dann méglich, ein System von Zahlen ¢, ¢,, ..., ¢
anzugeben, welche den Gleichungen

tnck:qulocl (kZI,Z,...,H) (34)

=1

geniigen und nicht alle gleich Null sind. Wir halten ein solches System
€1y Cay - - Cn fest und nehmen etwa an, es sei ¢,+0. Es gibt dann weiter im
Falle dass | 4| > 1ist, ein und nur ein System von Funktionen @y (x) (k=1, 2, ..., %),

2rix
e w

2t
e w

welche fir

= R|.], und in dem Talle, dass |1] < 1 ist, fiir
reguliir sind, daselbst in der Form

=7

® 2aicx
a)k(k):Ck+Zakae @ (k:I,Z,...,n) (35)

a=1

dargestellt werden konnen und dem System homogener linearer Differenzen-
gleichungen

bzt = S gu@ Bla) =120  (36)

geniigen. (Beziiglich des Beweises s. § 5.)

Nun sei @(z) eine in der ganzen Ebene meromorphe, nicht identisch ver-
schwindende Funktion, welche der Differenzengleichung ¢ (z + h) = ¢, ¢ () geniigt
und die Periode w besitzt. Eine soleche Funktion kann man nach Satz 1 in man-
nigfach verschiedener Weise angeben. Dann stellt, wie aus Gl (36) folgt,

Jin (@) = @ () @ (x) (k=1,2,...,n) (68)

eine partikulire Losung des Systems homogener linearer Differenzengleichungen
(33) dar, deren simtliche Funktionen in der durch die Ungleichung
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iz
e w § 7

2ix
Ie "‘ IéRIlI bzw.

definierten Halbebene meromorph sind und die Periode w besitzen.

Ist nun » =1, so ist damit Satz 11 bewiesen. ks sei daher von jetzt an
n>1. Wir nehmen dann an, dass Satz 11 fiir (n — 1)-gliederige Systeme von
der Form (33) schon bewiesen sei.

Wir betrachten das (n — 1)-gliedrige System homogener linearer Differen-

zengleichungen erster Ordnung

"Q e (@) @ (e + h) — qui (@) Dp(z+ 1)

gk(w+h)=2 o glx) (k=1,2,...,2—1). (39)

r, sei eine der Ungleichung r, < r geniigende, positive reelle Zahl von der Eigen-
2xix
e w

27ix
=7 |A] bzw. fir e © lgrl @, (x) = o ist; eine solche

positive reelle Zahl », muss existieren, weil die Entwicklung der Funktion @, (x)

schaft, dass fur

nach Potenzen von e © mit der als von Null verschieden vorausgesetzten Zahl
2ix
¢n beginnt. Dann sind die Koeffizienten des Systems (39) fiir |e ® | =, regu-

2aix

lir und in gewohnliche Potenzreihen in e¢ “ entwickelbar. Die Anfangsglieder

. . Cr .
dieser Potenzreihen lauten giio — — quio (k,1=1,2,...,n— 1); deren Determinante
cll

ist, wie wir schon in § 5 erkannt haben, von Null verschieden. Anderseits ist

ge1(@) @y (@ + ) — qur(x) B (2 + h>| _ L[Mq"‘ﬁqklml.

@, (Z‘) —— tn D, (x) B

27T

el})

=7, von

Also ist die Determinante der Koeffizienten des Systems (39) fiir
Null verschieden. Das System der Koeffizienten

Qe () @o(x + h) — qui(x) Oc{x + h)
@, (7)

des Systems homogener linearer Differenzengleichungen (39) geniigt also Voraus-
setzungen, welche genau denjenigen Voraussetzungen entsprechen, demen das
System qii(k,1=1,2,...,n) der Koeffizienten des Systems homogener linearer

Differenzengleichungen (33) geniigt; die positiven reellen Zahlen E und r sind
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durch 7, zu ersetzen. Daher kann man auf das System (39) den Satz 11 an-
wenden, welchen wir ja jetzt fir (n—1)-gliedrige Systeme homogener linearer
Differenzengleichungen als bewiesen ansehen.

Es sei daher gis(x) (k,s=1,2,...,%—1) ein Fundamentalsystem von Lé&-
sungssystemen des Systems homogener linearer Differenzengleichungen (39); sdmt-
liche Funktionen gis(x) (k,s=1,2,..., n—1) mogen fiir

2wix
ew

2aix
e v |=n

< |4} bzw. fir

meromorph sein und die Periode w besitzen. Es bestehen also die Gleichungen

gus(x + h) = ni 2:1(@) @l }Zjn—(xt‘;"l(x) @@ + h) gus ()

=1

(k3821727"'7n_1)' (393’)

Man verkleinere nun nétigenfalls die positive reelle Zahl », so, dass auf der
2rix

Geraden le @

Hierauf sei weiter ¢ eine der Ungleichung ¢ < r; geniigende positive reelle Zahl

2l
e w

=7, keine Pole der Funktionen gis(x) (k,s=1, 2, ..., n—1) liegen.

von der Beschaffenheit, dass auch fir ¢ = < r, die Funktionen gy, (x) (%, s=
=1,2,...,n—1) keine Pole besitzen.
Ist dann s eine der Zahlen 1,2,...,%—1, dann kann man nach Satz 9,

wenn [A]> 1 ist, eine Funktion f,s(z) angeben, welche in dem durch die Un-

EAE
gleichung ¢ <|e @ |=<r|A|, und wenn |A] < 1 ist, eine Funktion f,s(z), welche
2mix
in dem durch die Ungleichung ¢|A] =|e ¢ |=r, definierten Streifen meromorph,

wenn t, < A* (¢ ganzzahlig) ist, sogar eine Funktion f,.(#), welche in diesem
Streifen holomorph ist, die Periode w besitzt und der linearen Differenzenglei-
chung erster Ordnung

t, On (&C + h) - qni (x) gis (.’IC)
- : gis\X) 6
Fusle T 1) = gy~ Sl T 27, ) (%)
geniigt. Es sind nimlich die Ausdriicke
n—1
3w (s

=1



174 Heinrich Lowig.

2mix L@ (9“+h) 2xix
fuir p=|e © | =, regulir und die Funktion % fir [e @ | =<7, regu-
n \L
lir und von Null verschieden. Es seien also fu.(z) (s=1,2,...,2—1) Funk-
tionen von x, welche fiir
2xix 2aix .
e=le v | =r|2] baw. fir g|2|=]e @ | =1,

meromorph sind, die Periode w besitzen und den Differenzengleichungen

furlat ) = BB f ) S I (a9

=1
geniigen. Da nun die Koeffizienten

qr1 () @, (o + h) — gui(x) Or(x + h)
D, (x)

(kl=1,2,...,n—1)

des Systems homogener linearer Differenzengleichungen (39) im Falle || > 1 in
2aix

eUJ

dem durch die Ungleichung
27ix

Ungleichung |e ©

= R und im Falle || < 1 in dem durch die

= r definierten Bereiche meromorph sind, so folgt aus dem
Bestehen der Gleichungen

n—1

oo o+ ) — Z qri () @ (€ + h) — qui(z) O (x + h) ()

@, (x
= n (%)
(B,s=1,2,..,n—1), (39 a)

dass die Funktionen g¢;¢(z) (k,s=1,2,...,2—1) nicht nur fiir

2xiz 2nia

e © | =r|2] baw. fir |e © | =y,
sondern sogar fiir

eriz 2ris

e v I§R|l| bzw. fir e © |=»r

meromorph sind. Infolge dessen sind die Awmsdriicke

n—1

3 o () gus ()

@1 (2) (s=1,2,..,n—1)

=1
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im Falle |A] > 1 fiir |e © |§ R und im Falle |4| < 1 fiir {e @ Ié 7 meromorph.
Da schliesslich auch die Funktion t—"gj"—(x—t@ fur
@, (x)
27t 2xix]| |
e |=R bzw. fiir |le @ |=7r

meromorph ist, so folgt aus dem Bestehen der Differenzengleichungen (69), dass

1ai
e w

die Funktionen fus(x) (s=1,2,...,2—1) im Falle |1] > 1 fiir
2mix

e w

=R |l| und

im Falle |1] < 1 fiir = r meromorph sind.

Wir wollen nun setzen

fks(x) q;ﬂ(x) (]C,S:I,Z,...,H—I). (70)
Die so definierten Funktionen fis(x) (k,s=1,2,...,2—1) sind dann im Falle
2nix

w

|2]> 1 in der durch die Ungleichung |e < R|A| und im Falle |A|< 1 in
2nix

e_w

< definierten Halbebene meromorph und be-
sitzen daselbst die Periode w. Da dieselbe Eigenschaft auch die bereits defi-

der durch die Ungleichung

nierten Funktionen fi, (x) (k=1, 2, ..., n) besitzen, so ergibt sich, dass die Funk-

tionen fis(x) (k,s=1,2,...,n), welche wir nunmehr simtliche definiert haben,
2mix 2rix

alle im Falle || > 1 fiir |e © |§R|/1| und im Falle |JA| <1 fir|e © |=r

meromorph sind und die Periode w besitzen. HEs lisst sich endlich noch zeigen,
dass die Funktionen fi:(x) (£, s=1,2,...,n) ein Fundamentalsystem von Losungs-

systemen des Systems homogener linearer Differenzengleichungen

Jilw +h) = 2 gul@) filr)  (k=12,...7)  (33)

bilden.

Zunichst ist wirklich fir £, s=1,2,... ,—1
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gre(x + ) + fas(@ + h) Dr(x + ) _

Jrs(lz+ )=

@, (x+ h)
+Z;"gqmg) fg'c) (@) _ ,: 31;1((93)
g 10 g0 () 4 £or(0) 910 + (e un
ebénso ist filr s—1,2,..., 1 —1

fuole + 1) = tna’(;ff;rh)m +Z@T>,),?I—;(“):

n—1 n— )

2 qni i fne( )'Jr an ﬁm Z in gls _

=

_ i ) gis(@) + fus (2) @) + un () fe (2 qu 2) fis(z

D, (x

=1 n ()

wihrend wir von den Funktionen fin(z) (k=1, 2, ..., n) bereits wissen, dass sie
2112‘ 2ix

|< R|%| bzw. fir |<1 meromorph sind, die Periode w besitzen

und eine Losung des Systems homogener linearer Differenzengleichungen (33) dar-

fir
stellen.

Anderseits bilden die » Losungssysteme fi:(x) (£, s=1, 2, ..., n) wirklich ein
Fundamentalsystem. Besteht nimlich ein System von Relationen von der Form

Z_Q x) frs(x) =0 k=1,2,... 1)

wo 2:(x) (s=1, 2,...,n) Funktionen von der Periode & sind, dann bestehen auch

die Gleichungen
i Q) [frs(x) @ () — frs () Dr{z)] = 0 (k=1,2,...,0—1)

oder wegen (68)
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n—1

Z ‘Qs(x) [ﬁw(x) (Dn(x) _fns(x) a)k(x)] =0 (k= 1,2,..., n-—-I)

oder endlich nach Gl (70)
n—1

ZQs(x)gks(x)=o (k=1,2,...,n—1);

da aber die Funktionen gis(x) (£,s=1,2,..., n—1) ein Fundamentalsystem von
Losungssystemen des Systems homogener linearer Differenzengleichungen (39) bilden
sollen, so folgt €,(x)=o0 fiir s=1,2,...,n—1; da anderseits die Funktionen Fin ()
(k=1,2,...,n) nicht alle identisch gleich Null sind, folgt auch das identische
Bestehen der Gleichung Q,(x) = o.

Ein System von Relationen von der Form

n

Z.Qs(oc)ﬁcs(x)=o (k=1,2,...,n),

s=1

in dem die Funktionen £;(x) (s=1,2,...,n) die Periode h besitzen und nicht
alle identisch verschwinden, besteht also nicht.

Satz 11 ist also fiir eine ganze Zahl » notwendig richtig, wenn seine Rich-
tigkeit fiir die Zahl » — 1 bewiesen ist. Nun gilt dieser Satz aber fiir » = 1;
also gilt er allgemein.

§ 11. Form des Fundamentalsystems, wenn die Verhiltnisse der Wur-
zeln der charakteristischen Gleichung keine singuldren Werte besitzen. Wir
setzen in diesem Paragraphen vdraus, dass keine zwei Wurzeln der charakteri-
stischen Gleichung K (f) =o0 (24) eine Zahl von der Form 2% wo « eine von Null
verschiedene ganze Zahl ist, zum Quotienten haben.

Es seien dann £, (6==1,2,..., ) die voneinander verschiedenen Wurzeln
der charakteristischen Gleichung und U, die Anzahl der Elementarteiler der Ma-
trix {quio — 0r1t}, welche fiir #==1, verschwinden. ¢, (6=1,2,...7) sei eine
Esufache Nullstelle des w-ten Elementarteilers (u=1,2,..., Us;). Es ist dabei

i Ue
Eouy = Eou,, Wenn u, > u, ist; ferner ist é D Ssu=mn. Nun ist es mdglich, ein
o=1 u=1

System von %® Konstanten

e (k=1,2,...,m 6=1,2,...,j; u=1,2,..., Us; v=0,1, ..., Eu—1)

23—31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 21 juillet 1931.
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anzugeben, welche den Gleichungen

n
S - i
ts Cfn)zo - Z Qx10 cfrlLO
=1

(k=1,2,...m;,06=1,2,....5; u=1,2,..., U, (71 a)

[4
gxio ),

M=

k k) _—
'tu csrztv + v Cgu,v—l -

li

Il

1

(k=1,2,..,m; 0=1,2,....9;, u=1,2,...,Us; v==1,2,...,54,—1) (71 D)

geniigen und so beschaffen sind, dass bei festgehaltenen ¢ die U, Konstanten-
systeme ¢ (k=1,2,...,m; u=1,2,..., Uy linear unabhingig sind. Dass es
ein System von Zahlen ¢® (k=1,2,...,n; u=1,2,..., U,) gibt, welche diese
letztere Eigenschaft besitzen und den Gleichungen (71 a) geniigen, folgt einfach
daraus, dass die Matrix {qr;0 —dr:tsy den Rang n— U, hat.

Im folgenden sei also

B (k=1,2,..,m;, 6=1,2,....5; u=1,2,...,Us; v=0,1,.. ., Em—1)

ouy

ein beliebiges, aber festes System von Zahlen, welche den eben auseinanderge-
setzten Bedingungen geniigen. Zwischen diesen Zahlen kann dann nicht nur

kein System von Relationen von der Form

DU
ZCucf,’i)L‘):o (k=1,2,..., n, o fest),

u=1
sondern iiberhaupt kein System von Relationen von der Form

Ug Sou—

J 1
Z 2 Z Oauvcs,klwzo (k:I,2, .. .,n)

o=1u=1 »=0

mit Zahlen Cj5y, bestehen, die nicht simtliche gleich Null sind. Im entgegen-
gesetzten Falle konnte man ein Indextripel ¢ =0, » = u, v = v angeben, so dass

ein Gleichungssystem von der Form
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_1 U 5 —1 u—1 5—— —1
(k)
aﬁv - Z Z ZA‘”“’ duw + Z Z A”"“’Cauv + ZA‘”“’ Cuv
o=1 u=1 »=0 u=1 »=0
t=1,2,...,m) (72)

bestiinde, wihrend ein Gleichungssystem von der Form

o—1 U “Uu —1 u—1 "au v—1
Convc®,, + Crure) + 3 Coin el =0
Z Z guw mw ouv Oy, ouUv Yoy
o=1u=1 »=0 u=1 »=0 »==0
(k=1,2,..., n) (73)
mit Zahlen Cyy» (6=1,2,..., 6—1, u=1,2,..., Us, v=0,1,..., su—1; 6=0,
=1,2,..., u—1I, v=0,1,..., Eu—1; 6=0, u=u, v=0,1,... v—1), die nicht

simtliche verschwinden, nicht besteht. Wir schreiben nun in (72) statt % !, mul-

tiplizieren beiderseits mit ¢i;0, summieren iiber ! und beriicksichtigen (71).
Dann folgt

) 71 Us Sou— w—1 Sou ®
k) _ AL (r) k
ts Couy + ou =1 Z Z Z to Aouy Couv + 2 Z ts A‘”“’ Csuv
o=1 u=1 »=0 u=1 =0
1 o—1 Us Sou1
P e 4D S S A+
=0 0=1 #4=1 »=1
w—1 au
+ 2 Z ?}A‘”“’Cou r—1 + 2 cuw cau r—1
u=1 »=1

(k=1,2,... n).

Multipliziert man Gl. (72) mit {; und subtrahiert diese Gleichung von der eben
erbhaltenen Gleichung, dann ergibt sich fiir k=1,2,...,2n

o—1 Us Sy —2

0= D [te—15) Aous + (v + 1) Aouwri] +

o=1lu=1 »=0

—1 Ug 1 Sou 2 "
_ ®) p —"
+ Z 2 td Adu, gyt c"u, Sgu—1 + Z Z’ ('V + I)Ao‘u,'v+l c‘”“’ T
o=1 u=1 u=1 »=0
fv——2

3 = [k
+ 2 v+ 1) gu,ﬂ.lc;)ﬁv —d
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Das ist aber ein Gleichungssystem von der Form (73); also miissen alle seine
Koeffizienten einzeln gleich Null sein. Daraus folgt:

Asuv=o0 fir 6=1,2,..., 0—1, u=1,2,..., Us, v=0,1,..., &u—1;

Azuy=o0 fiir u=1,2,..., 4—I1, v=1,2, ... Eu—1;

Das Gleichungssystem (72) konnte daher nur die Gestalt haben

u—1

e S, =120

Guo
w=1

Dass aber ein Gleichungssystem von dieser Gestalt nicht bestehen moge, haben
wir vorausgesetzt.
Also sind die » Zahlensysteme

¥ (6=1,2,...,7; u=1,2,... Us v=0,1,..., Esu—1; in demselben Zahlen-
system k=1,2,...,%)

linear unabhiingig; daraus folgt insbesondere, dass die Determinante |c) | (£ Zeilen

index; o, u, » Spaltenindices) von Null verschieden ist.
Es seien nun @q.(x) (6=1,2,...,J; v=0,1,..., & —1) nicht identisch
verschwindende, meromorphe Funktionen, welche den Differenzengleichungen

¢u0(x+h)=t09’00(x) (021721-"’j)s (743’)
Por @+ B) =to@or (@) + oo {®) (6=1,2,..,5; v=1,..., Es1—1) (74 D)

geniigen und o zur Periode haben. Dass es solche Funktionen s, (z) gibt‘, folgt
aus Satz 3. Wir setzen hierauf ein Fundamentalsystem von Losungen des Sys-

tems homogener linearer Differenzengleichungen (33) in der Form an:

L4

fsfkl)t’l’ (.’Z') = 2 (;:) Po, v—r, (.’,C) (Dg?wl (x)

v,=0

(k=1,2,...,n;, 0=1,2,..,j; u=1,2,..., Uy v=0,1,..., E&.—1). (75)

Durch Einsetzen in (33) erhiilt man
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y—1
3t () o) 0 1) D) () g ) O, 4 1) =
v, =0 »=0 1

—Zi( )‘Pdwn 2) gui(z) OV, ()

=1 ;=0
oder

v

pa (:1) Po, 1 (@) [to OB, (2 + )+ 9, @F) | (x+h)] =

= 3 (:1) Porvnn(@) S) 11 () @l (2),

v =0 =1

Setzt man bei festgehaltenen Indices ¢ und w der Reihe nach v=o0,1,..., £u—T1,
dann erkennt man, dass bei Giltigkeit des Ansatzes (75) einzeln die Gleichungen
bestehen miissen

to' ﬂz-f-h Z(lkl auo x

(k=1,2,...m; 60=1,2,...,5; u=1,2,... U, (76 a)

n

te ®W (@ + 1) +v @F _ (@+1) =D qu: () BV, , (@)

auv
=1
(k=1,2,...,m; 6=1,2,...,J; u=1,2,..., Uy v=1,2,..., Em—1). (76D)

Wir wollen uns nun in den Gleichungen (76) fiir die Funktionen gi;(x) (k,!=

2T
=1,2,...,n) ihre Entwicklungen nach Potenzen von e ®  eingesetzt denken
und hierauf die Funktionen
O® (x) (k=1,2,..,n; 0=1,2,...,J; u=1,2,..., Us; v=0,1,..., Eeu—1)

2nix
formal als Potenzreihen in e¢ ©® ansetzen, welche mit den Zahlen

M o Ak=1,2,...,m; 6=1,2,.,.,4; u=1,2,..., Us; v=0,1,..., Esu— 1)

als konstanten Gliedern beginnen. Die Koeffizienten dieser Potenzreihen sind
dann durch die Gleichungen (76) eindeutig bestimmt. Man erkennt dies, wenn
man die Gleichungen (76) mit den Gleichungen (71) vergleicht und beriicksich-
tigt, dass K (t,4%) fiir 6=1,2,..., 7 und ganzzahliges, nicht verschwindendes «
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als von Null verschieden vorausgesetzt wurde. Die so definierten Potenzreihen
2nix
in e © miissen dann nach Satz 4 im Falle |A] > 1 fiir

2rix
e w

< R|A] und im
2rix
e * | =r konvergieren und Funktionen von « darstellen,

Falle |A] < 1 fiir

welche fir
2nizx 2nix
e ® |=<R|A] baw. fiir Je © | =7
regulir sind und die Periode w besitzen.
Es seien daher
oF (x) (k=1,2,...,n;, 6=1,2,...,5; u=1,2,..., Uy v=0,1,...,8u—1)

jene Funktionen, welche durch diese Potenzreihen dargestellt werden. Aus der
Art, auf welche die Funktionen

O (x) (k=1,2,...,n; 06=1,2,...,7;, u=1,2,..,Us; v=0,1,.. ., 6u—1)

erhalten wurden, folgt, dass diese die Gleichungen (76) befriedigen. Man erhilt
dann weiter mittels der Gleichungen (75) ein System

B (x) (k=1,2,...,n; 6=1,2,...,]; u=1,2,...,Us v=0,1,...,5u—1)

ouv

von Losungssystemen des Systems homogener linearer Differenzengleichungen

(33). Dieses System von Losungssystemen ist aber ein Fundamentalsystem. Denn

es ist
1= | 3 () grmte) 2 0 I = I puo o) @}, ()] =
- 1
v =0 Uy
J 2 Sou
=¥ @[] lpso @)= .

o=1

Der zweite Faktor des letzten Produktes verschwindet sicher nicht. identisch und
2nix
der erste deshalb nicht, weil die Potenzreihen der Funktionen @® () in e ©

mit den Zahlen cf,k)

", beginnen, die Determinante dieser Zahlen aber von Null

verschieden ist. Also ist die Determinante der Funktionen

SO () (k=1,2,...,n; 6=1,2,...,5; u=1,2,...,Us; v=0,1,..., Enu—1)

ouy

in der Tat nicht identisch gleich Null. Wir haben damit den
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Satz 12. Wenn keine zwer Wurzeln der charakteristischen Gleichung K(t)=o
(24) eine Zahl von der Form 2% wo o eine von Null verschiedene ganze Zahl be-
deutet, zum Quotienten haben, dann kann man ein Fundamentalsystem von Losungs-

systemen des Systems homogener linearer Differenzengleichungen
fel@ + ) = D g (@) filz) (k=1,2,...,n), (33)
=1

dessen sdmtliche Funktionen, wenn |A}> 1 ist, in der durch die Ungleichung
2nix 2nix
e v lé R|A|, und wenn |A| <1 ist, in der durch die Ungleichnng |e ©
definterten  Halbebene meromorph sind wund die Periode w bestizen, auf folgende
Weise angeben.

=r

Es seien t, (0=1,2,...,)) die voneinander verschiedenen Wurzeln der cha-
rakteristischen Gleichung, Uy die Anzahl der Elementarteiler der Matrix {gr1— drit},
welche fiir t=1t, verschwinden, und &y die Vielfachheit, mit der der u-te Elemen-
tarteiler fiir t=1t, verschwindet.

J
(8w = s wemn > i 3 B

o=1u=1
Dann kann man zundchst ein System von Zahlen
b (k=1,2,..,m; 0=1,2,.. ,j; u=1,2,..., Us; v=0,1,.. ., Egu—1)

angeben, welche den Gleichungen
n
tocl o= Z Ixto 8%0
=1
k=1,2,..,m; 0=1,2,...,5;, u=1,2,..., Uy,

n
k k — A
2 ciﬂ)w +v cc(ﬂ)t, —1 Z Grro Cgrlw
=1

(k=1,2,..,m;, 6=1,2,...,7;, u=1,2,..., Us; v=1,2,..., Eu—1)

gentigen wund deren Determinante von Null verschieden ist. Dann ist weiler ein
System von Funktionen

O (x) k=1,2,..,m, 6=1,2,...,]; u=1,2,...,Us; v=0,1, ..., Eu—1),
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2xix
welche sich im Falle |A| > 1 in der durch die Ungleichung Ie @ |§R|l| und im

2 ix
e l§ r definierten Halbebene als

Falle | 1| < 1 in der durch die Ungleichung

2rix

gewohnliche Potenzrethen in e @  darstellen, die mit den Zahlen

P (k=1,2,..,n, 6=1,2,...,7; 4=1,2,..., Us; v=0,1,..., Eu—1)

ouy

als konstanten Gliedern beginnen, durch die Gleichungen

ts @Y (x4 h) = > qri(x) (pfrl)u() (=)
ouo

=1
(k=1,2,...,m; 6=1,2,...,5; u=1,2,..., U,
n

L @F (x+h)+v @8 (z+h)= Z gri(z) @V ()

=1

(k=1,2,..,m; 6=1,2,...,J; u=1,2,...,Us; v=1,2,.. , Eu—1)

eindeutig bestimmd.
Sind dann weiter @qov(x) (6=1,2,...,7; v=0,1,..., 1~ 1) nicht identisch
verschwindende, meromorphe Funktionen, welche den Differenzengleichungen

(pao(x-{- h) == tngo(l') (0: I,2,.. '7j)7

(74)
Por(T+h) = ts@or (@) + ¥ Qoo (x) (6=1,2,...,7; v=1,2,..,51—1)

gendigen und w zur Periode haben, dann liefern die Gleichungen

Vv

P =3 (7)ponto 0,
vy=0 1

(k=1,2,...n, 6=1,2,...,5; u=1,2,..., Uy v==0,1,. .., Esu— 1) (75)
etn Fundamentalsystem

SO (@) (k=1,2,...,n;, 6=1,2,...,.j; u=1,2,...,Us; v=0,1,.. , Eu—1)

von Lisungssystemen des Systems homogener linearer Differenzengleichungen (33), dessen

2rix

samtliche Funktionen in der durch die Ungleichung |e ©

=< R|A| bzw. in der durch
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2rix
e w

die Ungleichung < definierten Halbebene meromorph sind und die Periode

w besitzen.

Anmerkung. Der hier ausgesprochene Satz 12 entspricht folgendem Satze
der Theorie der linearen Differentialgleichungen.
In dem System homogener linearer Differentialgleichungen

AO=Sw@ e =121 @

moégen die Funktionen ¢ () (k,l1=1,2,...,2) in einer gewissen Umgebung des
Nullpunktes regulir sein und im Nullpunkte selbst hiochstens einfache Pole be-
sitzen, so dass dié Stelle z =0 fiir das System homogener linearer Differential-
gleichungen (a) hochstens eine singulare Stelle der Bestimmtheit ist und die Funk-
tionen ¢x;(2) (k,{=1,2,...,%) in der Umgebung dieser Stelle folgendermassen
dargestellt werden konnen:

ar(e) = D qrra ™™ k,1=1,2,...n). (b)

a=0

Wenn dann die Differenz keiner zwei verschiedenen Wurzeln der determi-

nierenden Fundamentalgleichung
| geio— bt =o (e)

eine ganze Zahl ist, dann kann man ein Fundamentalsystem von Losungen des
Systems homogener linearer Differentialgleichungen (a} auf folgende Weise an-
geben. KEs seien ¢, (6==1, 2,...,j) die voneinander verschiedenen Wurzeln der
determinierenden Fundamentalgleichung, U, die Anzahl der Elementarteiler der
Matrix {gi;0— 0r:t}, welche fiir ¢{=1, verschwinden, und &, die Vielfachheit,
mit der der w-te Elementarteiler fiir ¢ = ¢, verschwindet. Dann kann man zu-

nichst ein System von Zahlen
B (k=1,2,..,m; 6=1,2,...,5; u=1,..., Us; v=0,1,.. ., 5u—1)

angeben, welche den Gleichungen

24—31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 21 juillet 1931.



186 Heinrich Léwig.

n
) ! (* 1)
tacfm() qu”’csjlw' t"c ) +VC( o, v—1 Zq“(’(’anv
(k=1,2,..,7m;, 6=1,2,...,5; u=1,2,...,Us; v=1,2,.. ., 8u—1) (a)

geniigen und deren Determinante von Null verschieden ist.

Dann sind durch die Differentialgleichungen

RC R AN R A NNCES TRCLINE
(k=1,2,...,m; 6=1,2,...,7; u=1,2,..., Us; v=0,1,..., Eu—1) (e)
eindeutig Funktionen
O () k=1,2,..,n;, 6=1,2,.. .5 u=1,2,..,Us; v=0,1,.. , Equ— 1)

bestimmt, welche in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes und auch im
Nullpunkte selbst regulir sind und deren Entwicklungen um den Nullpunkt nach
Potenzen von z mit den Zahlen ¢ als konstanten Gliedern beginnen.

Die Gleichungen

0= 3 () oo,

»y=0

(k=1,2,...n; 0=1,2,...,5; u=1,2,..., Us; v=0,1,...,Eu—1) (f)

liefern alsdann ein Fundamentalsystem von Losungsystemen des Systems homo-

gener linearer Differentialgleichungen (a).

§ 12. Zweiter Beweis des Satzes iiber das Verschwinden einer in einer
Halbebene holomorphen Losung, wenn die Verhiltnisse der Wurzeln der cha-
rakteristischen Gleichung keine Ausnahmewerte besitzen. Es sei keine Wurzel
der charakteristischen Gleichung K (f) = o (24) von der Form A% wo « eine ganze
Zahl bedeutet. Wir haben unter dieser Voraussetzung in § 5 bewiesen und im
Satz 5 ausgesprochen, dass fi(x)=o0 (k=1,2,...,n) die einzige Losung des
Systems homogener linearer Differenzengleichungen

Z"*‘h qul (k:I,Z,...,/IZ) (33)
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ist, deren simtliche Funktionen im Falle |A]| > 1 in der durch die Ungleichung

PR
e w

2riz
e w

=< R|A| und im Falle |1] <1 in der durch die Ungleichung
definierten Halbebene regulir sind und die Periode w besitzen. In dem Falle

=r

nun, dass die Wurzeln der charakteristischen Gleichung auch keine Verhiltnisse
von der Form 2% (¢ von Null verschieden und ganzzahlig) aufweisen, kann man
die Richtigkeit dieses Satzes 5 auch auf Grund des eben bewiesenen Satzes 12
(bei dessen Beweise ja der Satz 5 nicht beniitzt wurde) nachweisen.

Es seien also die Voraussetzungen dieses und des vorigen Paragraphen iiber
die Wurzeln der charakteristischen Gleichung erfiillt und hierauf

wenn [1]> 1 ist, Funktionen von x, welche in der durch die Ungleichung
l 2mie

PU)

= R|4], und wenn |A]| < 1 ist, Funktionen von z, welche in der durch die
2rix

Ungleichung |e ¢

= definierten Halbebene regulir sind, die Periode w be-
sitzen und dem System homogener linearer Differenzengleichungen (33) geniigen.

Weil aber die im vorigen Paragraphen definierten Funktionen
SO ()(k=1,2,..,n; 0=1,2,...,.]; u=1,2,...,Us; v=0,1,..., E0u—1)

cuy

ein Fundamentalsystem von Losungen des Systems (33) bilden, gibt es ein und

nur ezn System von Funktionen
Qowv (@) (0=1,2,..,5; u=1,2,..., Us; v=0,1,..., 5u—1),

so dass die Gleichungen
i Ug Sgu—1 ‘
Sel@) = D D Qo) fU, (@)  (k=1,2,..,9) (77)
o=1 u=1 »=0
bestehen. Diese Funktionen
Qous (@) 0=1,2,...,7; u=1,2,..., Uy v=0,1,...,5,—1)

missen dann die Periode h besitzen. Unter Beniitzung von (75) folgt aus (77)

J U, Eo’u_l v

S S Qe 2) S (:1) Po v (@) OB () (k=1,2,...,7)
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oder
i Uodou— ‘m&”l v
= Z Z Z zruv Z (1/ ) P, v—v (.’E) -Qmwl (.’,U) (]C: ,2,... ’IZ).
1
6=1 =1 »=0 Py=v
Jede der Funktionen
Eau—l
Z (:) Qo,v,—v(x) Qmw, (Iﬂ) (0': I,2,.. s]x u=1,2,... DYU; YP=0,1,..., gﬂ"!b* I)
= 1

kann man somit als Quotienten einer Division darstellen, deren Divisor die
Determinante der Funktionen @® (r) ist und deren Dividend aus dieser zuletzt

genannten Determinante entsteht, indem man in der betreffenden Reihe die
Funktionen ®% (z) (k=1,2,...,#) durch fi(x) (k=1,2,..., n) ersetzt. Der Divi-

2nix
dend ist demnach, wenn |4| > 1 ist, in der durch die Ungleichung [e | |< R|4A};

2'11.1:

< 7 definierten Halb-

ebene reguldr. Anderseits kann man aber zeigen, dass der Divisor, nimlich die

und wenn |1} < 1 ist, in der durch die Ungleichung |

Determinante | ®® (z)] in dieser Halbebene regulir und in der durch die Un-

ouy
27X

iz
e w

e w

gleichung = 7| 4| bzw. in der durch die Ungleichung =7 definierten
Halbebene auch von Null verschieden ist. Bezeichnet man nidmlich diese Deter-

minante mit o (x), dann folgt aus (76)

lg:(=)] ,
d(x+h)= Iq“ol A (x). (78)

Vermége Gl (78) und vermoge der Tatsache, dass die Entwicklung der Funktion
2nix
4 (z) nach Potenzen von ¢ ® mit dem von Null verschiedenen Gliede |c® | be-

ginnt, lisst sich aber die Richtigkeit der eben ausgesprochenen Behauptung un-
schwer beweisen.

Also sind die Funktionen

= -
Sgu1

2 (:1) @0, 11— () Lo, (X)

=

(o=1,2,..,75; u=1,2,...,Us; v=0,1,..., Eu— 1)
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2rix
e w

2mix
e w

fiir =< r|i| bzw. fiir
halte nun ¢ und # fest und setze dann zunichst v =§&,,— 1. Dann folgt: die
2mix

ew

= r regulidr und besitzen die Periode w. Man

2nix
e w

<r|A| bazw. fiir

Nun hat aber diese Funktion die.Eigenschaft, bei Zunahme ihres Arguments um

Funktion @qo(x) Lous,,—1 (x) ist fir =< r regulir.
h sich mit 4 zu multiplizieren, bei Zunahme des Arguments um w aber unver-
dndert zu bleiben. Daraus folgt, dass diese Funktion tiberhaupt in der ganzen
Ebene holomorph sein muss. Weil aber /; nach. Voraussetzung nicht von der

Form A% ist, wo « eine ganze Zahl bedeutet, muss nach Satz 2 identisch
Poo () Qou, 5,,,—1 (¥) =0

sein. Nun verschwindet ¢, () nicht identisch; also muss identisch 24y, z,,—1{x)=0
sein.

Hat man hierauf bereits bewiesen, dass die Funktionen
-szu,v+1 (x), -Qau,w+2 (x), cey -Qau, Epu—2 ("1/’), -Qau,, Epu—1 (x)
identisch verschwinden, dann ergibt sich, dass auch die Funktion @go(®) Qous ()

2ix
e @

Imix
e @

Zr|i| bzw. fiir

dieselbe Weise -sehliessen, dass auch Q,y,(z) identisch verschwindet.

fiir

= r holomorph ist, und man kann dann auf

Also ist iiberhaupt fiir
6=1,2,...,7;, u=1,2,...,Uq v=0,1,...,&u—1

identisch £,,,(x)=o0. Nach Gl (77) ist daher auch identisch fi(x)=o fir
k=1,2,...,n, wie es Satz 5§ verlangt.

Vierter Abschnitt. Lineare Differenzengleichungen beliebiger Ordnung mit
einer unbekannten Funktion und Koeffizienten von gemeinsamer Periode.

§ 13. Zuriickfiihrung auf ein System linearer Differenzengleichungen
erster Ordnung. Die Auflésung einer linearen Differenzengleichung »-ter Ord-

nung mit einer unbekannten Funktion f(x) von der Form
Do) fle+in)=A@)  (pal@)=1) (79)
1=0

kann man darauf zuriickfiithren, dass man das System linearer Differenzenglei-
chungen erster Ordnung in den » unbekannten Funktionen f;(x), f;(2), .. ., fu(@)
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Sile+h)=fi@), file +h)=fi(z), .., foalx+h)=falx),

Sale+h) = sz—l )+ Ax)  (80)

auflost und dann f| (z) = f(x) setzt. Es kann daher aus jedem Satze iiber lineare

Differenzengleichungen erster Ordnung von der Form
Selx+h)= ZQH x)+ By(x) (k=1,2,...,n) (22

durch Spezialisierung ein Satz iiber lineare Differenzengleichungen mit einer un-
bekannten Funktion von der Form (79) abgeleitet werden. Im nichsten Para-
graphen wollen wir die Siitze iiber lineare Differenzengleichungen erster Ordnung
von der Form (22), die wir in den beiden vorhergegangenen Abschnitten kennen
gelernt haben, auf diese Weise als Sitze iiber lineare Differenzengleichungen
n-ter Ordnung von der Form (79) aussprechen, ohne auf die Einzelheiten der

Rechnung einzugehen.

§ 14. Wortlaut der Sitze des zweiten und dritten Abschnittes im Falle
einer einzigen linearen Differenzengleichnng n-ter Ordnung mit einer unbe-
kannten Funktion. Wir wollen in diesem Paragraphen unter

mx) (I=o0,1,2,...,2—1)

Funktionen von x, welche sich in einer gewissen, durch eine zu w parallele
2112:

Gerade begrenzten Halbebene als gewohnliche Potenzrelhen in e ® darstellen,
und unter p,(z) die Konstante Eins verstehen. Wir wollen schreiben

2xicx
Zplae @ (l:O7172y"'an); (81)

a=0

hier ist pno=1 und pn.=o filr e =1,2,... Die Konstante poo setzen wir als

von Null verschieden voraus. Ausserdem wollen wir unter R eine positive reelle

2stix
e @

Zahl von der Eigenschaft verstehen, dass fiir = R die Funktionen

mx) (Il=o0,1,2,...,n)

regulir sind und daher die auf den rechten Seiten der Gleichungen (81) stehenden
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Potenzreihen konvergieren, und ebenso unter r eine der Ungleichung » = R ge-
Qi
e ® | =r auch

niigende positive reelle Zahl von der Eigenschaft, dass fir
po(x) == o ist. Schliesslich moge die algebraische Gleichung #-ten Grades in ¢

Zplotlz (0] (82)

=0

die »charakteristische» Gleichung der linearen Differenzengleichung
n
o) fle+1Th) = Alx) (79)
1=0

heissen. Mit diesen Voraussetzungen und Bezeichnungsweisen lautet

1. der Satz 4 uber die Konvergenz der formal geniigenden Entwicklung
im Falle einer linearen Differenzengleichung »-ter Ordnung mit einer unbekannten
Funktion folgendermassen:

Satz 13. FEs set ¢ eine positive reelle Zahl, welche im Falle |1} > 1 der Un-
gleichung 0 = R und im Falle || < 1 der Ungleichung ¢ < r geniigt. Die Funk-

27ix
e ©

tion A(x) sei hievauf in der durch die Ungleichung = o definierten Halb-

2rie
ebene reguldr wund besitze die Periode w. In der Laurentschen Rethe tn e ©

welche daher in dieser Halbebene die genamnte Funktion darstellt, mogen hiochstens

2nix
endlich viele Glevder mit Potenzen von e © mat negativem Exponenten vorkommen.
| 27ix
Es besteht also eine fiir {e © | =< ¢ konvergente Entwicklung von der Gestalt
@ 2aiax
A(x)= D dae > . (83)

a=u

Gibt es dann ein System wvon Zahlen a, (e=u, u+1, u+2,...), welche die
Gleichungen

w© n
Z sz,a—/sl(”aﬁ=Aa (e=u,u+1,u+2...) (84)
B=p 1=0

befriedigen, dann konvergiert die auf der rechten Seite der (leichung
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21za1
Zaa e © (85)
a=
2nix 2aix

stehende Potenzrethe in e ©  fiir l |<g|l|” wenn |A| > 1 dst, wund fiir

| 2miz

|< o, wenn |A] < 1 4st, und stellt eine Funktion f(x) dar, welche fiir

2aix 2nix

ea)

< o) A" bzw. fiir l =o

requldr ist, die Periode w besitzt und der linearen Differenzengleichung n-ter Ord-

nung
n

2 p@) flz+1h)=A(z) (79)
geniigt.

2. Der Satz 5 iiber das Verschwinden einer in einer Halbebene holo-
morphen Losung des homogenen Gleichungssystems hat hier folgenden Wortlaut.

Satz 14. Es sei keine der n Wurzeln der charakteristischen Gleichung
D pot=o0 (82)

von der Form 2%, wo a« erne ganze Zahl bedeutet. Gibt es dann in dem Falle,

2miz

dass |A| > 1 ist, eine Funktion f(x), welche fiir l l< R|i|*, und in dem Falle,

2ix

dass |A| < 1 ust, eine Funktion f(x), welche fiir Ie ,<7 requldr ust, o zur Pe-

riode hat und der homogenen linearen Differenzengleichung
S i) £l + 1) = o (56)
geniigt, dann muss identisch f(x)= o sein.
3. Satz 9 (§ 6) erhiilt folgende Gestalt.
Satz 15. Es seien g, und g, positive reelle Zahlen, welche im Falle || > 1

den Ungleichungen ¢, < r, 0: = = R, 0, <o, und vm Falle |1| < 1 der Ungleichung

2mix

0y < 0; =1 geniigen. Hierauf sei die Funktion A(x) fiir o, <| I< 0, regulir
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2nic
«@

und besttze die Pertode w. Es besteht also eine fiir o, < |e
Reihenentwecklung von der Gestalt

= 0, konvergente

2niaz

ZAae o (87)

a=—o»

Dann kann man slets in mannigfach verschiedener Weise eine Funktion f(x) an-
geben, welche in dem Falle, dass |A|> 1 ist, in dem durch die Ungleichung

2nix
0, él |< 0:|Al?, und in dem Falle, dass || < 1 ist, in dem durch die Un-
2riz
gleichung o, | A" = |e © | < g, definierten Streifen meromorph ist, die Periode w

besttzt wnd der linearen Differenzengleichung

S i) fla+ 10 = A (a) (79)

geniigt.  Wenn insbesondere keine Zahl von der Form A%, wo « eine ganze Zahl ist,
Wurzel der charakteristischen Gleichung

n
Dpot=o0 (82)
=0
ist, dann gibt es eine und nur eine Funktion f(x), welche in dem genannten Streifen

holomorph 2st, die Periode w besitzt und der Differenzengleichung (79) geniigt.
Durch die Gleichungen

Z Zpl,a—ﬁlﬁl boy=0uy (@) (88)
g=y =0

ist ndmlich in diesem Falle ein System von Zahlen by, (o = y) eindeutiy bestimmd.
Die Gleichung

1 2riqe

Z e @ bogd (89)

a=— y=--0

defintert dann jene Lisung der Dz;ﬁ”erenzengleickung (79); die rechisstehende Summe

e " |<92|l|" und wenn |L| < 1 ist, fiir

ist ndmlich, wenn || > 1 ust, fiir o <

oA = I l = 0, absolut und gleichmdssig konvergent.
25—31104. Acta mathematica. 57. Imprimé le 21 juillet 1931.

27”90



194 Heinrich Lowig.

Die Gleichung (89) liefert in dem durch diese Ungleichung definierten Streifen
2nix
auch die Laurentsche Entwicklung der Funktion f(x) nach Potenzen von e © :

2aiax
Z aze © (90)
wo
= Z bay A (¢ beliebig ganzzahlig) (91)
y=—o

ist. Sie lehrt auch, dass man in diesem Streifen die Funktion f(x) mdttels der
Gleichung

~ S 45 (92)

7:—@

aus denjenigen Funktionen f,(x) (y ganzzahlig) zusammensetzen kann, welche fiir

2niz 27xiz
|e o | < R|A] bzw. fiir e © | <1 regulir sind, die Periode w besitzen und den
Differenzengleichungen
2aiyx
sz ) file+1h)=e © (93)
genrigen.

4. Die homogene lineare Differenzengleichung
2 pulx) fle+1h) = (86)

fihren wir nach § 13 auf folgendes System homogener linearer Differenzen-

gleichungen 1. Ordnung zuriick:

ﬁ (,L, + h) :jlz(x)v .ﬁz(x + h) =f3(’E), . 'vfn‘1 (.’I) + h) :ﬁl (x)v
Sule + k) = 21%- (94)

Das zu diesem System homogener linearer Differenzengleichungen adjungierte
System hat folgende Gestalt:
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9 ly—h)= — po(¥) gn ()
By—0=9, —pH g
(95)
9y — ) = gu—1 () — pu—1(¥) g (y).
Statt dessen kann man auch schreiben
gily—h) = ~ 1 (%) g2 (%)
9 ly—2h)=g,(y—h) —pily—hgaly—h)
gs(y—30) =95y —2h) — D (y—2h) gnly—2h)
galy—nh) = gurly—(n—1) A — poily—(n—1) k] gu[y —(n—1) B].
Durch Addition aller dieser Gleichungen erhilt man aber:
Qoly—1lh)galy—1h)=o.
=0
Aus diesem Grunde heisst die homogene lineare Differenzengleichung
Aoly—Ih)gly—1h)=o (96)
=0

die zu der homogenen linearen Differenzengleichung (86) adjungierte homogene
lineare Differenzengleichung.

Nun moge wieder keine Wurzel der charakteristischen Gleichung
n
Z Pro f=o0 (82)
=0

von der Form A® sein, wo a eine ganze Zahl bedeutet. Dann hat es keine
Schwierigkeit, aus dem in § 7 behandelten Zusammenhang zwischen zwei ad-
‘jungierten Systemen linearer Differenzengleichungen erster Ordnung den ent-
sprechenden Zusammenhang zwischen zwei adjungierten linearen Differenzen-
gleichungen #-ter Ordnung mit einer unbekannten Funktion abzuleiten. Die
Ausfithrungen des § 7 iibertragen sich nimlich in folgender Weise auf den Fall
einer linearen Differenzengleichung #-ter Ordnung mit einer unbekannten Funktion.
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Die positiven reellen Zahlen o, und ¢, mogen im Falle |A] > 1 der Un-
gleichung ¢, < ¢, = r und im Falle || < 1 den Ungleichungen ¢, < g, =< R| A",

2niy
e @

0; < r geniigen. Hierauf sei die Funktion V(y) fir o, = = ¢, regulir und
2721y

besitze die Periode w, so dass fiir ¢, = Ie ® }=<p, eine Reihenentwicklung von
der Gestalt

2niay

Vi) = 3 Ve (07)

aq=——x

besteht. Dann gibt es, wenn ||> 1 ist, eine und nur eine Funktion g(y),
2y
welche fiir ITQIFL =le® lé g,, und wenn [1] < 1 ist, eine und nur eine Funktion

2niy

g (y), welche fiir g, <|e © | = ITQT; regulir ist, die Periode w besitzt und der
linearen Differenzengleichung
n
doly—thgly—ih)=Vy) (98)
=0

geniigt. Diese Funktion ¢(y) ist ndmlich durch die Gleichung

_2nmivy

y(y)=i ie © bay Ve {99)

y=—ox =y

definiert, wo b., (¢ =) die in Satz 15 definierten Zahlen sind. Die rechtsste-

27ty
hende Summe ist nimlich in dem durch.die Ungleichung l—f’Tn =le ® |§92 bzw.
2miy
in dem durch die Ungleichung o, = Ie o |§ ITQi‘" definierten Streifen absolut und

gleichmiissig konvergent.
Die Gleichung (99) liefert in jenem Streifen auch die Laurentsche Ent-

2ty
wicklung der Funktion g (y) nach Potenzen von ¢ ® . Setzt man ndmlich

Nbay Va=1y, (100)

a=y

dann ist
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__Zniyy

)= S o (101)

-y:—oo

Die Gleichung (99} lehrt ferner, dass man die Funktion g (y) mittels der Gleichung
+ @

g = 2 Vagu(y) (102)

aus denjenigen Funktionen ¢,{y) zusammensetzen kann, welche fiir

2y
e ® | =v bzw. fur

il Rlap R

e® =

P 1
regulir sind, die Periode w besitzen und den Differenzengleichungen

Aniay

Doy—Ih)g.ly—Ih)=e¢ © (103)
=0
genugen.

5. Die Picardsche Abschiitzung. (Spezialisierung des Satzes 10)

n
Satz 18. FEs set jeder Ausdruck von der Form- Z prodl®, wo a eme ganze

=0
Zahl ist, von Null verschieden. Wenn dann ¢, und ¢, zwet feste positive reelle
Zahlen sind, welche im Falle |1| > 1 den Ungleichungen o, < g3 < R, ¢, < r und
tm Falle |A| <1 der Ungleichung o, < g, = r geniigen, dann ist es miglich, eine
posttive reelle Zahl x wvon der Beschaffenheit anzugeben, dass bei jeder Funktion

iz
e @

A (), welche fiir o, < = ¢, reguldr ist und die Periode w besitet, die zuge-
hirige Funktion f(x), welche (s. Satz 15) in dem Falle, dass |A] > 1 ust, dadurch

2min

defindert ist, dass sie fiir o, <|e © | < 0,)A|", und in dem Falle, dass |1] < 1 st,
2l

dadurch, dass sie fir o, |A|I"=]e © | <= 9, reguldr ist, die Periode w besitzt und

der linearen Differenzengleichung.

S ) fla+ 10 = 4.@) (7o)

=9

2in

genigt, fiir 0, = |0 3 | = eal2lr bew. fiir o,)ib =

2mia

eT‘ = g, die Ungleichung
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[f(@)] = x M[A{x)] (104)

erfiillt, wo M [A ()] den grossten absoluten Wert bezeichnel, den die Funktion A ()

2aix

Jir o, = le @ | = oy annimmt.

6. Wir werden sagen, dass n- Losungen der homogenen linearen Differen-

zengleichung

ﬁpl(x)f(x—klh):o (86)

ein Fundamentalsystem bilden, wenn die entsprechenden » Losungen des Systems

homogener linearer Differenzengleichungen erster Ordnung in den unbekannten

Funktionen f (x), f;(z), ..., [a(x)
Sile+h) =fi(@), file+h)=rfi@),. .. fimr(z+ h)=fal2),
Solx + b) =~ 3 pe (@) fi (2) (94)

=1

ein Fundamentalsystem bilden.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass (verinderte Be-
deutung des Index!) die » Losungen f;(x) (s=1,2,...,n) der homogenen linea-
ren Differenzengleichung (86) ein Fundamentalsystem bilden, kann man daher
auf folgende drei Arten aussprechen:

1.) Es besteht keine Relation von der Form

n

3 2@z =0

§=1

mit Funktionen ;(x) (s=1,2,..., n), welche die Periode & besitzen und nicht
alle identisch verschwinden.

2.) Die Determinante

S (@) Ja () e Sulw)
file+h) Solz+ h) . . falx+ R

Sile+ =0k filz+m—1)k . . falz+(e—1)h
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(die »Differenzendeterminante> der Funktionen f, (x), f; (%), . . ., fa (z)) verschwindet
nicht identisch.

3.) Bs gibt keine Funktionen Wi(x) (I=1,2,...,7), die nicht simtliche
identisch verschwinden, so dass fiir s=1, 2,...,n die identische Gleichung

ki3

2 Wilx) filx+({—1)h=0

=1
besteht.
Ferner gelten entsprechend wie bei Systemen linearer Differenzengleichungen
erster Ordnung die Siitze:
1.) Bilden die # Lésungen f;(x) (s=1,2,...,%) der homogenen linearen
Differenzengleichung (86) ein Fundamentalsystem, dann ist jede Losung auf eine
und nur eine Weise in der Form

flo)=3, @)/ (@) (103)

darstellbar, wo die Funktionen Q;(z) (s=1,2,...,n) die Periode h besitzen.

2.) Bilden die » Losungen f;(x) (s=1,2,...,n) der homogenen linearen
Differenzengleichung (86) ein Fundamentalsystem, und ist f;(x) eine partikuliire
Losung der nicht homogenen linearen Differenzengleichung

S pia) flo+ 1h) = A ), (7o)

dann ist jede Losung der Differenzengleichung (79) auf eine und nur eine Weise

in der Form

k3

F@)=Fol@) + 32 @) 5 ) (106)

§=1

darstellbar, wo die Funktionen ,(x) (s=1,2,...,%) die Periode h besitzen.
Wir kénnen nun den Satz 11 iiber die Existenz eines periodischen Funda-
mentalsystems fiir homogene lineare Differenzengleichungen #-ter Ordnung mit

einer unbekannten Funktion folgendermassen aussprechen.

} Betrachtet man auch nicht analytische Losungen der Differenzengleichungen (86), dann muss
man auch noch iiber das Auftreten von singuliren Stellen der Funktionen f5s (%) und Nullstellen
der Differenzendeterminante einschrinkende Bedingungen hinzufiigen.
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Satz 17. Es gibt ¢n dem Falle, dass || > 1 ist, stets ein Fundamentalsystem
von Liésungen der homogenen linearen Differenzengleichung

ipz(x)f(w+ lh)=o, (36)

2ix
e (A}

dessen sdmtliche Funktionen in der durch die Ungleichung < R|A]* und in

iz

dem Falle, dass || < 1 ist, in der durch die Ungleichung |e © | <r definierten
Halbebene meromorph sind und die Periode w besitzen.

7. (Vergleiche § 11, Satz 12.) Satz 18. Wenn keine zwer Wurzeln der
charakteristischen Gleichung

n

Spt=o0 (82)

=0

eine Zahl von der Form A%, wo o eine von Null verschiedene ganze Zahl ist, zum
Quotienten haben, dann kann man ein Fundamentalsystem von Losungen der homo-
genen linearen Differenzengleichung

S\ ne) Sl + 18 = o, (36)

dessen  simitliche Funktionen im Falle |L|> 1 dn der durch die Ungleichung

2mix
o
e

2rix

< R|AP* und im Falle || < 1 in der durch die Ungleichung IeT <rde-
Jinderten Halbebene meromorph sind und die Periode w besitzen, auf folgende Weise

angeben.

Es seien t, (0=1,2,...,j) die voneinander verschiedenen Wurzeln der charak-

J

teristischen Gleichung und §; deren Vielfachheiten (2 &= n) Dann st ein Sy-
g=1

stem von Funktionen @4,(x) (6=1,2,...,J; v=0,1,..., 8 — 1), welche sich im

2xixT

eTlg R|A|* und tm Falle || <1

Falle |A| > 1 in der durch die Ungleichung
iz
vn der durch die Ungleichung leT < r definierten Halbebene als gewiéhnliche Po-
2nix

tenereshen in e ®  darstellen, die mit der Finheit, wenn v = o ist, und mit der
Null, wenn v > o ist, als konstanten Gliedern beginnen, durch die Gleichungen



Lineare Differenzengleichungen mit Koeffizienten von gemeinsamer Periode. 201

v

2 (:1) S U= 1) U=y 4 o4 D) Ol + IR =0 (107)

v, =0 l=y—r,
erndeutig bestimmd.

Sind dann weiter @s.(x) (0=1,2,...,7; v=0,1,..., & — 1) nicht identisch
verschwindende, meromorphe Funktionen, welche den Differenzenglerchungen

¢60(x+h)=taq)ao(x) (O':I,Z,...,j)
] (108)
¢‘”’(x+h):t”mdw(x)+'r¢aﬂ’—"1(x) (G:I,Z,...,j; V:I,Z;-'wgﬂ_l)

gendigen und w zur Periode haben, dann liefern die Gleichungen

f‘”’(x):Z (-y)wdy"‘_wl(x)mavl(x) (02172:---7j; 'V:O,I,...,ga— I) (109)
v,==0 ¢!
ein  Fundamentalsystem fs,(x) (6=1,2,...,J; v=o0,1,...,8,— 1) von Ldsungen

der homogenen Differenzengleichungen (86), dessen simtliche Funktionen wirklich fir
I 2miz

e ® | = R|AP bew. fiir < r meromorph sind wund die Periode w besitzen.
Aus den Gleichungen (100) kann man dariiber Aufschluss gewinnen, wie die
Losungen der homogenen linearen Differenzengleichung (86) sich verhalten, wenn

2iy
e

2rix
der Ausdruck e ® dem Grenzwert Null zustrebt. Man beachte, dass auch der
Satz von Poincaré iiber das Verhalten der Losungen homogener linearer Diffe-
renzengleichungen im Unendlichen iiber dieses Verhalten der Lésungen der Diffe-

renzengleichung (86) Aufschliisse gibt, welche mit den hier angedeuteten zusam-
menhingen.

26—31104. Acta mathematica.. 57. Imprimé le 21 juillet 1931.



