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0BER DIE DARSTELLUNG WILLK[IRLICHER FUNCTIONEN. 

A u s z u g  e i n e s  B r i e f e s  a n  H e r ' r n  G .  M i t t a g - L e f f l e r  

VON 

C. RUNGE 
in B E R L I N .  

Der Beweis, dass sich jede willktirliche stetige Function einer reellen 
Veranderlichen x in eine far  alle in Betracht kommenden Werthe yon x 
gleichnl~tssig convergente Summe von rationalen Functionen entwickeln 
l~st,  kann dureh folgende elementare Betrachtungen gefahrt werden. 

Die Function 
I 

I + z 2" 

ist for ~ (wo ~ eine beliebig kleine positive Grosse bedeutet) 
beliebig wenig yon i, far  I x ] > I  -f-~ beliebig wenig von Null ver- 
schieden, vorausgesetzt dass far  n e i n e  hinreichend grosse positive ganze 
Zahl gewahlt wird. 

Es bildet diese Function eine Art discontinuirlichen Factors, mit 
dessen Hilfe ich zunachst einen gleichmttssig convergenten Ausdruck far  
eine gebrochene Linie herstellen werde. 

Seien Yl und y~ zwei eindeutige stetige Functionen yon x, welche 
far x = i denselben Werth besitzen, so wird 

I y, + - -y , )  

dcta raatAem4tlva. 7, Imprlm~ le 28 Septembre 1885. 
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fi~r o < x <  i beliebig wenig von y~ und fiar I < x <  x + k  beliebig 
wenig yon y~ verschieden sein, sobald n hinreichend gross gewi~hlt ist, 
(k ist dabei eine beliebige positive Gr5sse). 

Denn zuni~chst kann man ~ so klein annehmen, dass fiir 

ffl und y~ beliebig wenig yon einander verschicden sind, und in Folge 
dessen 

I u~ + ~(u, - -  v,), 
[ + x  

I 
da ~,,< I ist, beliebig wenig von y~ und y~ abweicht. Alsdann, 

l + x  

nachdem ~ in dieser Weise festgesetzt ist, kann mall n so gross w~hlen, 
dass 

I' 

I + X 2" 

fi;lr o < x < i - -  (~ beliebig wenig von I und fi'ir I JI- ~ ~ X '~  I J I- k 
beliebig wen ig  yon o abweicht, und in Folge dessen 

v , +  ' ~.0,--~) 
[ + x  

beliebig genau mit y~ resp. Y2 fibereinstimmt. 
Setzt man nun voraus, dass die Entwicklung in eine gleichmassig 

convergente Summe yon rationalen Functionen ffir y~ und y~ msglich sei, 
un4 bezeichnet mit K2>(x), K.~>(x) die Summen der ersten n Glieder in 
den Ausdriicken fiir y~ resp. Y2, so ist 

R,,(.) = R ? ( . )  + ' ~ . i~?(x)- - /~ . ' , (x) ]  
I + x  

eine rationale Function yon x, welche ffir das Intervall  o < x (  x + k 
beliebig genau mit derjenigen stetigen Function iibereinstimmt, welche 
yon o his I durch y~, von x bis I ~ k durch Y2 definirt ist. 

Daraus folgt, dass li,m R . (x )  oder, was dasselbe ist, 

R,(x) + [ ~ ( x ) -  ~,(x)] + [ / ~ ( x ) -  R~(x)] + . . .  

eine gleichmi~ssig eonvergente I)arstellung dieser Function bildet. 
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Die P u n k t e  o, I, I + k sind hierbei nicht  wesentlich. Setzt man  

I I 

I'-t- ! / ~ x  - -  a / '~ ~" statt I -'l- x2n) 

\ a ~  ~ a l  

so treten a, a~, a~ -~- k (drei beliebige Grsssen) an Stelle yon o, I, i -[-k. 

Gcsetzt nun  es solle in dem Interval le  a < x < a' eine gebroehene 

Linie dargestel l t  werden,  degen Eckpunk ten  die Abscissen al, a2, . . . ,  a~. 

entsprechen;  d. h. es soll eine gleichmassig eonvergente Summe  yon ratio- 

nalen Funct ionen hergestel l t  werden,  welche 

ffir a < x < a  1 mi t  % ( x ~ a ~ )  + b x  

ffir a~ < x < a 2 mi t  %(x - -  a~) + b~ E~.~=b,-~,'.,,-o~>J 

fi'lr % < X < a 3 mit  %(x - -  ~t~) -~- b 3 [bs=bz--a3(a.~--a,)] 

etc. 

~bereinst imme.  

Indem man Yl : a x ( x - - a , )  -]- b,, Y2 : % ( x - - % )  + b 2 sctzt, erhMt 
man einen Ausdruck,  welcher yon x ~---a bis a~ mi t  der gebrochenen 

Linie, yon x - ~  a 2 bis a' dagegen mi t  % ( x - - a ~ ) +  b~ fibereinstimmt. 

Indem man  alsdann den so gewonnenen Ausdruck  mi t  Yx bezeichnet 

und y~--: %(x ~ a.~)-[-b 3 setzt, erhal t  man  cinen neuen Ausdruek,  der 

bis x : a  3 mit  der gebrochenen Linie, yon a 3 bis a' aber mi t  % ( x - - a ~ ) ~  b 3 
fibereinstimmt. 

Dies Verfahren fortsetzend erhMt man schliesslich die Dars te l lung 

der gebrochenen Linie. 

Sei y~ ~ li~nR~,:)(x) diese Darstel lung und werde y, gleich derjenigen 

linearen Funct ion  yon x gesetzt, welche ffir x ~ a und  x ~ a' mi t  y~ 

fibereinstimmt,  so liefert 

R . ( z )  = y, + I 

. . . . . .  V )),- 
eine rat ionale Func t ion ,  welche ffir a < x < a' beliebig genau mi t  y~, 

ftir" x ~ a und x ~ a' dagegen beli6big genau mit  Y2 t~bereinsti~nmt. 
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Denn aus der Bildungsweise von / ~ ( x )  ist leicht ersichtliCh, dass es im 
Endliehcn endlich bleibt, im Unendlichen aber wie a~§ 
(die lineare Function, welche der letzten Seite entspricht ) unendlich wird, 
woraus denn das ~brige wie oben gefolgert wird. Lim Rn(x)stellt, wenn 

ich reich so~ausdrticken darf, eine geschlossene gebrochene Linie dar, d: h. 
eine solche, bei der die beiden aussersten Seiten Theile derselben Graden 
sind und sich in's Unendliche erstrecken. 

Einer jeden Curve, die eine eindeutige stetige Function reprasentirt, 
kann man eine gebrochene Linie einzeichnen, die sich ihr beliebig genau 
anschliesst. Denn nimmt man die Seiten derselben hinreichend klein an, 
so muss die Differenz der beiden Ordinaten gleicher Abscisse klciner sein 
als die grSsste Werthschwankung der Ordinaten der Curve in dem einer 
Seite entsprechenden Intervall und muss mithin wegen der voraus- 
gesetzten Stetigkeit der Function mit dem Intervall zugleich beliebig 
klein werden. 

Da man nun andrerseits, wie oben nachgewiesen, sich durch rationale 
Functionen einer gebrochenen Linie beliebig genau anschliessen kann, so 
folgt dasselbe fiir eine bclicbige stetige eindeutige Function. 

Wenn die Function sich far x = - - c x 3  und x~-- -4- cx9 an ein und 
dieselbe grade Linie beliebig genau anschliesst, so kann man sich ihr 
durch eine ))gesch!ossene gebrochene)) Linie beliebig genau annahern, und 
kann daher eine rationale Function R,,(x) bilden, welche ftir alle reellen 

Werthe von x beliebig wenig (z. B. um weniger als ~ ) v o n  der Function 

verschieden ist. 
Das ist insbesondere der Fall, wenn die Function ffir x = - -  o,v und 

x ~ + cxv sich demselben endlichen Werthe nahert. Dann ist lira R,,(x) 
oder, was dasselbe ist, Rl(x ) + [R~(x)--R~(x)] .a t- etc. fiir die ganze 
reelle Axe mit Einschluss der Unendlichkeit gleichinassig convergent. 

Wenn die Function ftir x = -  c'~ und x = @ oo sich nicht der- 
selben Graden anschliesst, so wird man nach dem Vorgehenden eine ratio- 
nale Function R,,(x) bilden k0nnen, welche in dem I n t e r v a l l - - n  bis 

n sich weniger als i yon der Function unterscheidet. Dann convergirt 

lira R.(x) innerhalb jeder noch so grossen Strecke gleichmassig und stetlt 

die Function dar. Aber der Bereich der gleichmassigen Convergenz 
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schliesst nicht nothwendig die Unendlichkeit in s i c h . -  Diese Darstellung 
kann man verwerthen zur. Integration der Differentialglcichung 

bei vorgeschriebenen Grenzbedingungen, namlich zur Herstellung einer 
Lssung, welche fiir 7]----o gleich einer vorgeschriebenen stetigen Function 
von ~ wird und zugleich for positive Werthe von 7; stetig ist. 

Wenn die vorgeschriebene Function ffir x---- -{- cxv und x ~ - - -  c-~ 
sich demselben endlichen Werthe nahert (diesen Fall will ich bier allein 
betrachten), so ~verden die zur Darstellung verwendcten rationalen Func. 
tionen Rn(x) nut fiir complexe Werthe yon x unendlich, und da die 
Funetionen reell sind, so sind die Unendlichkeitsstellcn paarweise conju- 
girt. $eien c~, c2, . . . ,  c~ die unterhalb der reellen Axe gelegenen, 
cl, c2, . . . ,  ~,. die ihnen conjugirtcn oberhalb gelegenen. Zerlegt man 
nun R.(x) in Partialbrliche und bezeichnet mit r.(x) das Aggrcgat der 
in cz, c~, . . . ,  c. unendlich werdenden Glieder, so wird 

R . ( z )  - -  r . ( x )  

nur noch in ~ ,  ~,  . . . ,  ~, unendlich. Verwandle ich nun hier alle yon 
x unabhangigen Grossen in ihre conjugirten, wodurch r.(x) in r~(x) iiber- 
geht, R~(x) aber ungeandert bleibt, so resultirt, dass 

nur in c~, c2, . . . ,  c, unendlich wird. Folglich ist ~.(x) das Aggregat, 
der in c~, c~, . . . ,  ~ unendlich werdenden Glieder, und mithin ist 

constant, weil es an keiner Stelle mehr unendlich wird. Die Constante 
ist reell, denn es sind rn(x) und -r,(x) far reelle Werthe yon x conjugirt 
und dahcr ist ihre Summe reell. 

Man hat also 
= r (x) + + c .  

Die reellen Theile yon r . (z)  un ~:.(x) sind far reelle Werthe von x ein- 
ander gleich, folglich ist der reelle Theil von 2 rn (x )T  C far reelle 
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Werthe yon x gleich R.(x) und also der reelle Theil yon 2r.(~+ y/i)+ C 

~'u ~2~_ ~ o, welche for z/> o eine Losung der Differentialgleichung ~ n u ~2 

stetig ist und for 7/----o dcr vorgeschriebenen Function beliebig nahe 
kommt. Bczeichnet man ihn mit u., so wird lira u. ftlr ~o und alle 

Werthe yon ~ gleichmassig convergiren und die verlangte Losung dar- 
stellen. Dies bedarf der n~heren Ausfiihrung, ich begntige reich indessen 
bier darauf hinzuweisen, dass man auf diesem elementaren Wege die ver- 

langte Integration auszuft~hren im Stande ist. 
Ferner bcmerke ich, dass man die Form der zur Darstelluhg ver- 

wendeten Functionen R.(x) auf mannigfache Weisc vereinfachen kann, 
wenn man die yon mlr in dem Aufsatze Zur .Theorie der eindeutigen ana- 
lytischen Functionen (Acta m a t h e m a t i c a ,  Bd. 6) auseinandergesetzte Me- 
rhode darauf anwendet, vermSge deren z. B. R.(x) durch cine andere 
fiir alle reellen Werthe sich beliebig wenig von ihr untcrscheidende reelle 
Function crsetzt werden kann, die nur an einer Stelle und an der zu ihr 

conjugirten unendlich wird. 


