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UBER DIE BEGRENZUNGEN VON CONTINUA

YON

EDVARD PHRAGMEN

in STOCKHOLM.

Wenn man von der WEeigrsTrASS schen Auffassung des Begriffes einer
analytischen Function ausgeht, so ist, wie bekannt, immer die Gesammt-
heit der reguliren und der ausserwesentlich singuliren Stellen einer ein-
deutigen analytischen Function ein Continuum.

Dies Continuum kann aber grossere oder kleinere Theile der Ebene
umschliessen. Einer Angabe von Hrn. Scuwarz zufolge, wurde das erste
Beispiel einer analytischen Function, von deren Existenz-Bereich continuir-
liche Stiicke der Ebene ausgeschlossen waren, von Hrn. WEIERSTRASS im
Jahre 1863 gegcben. Heut zu tage ist nichts leichter als solche Beispiele
zu bilden. Die Modulfunctionen sind ein solches; mit Hulfe der Dar-
stellungssatze von Hrn. Prof. Mirrac-LerFLER kann man sich deren beliebig
viele bilden, und die Untersuchungen von Hrn. Poixcarg uber die line-
aren Differentialgleichungen fithren mit Nothwendigkeit auf solche Func-
tionen.

Wenn man nun, vermoge der Darstellungssitze des Hrn. Prof. MitTAG-
LerrLer oder in anderer Weise, sich cinen analytischen Ausdruck gebildet
hat, der in allen Punkten der Ebene sich regular verhalt — mit Aus-

! Unter Continuum verstehe ich im Folgenden eine Punktwenge wie sie Hr.
WETERSTRASS, Zur Functionenlehre, S. 5, betrachtet und eine aus einem Stiick bestehende
Fliche nennt.

dcta mathematica, 7. Imprimé le 26 Mars 1883,
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nahme derjenigen welche zu einer gewissen Punktmenge' P gehoren,
von der kein Theil ein Continuum ist, — so kann dieser Ausdruck,
der verschiedenen Beschaffenheit der Punktmenge P zufolge, mehrere ver-
schiedene analytische Functionen — welche dann sammtlich der oben an-
gedeuteten Art sind — oder eine einzige Function darstellen, je nachdem
die Ebene durch das Ausschliessen der Punktmenge P in mehrere ge-
trennte Continua zerfallt oder nicht.

Von Hrn. Prof. Mrrrac-LerrLer aufgefordert, habe ich in Ofver-
sigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar, 1884,
n° 1, Seite 121, bewiesen, dass:

wenn kein Theil einer abgeschlossenen Punktmenge P zusammenhingend®
ist, so bildet die Gesammtheit derjenigen Punkte der Ebene, welche nicht zu
P gehoren, ein einziges Continuum.

Da Prof. Mrrrac-Lerrrer gewtnscht hat, dass ich diesen Satz in
den Acta Mathematica reproducire, will ich jetzt einen einfacheren,
mehr direkten Beweis desselben geben oder vielmehr einen anderen, etwas
umfassenderen Satz beweisen.

Da die Punkte, welche iibrig bleiben, nachdem man eine gewisse
abgeschlossene Punktmenge ausgeschlossen hat, nothwendiger Weise ein
oder mehrere Continua bilden, so kann der obige Satz auch in dieser
Form ausgesprochen werden:

Ist die Punktmenge P die vollstindige Begrenzung eines Continuums A
und existiren in der Ebene Punkte die ausserhalb A liegen, so muss irgend
ein Theil von P zusammenhingend sein.

Fur den Beweis dieses Satzes kann ich offenbar annehmen, dass der
Punkt oo ausserhalb A4 liegt, d. h. dass A ganz und gar im Endlichen
liegt, denn auf diesen Fall kann man ja immer den entgegengesetzten

' Ich will hier schon darauf aufmerksam machen, dass eine solche Punktmenge P
immer abgeschlossen ist, um den Ausdruck des Hrn. CANTOR (Mathematische Annalen,
B. 23, 8. 470) zu gebrauchen, d. h. dass die Punkte der ersten abgeleiteten Menge alle
zu P gehiren.

* Nach Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, Mathe-
matische Annalen, B. 21, 8. 575 (franzosische Ubersetzung in Acta Mathematica,
B. 2, 8. 406), heisst ein System von Punkten zusammenhdingend, wenn man fir zwei
willkiirlich gegebene Punkte ¢ und ¢ des Systems und eine gegebene, belicbig kleine Zshl
g, stets eine endliche Apzahl von Punkten des Systems finden kann, der Art dass die
Eatfernungen i, , t,_t,, i,_ts, ... t,t' simmtlich kleiner als ¢ sind.
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durch eine oder, wenn man so will, mehrere Transformationen durch
reciproke Radii Vectores zuruckfuhren.

Da also angenommen wird, dass das Continuum 4 ganz und gar
im Endlichen gelegen ist, so kann man ein Quadrat finden, welches 4
vollkommen einschliesst. Dieses Quadrat theile ich in m} gleiche Quadrate,
jedes dieser Quadrate wieder in m] gleiche u. s. f., wo m,, m,, ... ganze
Zahlen bezeichnen.

Fir jede neue Eintheilung bilde ich mir aus allen denjenigen Quadra-
ten, welche, im Innern oder auf der Grenze, einen zu P gehorigen Punkt
enthalten, eine Punktmenge, welche far die v* Eintheilung ¢, heissen
moge. Hiervon ist es eine unmittelbare Folge, dass @,,, ein Theil von
Q, ist.

Betrachten wir nun eine solche Punktmenge @,, so sehen wir leicht
ein, dass wenn sie aus mehreren getrennten continuirlichen Stiicken be-
steht, es nothwendig ist, dass eins derselben die ubrigen in der Form
eines Ringes umschliesst. Denn die entgegengesetzte Annahme wiirde
mit der Voraussetzung im Widerspruch stehen, dass 4 ein im Endlichen
gelegenes Continuum sei. Es muss dies auch dann noch gelten, wenn
man zwei Quadrate, welche nur in einem Eckpunkte zusammenstossen,
als gar nicht zusammenhiangend betrachtet. Dieser Eckpunkt kann nam-
lich dann nicht zu P gehoren, weil in dem Falle die zwei anderen Qua-
drate, welche in diesem Punkte einen Eckpunkt haben, zu @), gehoren
milssten; wenn man also von ¢, diejenigen Punkte ausschliesst, welche zu
einer gewissen kleinen Umgebung dieses Punktes gehoren, so gelten die
obigen Schlusse.

Dieses, die anderen Sticke ringformig umschliessende Stiick, oder
wenn nur ein Stiick vorhanden ist, ¢, selbst, bezeichnen wir mit R,.

Dann muss, wie leicht einzusehen ist, R,,, ein Theil von R, sein.
Denn R,,, ist ein Theil von ¢,; wenn es also nicht ein Theil von R,
ware, so misste es ein Theil von einem der anderen Continua sein, welche
zusammen ¢), ausmachen, und demnach von R, ringformig umschlossen
sein, was nicht moglich ist, da R, Punkte aus der Begrenzung von A
enthalt, also Punkte, welche zu ¢,,, gehoren. Es ist demnach R,
immer ein Theil von R,.

Geht man mit diesen Eintheilungen in kleinere und immer kleinere
Quadrate geniigend weit, so muss man zu ciner solchen Eintheilung ge-
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langen, bei welcher irgend ein Quadrat ganz und gar innerhalb A fallt.
Bei dieser Eintheilung und bei all den folgenden muss also R, dieses
Quadrat ringformig umschliessen. Dies folgt unmittelbar aus der An-
nahme dass 4 ganz und gar im Endlichen liegt.

Jetzt wollen wir diejenige Punktmenge, R. betrachten, welche aus
saimmtlichen den Punktmengen

R, R,, ..., R,

gemeinschaftlichen Punkten besteht.

Diese Punktmenge ist ein Theil der Begrenzung von 4, denn in
jeder Umgebung eines zu ihr gehorigen Punktes finden sich Punkte,
welche auf der Grenze von A liegen. Sie ist ferner zusammenhingend.
Dies sicht man durch die folgende Betrachtung ohne Schwierigkeit ein.
Die Gesammtheit der Quadrate von R,, welche mit R einen Punkt gemein
haben, moge mit R, bezeichnet werden. Man Dbetrachte nun eins der
Quadrate von R,. Wenn dieses Quadrat nicht zu R, gehort, so kann
man offenbar den Index p so gross annehmen, dass es auch mit R, keinen
Punkt gemein hat. Da aber die Anzahl der Quadrate in R, endlich ist,
kann man p so gross wihlen, dass keines der Quadrate von R,, welche
nicht zu R, gehoren, mit R, einen gemeinschaftlichen Punkt haben. E]
oder die Gesammtheit der Quadrate der »** Eintheilung der Ebene welche
mit R einen Punkt gemein haben, ist also mit der Gesammtheit der-
jenigen Quadrate von R, identisch, welche mit R, gemeinschaftliche Punkte
besitzen. Und da R, fur hinreichend grosse Werthe des Index die Gestalt
cines Ringes hat, welcher ein gewisses, endliches Quadrat vollig umschliesst,
so muss dasselbe offenbar von R, gelten. Daraus kann man aber un-
mittelbar schliessen, dass R eine nach der Definition des Hrn. Cantor
zusammenhangende Punktmenge ist.

Man hat indess die charakteristischen Eigenschaften der Punktmenge
R keineswegs erschopft, wenn man sagt, sic sei zusammenbingend. In
der That hat man viel mehr ausgesprochen, wenn man sagt, die Punkt-
menge R besitze fir eine gewisse Art, die Ebene in kleinere und klei-
nere Quadrate einzutheilen, die Eigenschaft, dass die den Punktmengen
@, Qs ..., @,,... entsprechenden Punktmengen R, R,, ..., R/,
Continua sind, die fiir hinreichend grosse Werthe des Index v ein gewisses
endliches Quadrat ringformig umschliessen, oder, was nach dem fruher
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Entwickelten dasselbe sein 1nuss,’ deren Begrenzungen aus wenigstens
zwei geschlossenen, gebrochenen Linien gebildet sind, welche ein gewisses
Quadrat von endlicher Grosse umschliessen.

Erstens namlich ist es leicht zu zeigen, dass eine abgeschlossene
Punktmenge R, welche fir eine Art der Eintheilung diese Eigenschaft be-
sitzt, sie auch fur jede andere Art die Ebene in Quadrate zu zerlegen
behalten muss. Es seien namlich

‘(J17 (J‘l’ rrt (l)v7 MR
Q;’ Q;’ trt Q;? e

die, zwei besonderen Eintheilungen entsprechenden Punktmengen, welche
aus allen denjenigen Quadraten bestehen, die mit E einen Punkt gemein
haben. Dann kann man g so gross wahlen, dass ¢, alle diejenigen Qua-
drate aus der »*" Eintheilung der zweiten Art enthalt, welche mit ¢,
gemeinschaftliche Punkte besitzen. Daraus sieht man leicht, dass wenn
R die fragliche Eigenschaft fur die erste Art der Eintheilung besitzt,
dieselbe auch fur die zweite Art bestehen muss.

Zweitens aber kann man, wie leicht zu tibersehen ist, den bewiesenen
Satz in der folgenden Weise umkehren.

Wenn man aus der Ebene ejne im Endlichen gelegene, abgeschlossene
Punktmenge P ausschliesst, welche die folgende Eigenschaft hat: fur eine
gewisse Art die Ebene in kleinere und kleinere Quadrate zu zerlegen, sind
die Punktmengen Q,, @,, ..., @, ..., welche aus denjenigen Quadraten
bestehen, die mit £ gemeinschaftliche Punkte haben, simmtlich Continua,
welche, sobald » einen gewissen Werth ubersteigt, von wenigstens zwei
geschlossenen, gebrochenen Linien, die ein gegebenes, endliches Quadrat
umschliessen, begrenzt sind, so bilden die ubrigen Punkte der Ebene
mehrere getrennte Continua, von denen eins im Endlichen gelegen ist.

Die oben angegebene Methode lasst sich unmittelbar anwenden, um
die entsprechenden Sitze in einem Raum von n Dimensionen zu beweisen.

Der Kurze halber wollen wir folgende Benennungen einfuhren.

Unter dem Awusdrucke ein gebrochener (n— 1)-dimensionaler Raum
in einem ebenen Raume von % oder mehr Dimensionen verstehen wir die

! Da zwei Quadrate, welche nur in cinem Eckpuokt zusammentreffen, als gar nicht
zusammenstossend betrachtet werden konnen.
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Gesammtheit einer endlichen Anzahl ebener (n — 1)-dimensionaler Raume,
die durch gebrochene (n — 2)-dimensionale Riume begrenzt sind.

Einen solchen Raum nennen wir geschlossen, wenn jeder /der ebenen
(n — 1)-dimensionalen RAume, aus denen er gebildet ist, jeden der be-
grenzenden (n—— 2)-dimensionalen ebenen Riume mit einem anderen der
(n — 1)-dimensionalen R4ume gemein hat.

Dies vorausgeschickt, konnen wir den folgenden Satz aussprechen:

Wenn in einem Raume von # Dimensionen A4 ein im Endlichen
gelegenes Continuum ist, so kann man aus der Begrenzung desselben
einen Theil P ausscheiden, welcher nicht nur zusammenhsngend ist, son-
dern vielmehr die folgende Eigenschaft besitzt:

Wenn man ecinen »Wiirfel von » Dimensionen», der hinreichend gross
ist, um das Continuum A4 vollstandig zu enthalten, in m} gleiche »Wirfel»
eintheilt, jeden dieser »Wirfel» wieder in mj gleiche u. s. f. und fur jede
Eintheilung eine Punktmenge (Q,, @,, ...) aus allen denjenigen » Wiirfelny
bildet, welche mit P einen Punkt gemein haben, so ist jede solche Punkt-
menge ein Continuum von w Dimensionen, und, wenn man eine gewisse
endliche Anzahl ausnimmt, wird jede der ubrigen von wenigstens zwei
geschlossenen, gebrochenen (n — 1)-dimensionalen Raumen begrenzt, welche
einen gewissen »Wiirfel» endlicher Grosse umschliessen.

Auch dieser Satz lasst eine Umkehrung zu.




