
UBER EIblE KLASSE ANALYTISCHER FUblKTIONEN V0N 
SPEZIELLER FASTPERIODISCHER STRUKTUR. 

V o ~  

RICHARD PETERSEN 
in I~OPENHAGEN. 

Einleitung. 

1Keine Habili~ut~ionsschrift ! - -  und dadurch die vorliegende Arbeit - -  hat  

ihren Ausgangspunkt in einer Abhandlung yon H. BOHI~ (Mathematische Annalen 

I93o) ~ in welcher es gelungen ist, eine ganze transzendente F u n k t i o n f ( s ) = f ( a  + it) 

zu konstruieren, deren fastperiodische Struktur dadurch charakterisiert is~, dass 

es in jeder der beiden Halbebenen - - ~ < a < o  und o < a < + ~  eine der Funk- 

tion entsprechende Dirichletentwicklung gibt, und diese sind voneinander ver- 

schieden. 

Damit is~ zum erstenmal bewiesen, dass eine Anderung der Dirichlet- 

entwicklung sehr gut eintreten kann, ohne dass die Funktion eine Singularit~t 

iiberschreitet. 

Auf Anregung yon H. Bohr habe ich den ganzen uus diesem Satze ent- 

stehenden Problemkreis studiert, indem ich n~imlich eine Klasse yon Funktionen 

untersucht habe, welche durch die folgenden Forderungen abgegrenzt ist: 

I f ( s ) = / ( a +  i t ) s e i  analytisch im Streifen a < a < f l .  

I I  f ( a  + it) sei fastperiodisch auf  jeder Geraden a ~- ao (a < ao < fl). 

Eine Funktion dieser Klasse wird in eine Menge yon fastperiodischen Funk- 

tionen F~(t) der reel(en Ver~tnderlichen t umgebildet, falls man F ~ ( t ) : f ( a  + it)  

setzt; ein Studium der fastperiodischen Struktur dieser Menge yon Funktionen 

ist in erster Reihe mein Ziel gewesen. 

1 Richard Pe te r sen  [I 1, 
H. Bohr [2]. 

1!--36122.  Acta mathematiea. 67. Imprim6 le 11 mai 1936. 
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Ehe ich zu einer Besprechung des Inhal ts  der vorliegenden Abhandlung 

iibergehe, wird es zweckmfissig sein, die im folgenden zur ausgedehnten  Anwen- 

dung kommenden Definit ionen aufzuz~hlen. Zun~chst  erinnere ich an H. Bohr's 

wohlbekannte  Bezeichnungen der verschiedenen Typen der Streifen: 

I) Der >>o~ene>~ Streifen a~ < a < ~., wird mit (~, ~.~) bezeich~et. 

2) Der ~>abgeschlossene,> Stre~fen ~ <= a < a~ wird mit {al, a~} bezeich~et. 

3) Start >>in jedem festen Teilstreifen (a', a'~), a~ <a '~  < a'~ < a.~, des Stre~fe~s 

a~ < a < a~>> wird >>in [a, a~]>> geschrieben. 

Beispiel: Der  Ausdruck >>eine Funkt ion  f (s)  ist beschr~nkt in [a~, a~]>> be- 

deutet ,  dass diese Funkt ion  in jedem Teilstreifen (a'~, a'~), wo o~ < a'~ < a'~. < a~, 

beschr~tnkt ist. Hiernach ist es klar, was man zum Beispiel unter  {(~, a~)zu 

verstehen hat. 

Dann folgen die Definitionen der Verschiebungszahlen,  der Fastperiodizitfi t  

und tier Maximalstreifen:  

Die reelle Zahl ~ = ~(e) heisst eine zu e > o gehSrig e Verschiebuugszahl ffir 

f (s)  im Streifen (a~, a~), wenn fiir jedes s in (al, 6.2) die Ungleichung 

If(s + iv) - f ( s ) [  =< 

besteht.  Falls f (s)  zugleich im Streifen a~ ~ o ~ ~ d. h. in {al, a~} stetig ist, 

wird diese Ungle ichung auch fiir a = a j  und a=a .~  gelten. Die Zahlen $ = ~(e)  

werden auf einer Zahlenachse abgetragen;  dadurch ents teht  eine ]~enge ~(e,f(s)) ,  

die relativ dicht  heisst, wenn es eine solche Zahl l ~- l(e)  gibt, dass jedes Inter- 

vall der Lgnge 1 mindestens eine Zahl T ~ v(e) enth~lt. 

Hauptdef ini t ion.  Die IJ~tnktion f(s)  soll fastl~eriocliseh ir (al, a2) heissen, wen~z 

zu jedem e > o ei~e relativ dichte Menge E (e, f(s)) yon Verschiebungszahlen �9 -~ ~: (~) 

gehSrt; wird iiber f(s)  ferner vorausgesetzt, dass sic im abgeschlossenen Streifen 

{al, a.~} stetig ist, so sind die Zahlen dieser Menge attch Versehiebu~2gszahlen ~-~ T (~) 

f i ir  die Geraden ~ = ~1 und (~ = ~2, u , d  f (s)  heisst dann fastperiodisch in {aL, ~}. 

Der  Ausdruck ~>eine Funktion f (s)  ist fastperiodisch in [al, ~]>~ soll bedeuten, 

dass f (s)  in jedem Teilstreifen (a'j, a'2), Wo a~ < a'~ < 0'2 < a.2, fastperiodisch ist. 

De; Streifen L a < ~ < b, heisst ein Maximalstreifen fiir f(s), falls f(s)  fast- 

periodisch in [a, b] ist, oh~e in irgendeinem Streifen, weleher a oder b umschliesst, 

fastperiodisch zu sein. 

Damit  sind die Definitionen hergez~hlt,  and  ich werde jetzt  kurz die Probleme 

und die erhaltenen Ergebnisse besprechen. 
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Es sei f ( s ) = f ( a  + it) eine im Streifen a < a <  fl alirdytische Funktion. 

In welchem Grade werden der Funktion gleichartig fustperiodische Eigen- 

schuften erteilt durch die Forderung, dass f ( a +  it) auf jeder Geraden a ~ a o  

(a < ~0 < fl) fustperiodisch sei? Oder mi t  anderen Worten: 

Wird f(s) in gewissen Teilstreifen yon a < a < fl fastperiodisch sein? 

Diese Frage isg beuntwortet durch den 

Hauptsatz I. 
Zu der Funktion f (a  + it) geh6rt ei~e endliehe oder abzYhlbare Anzahl yon 

Maximalstreifen I, die im Streifen ~ < a < fl iiberall dicht geleyen sind, d. h. ein 

beliebiger Teilstreifen a~ < a < a~ enth(ilt Geraden d :  a0, welche mindestens einem 

dieser Maximalstreifen a~geh6ren. 

Hiermit ist die fas~periodische s t ruktur  einer Funktion der gegebenen Klasse 

im wesentlichen beleuchtet. 

Die n~ehste Aufgabe entsteht dann ganz uatiirlich, n~mlich die folgende: 

Is~ es mSglich eine Funktion der gegebenen Klasse zu konstruieren, deren 

fastperiodische Struk~ur durch eine im voraus gegebene )~[enge von Maximal- 

streifen charakterisiert wird? 

Die Antwort erhi l t  man aus dem 

Hauptsatz II. 

Es ist m6glich, eine ganze transze~de~te 1;'unktion zu konstruieren, fiir welche 

die Menge der Maxirnalstreifen, welche die in Hauptsatz I erwShnte Bediugung 

e~fiillen, gegeben ist. 

Eine Frage, die mir yon B. Jessell ira Jahre I933 gestell~ wurcle, hat  meine 

Gedanken auf ein Problem gelenkt, welches man vielleicht ~>das zu dem obigen 

komplementSre>> bezeichnen kSnnte: 

Ist  es mSglich eine im Streifen a < a < fl analytische Funktion aufzubauen, 

welche auf einer gegebenen Menge yon Geraden a - ~ a  0 innerhalb dleses Streifens 

fastperiodiseh ist, ohne in irgendeinem der Teilstreifen fastperiodisch zu sein? 

Meine Untersuchungen fiber dieses Problem sind nach und nach verSffent- 

iicht worden, indem es mir ers~ gelungen ist, eine im Streifen analytische Funk- 

tion aufzubauen, welche auf einer und nut  auf einer Geraden a--  ao fastperiodiseh 

ist ~, dann habe ich eine auf einer endlichen Anzahl yon Geraden 

~ ( / h  (~(~.~. . .~  ~-~-a~ 

Richard Petersen I2]. 



84 Richard Petersen. 

fastperiodische Funktion konstruierU, und schliesslich habe ich in einem Vortrag 

(Stockholm, I934) den allgemeinen Satz geben kSnnen 2, n~imlich den 

Hauptsatz III.  

Es ist mSglich, eine ganze transzendente Fu~ktion zu lco~struiere~, welche auf  

der Menge von Geraden, die zuriiclcbleibt, wenn man yon dem gegebenen Streifen 

(a, ~) die Menge von Maximalstrelfen I1, L . , , . . . ,  I n , . . .  entfernt, fastperiodisch ist, 

ohne auf  irqendeiner anderen Geraden innerhalb des Streifens (a, fl) fastperiodi,s.ch 

zu 8ein. 

In der vorliegenden Arbeit sind die obigen Untersuchungen gesammelt und 

genau referiert, indem ich auch die gebrauchten Hilfsmittel ziemlich ausffirlich 

besprochen habe. 

Zum Schluss der Einleitung werde ich zur Orientierung eine kurze l)ber- 

sicht des folgenden geben: 

w I. Die yon H. BOHR'S Theorie der fastperiodischen analytischen Funk- 

tionen herriihrenden ttilfsmittel, welche im folgenden ausgedehnte Anwendung 

finden werden. 

w 2. RUNGES Polverschiebung in einer fiir die zu behandelnden Probleme 

speziell zurechtgelegten Darstellung. 

w 3. Die Untersuchung einer Klasse yon analytischen Funktionen mittels 

eines Satzes, welche in seiner ursprfinglichen Form yon OSGOOD gegeben wurde. 

w 4. Der Aufbau einer im folgenden zur Anwendung kommenden Funktion. 

w 5. Beweis des Hauptsatzes I. 

w 6. Beweis des Hauptsatzes II. 

w 7. Beweis des Hauptsatzes I I I .  

w i. Hilfsmittel. 

Im folgenden werden wir die wichtigsten der S~ttze fiber fastperiodische 

~nalytische Funktionen aufz~hlen. Wo uicht anderes ausdrficklich bemerkt ist, 

sind sie yon H. BOHR 3 ausgesprochen. Mehrere dieser S~tze lassen sich unschwer 

aus der Theorie der fastperiodischen Funktionen einer reellen Ver~nderlichen 

fibertragen, andere aber sind erst durch die hinzukommende Voraussetzung des 

analy~ischen Charak~ers der Funktionen bedingt; diese letzteren habe ich besonders 

hervorgehoben. 

1 Richard Pctersen [3]. 
Richard Peterscn [4]- 
H. Bohr [I]. 
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Batz 1. Eine Funkt ion f(s), welche im Streifen {a,/~} bzw. in [a, ~l fast- 

periodisch ist, ist auch in diesem Streifen beschriinkt. 

Satz 2. Sei die im offenen Streifen (a, #) analytische Funkt ionf ( s ) in ' [ a , /~ ]  

beschrgnkt  und auf  einer einzelnen Geraden a ~ %, a < a 0 </?,  fastperiodisch. 

Dann  ist f(s) eine in [a, r fastperiodische Funkt ion  yon s. Diesem Satze, 

der fundamenta le  Bedeutung fiir die ganze Theorie hat,  geben wir die Bezeich- 

nung  ein ,~ ~Tbertragungssatz>>,. worunter  man einen Satz verstehen soll, welcher 

dazu dienlich ist, die fastperiodischen Eigenschaf ten  auf  einer einzelnen Geraden 

direkt  auf  den ganzen Streifen zu iibertragen. 

Satz 3. Die Summe und das Produk t  zweler in [a, /?] fastperiodischer 

Funkt ionen  sind wieder ifastperiodisch in [a, #]. Die Grenzfunkt ion  einer in 

(a, fl) gleichm~ssig konvergenten  Folge yon in (a, fl) fastperiodischen Funkt ionen  

f l  (s), f2 ( s ) , . . . ,  fi~ (s) . . . .  ist wieder fastperiodiseh in (a, #). Uber Differentiat ion 

und In tegra t ion  gilt: Is t  f(s) fastperiodisch in [a, :#], wird auch f l  (s) fastperiodisch 

in [a, fl] sein; wenn ein unbest immtes  In tegra l  dieser Funkt ion  f(s)  in [a, fl] be- 

schriinkt ist, wird es wiederum eine in [a, #] fastperiodische Funkt ion.  

Satz 4. Die Four ierentwicklungen der in [a, #] fastperiodischen Funkt ion  

f (s)  fiir F o ( t ) - - f ( a  + it), a < a < #, kSnnen in der Dirichletentwicklu,g 

f(8) ~ Z An  e Arts 

gesammelt  werden. Is t  f(s) fastperiodisch in {a, #}, gilt die Entwicklung auch 

auf  den Geraden o =  a und a - - # .  

Satz 5. Fundamentalsatz. 

Is t  ~ A~eA~ ~ die Dir iehletentwicklung einer in In, #] fastperiodischen Funk- 

t ion f(s), dann besteht  fiir jedes a, a < a < #, die Gleichung 

M~ {[f(~ + it)[2} ._ z [  A,~l~e~,~ ~. 

Falls f(8) im abgesehlossenen Streifen In, #} fastperiodisch ist, wird diese Gleichung 

auch fiir a ~ a und a = fl bestehen. 

Satz 6. Eindeutigkeitssatz. 

Sind zwei Funkt ionen  f(s) und g (s) in (cq ~) fastperiodisch, und haben sie 

in diesem Streifen die gemeinsame Dir ichletentwicklung 2A~eA~ ~, so sind sie 

mi te inander  identisch. 
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Satz 7. Die Dirichletentwicklungen der Summe und des Produkts zweier 

in [a, fl] fastperiodischer Funktionen erh~tlt man durch formale Rechnung. 

Die Dirichletentwicklung der Grenzfunktion einer in (a, fl) gleichm~ssig 

konvergenten Folge yon fastperiodischen Funktionen fi~(s) entsteht durch formalen 

Grenziibergang in der Entwicklung von fib (s). 

Ist f ( s )  eine in [a, fl] fastperiodische Funktion, so entsteht die Dirichlet- 

entwicklung fiir f (s) durch gliedweise Differentiation der Entwieklung fiir f (s) .  

Ist f ( s )  in [a, fl] fastperiodisch und ist ff(s) ds  wiederum in diesem Streifen 

fastperiodisch, so entsteht die Dirichletentwicklung eines unbestimmten Integrals 

durch gliedweise Integration der  Dirichletentwicklung fiir f(s): 

Satz 8. Approximationssatz. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine im Streifen 

a < a <  ~ analytische Funktion in [a, fl] fastperiodisch sei, ist, class sie sich 
~v 

in diesem Streifen durch Exponentialpolynome ~_~a,,d,~ '~ gleichm~ssig approxi- 
1 

mieren l~sst. 

Aus dem Approximationssatze folgen zwei )~(Jbertragungss:,Ltze)), nSmlich: 

Satz 9.' Es seien, den Geraden a =  a~ und a = a.~ (ai < a~) entsprechend, 

zwei fastperiodische Funktionen F~,(t) und l"~,(t) der reellen Ver~inderlichen t 

gegeben, deren Fourierentwickiungen miteinander iibereinstimmen, d. h. deren 

Fourierentwicklungen aus derselben Dirichletentwicklung formal entstehen, falls 

man fiir a den Wert  al bzw. a~ schreibt 

l"~,(t) ~ EA, ,eA, ,~  t, I"~(t) ~ ZA,,eA,,~'~dA. t. 

Dann existiert eine Funktion f ( s ) = f ( a  + it), welche die folgenden Bedingungen 

erfiillt: 

I) f ( s ) i s t  stetig in {% a.~}, 2 ) f ( s ) i s t  analytisch in (a~, a.2), 3)f(a~ + i t ) =  

Fo,(t) u n d  f(a.~ + i t ) =  F~,(t), 4) f ( s )  ist fastperiodisch in {a:, a~} mit der Ent- 
wickhmg f ( s )  ~ 2 A.~, eA,, ". 

Satz 10. Wenn F~ (t) ~ 2 A,, e~,~ o, eiA,~ t eine fastperiodische Funktion der 

reellen Ver~nderlichen t mit lauter negativen Fourierexponenten ~/t, A~ , . . . ,  A,~,.. .  

ist, so gibt es eine Funktion f (s) ,  welche die folgenden Bedingungen erfiillt: 

1 H. B o h r  [4!. 
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I) f(s) ist stetig in {a. + ~),  2) f(s) ist analytiseh in (~1, + ~),  

3) f(a~+it)=F.,(/) ,  4) f ( s )  ist fastperiodisch in {a~, + ~ )  mit der Entwicklung 

f(s) ~ 2A,~eA~.f(s) strebt fiir a ~  gleichmiissig in t gegen o. 

Satz 11. Eine in der Halbebene (--~r ~1 fas~periodische Funktion 

f ( 8 )  ~ Z .A n , e A ' s ,  

deren Exponenten alle positiv mit einer yon Null versehiedenen unteren Grenze 

sin& hat ein unbestimmtes Integral ff(s)ds, das ebenfalls in ( - - ~ ,  a] fast- 

periodiseh ist, und man erh~lt die Entwieklung yon ff(s)ds durch gliedweise 

Integration. Sehliesst die Gerade  a =  ~ sieh der Halbebene a < u an, o d e r m i t  

anderen Worten: setzt man fiber f(s) voraus, das's sie in ( - - ~ ,  a} fastperiodiseh 

ist und die Entwieklung f(s)  ~ 2A~e~l~ *, - - ~  < ~=<c~, h a l  so folgt aus dem 

Beweise des obigen Satzes unmittelbar, dass d a s  unbestimmte Integral yon 

f(~ + it) besehr~nkt ist, d. h. das Integral is~; eine fastperiodisehe Funktion der 

reellen Veri~nderliehen t. ~ Naeh diesen Bemerkungen ist es mSglieh, den fiir 

die naeh reehts abgesehlossene Halbebene ( ~ ,  ~} geltenden und dem obigen 

entsprechenden Satz herzuleiten. 

Satz 19.. Ist  f(s) fastperiodisch in [a, fl], und sind die Exponenten _//,~ 

numerisch beschri~nkt, z. B. I ~ - [  a a ~  i~t f ( , )  ei~e ganze Transzendente 

und fastperiodisch in [ ~ ,  + ~].  

w 2. Runges Polverschiebung. 

Die von RuNo~ angegebene Methode zur Verschiebung der Pole, welche 

innerhalb der Theorie der fastperiodischen analytischen Funktionen zuerst yon 

It. BonR t benutzt wurde; wird sich bei meinen sp~teren Untersuchungen als 

brauchbar erweisen. Ieh werde sie deshalb ziemlich ausfiirlich besprechen und 

habe die untenstehende Darstellung fiir meine besondere Anwendung speziell 

zurechtgelegt. 

Bezeichnet man ein Polynom mit Po(x), so ist 

eine rationale Funktion yon z mit den Polen z = + i. 

1 H.  B o h r  [2]. 
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Die Aufgabe  bes teht  aus einer  >>u der  Pole z :  +_ i naeh 

z = a ( - -  I < a < o), worun te r  m a n  das fo lgende vers tehen soll: 

Zunitchst wird ein sogenanntes  >>Verschiebungsgebie~>) G in der  z-Ebene 

gew~ihlt, welches ausserha lb  einer e infachen geschlossenen Kurve  liegt, die z =  +_i 

und z = a ganz umschliesst .  

I n d e m  z = re  ~, ist G durch  

4 4 
definiert.  

Jz l=  r 

a 

Mittels  Dekompos i t ion  erhiilt man  

Wit werden jetzt zeigen, dass man 
ein Polynom P (x) so bestimmen kann, dass 

die rationale Funktion R( z )=  P ( z - ~ a )  

die Ungleiehung 

I-n (~) - Ro(.~)l < 

im ganzen Gebiete G be~'iedigt d. h. 

in der le tz teren Form der Ungle iehung  

ha t  man  die Lage  d e r  Pole  besonders  

betont .  

~_ = Po + qo 

und es handel~ sich je~z~ darum,  zwei Po lynome  p (x )und  q(x)derar~ fes~zulegen, 

dass im Gebie te  G die Ungle ichungen  

und 
I ( )  I - -  P o  < - 

q i i 2 

erfiillt  werden. 

Das  Ver fahren  ist  nun das folgende:  
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Auf  der  aus dem Kre i sbogen  ] z ] - ~  I ,--~--O~ 7~, und der  geradl in igen 
2 

Strecke yon z - ~  - -  I b i s  z = a gebi ldeten Kurve  wird eine endliche Anzahl  yon 

P u n k t e n  z 0 = i, z~, z~, . . . ,  z~y= a so eingeschoben,  dass f i i r n  ~ o, I, 2, . . . ,  N - -  I 

der  A b s t a n d  ]z.~--zn+~] kle iner  wird als der  der  oben definierten K u r v e  vom 

Rande  des Gebie tes  G. Die  Versch iebung  muss  in mehre ren  Schr i t t en  ausgef i ihr t  

werden,  indem m a n  ni~mlich zun~chst  yon z 0 nach  z~ verschiebt ,  dunn yon Zl 

nach  z~ u. s. w. 

Der  erste Schr i t t  bes teht  in der B e s t i m m u n g  eines Po lynoms  Pl(x),  das im 

Gebie te  G die Ung le i chung  

befr iedigt .  

- -  P o  < 2 N  

Die  Zuhl 0 wird nun  so gew~hl~, dass  der  Kreis  I z - - z l l :  Q den P u n k t  z o 

umschliesst ,  aber  ganz in dem zu G komplemen t~ren  Gebie te  gelegen ist  (.o < der 

Abs t and  yore R a n d @  

Die F unk t i on  Po ist  ana ly t i sch  in I z -  z ~ l >  Q einschliesslich des 

unendl ich fe rnen  Punk tes  und  l~sst sich also in eine Potenzre ihe  nach  Po tenzen  

I 
yon - -  entwickeln:  

Z - -  z 1 

p o  = ( z  - 

D a  0 k le iner  uls der Abs t and  vom Rande  gew~hl t  worden ist, | i eg t  G ganz  

innerhalb  des Gebietes  I z - - z l l >  r und die Reihe  ist  somit  g le ichm~ssig  kon- 

ve rgen t  in G. 

H i e r aus  folg~, dass es mSglich ist, eine Zahl  m de ra r t  zu w~hlen, dass fiir 

jedes z im Gebiete  G die Ung le i chung  

- -  - -  2 ~  

besteht .  Die gesuch te  Funk t ion  is~ also 

pl  = o(Z- l) 
] 2 - - 3 6 1 2 2 .  Acta mathematica. 67. I m p r i m 6  le 11 m a i  1936. 
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und es g i l t  in G die Ungle ichung 

Pl - -Po  < 2~N' 

Der zweite Schr i t t  bes teht  in einer Versehiebung des Pols z 1 n a c h  dem 

Pole z~. Dadureh  wird p~ z - -  best immt,  und so fi ihrt  man welter fort.  

Naeh  N Sehr i t ten  haben wir das Polynom P~v(x) erreieht,  welches im Gebiete 

G die Ungle lehung 

erfiillt. 

Dadureh  haben wir eine ra t ionale  Funk t ion  

mit  dem Pole  z = a gefunden,  die im ganzen Gebiete  G die Bedingung 

1( 5) P --  Po ~- < - 2 

erfiillt. 

In  genau derselben Weise best immt man q �9 

Indem ~ = P  ~ + q ~_2~ ' haben wir also die urspriingliehe 

Aufgabe  gelSst, denn es ist uns gelungen,  eine Funk t ion  

(i) 
zu best immen,  welche die ver langten Bedingungen erfiillt, d. h. 

I) R ( z ) =  z - - a  ha t  den Pol  z - a .  

2) Fiir jedes z im Gebiete  G besteht  die Ungle iehung 
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Es 

Funkt ion.  

2) Die 
< < 

w 3. Eine Kiasse analytiseher Funktionen, 

H. BOHI~ ha t  die St ruktur  yon ganzen t ranszendenten Funktionen,  welche 

auf  jedem yore Nul lpuukte  ausgehenden Halbstrahle  O - - 6 )  o beschri~nkt bleiben, 

Un~ersucht3 

Ich werde jetzt  auf  i~hnliche Weise eine Ktasse yon Fnnkt ionen  studieren, 

weiche durch die folgenden Bedingungen charakterisier~ wird: 

sei f ( s )  eine im Streifen (a, ~), wo --oo ~ a < f l  ~ + oo, analyt ische 

Funkt ion  f ( s )  == f (a  + it) sei beschr~nkt auf jeder Geraden a =  a o 

Bezeichnet man wie gewShntich die obere Grenze ffir ] f ( a  0 + i t ) ] ,  

~oo  < t < +co ,  mit  L(ao), so drtickt diese letztere Bedingung aus, dass die 

reelle Funkt ion  L(a) in jedem Punkte  des Interval ls  a < a < fl definiert ist. 

Satz. Es  gibt mindestens ein I~tervall a 1 < a < fix, in welchem die Funkt ion 

f ( a  + it) beschrdnkt bleibt, d. h. es gibt eine positive Zahl  K,  so dass L (a) <--_ K,  

Fassen wir t als ~'arameter auf, so wird die Funkt ion  f ( a  + it) in die Menge 

yon Funkt ionen  
+ < t < + 

umgebilde~. 

Ftir jedes feste t ist /~t (a) eine stetige Funkt ion  yon a i m  Interval l  a < a < $. 

Ferner gilt  die Ungleichung I Ft  (%) I ~ L (ao) ftir --  oo < t < + oz. 

Wir  haben jetz~ zwei F~ile zu unterscheideu:  

I) Die Menge der Funkt ionen  Ft (a) ist gleiehart ig beschr~nkt in ~ < a.<~, d. h. 

IF,@I__< K f ~  alle t oder I f ( a  + iO[ <= K. 

Der Satz ist damit  bewiesen. 

2) Die Menge der Funkt ionen l"t(a) ist nicht  ffleichartig beschris in 

a < a < ~. Es ist dann mSglich, zwei Z~hlen a~ uncl t~ zu bestimmen, so dass 

] ~ ,  (a~)] > I, und da /*'t, (a) stetig ist, kSnnen wir a~ in ein in a < a < # gelegenes 

abgeschlossenes Interval l  / l  einschliessen, so dass 

IF~,(s) I > I fa r  alle ~ in L .  

H. Bohr [3], 
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Nun  haben w i t  wiederum zwei F~lle zu unt.erscheiden: 

I) Die 3/Ienge der Funkt.ionen Ft(a) ist gleichart.ig beschr~ink~ in /-1 d. h. 

IFt(a) l =< K fiir alle t oder I/(a + it) l<= K. 

Der  Beweis ist. damit, vollendet. 

2) Die Menge der Funkt.ionen Ft (a) is?~ nichr gleichar~ig beschr~nk~ in I 1. 

Es ist dana  mSglich, zwei Zahlen a.2 (ira IntervaU I1) und t~ so zu w~hlen, dass 

I Ft~(a~)l> 2. Da die Funkt.ion Ft~.(a) st.etig ist., kSnnen wir nun  ein abgeschlos- 

senes Int.ervall Is, welches ein Teilintervall yon I 1 ist, so best.immen, dass 

I F t . ( a ) [ >  2 fiir a l l e a  in [~. 

Lind so fiihr~ man weit.er fort.. 

Falls die erste NSglichkeit. nach einer endlichen Anzahl  yon Schri~ten ein- 

trit.k haben wir den Beweis erledigt. 

Es bleibt noeh der Fall  iibrig, wo wir diese Methode bis ins Unendliehe 

fortsetzen kSnnen. Man erhiflt: 

[ Ft, (a)[ > I im Interval l  /1 

I z % ( o ) l  > ~ +' >> 5 

l-~'+,+(o)l > ,  + + z,+ 
�9 �9 + �9 + * . . . . . .  

Da 

wird die 

Punkt. a o en~halt.en. 

Fiir diesen Punkt. a o sind dann 

I~'~,(~o)l > ~, IYt.(Oo)l 

erfiillt.. Dem widerspricht., dass die 

Also muss die ers~e MSglichkeit 

gefiihr~. 

Wir  benStigen jetzt  folgende 

I~ ein Teilin~ervall yon I 1 ist., I a ein Teilintervall  yon I~ ist u. s. w., 

Folge der Interval ie  /1, I~, . . . ,  I~, . . .  mindestens einen gemeinsamen 

die Ungleichungen 

> ~, . . . ,  I F t ~ ( ~ o ) l > - ,  . . .  

Funkt ion  T't (go)-=f(ao + it) beschr~nkt ist. 

eintreten, und damib haben wir den Beweis 

Definition�9 Unt.er der Bezeichnung >>Ein maximales BeschrSnkheitsintervall>> 
der Menge von Funkt ionen  Ft(a) soll ein I n t e r v a l l  Jr, a < a <  b, verstanden 

werden, welches die Eigenschafl; hat,  dass T't(a) in jedem Interval l  a 1 < a < bl, 

w o a  < aj < b~ < b, gleiChartig besehr~tnk~ ist, ohne in i rgendeinem Intervalle,  
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welches a oder  b einschliesst, beschr~nkt  zu sein. Der  S t re i fen  Z =  [a, b] soll 

ein maximaler Beschrdnkheitsstreifen der F u n k t i o a  f (a  + it) heissen. 

Die lnaximalen Beschri inkheitsstreifen werden zuweilen des Typus  In, b) oder 

{a, b] u. s. w. sein. 

Hie r  brauchen wir aber nur  zu un te r s t re ichen :  

I) f ( a  + it) ist beschriinkt in j edem In terva l le  a] < u < b~, a < a~ < b 1 < b. 

2) f (a  + it) ist in keinem Interval le ,  welches a o d e r b  einschliesst; beschriinkt.  

Aus dem obigen kSnnen wir nun das folgende schliessen: Es gibt  mindestens 

einen Streifen (al, ~1), in welchem f ( a  + it) beschrihlkt  ist. Wird  vorausgesetz~ , 

dass - - ~  < a < {1 < + oo, ist el nach un ten  yon a und {1~ nach  oben yon # abge- 

g r e n z t .  Falls der Streifen In1, {t~l kein maximale r  Beschr~nkhei tss t re i fen ist, gibt  

es einen mehr  umfassenden Streifen, der die ver l~ngten Bedingungen  erfiillt. 

Eventuel l  wird es der Streifen [e, fl] sein. 

Setzt  man  z. B. a : - - ~  und  t3-~ + ~ voraus, so l~sst der Stre i fen sich 

vielleieht, in [ - - ~ ,  b] oder  [a, + ~ ]  u. s. w. erweitern.  Jedenfa l l s  gibt es 

mindestens einen maximalen Beschr~nkhei tss t re i fen I----In, b]. 

Aus der Definit ion erg ib t  sich miihelos, class zwei maximale Beschriinkheits- 

s t reifen I' uncl I"  entwecler ke ine  gemeinsamen Punk te  haben oder mi te inander  

identisch sind. 

Also schliessen wir: 

Falls - -  oo < a < fl < + ~ ,  gibt es hSchstens eine endliche Anzahl  yon 

In te rva l len  I > I und eine endliche Anzahl  yon In te rva l len  1 >  I u. s. w. Die 
2 

Menge der Interv~lle  J[ ist somit  abz~hlbar oder  endlich. 

Fails a - ~ - - ~  < ~ < + oo, li~sst sich dieselbe Be t rach tung  auf  jedes Teil- 

intervall  a~ < a < fl~, wo ~ ~ < % < ~ < t3, verwenden;  dadurch  erhitlt  man  auch 

mit  dleser Voraussetzung:  

Die Menge der In terval le  I i s t  abz~hlbar oder  end[ich. Dami t  haben wir  

bewiesen: 

Satz. Zu der F,a~ktion f ( s ) - ~ f ( a  + it) geh6rt eine endliche oder abzh'hlbare 

Anzahl yon maximalen Beschriinkheitsstreifen, welche iiberall dicht in (a, fl) gelegen 

sind, d. h. ein beliebiger Teilstreifen e~thh'lt Geraden a = no, die mindestens einem 

dieser maximalen Beschrdnkheitsstrdfen angehSren. 

Bei dem Beweise haben wir n icht  die Voraussetzung,  class f(s) analyt isch 

ist, benutzt ,  sondern nur, dass f (a  + it) in a s~etig ist. Dem Satze, der in seiner 
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urspriinglichen Form yon OSGOOD t ausgesprochen wurde, habe ich diese spezielle 

Formulierung gegeben, well wir ihn bei den folgenden Untersuchungen eben so 

verwenden werden. 

Ich hebe ausdriicklich hervor, dass die Frage der Existenz einer derartigen 

Funktion an dieser Stelle iibergangen ist. Diese Aufgabe wird aber spiiter be- 

hundelt werden. 

w 4. Konstruktion eines wichtigen Beispieis. 

Wir wollen nun an die erste Aufgabe herangehen, n~tmlieh an die Konstruk- 

tion einer Funktion ~(s) mit folgenden Eigenschaften: 

I) q~(s) sei eine ganze Transzendente. 

2) ~(s) sei fastperiodisch in ( - - ~ ,  o} und [o, + ~).  

3) 9(s) habe voneinander verschiedene Dirichletentwicklungen in den beiden 

Halbebenen. 

Es wird dieselbe Methode gebraucht wie in der vorhin erw~hnten Abhand- 

lung yon H. BoHm ~ Das wichtigste Hilfsmittel is~ auch hier RU~GES Polver- 

schiebung, welche ich in w 2 im nahen Anschluss an eben die Funktionen, die 

ich im folgenden anwenden werde, erw~hnt habe. 

Wenn die Linie a-~ o sich nicht an eine der Halbebenen anschliessk dann 

kann man die Pole der reinperiodischen Funktionen, die das Element der Kon- 

struktion bilden; auf diese Linie anbringen uncl danach den Grenziibergang so 

einrichten, dass diese Pole sich bis ins Unendliche entfernen. In dem Beispiel, 

das ich hier aufstellen werde, schliesst sich indessen die Linie a = o an die linke 

Halbebene, und ich muss daher das Verfahren ~ndern, indem ich die Pole auf 

eine Linie a=ao > o legen muss, die gleichzeitig mit  dem Grenziibergang gegen 

a - - o  verschoben wird. 

Als Bausteine verwenden wir also reinperiodische Funktionen mit Polen 

auf einer Geraden o ~ ao. 

Wir fangen mit einer Funktion an, deren Pole auf a-~ i liegen, z.B. 

~0(8) : e 0  ez ( s_ l )+  I e n(s-1) + I '  

welche die Pole s = I + (2q + I ) i  (~ = O, + I, + 2, . . . )  und die Periode 2i hat. 

1 W. F. Osgood [I]. 
H. Bohr [2]. 
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Auf  q~o(s) wendet  man die Trans fo rmat ion  

j (s--l) (~) 
an, welche die Funk t ion  in 

, 

mit  den Polen z ~ + i i iberffihrt.  

,~=I+i 

,~=i-{ 

z~i 

= - -  

Die Aufgabe wird demnach sein, die Pole  so zu verschieben,  dass sie durch 

einen einzigen Pol  ersetzt  werden. Falls wir diese Verschiebung l~ings des Kreises  

I z l - ~  I un ternehmen,  gel ingt  es, die dazugeh5r igen Pole  der s-Ebene auf  der 

Geraden a ~ I zu zerstreuen.  

Das Ziel ist aber  nlcht  nur  ein solches Zerstreuen,  sondern auch eine seit- 

liche Verschiebung.  Es wird deshalb notwendig,  die Pole  in einen P u n k t  zu 

t ranspor t ie ren ,  we[cher innerhaIb des Kreises [ z [ ~ -  I gelegen ist. 

Ich  stelle mir  daher  die Aufgabe,  die Pole  s = I + (2q + I) i  yon der Linie 

I I 
a - ~ - I n a e h  der Linie a = - s o  zu Verschieben, dass sie gleichzeitig auf ~ -  

2 2 

I I 
zers t reut  werden. Darauf  verschiebt  man yon ~ ~ -  nach a-~-: . ,  u. s. w .  

2 2 - 

Die F tmkt ion  ~0(s) ist periodisch mi t  der Per iode  2i  in den Halbebenen 

< I und ~ < a, d i e s e  Funk t ion  ist also auch fas tper iodisch in ( - -  ~ ,  l) und 

(I, + ~).  Die Di r ich le ten twicklung  f~ir q%(s) in  ( - -  ~ ,  I ) u u d  (I; + ~ )  wii-d 

folgendermassen erhal ten:  

I 
Fiir  die Funk t ion  /to(Z ) ~ z .~ t  I haben wir 
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I 
Ro(Z) - -  z~ + i 

0 o  

E ( - -  I)m~ '2m, 12'1 < I 

~o 

~n=l 

W e n n  m a n  in diese E n t w i c k l u n g e n  z = e ~(~-1) e insetzt ,  so erhit l t  m a n  

= m = o  ( 3 )  

Da s  k o n s t a n t e  Glied der  E n t w i c k l u n g  von  9o(.~) ist  in a < I g le ich  I, in 

a > I g le ich  o. 

F e r n e r  b e m e r k t  man ,  dass  die D i r i c h l e t e n t M c k l u n g  (3) in der  Ha lbebene  

a < I n u r  ein e inziges  Glied enthii l t ,  dessen E x p o n e n t  k le iner  als I i s t ,  n ihnl ich 

das  zu m = o gehSr ige  Glied ~Po(S) = I ; die E n t w i c k l u n g  in der  H a l b e b e n e  a > I 

e n t h g l t  abe r  ke in  Glied, dessen E x p o n e n t  grSsser  als - -  I is t  - -  dies wird  durch  

go(S) = o uusgedr i ickt .  

I 
V e r s c h i e b u n g  d e r  P o l e  y o n  o = I n a c h  a . . . .  

2 

W i r  we rden  j e t z t  RuI~GES M e t h o d e  a n w e n d e n ,  indem wir die P o l e  +__ i in 

der  z -Ebene  d u r c h  den  e inzigen Po l  - - e  - u  ersetzen.  

D u r c h  die T r a n s f o r m a t i o n  (2) erh~l t  m a n :  

z = + i  

z =  - - e  4 

erg ib t  die Po le  s = i + (2q + i ) i  

)) >) >) 
I 

s = - +  2(2q + ~)i. 
2 

D u r c h  diese V e r s c h i e b u n g  in der  z -Ebene  ge l ing t  es, die Po le  in der  s- 

I I 
Ebene  yon  a = I nach  a = - zu ve r sch ieben  u n d  g le ichze i t ig  d i e j en igen  au f  a = - 

2 2 
zu zers t reuen.  

Es  ist  h i e r n a c h  no twend ig ,  ein passendes  u  /'1 in der  s- 

Ebene  und  das zugehSr ige  Geb ie t  G 1 in der  z -Ebene  zu wiihlen. 

Da s  Geb ie t  F1 wird  def inier t  d u r c h  
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I I 7 I < L  
6 < - - "  2 ~ < 6 =  < -  - - - - < t  �9 < ~ ;  2 2~ - -  = 2 2~ 2 2 

mittels  (2) erhi~lt man  - -  indem z ~ r d  ~ - -  dass G1 du tch  

3~r 3~z 3~r 3~ 

r ~ e  8 .  e 8 ~ r . < e T  ~ ~ T , = = , - - - - <  0 < - - ;  e < r  
4 4 

deflniert  is~. 

Diese Gebie~e haben wir so gew~hl~, dass die Pole  z = +__ i und z = - -  e -  ~ 

in dem zu G1 komplementgren  Gebie~e gelegea sind, wi~hrend die Pole  

s = I  + (2q + I) i  und s =  I-- + 2(2q + I) i  in dem zu F 1 komplemen~i~ren Gebie~e liegen. 
2 

Nun  wird die Folge  der  posit iven Zahlen e~ >e~  > *s > "'" > e~ > .-- so 

gewi~hlL dass die Reihe ~ en konvergier t  und eine Summe haL, welehe kleiner  
1 

als ~ ist; diese Zahlen werden spg~erhin noch einer  Bed ingung  un~erworfen. 
2 

Mit; Runges  V e r f a h r e n  bes t immen wir  danaeh das Po lynom Pl(x) so, dass 

im Gebiete G 1 die Ungle iehung 

"ItS ~ T 1 1  

~g 

Ebene ~naly~isch ist. bis auf  den Pol  z = -  e 4 

Durch  die Trans fo rma t ion  (2) ergibt  sich 

( ( ~01(8)  = P 1  g 1 

e~- s--~- +,) 

fes tge legt ,  die in der z- 

(4) 

Diese Funk t ion  ist  analyt iseh in 

I 
s = - +  2(2q + I)i  und ha t  die Per iode  4i.  

2 

Ferne r  erfiillt sie in /'1 die Ungle ichung  

der 

I I < 

s-Ebene bis auf  die Pole  

(5) 

und wir haben die En twick lungen  
13--36122. Actamathematdca. "67. Imprim6 le 1l rnai 1936. 
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Z (1) m tTm ~ 

R,(~)  - R 0 ( ~ )  = .~=o 

Z Cl) ---m bm z , 

m~0 
I~l>I. 

Dureh die Transformation (2) ergibt sich weiter 

~ ( ~ )  - ~o(S) = 

mg s 1 I 
F ,  a ~ ' e T .  ( - ), ~ < - 

2 
m~0 

Z ( |)  brae u a > I  
m~O 

(6) 

Fiir die konstanten Glieder erhalten wir zufolge (5) 

In der Dirichleten~wicklung (6) fiir a < i_ gibt es nur ein einziges Glied, 
2 

dessen Exponent kleiner als I ist, n~mlich ~Pl(s)~ a~ '), w~hrend die Entwicklung 

in der Italbebene a > i ein einziges Glied enth~It, dessen Exponent  grSsser als 

--  I ist, n~mlich Zl(s) ---- b~ '~. 
I 

Der zweite Sehritt besteht in einer Yerschiebung der Pole yon a = -  nach 
2 

I 

4 

I I 
Verschiebung y o n  o ~ -  n a c h  a ~ - - .  

2 4 

Als Ausg~ngsfunktion benutzen wir 

\e~X - ~ I  + i 

Auf r wenden wir die Transformation 

an, welche die Funktion in 

= e~( ' -~ )  (7) 

( i )  n l ( z )  = P1 
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iiberfiihrt.  Diese Funk t ion  ist analyt isch in der ganzen z-Ebene bis auf  die Pole  

+__ i, welche wir je tz t  dureh  den einzigen Pol  - - e  4, ersetzen, werden. 

Man erhi~lt: 
I 

ergib~ die Pole  s : -  + 2(2q + I) i  
2 

z ~ + i  

7~ 
i 

>> >> )> s : -  + 4(2q + I)i. 
4 

Durch  diese Verschiebung in der z-Ebene gel ingt  es, die Pole  in der s-Ebene 

i i i 
yon a : - n a c h  a : -  zu verschieben und gleiehzeitig die jenigen auf  a--=- - zu zer- 

2 4 4 

streuen. 

Es ist h ie rnach  notwendig,  ein passendes Verschiebungsgebiet  F~ in der  s- 

Ebene und das zugehSrige Gebiet  G,2 in der z-Ebene zu konstruieren.  

Das Gebiet  F~ wird definiert  durch 

~ 7 7 
a ~ - - "  2 3 ~  a ~  - ~ I ~ t ~ I ;  2 3  ~ - -  ~ 2 3  ~ 

mittels  der Trans fo rma t ion  (7) erh~s man - -  indem z ~  re  i~ - -  dass G 2 durch 

3r~ 3~ 3 ~  3 ~  

- -  ~ ~ eat r < e  a2; e 32 <=r<_~e~2, - - - - < 0 < 4 ; 4  < r  

definiert  ist. 

Diese Gebiete  haben wir  so gewi~hlt, dass die Pole  + i u n d -  e ~' in dem 

I 
zu G~ komplementi i ren Gebiete  gelegen sind, wi~hrend die Pole  s = -  + 2(2q + I)i  

2 
I 

und s = -  + 4(2q + I)i in dem zu / '2 komplement~ren  Gebiete  liegen. 
4 

Mit  Runges  Verfahren  bes t immen wir  danach das Po lynom P2(x) so, dass 

im Gebiete  G~ die Ungle ichung 

\e  4 z +  I - - R t ( z )  <82  

besteht,  t I i e rmi t  ist eine Funk t ion  

festgelegt,  die in der z-Ebene analyt isch ist bis auf den Po l  z = -  e ---:~-~ 
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Durch die Transformation (7) ergibt sieh 

(i) I ) ~ ( 8 ) = P ~  -~ ~ �9 

eu + 

(8) 

Diese Funktion ist analytisch in der s-Ebene bis auf die Pole 

I 
8 ---- - + 4(2q + I)i und hat die Periode 8i. Ferner erfiillt sie in F2 die Ungleichung 

4 

I r - r I < ~ ,  (9) 

und wir haben nun die Entwieklungen 

~ , ( ~ ) -  R , ( ~ ) =  

Z (2) q/~ 
am Z , 

m ~ O  

o~ 

(2) ~ m  Z b m  z , 

[$[~e 4~ 

Dutch die Transformation (7) ergibt, sich weiter 

~ ( 8 )  - ~l(s)  = 

Z (~ ~-~8--~1 I am e t 0 ~ - -  
4 

m ~ O  

Z (2~ u s - -  I 
b m e  , a ~ - .  

2 
m ~ O  

(,o) 

Fiir die konstanten Glieder erhalten wir zufolge (9): 

I 
In der Dirichletentwicklung (IO) fiir a < 4 gibt es zwei Glieder, deren Expo- 

nenten kleiner als I sind; ihre Summe bezeiehnen wir mit: ~2(s)-----a~'~+ a['~e ~ ' - ~  . 

I 
Die Entwicklung (IO) in der Italbebene e > -  enthMt aber zwei Glieder, 

2 

deren Exponenten grSsser als - - I  sind; ihre 8umme bezeichnen wir mit: 
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So f~hr t  man weiter  fort ,  und wir wollen nun  sehen, wie der n t~ Schr i t t  

verl~ufg. 

Nach  z t -  I Schrit~en haben wir  

1( (I)i)1 
e 2 n ~  1 s 2n ~ 1 2p 

erreicht;  diese Funk t ion  ist analyt isch in der s-Ebene mi~ Ausnahme der Pole  

I 
s---- 2n_1 + 2n - l (2q  + I)i  und erfiiUt im Gebiete F ~ - i  die Ungle iehung  

I - [ < 

F~--I ist dureh 

I I ~ a  ~ 7 2 n - - a ~ . t ~ 2 n - - 3 .  7 
U ~ 2 n  ; 2 n = 2 n ~ , 2 n ~ (~ 

definierk 

I I 
N u n  verschieben w i r  die Pole yon a = -  naeh a = - - .  

2 n - - 1  2 n 

Als Ausgangsfunkt ion  wird q~-l(S) verwendet ,  und die Trans fo rma t ion  ist 

Z -~- e 2n ~ 2n- -1 ]~  

dadurch erh~lt  man  in der z-Ebene 

Diese Funk t ion  ist analyt isch in der ganzen z-Ebene bis auf  die Pole  z == +__ i. 
7g 

In  der z .Ebene werden die Pole  +__ i nach  dem Pole  - - e  4n verschoben. 

I 
z ~- +__ i ergibt  die Pole  s = 2~_ 1 + 2 ~ - 1 ( 2 q  + I ) i  

I 
Z = -" -  e 4n >) >> >> 8 = ~ + 2 n ( 2 q  -]- I) i .  

Durch  diese Versehiebung in tier z-Ebene gel ingt  es, die Pole  in der s- 

I I 
Ebene yon ~ -  2~_1 nach 6 ~ - ~  zu versehieben u n d  gleichzeit ig die jenigen auf  

I 
= ~  zu zerstreuen.  
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Das Gebiet F,,~ ist definiert durch 

~ m m  I I < a < 2 Z .  ~ , _ _  - -  2 n - '  < t < 2 ~ -  -~; 7 
2 n + 1  ; 2 n + l  : = 2 n + l  "~ 0"~ 

und das entsprechende Gebiet G. in der z-Ebene wird 

r < e  

3~ 3z '3~ 3z 

4 4 

Durch Runges Methode wird das Polynom Pn(x) so bestimmt, dass im Ge- 
biete G~ die Ungleichung 

I ) I \e~" z + i 

besteht. 

Damit  ist eine Funkt ion R. ( z ) -~P . ( :~ ;+- i )  festgelegt, die nur  den Pol 

~ hat, und durch Anwendung der Transformation ergibt sich die Funktion 

I i i )  

I 
welche analytisch in der s-Ebene mit  Ausnahme der Pole s = ~  + 2n(2q + I)i 

ist und die Periode 2'~+1i hat. Diese neue Funkt ion erfiillt im Gebiete /;~ die 
Ungleichung 

Ferner  haben wir: 

R~(~)  - Rn--I(Z) = o 

b(.)e-m 
m~d0 m ~ 

Die Transformation 
_~ ~ _ ~  

~ e2 n \ 2 n - - l /  

ergibt: 

I ~ l < e  ,a 

I~1 > i .  
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, a < - -  
2 n 

"po, .-~- O 

~,  b~! I e ~ o > 2n---- ~ "  

Fiir die konstanten Glieder erhalten wir, dass die Ungleichungen 

erfiill~ sin& 
I 

In  der zu der Halbebene a < ~ -  gehSrigen Diriehletentwieklung von 

9.(s)- -99.-a(s)  gibt es hSehs~ens 2 ~-x Glieder, deren Exponen~en kleiner als i 

sind; ihre Summe bezeichnen wir mi~ 

q n  m ~  s I 

m = o  

q n  7/: 
wo q~ die grSsste ganze Zahl ist, fiir welche ~ - <  I. 

I 
In  der Halbebene a > ~ enthglt die Entwicklung hSchstens 2 ~-~ Glieder, 

deren Exponenten grSsser als -- I sind; ihre Smnme bezeichnen wir mit 

*rt=0 

wo qn dieselbe Zahl wie oben ist. 

Wir  wollen jetzt die GrSsse yon [%~(s)[ 
3 g  

IR~(z)--Rn-~(z)l<~n fiir [zl<e 22n+~=&~, ergib~ 

Koeffizientensatze 

3 ~ m  

in a < o absch~tzem Da 

sich aus dem CAvcnY'schen 

( i) 
und es gil~ somit in der linken t talbebene des Gebietes 1~ d. h: fiir  a < ~ H  

die Ungleichung 
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Da die Kalbebene a < 0 s~mtlichen Gebieten F~ angehSrt,  ergibt sich, dass 

die Ungleichung 

I~=(s)l =< 2n-lsn (13) 

r icht ig ist, ffir a < 0 und n = I ,  2, 3, �9 �9 .. 

Wir  gehen nun dazu fiber, die GrSsse yon [Zn(S)[ in einer Halbebene, die 

in s~mtliehen Verschiebungsgebieten F~ (z. B. a > 2) enthal ten ist., abzuschgtzen. 
3 ~  

Da fiir Iz~ > e22n+l= I 
�9 (~n 

erh~lt man ebenso, dass 

woraus die Ungleiehung 

die Ungleichung IRa(Z) --  /~n--l(Z)l < $. besteht, 

3 ~ m  

~-~ 2 2 n + l  
Ibm) I < , 

IznCs)l < 2"-x*. (I4) 

folgt, die r iehtig ist z. B. fiir a >_-- 2 und n ~ I, 2, 3, �9 �9 .. 

Die oben gefundene Majoris ierung yon ~pn(S)und Zn(S)wird erst im fol- 

genden Paragraphen  zur Anwendung kommen;  an dieser Stelle kehren wit  zur 

Unte rsuchung  der Funkt ionen  

9o(S), ~ , ( s ) , . . . ,  ~ , , ( s ) , . . . .  

die wir eben konstruier t  haben, zuriick, um zu zeigen, dass diese Folge yon 

Funkt ionen  eine Grenzfunktion 9(s) hat, welche eine ganze Transzendente ist. 

Wi r  erinnern an die folgenden Eigenschaften der Funkt ionen:  

9o(S) ist analyt isch in der s-Ebene bis auf  die Pole s----- I + (2  q + I ) i  

I 

2 

. . . .  ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ . . . .  , �9 ~ ~ . ~ ~ , ~ ~ 

I 
~(s )  ist analytiseh in der s-Ebene bis auf  die Pole s = ~ + 2n(2q + I ) i  

�9 . . . . . . . . . . . . . .  , , , �9 ~ , �9 ~ , , �9 ~ , ~ , , , 

~o(S) ha t  die Periode 2i, ~ 0 1 ( 8  ) die Periode 4 i  . . . .  , q~,~(s)hat die Periode 2n+1/ 

U.  S. W.  

]~oa(s) --  ~o(S)l < e, im Gebiete I~, 1~9)1 < ~ ~ a  Ib~l,I < ~, 

. . . .  , �9 , �9 . . . . .  �9 . . . . . . .  �9 . . . .  o 
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[qg~(s)--~-~(s)l < en im Gebiete F~, [a~ ~)] < ~n und [b~)[ < ~. 
. . . . . . . . . . .  o , . . . . . . . . . . . . . . .  
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Wir betraehten die Verh~ltnisse innerhalb eines festen Kreises Is] < (~. 

Das Gebiet F,~ ist definiert durch 

�9 < 7 __ 2n--2 < 2n--2 7 I I < o ~  t <  " - - < a ,  

und es is~ somit mSglich, eine solche Zahl N zu w~hlen, dass alle Gebiete 

F.~, F~-+I, . . .  den Kreis H < q enthatten. 

Die gesuchte Grenzfunk~ion wird in der Form: 

r 

~9(8) = ~0N(5 ~) ~- Z (~ , z (8 )  - -  ~ n - - 1  (8)) 

N§ 

gesehrieben. 

Die einzelnen Glieder dieser Reihe sind analy$ische Funktionen im Kreise 

Isl<e. 
Da im Kreise < e  die Ungleichung ]qPn(8) - -~gn- - l (8 ) l  < '~n besteh~, und 

da ferner ~ ,  e,~ konvergent ist, ergibt sich, dass die Reihe gleichmiissig konver- 
%r+l 

giert; q~(s) ist also analytisch im Kreise Is[ < Q, und da # beliebig gross gew~hl~ 

werden kann, ist r eine gauze Transzendente. 
Jetzt  haben wit ~(s) festgelegt und wollen nun ihre fastperiodischen Eigen: 

sehaften untersuchen. 

Da die Halbebene a _<-o s~mtlichen Gebie~en I;~ angeh5rt, die Funktionen 

q~n(S) fas~periodisch (sogar reinperiodisch) in diesen Gebieten sind, und die Un- 

gleichung I~n(s) -- qDn-l(s)l < ~ in a < o besteht, kSnnen wir dutch eine Majo- 

rantenbetra~htung schliessen, dass die Folge gleichm~ssig konvergent in der 

Halbebene a _--< o ist, d. h. ~(s) ist fastperiodiseh in (--r162 o}. 

Is t  3 eine beliebig kleine, positive Gr5sse, so geh5rt die Halbebene ~ > 

zu s~m~liehen Gebieten F~ yon einer gewissen Stelle an; in gen~u derselben 

Weise wie oben l~sst sich dann beweisen, dass ~(s) fastperiodisch in der I-lalb- 

ebene r a < + ~ ist, d. h. ~(s) ist fastperiodisch in [o, ~- ~). 

Da ~(s) fastperiodiseh in (--c~, o} und in [o, + ~r ist, kSnnen ~ infolge des 

Satzes 4 w I - -  die Fourierentwicklungen der bei .~edem festen Wer t  yon a ent- 
14--36122. Acta mathematica. 67, Imprimtl le 11 rnai 1936. 
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sfiehenden fastperiodischen Funk~ionen in zwei Dirichletenflwicklungen gesammelt 

werden: 

1 I .  

-~ ~ "  ( M ~ < o ) ,  z > o  

I 

entsprechenden 

der Darstellung 

dass 

Diese Entwicklungen entstehen aber durch formalen Grenziibergang in den 

Entwicklungen yon T.(s) - -  Satz 7 w I - -  also ergibt sich aus 

oo 

~0(8) ----- ~0(8) "~- ~ ( ~ n ( 8 ) -  ~n- - l (8 ) ) ,  
1 

ov 

A0 + .na  Bo = o + E 
1 1 

Yon den konst~nten Gliedern zeigten wit la!,~)l < s. und Ib~*)l < ~,,; da nun 

ferner die Ungleichung ~ ~ < I besteht, ergibt sich sofort, dass 
2 

1 

2 2 
1 1 

d. h. Ao # Bo. 
Die Diriehletentwicklungen der Funktion 90(s)in den beiden Halbebenen 

sind also voneinander verschieden. 

Damit haben wir bewiesen: 

-Satz. Es gibt ganze transzendente Funktionen, die sowohl in ( - - ~ ,  o} ,vie 

aueh in [o, + ~)  fastperiodiseh sind uncl in den beiden Halbebenen voneinander 

verschiedene Dirichletentwicklungen haben. 

Beim Aufbau des obigen wichtigen Beispiels haben wir die Dirichletent- 

wicklungen in den beiden Halbebenen -- ~ < a ~ o und o < a < + ~ betrach- 

ten miissen, mn zu beweisen, dass die konstruierte Funktion T(s) nicht in 

(-- ~ ,  + ~) fastperiodisch ist. Eine gewisse andere Wahl  tier bei der Konstruktion 

zu verwendenden Verschiebungsgebiete ermSglicht es aber, den Beweis allein 

dutch Betrachtung der Menge yon Verschiebungszahlen zu fiihren. 
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In dieser Weise l~isst sieh eine Funktion z (s) aufbauen, welche die folgen- 

den Eigenschaften hat: 

I) x(s) ist eine ganze Transzendente. 

2) z(s) ist fastperiodisch in [ - - ~ ,  + ~).  

3) z(s) ist nicht fastperiodiseh in (--oo, 

spiel 

gende: 

+ cr 

]7I. BOH~ hat reich doch darauf aufmerksam gemach~, dass man ein Bei- 

einer solchen Funktion ganz unmittelbar angeben kann, n~mlich das fol- 

(s) = e ~,~ + e~, ~, 

wo Z l und Z~ negative Zahlen sind, deren Quotient irrational ist. Wir  sehen 

sofort ein, dass z(s) eine ganze transzendente in [--r + ~)fas tper iodische  

Funktion is~. 

Es bleib~ noch iibrig zu beweisen, dass die Funktion u(s) in ( - - ~ ,  + ~)  

nicht fastperiodisch ist. 

Es gibt keine der positiven Zahl e entsprechende Verschiebungszahl ~ -z (e ) ,  

welche sieh in der ganzen Ebene anwenden liiss$. Dies wird folgendermassen 

bewiesen: 

Wir schreiben 

~(~ + i~)  - ~(s)  = e~,~(e ~ , ~ -  ~) + ~ ( e ~ - -  ~), 

woraus wir ohne Miihe schliessen kSnnen, dass eine Periode fiir e x,s bzw. e~  

nicht als Verschiebungszahl fiir (--ar + ~r benutzt werden kann. 

Es sei ~ eine y o n  diesen Perioden der beiden Funktionen verschiedene Zahl. 

Dann  ergib~ sich fiir ]~] > ]~] die Umschreibung 

welehe ffir -- ~ (---a gegen o~ strebt. 

Damit ist bewiesen, dass die Funktion u(s) nicht 

periodisch ist. 

in (--~r + ~)  fast- 

w 5. Die Menge der Maximalstreifen fiir eine im voraus gegebene Funktion. 

Die Klasse yon Funktionen, welche zu un~ersuchen mein Ziel gewesen ist, 

wird dureh die folgenden Forderungen charak~erisiert: 
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I) Es sei f ( s ) = f ( a  + it) eine im Streifen (~, fl) analytische Funktion. 

2) Die Funlction f(s)---- f (a  + it) sei fastperiodisch auf jeder Geraden a : a o  

innerhalb des Streifens. 

Da f(ao § it) eine fastperiodische Funkt ion  der reellen Veriinderlichen t ist, ist 

sie auch beschr~nkt und erfiillt also die Ungleichung 

If(ao + it)l ~ L(ao), -- ~ < t < + ~ ,  

wo L(ao) wie gewShnlich die obere Grenze fiir If(ao + it)l bezeichnet. 

Auf  die gegebene Funkt ion  f (a  + it) l~sst sich somit der in w 3 bewiesene 

Satz anwenden, und man erh~lt: 

Der Funkt ion  f ( a  + it) entsprich~ eine endliche oder abziihlbare Anzahl 

yon maximalen Beschr~tnkheitsstreifen l (a  < a < b), welche iiberall dicht in (a, fl) 

gelegen sind. Falls wir nun einen~ einzelnen dieser maximalen Beschr~nkheits- 

streifen betrachten und uns daran erinnern, dass die Funkt ipn  f ( a +  i t ) a u f  

einer Geraden a ~--a o, a < a o < b, (sogar auf jeder Geraden a ~ a  o innerhalb des 

Streifens) fastperiodisch ist, dann kSnnen wir sofort durch Anwendung des 

Satzes 2 w I schliessen, class f (a  + it) in [a, b] fastperiodisch ist. 

W i r  haben damit  bewiesen: 

Hauptsatz I. Zu der _~'u~ktion f (a  + it) gehSrt ei~e endliche oder abziihlbare 

Anzahl von Maximalstreifen I, die im St're(fen (a, fl) iiberall dicht gelegen sind, 

d. h. ein beliebiger Teilstreifen enthh'It Geraden a = ao, welche mi,~destens einem 

dieser Maximalstreifen a~gehb'ren. 

w 6. Konstruktion einer Funktion, ffir welche die Menge der ~iaximalstreifen 
gegeben ist. 

Im nahen Anschluss an das vorhergehende bietet sich nun  die folgende 

Frage dar: 

Is t  es mSglich, eine im Streifen (a, f l)analytische Funkt ion  zu konstruieren, 

die auf  jeder Geraden a ~ ao, a < a o < fl, fastperiodisch ist, und fiir welche die 

Menge der Maximalstreifen,  welche die im Hauptsa tze  I erw~hnten Bedingungen 

erfiillen, gegeben ist? 

Wi r  nehmen vorl~tufig an, dass --r162 < a< /~  < -t- ar und dass die gegebenen 

Maximalstreifen alle des Typus  [a, bl sind, d. h. die Funkt ionen  sollen fastperio- 

disch in [a, b] sein, ohne in (a, b] oder in [a, b) fastperiodisch zu sein. 
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Der hufbau  einer Funktion mit den verlangten Eigenschaften liisst sich in 

drei Schritten unternehmen: 

A. Die Konstruktion einer Funktion, fiir welche der Maximalstreifen 

[a, #] gegeben ist. 

B. Die Konstrukt.ion einer Funktion, fiir welche eine endliche Anzahl yon 

Maximalstreifen gegeben ist. 

C. Die Konstruktion einer Funktion, fiir welche eine abz~hlbare Anzahl 

yon Maximalstreifen gegeben ist. 

Jt  

I 

J 

J 
J 

D i e  G e r a d e  ( ~ o  g e h S r t  z u  d e r  l i n k e n  t t a l b e b e n e .  

~G 

Als Element des Aufbaus werden wir die friiher konstruierte Punktion qg(s) 

benutzen. Diese Funktion hat  folgende Eigenschaften: 

I) ~(s) ist eine ganze Transzendente. 

2) ~0(s) ist fastperiodisch in ( - - ~ ,  o} and in [o, + r162 

3) ~(s) hat  voneinander ~erschiedene Dirichletentwicklungen in den beiden 

Halbebenen. 

Aus der Darstellung in w ergibt sich, d~ss die Dirichletentwicklung fiir 

~(s/ in ( - - ~ ,  o} lauter nicht-negative Exponenten hat, wghrend die Dirichlet- 

entwicklung der Funktion in [o, + r162 lauter nicht-positive Exponenten hat. 

Dutch Anwendung des Satzes Io w I kSnnen wir dann schliessen, dass q~(s) so- 

wohl fiir - - ~ - - a  als auch fiir a - ~ + ~ ,  - - ~ < t <  + ~ ,  gleichm~ssig gegen 

einen Grenzwert konvergiert. 

Die Funktion ist also beschr~nkt in (--or o}; wir bezeichnen die obere 

Grenze fiir Iq~(s)l mit M, d. h. 

I~(s)l ~- M in (-- ~ ,  o}. 

Da q~(s) auch in [o, § ~)  beschr~nkt ist, lasst sich zu jedem festen 

r > o eine solche Zahl K ~ K(r) bestimmen, dass im Gebiete -- ~ < a < + r162 

-- r < t < + r die Ungleichung I~(s)l ~ K(r) besteht. 
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Man bildet nun 99(--s). Dadurch  entsteh~ eine Funkt ion,  welche fast- 

periodisch auf  jeder  Geraden a = %  ist; die Ha lbebene  a = < o  wird in a>~o,  

die Halbebene  a > o in a < o fiberfiihrt. 

--.. 
70" 

Die  G e r a d e  a = o  g e h S r t  zu  d e r  r e c h t e n  Ha, lbel)ene.  

99(--s) hat  als Funkt ion  yon s die folgenden Eigenschaften:  

I) 99(--s)  is~ eine ganze Tranzendente.  

2) 99 ( - - s )  is~ fastperiodisch in ( - -  oo, o] und in {o, + oo). 

3) 99(--s) hat  voneinander  verschiedene Dir ichle tentwicklungen in den 

beiden Halbebenen.  

Ferner  erhglt man: 

199 ( -- s) [ -< K (r) im Gebiete - -  o o < a < + o o ,  - - r < t < + r .  

A. Je tz t  ist es uns ermSglicht, eine F u n k t i o n f ( s ) ,  fiir welche der Maximal- 

streifen [a, ~] gegeben ist, aufzubauen.  

I 
/ 

I 
/ 

I 
/ 

J 

o ' = a  

70" 

0"=/5 

Eine solche Funkt ion  ist 

f ( s )  = 99 (s - -  a) +. 99 ( - -  s + fl) 

f ( s )  hat  niimlich die folgenden Eigensch~ften:  
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1) D s  ~ ( s - -~ )  und 9~(--s+fl) ganze t rsnszendente  F u n k t i o n e n  sind, ist ihre 

Summe such eine ganze Transzendente.  f(s) ist eine gsnze Transzendente.  

2) ~ ( s - - a )  ist fss tper iodisch in ( - - ~ ,  a} und in [a, + or 
~ ( - ~ + # )  ,, ,, ,, ( - ~ , ~ ]  ,> ,, {~, + ~ ) .  

{Jber die Funkt ion  f(s)=9~(s--  a ) + ~ ( - - s + ~ )  kSnnen wir vor alien Dingen schlies- 

sen, dsss sie auf jeder Geraden 0 = %  fastperiodisCh ist. Ferner  ergib~ sich - -  

dutch  Anwendung  der Sgtze 3, io w i ~ dsss f(s) fss tper iodisch  in (--m.,  a}, 

Is, fl] und {~, + ~ )  ist. 

3) D s  99(s--a) nicht  in 

~o(- -s+3)  beschri~nkt bleibt, 

periodisch ist. 

(a, fl] beschrgnkt  ist, wghrend in diesem Streifen 

sehen wir sofort  ein I dass f(s) nicht in (a, fi] fast- 

In  genuu derselben Weise schliesst man, .  dass f(s) nicht  i n [ a ,  f l ) fas t -  

periodisch ist. 

Die Funkt ion  f(s) hut ~lso den Muximulstreifen {a, fl]. Im Oebiete  

-- m < a < + m, - - r  < t < + r ,  besteht  die Ungleichung 

If(s) ] < 2 K (,'). 

B. Wi r  wollen jetzt  eine Funk t ion  g(s) konstruieren,  welche in a < ~ < fl 

eine endliche Anzahl yon Msximals t re i fen 

Zl = [r a~], I3 = [% ~ d , .  �9  I~ = [r ~] 
hat. 

Zu jedem der In tervs l le  /1, I2 . . . .  , L~ bes t immen wir die oben erwghnte 

Funkt ion  f(s) ;  die dadurch ents tehenden Funkt ionen  nennen wir f,(s), f2 ( s ) , . . . ,  

fn (S), WO 

Wir  bilden nun die Funk t ion  
n 

g(8 )=  7~ f~, (,.) 
1 

und werden dann beweisen, dass sie die ver langten Eigenschaf ten hat. 

1) D s  die elnzelnen Punkt ionen  fq(S) ganze t ranszendente  Funkt ionen  sind, 

wird such g(s) eine ganze Transzendente  sein, 

2) g(s) ist fastperiodisch auf jeder  Geraden a =  00. Ferner  ergibt  sich - -  

dutch  Anwendung  der Siitze 3, I O  w I - -  dsss g(s) fastperiodisch in ( - - ~ ,  a}, 

[~, ~11,. . . ,  [~-1, ~] und {#, + ~ ) i s t .  
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3) Um zu zeigen, dass [a, aj] ein Maximalstreifen fiir die Funktion g(s)ist, 
n 

schreiben wir diese in der folgenden Form: g(s)~f ,  (s)+ ~_~fq(s). 
2 

In derselben Weise wie in A. sehen wir ein, dass g(s) weder in (a, a~] noch 

in [a, a~) fastperiodisch ist. Die Funktion g(s )hat  also den Maximalstreifen 

[a, aj]. Dieselbe tTberlegung 1/tsst sich bei den anderen Streifen anwenden. 

C. Es bleibt noch die wesentlich schwierigere Aufgabe iibrig: der Aufbau 

einer Funktion h(s), fiir welche im Streifen (a, fl) die Menge der Maximalstreifen 

abz/thlbar ist. 

/ 
/ 

f 

O'--a 

L ,  /~ . . . .  , I s , . . . ,  w o  L, = [,~, ~,,t 

~ a ~ / ~  o ' : / ~  

>. 

o'--/~ 

Zu .]edem dieser Intervalle I~ wird eine Funktion f~(.~') (lurch 

f~(s) = ~ {~(s - ~) + ~ ( -  ~ + ~)}, 

wo ~q eine positive Kons~ante ~ I ist, definiert. 
2 

Da 9D(S--aq) und 9o(--s+flq) sowohl in ( - - ~ ,  aq} als auch in {flq, + ~ )  be- 

sehr/inkt bleiben, kanu c~q so gew/ihlt werden, dass die Ungleichung Ifq(s)l< x 
in beiden dieser Streifen besteht. Die gesuchte Funktion h(s)definiert man jetzt 

durch eine Reihe 
ao 

h(s) - ~ ~ f , ~  (~), 
1 

wo kl, k2, . . . ,  kq, . . .  eine Folge von positiven Zahlen biiden, welche so fest- 
oo 

gelegt werden, dass die Summe ~ k q  konvergiert. 
1 

I) Zuns is~ zu beweisen, dass h(s) eiae ganze Transzendente ist. Wir 

sehen ein, dass innerhalb des festen Kreises [ s l <  r die Ungleichung Ifq(.~)[~ 
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- 2  K(r)-~ K(r) besteht; dies fiihrt aber mit sich, dass ~kqf~(s)  die konver- 
2 

1 

~o oo 

genre Majoran~enreihe K(r )~/Cq hat. Hieraus folgt, dass die Reihe ~ k z f i  ~(s) 
1 1 

im Kreise I sl < r gleichm~ssig konvergent ist, und da die einzelnen Fuuktionen 

fq(s) ganze Transzendenten sind, ist also h(s) in diesem Gebiete analytisch. Da 

r beliebig gross gew~hlt werden kann, haben wit damit bewiesen, dass die Funk- 

tion h(s) e ine  ganze Transzendente ist. 

2) Hiernach werden wir die fastperiodische Eigenschaft untersuchen. 

Fiir a ~ a  o erh~lt man 

or 

h(~o + i t )=  F k~f~(~o + i t )  
1 

Falls die Gerade a ~ a o  nieht den Maximalstreifen I1, I 2 , . . . ,  Iq, . . .  angehSrt, 

wird diese Reihe die konvergente Majorantenreihe ~,kq haben, denn es bes teht  
1 

dann die Ungleichung Ifq(ao + it)] < I. Da die einzelnen Funktionen fq(ao+it ) 
oo 

fastperiodiseh sind, ergibt sich unmittelbar, dass auch h(ao+i t )~  ~ k a f q ( a o + i t  ) 
1 

eine fastperiodische Funktion der reellen u t ist. 

Falls die Gerade a-~a  o aber einem Streifen L~ angeh5rt, k5nnen wir 

h (ao + it) in der Form 

h(~o + i t ) =  ~nfn('~o + it) + F,k~lf~(~o + it) 
q 4 ~ n 

schreiben, welche die konvergente Majorantenreihe /Ca C, + ~ kq, hat, wo Cn die 
q :~ n 

obere Grenze fiir Ifn(ao + it)l,  - - ~  < t < + ~r ist. Auch diese Reihe i s t  also 

gleichms konvergent, d.h. h(ao+it ) ist~ eine fastperiodische Funktion von t. 

Damit  haben wir bewiesen, dass  die Funktion h(s) auf jeder Geraden a - - a  o 
fastperiodisch ist. 

Um die fastperiodische Struktur der Funktion im Streifen L~ : Jan, fin] ZU 

untersuchen, schreiben wir 

] 5 ~ 3 6 1 2 2 .  A c t a  m a t h e m a t i c a .  67.  I m p r i m ~  le  11 m a i  1936 .  
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h = k . f .  + 
q@n 

h = k . f n  + (8). 

Wir wissen schon, dass das erste Glied anf der rechten Seite in [a~, fin] fast- 

periodisch ist; eine Majorantenbetrachtung, die der obigen ganz ~hnlich ist, zeigt, 

dass auch alas zweite Glied R(s )  im Streifen let,,, fl,,] fastperiodiseh ist. Die 

Funktlon h(s) is~ also fastperiodisch in [a~, ~,,]. 

3) Da k~f~(s)  weder in (an, fin] noch in [a,, fl,~) beschrs ist, w~thrend die 

Funktion R(s) aber in diesen Streifen beschr~tnkt bleibt, kSnnen wir in gewShn- 

licher Weise schliessen, dass die Funktion h(s) weder in (a~, ~]  noch in [a~,, fl,,) 

fastperiodisch ist. 

Der Streifen [a,~, fl,,] ist also eben ein Maximalstreifen fiir die Funktion h(s). 

Die obigen Ergebnisse driicken wir folgendermassen aus: 

Satz. E s  ist  mb'glich, eine ga~ze transzendente _Fu~ktion zu  ko~struieren, jfib' 

welche die Menge der Max imal s t re i f en  innerhalb des festen Strei fe~s a < a <  ~, 

wo --~r < a < fl < + ~ , im voraus gegeben ist. 

Bis jetzt haben wir angenommen, dass die Menge der Maximalstreifen I in 

dem endlichen Streifen (a, fl) liegt; nun werden wir aber untersuchen, wie es 

sich verh~lt, falls die Menge iiberall dicht in der Halbebene (a, + ~),  ( - - ~ ,  fl) 

oder in der Ebene (--~r + r162 gelegen ist.. 

Wenn jeder der Maximalstreifen I endlich ist, wird der Beweis genau wie 

im Falle C gefiihrt. 

Es bleibt noch iibrig die ~r zu untersuchen, dass ein oder (hSch- 

stens) zwei der Maximalstreifen I ins Unendliche gehen. 

In  ~ 4 haben wir eine Funktion x(s) konstruiert, welche i n  [--or + ~ )  

aber nich~ in ( - - ~ ,  + ~ )  fastperiodisch ist. Bi]den wir die Funk~ion ~(s )+u( - - s ) ,  

sehen wir durch Betrach~ung ihrer Verschiebungszahlen, dass sie den l~Iaximal- 

streifen [-- ~ ,  + ~]  hat. 

Um z.B. eine Funktion mit den Maximalstreifen [--~r a] aufzubauen, wen- 

den wir die Funktionen u(s) und q~(--s+a) an und erh~lt die gesuchte Funk- 

tion z ( s )+~( - - s+a ) .  -- In dieser Weise gelingt es irgendeinen Fall zu behan- 

deln. 
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Damit haben wir bewiesen: 

Hauptsatz II. Es ist mSglich, ei~e ganze tra~szendente Funktion zu kon- 

struieren, fiir welche die Menge der Maximalstreifen, welche die iu Hauptsatz 1 

erwiihnte Bedingung erfiille~, gegeben ist. 

w 7. Eine ganze tra.szendente Funktion, welche nur auf einer 
Menge yon Geraden fhstperiodisch ist. 

Wir gehen nun zur Behandlung des letzten Problems iiber, nihnlich zur 

Konstruktion einer ganzen transzendenten Funktion, welche auf der Menge yon 

Geraden, die zuriickbleibt, wenn man yon dem gegebenen Streifen (a, fl) die im 

Hauptsatze I I  erwiihnte 3/ienge yon 5Iaximalstreifen entfernt, fastperiodisch ist, 

ohne auf irgendeiner anderen Geraden innerhalb des Streifens fas~periodisch 

zu sein. 

Bei der Konstruktion einer solchen analytischen Funk~ion gilt es, ein Mittel 

zu finden, welches die Aufhebung der fastperiodischen Eigenschaft bewirken 

kann. Man muss sich nun ers~ daran erinnern, dass, wenn eine fastperiodische 

Funktion einer reellen Vergnderlichen eine Fourierentwicklung besitzt, deren 

konstantes Glied yon Null verschieden ist, ein unbestimmtes Integral  dieser Funk- 

tion nicht beschri~nkt, d .h .  nicht fastperiodisch wird - -  hiernach sieht man so- 

fort ein, dass eben Integration das gesuchte Mittel ist. 

In  w 6 haben wir schon eine Funktion h(s)konstruiert, fiir welche die 

Menge der Maximalstreifen I1, I ~ , . . . ,  [ q , . . .  gegeben ist (diese ]~/ienge wird 

speziell nur aus einer endlichen Anzahl von Streifen bestehen kSnnen).. 

Wir  schreiben 
c~ 

h(s) --  ~_j kqfq(s), (I) 
1 

wo 
fq(s) = r {9~(s -- aq) + 9~ (-- s + /~q)} (2) 

mit den Dirichletentwicklungen 

6q(Ao+ Bo) + ~.a 6qA"eA~('--%)+ ~-a ~qBne-~'tn('-&)' a < a v 

fq(s)~ ~q (2 Bo) +Z(~qBnealnV-%)-kZ(~qBne-Mn<s-"q), aq<a<flq (3) 

[ ~q (A~ "{ B~ -}- Z (~qBn6Mn(s--%) -~ Z (JqAne- An(S--t'q), ~q <~ (~. 
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Nun bilden wir eine neue Funktion 

f(s) = h (s) -- (A o + Bo) Z 6q kq (4) 
1 

mit~ den folgenden Eigensehaften: 

I) f(s) ist eiue gauze Transzendente. 

2) f(s) is~ fastperiodisch auf jeder Geraden a = ao. 

Fails die Gerade a = a  o einem Maximalstreifen L, angeh5rt, ist das konstante 

Glied 6n k~ (Bo--Ao) der Fourieren~wicklung fiir f(ao + it) yon Null versehieden. 

Falls die Gerade a-----a o keinem der Maximalstreifen I~ angehSrt, ist das 

konstante Glied der Fourierentwicklung fiir f (ao+it)  gleich Null. 

3) f(s) und h(s) haben dieselbe Menge yon Maximalstreifen, niimlich I l, 

. . . . .  / , , . . . .  

Im folgenden werden wir ein unbestimmtes Integral yon f(s) untersuehen, 

d.h.  wir werden die ganze transzendente Funk~ion 

f f{ F ( s ) =  f ( s ) d s =  h(s ) - - (Ao+ B o ) ~ 6 k k ,  ds (5) 
1 

studieren. 

Das konstante Glied der l"ourierentwicklung fiir f(ao+ it), welche einer einem 

Maximalstreifen angeh&'igen Geraden a=a o entspricht, ist yon Null verschieden. 

Aus einem bekannten Satze ergibt sich dann unmittelbar, dass F(s) auf  dieser 

Geraden nicht fastperiodisch ist. 

Das konstante Glied der Fourierentwicklung ]?ir f(ao+it),  welche einer Gera- 

den a=a o entspricht, die uicht zu der Menge ,;on Maximalstreifen 11. In, �9 �9 L ,  . . .  

geh&~t, ist gleich Null. Da die Exponenten sich abet im Punkte Null hgufen, 

wird eine hi,here Untersuchung hier nStig sein. 

Wir  bezeichnen die Maximalstreifen, die in der I-Ialbebene a < a o gelegen 

sind, mi~ I,h, w~hrend die Maximalstreifen, welche in der Halbebene e >_-- a o liegen, 

mit I~ bezeichnet werden. In  l[~bereinstimmung hiermit schreiben wir: 

wo Z" . . a  Z ~ 

ausgefiihrt wird. 

(6) 

ausdriicken sollen, dass die Summation fiber Iq, bzw. fiber Iq. 
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Eine NIajorantenbetrachtung zeigt sofort, dass die durch ~ *  und ~**  

dargestellten Funktionen ganze Tr~nszendenten sind und die Menge von hlaxi- 

malstreifen Iq,  b z w .  lq. a haben. Wir  wollen .~etzt die Glieder 4er Dirichletent- 

wicklungen ftir f (s ) ,  deren Exponenten ~,wischen o und i bzw. zwischen - - I  und 

o liegen, etwas genauer studieren. 

Gleichzeitig mit dem in w 4 dnrchgefiihrten Aufbau der Funktion 9o (s) haben 

wir die yon den Gliedern der Dirichle~entwicklung fiir ~0~ (s) -- q~n_~ (s), deren 

Exponenten numerisch kleiner uls I sind, herriihrenden Funktionen ~p~,(s) und 

Z,~(s} untersucht. 

Zufolge w 4 (Ii) 

schreiben 

und (i2) kSnnen wir diese Funktionen folgenderweise 

'g/z~O 

m=O 

Ferner wissen wit - -  w 4 (I~), (I4) 7" claSS die Ungleichungen 

IV,, ,( ,)l  < ~ " - '  ~o, ~-<_o  
(8) 

I Zn(8) ] ~ :2 n - l ~ , n ,  0 ~ a 2 

f i i r n  = I, 2, 3, �9 . .  erfiillt sind. 

{Jber die positiven Z~hlen ~,~ haben wir in w 4 die Vor~ussetzung ~ ,  ~ < I 
2 

1 

gemucht. Des foigenden halber werden wir ~etzt die Zahlen e,, der weiteren 

Bedingung, dass ~ ,  2 2'~-2 ~,~ konvergent fst, unterwerfen. 
1 

Wir werden zun~chst die Glieder der Dirichletentwicklungen fiir ~ (s), deren 

Exponenten numerisch kleiner ~ls I sind, untersuchen, oder mit~ anderen Worten: 

wit werden die Reihen 

V,o(,) + v, ,( , )  + . . .  + w , ( , )  + - / 

Xo (,) + z ,  (,) + . . .  + z , , ( , )  + . . .  ! 
s{udieren. 

Fiir die konstanten Glieder der Reihen (9) haben wir 

(9) 
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1 . 

B0 - -  o + y~ b5 "/ 
1 

( io)  

Aus (9) und (Io) bilden wir dann die Reihen 

•(g,,,(,) (,,)~ 
- -  a o  t 

~ (z,, (*t - <q 
1 

( i t )  

Durch eine Majorantenbetrachtung und Verwendung der Ungleichungen (8) 

sehen wir, dass die durch diese Reihen definierten Summen ~p(s)und Z(s)in 

( - - : r  o} bzw. in {2, +0r fastperiodisch sin& 

Aus dem Satze I2 w I schliesst man nun, dass diese beiden Funktionen 

ganze Transzendenten und in (-- 0r + or ] bzw. in [--- ~ ,  + ~r fastperiodisch sin& 

Da die Dirichletentwicklungen yon ~p(s) und Z(s) durch formale Addition 

der zu ~p,~(s)-a~') und Z~(s)-b(~ ~) gehSrigen Entwicklungen entstehen, hal man 

z(,,')- 2~B,~'"" I 
- - 1  < M n < 0 

(i2) 

Auf Grund der absoluten und gleichmiissigen Konvergenz der Reihen (9) und 

aus der Art und Weise, in welcher wir die Ungleichungen (8) gefunden haben, sehen 

wir sofort, dass die Reihen (12) absolut und gleichmiissig konvergent in (--oo, o} 

bzw. {2, + ~0) sind. 

Wir  wollen nun  ein unbestimmtes Integral jeder der Funktionen betrachten 

[ (~3) 
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Zu untersuchen ist, ob diese ganzen transzendenten Funktionen W(s) und X(s) 
wiederum fastperiodisch sind. 

Wir mtissen deshalb zu den urspriinglichen Ausdriicken (7) zuriickkehren 

~p,~(s) - -  a(?) = ~ a(.~)e ;-'r ~ - ~ J  
m=l  

m z~ 8 1 

(7) 

Durch Integration erh~ilt man 

f ~'nz ,~ 1 / 
(~pn.(8) - -  a (n)) d 8  = Z ~ a(n)e ,)n 

/rt~l 
04) 

welches in u mit den in w 4 gefundenen Ungleichungen 

3 ~m 
~2 2 n -t- 1 

3 ~ n  

schon durch eine lose AbschEtzung ergibt 

Wenn wir nochmal die Voraussetzung, dass ~,2~n-2~,~ konvergent ist, in 

Verbindung mit (! 5) anwenden, kSnnen wir -- durch eine Majorantenbetrachtung - -  

sofort schliessen, dass die aus (I I) durch gliedweise Integration and Verwendung 

der durch (I4) festgelegten Integrale entstehenden Reihen 
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f (~n(8) -- a(o n)) ds 
' (I6) 

~1 (Zn (~) -- b(:~) d 

in der Halbebene o ~ o bzw. in a = 2 absolut und gleichm~ssig konvergent sin& 

Daraus folgt, dass die durch die Reihen (i6) definierten Funktionen eben 

unbestimmte Integrale T(s) und  X(s) yon ~p(8) bzw. Z(s) sind, d .h .  

~ (~) = ~ ~n(8) -- ~!,~)) ds, ~ _--< 0 
1 

~ f ~, ~ 21" (I71 

Wir haben damit die friiher erwghnten Funktionen 

(~) = f ,  (8) d8 

x (8) = f z (8) d8 
. 2  

festgelegt. 

Aus der Darstellung (I7) liisst sich sofort schliessen, dass T(s) und X(s)in 
der Halbebene (--r162 o} bzw. in der Halbebene {2, + oo) beschr~nkt bleiben; in- 

folge des Satzes 2 w i sind diese FunkHonen also fastperiodisch in [--~r o] 

bzw. in [2, + oo]. 

Aus einem bekannten Satze ergibt sich nunmehr, dass die Dirichletent- 

wicklungen yon W(s) und X(s) durch gliedweise Integration yon (I2) entstehen: 

An 
0 < .An < 1 

x(8)~ F, --~n ~,'n~, 
- - 1  < M n < O  

~<0 

2 ~ a  

Indem man sich daran erinnert, dass die Exponenten dieser Entwicklungen 

positiv bzw. negativ sind, erh~lt man aus dem Satze I2 w i, dass W(s).und X(s) 
in (-- ~r + r162 bzw. in [-- ~ ,  + :r fastperiodisch sind. 

Wir  kehren jetzt zu der urspriinglichen Aufgabe zuriick, die in einer Un- 

tersuchung der fastperiodischen Eigenschaften der Funktion (5) 
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/ -  

Jf( )d  
besteh~. (~ber diese Funk~ion haben wir friiher bewiesen, dass sie uuf keiner 

Geraden a----ao, welche einem M~ximalstreifen angehSrt, fastperiodisch ist. 

Wir  werden aber jetzt dus YerhMten uuf einer Geraden a=ao, die nich~ 

zu einem der Maximuls~reifen gehSrt, un~ersuchen, und dubei wird die in (6) 

ungegebene Umschreibung niitzlich 

f(s) ~- .~* ]% {fq,(s) -- dq, (Ao + Bo)} 

+ - ( &  + 
(6) 

Die Pourierentwicklung fiir f (ao+it  ) l~sst sich in zwei Teile zerlegen; der 

Z ~ yon herriihrende Tell wird aus den Gliedern mi~ nega~iven Exponen~en be- 

stehen, w~ihrend die Glieder mit positiven Exponenten uus dem yon ~**  her- 

riihrenden Tell stammen. 

Wir begniigen uns, ~ *  n~her zu studieren 

~ *  kq, {fq, (ao + i t ) -  6q, (Ao + Bo)}. 09) 

Die Glieder der Fourieren~wicklung fiir f(ao+it), deren Exponenten zwischen 

- - I  u n d o  liegen, riihren yon 

her. 

Da die Funk~ionen %0(s) und W(s) in der HMbebene (--o0,o} beschriinkt 

sind, und ferner die Funktionen g(s) und X(s) in {o, + ~ ) b e s c h r S n k t  sind, 

ergibt s i c h ,  dass die Reihe (2o) gleichm~ssig konvergiert, d.h.  die l~eihe stellt 

eine f~s~periodische Funk~ion der reellen Ver~nderlichen t dar. In  derselben 

Weise sieh~ man ein, dass die durch gliedweise Integration yon (~o) und An- 

wendung der durch (18) festgelegten Integrale ents~ehende Reihe eine fastperiodi- 

sche Funk~ion yon t darstellt. 

Bilden Mr  die Differenz zwischen den Funk~ionen (IO)und (2o), so entsteh~ 

eine neue fastperiodische Funkt ion  der reellen Ver~nderUchen t, deren Fourier- 

exponen~en Mle ~ ~ I sin& Diese Funktion l~sst sich - -  infolge des S~tzes io 

w I als l~ndfunkt ion  einer in der Halbebene {Oo, -~- ~ } f~stperiodisehen Funk- 
16--36122. Acta mathematica. 67. Imprim5 le 22 juin 1936. 
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t ion auffassen; da dereu Dir ichle tentwick!ung nur  Exponen~en hat,  welche _--<- i 

sind, kSnnen wir  - -  infolge des Satzes I I w i - -  schliessen, dass ihr  unbestimm- 

tes In tegra l  ebenfalls in der Halbebene  {a0, + ~r fas tper iodisch ist. 

In  genau derselben Weise verl~iuft die Un te r suchung  der Teilreihe ~ * * .  

Dami t  haben wir gezeigt, dass F(ao + it)  fastper iodisch ist, wenn die Gerade 

a - ~ a o  nicht  der Menge yon Maximals t re i fen angehSrt ,  d .h .  wir haben be- 

wiesen den 

Hauptsatz I I I .  E s  is t  m6glich, eine gauze transzendente F u n k t i o n  F(s )  zu 

konstruieren, welche a u f  der Menge yon Geraden, die zuriickbleibt, wenn man yon 

dem gegebenen Strei fen (a, #), - -  ~ < a < fl < + ~ , die Menge von Max imals t re i f en  

I1, I~, . . . ,  In, . . . entfernt,  fastperiodisch ist, ohne a u f  irgendeiner  auderen Geraden 

inuerhalb des Strei fens  (a, #) fastperiodi.~ch zu sein. 
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