UBER EINE KLASSE ANALYTISCHER FUNKTIONEN VON
SPEZIELLER FASTPERIODISCHER STRUKTUR.

Von

RICHARD PETERSEN

in KOPENHAGEN.

Einleitung.

Meine Habilitationsschrift — und dadurch die vorliegende Arbeit — hat
ihren Ausgangspunkt in einer Abhandlung von H. Bonr (Mathematische Annalen
1930)* in welcher es gelungen ist, eine ganze transzendente Funktion f(s)=f(c + ¢1)
zu konstruieren, deren fastperiodische Struktur dadurch charakterisiert ist, dass
es in jeder der beiden Halbebenen — o <g<0 und 0<g< + % eine der Funk-
tion entsprechende Dirichletentwicklung gibt, und diese sind voneinander ver-
schieden.

Damit ist zum erstenmal bewiesen, dass eine Anderung der Dirichlet-
entwicklung sehr gut eintreten kann, ohne dass die Funktion eine Singularitiit
iiberschreitet.

Auf Anregung von H. Bohr habe ich den ganzen aus diesem Satze ent-
stehenden Problemkreis studiert, indem ich nidmlich eine Xlasse von Funktionen
untersucht habe, welche durch die folgenden Forderungen abgegrenzt ist:

I f(s)=flo+ it) sed analytisch im Streifen a < o < f.

II f(o + it) sed fastperiodisch auf jeder Geraden o= g, (¢ < g, < f).

Eine Funktion dieser Klasse wird in eine Menge von fastperiodischen Funk-
tionen F,(f) der reellen Verinderlichen ¢ umgebildet, falls man F.(f) = f(o + ¢ 1)
setzt; ein Studium der fastperiodischen Struktur dieser Menge von Funktionen

ist in erster Reihe mein Ziel gewesen.

! Richard Petersen [1],
? H. Bohr [2].
11-—36122. Acta mathematica. 67. Imprimé le 11 mai 1936,
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Ehe ich zu einer Besprechung des Inhalts der vorliegenden Abhandlung
itbergehe, wird es zweckmiissig sein, die im folgenden zur ausgedehnten Anwen-
dung kommenden Definitionen aufzuziihlen. Zunidchst erinnere ich an H. Bohr's
wohlbekannte Bezeichnungen der verschiedenen Typen der Streifen:

1) Der »offene> Streifen o, < o << 6, wird mit (o, a,) bezeichnet.

2) Der »abgeschlossene» Streifen o, < 0 = 6, wird mit {0,, 0,} bezeichnet.

3) Statt »in jedem festen Teilstreifen (64, 6'5), 0, < ¢, < o', < 0,, des Streifens
6, < 0 <0y wird »in (g, 62] » geschrieben.

Beispiel: Der Ausdruck »eine Funktion f(s) ist beschrinkt in [0,, 6,]> be-
deutet, dass diese Funktion in jedem Teilstreifen (d’;, ¢',), wo o0, < ¢’, <oy, < a,,
beschrinkt ist. Hiernach ist es klar, was man zum Beispiel unter {g,, 6,) zu
verstehen hat.

Dann folgen die Definitionen der Verschiebungszahlen, der Fastperiodizitiit
und der Maximalstreifen:

Die reelle Zahl 7 = 7(¢) heisst eine zu ¢ > o gehorige Verschiebungszahl fiir
S(s) im Streifen (0, 6,), wenn fiir jedes s in (0, 6,) die Ungleichung

|f(s +ia) = fls)| e

besteht. Falls f(s) zugleich im Streifen ¢, <0 =0, d. h. in {6, 0,} stetig ist,
wird diese Ungleichung auch fiir 6 =0, und ¢ =0, gelten. Die Zahlen 7z =7(¢)
werden auf einer Zahlenachse abgetragen; dadurch entsteht eine Menge I (e, f(s)),
die relativ dicht heisst, wenn es eine solche Zahl [ = () gibt, dass jedes Inter-
vall der Linge ! mindestens eine Zahl 7= 7(¢) enthilt.

Hauptdefinition. Die Funktion f(s) soll fastperiodisch in (o, 0,) heissen, wenn
zu jedem & > 0 eine relativ dichte Menge E (e, f(s)) von Verschiebungszahlen t = 7 (s)
gehort; wird diber fl(s) ferner vorausgesetzt, dass sie im abgeschlossenen Streifen
{0,, 0,} stetig ist, so sind die Zahlen dieser Menge auch Verschicbungszahlen =1 (c)
Jiir die Geraden ¢ = 0, und ¢ = 0,, und f(s) heisst dann fastperiodisch in |o,, 0,}.

Der Ausdruck »eine Funktion f(s) ist fastperiodisch in [0, 0,]> soll bedeuten,
dass f(s) in jedem Teilstreifen (¢;, ¢5), wo 0, < ¢’y < o', < 0,, fastperiodisch ist.

Der Streifen I, a < o6 <b, heisst esn Maximalstreifen fiir f(s), falls f(s) fast-
periodisch in [a, b] ist, ohne in irgendeinem Streifen, welcher a oder b umschliesst,
Juastpertodisch zu sein.

Damit sind die Definitionen hergezahlt, und ich werde jetzt kurz die Probleme
und die erhaltenen Ergebnisse besprechen.
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Es sei f(s) =/f(o + ¢t) eine im Streifen « < ¢ < § analytische Funktion.

In welchem Grade werden der Funktion gleichartig fastperiodische Eigen-
schaften erteilt durch die Forderung, dass flo + <t) auf jeder Geraden o= g,
(@ < 6, < B) fastperiodisch sei? Oder mit anderen Worten:

Wird f(s) in gewissen Teilstreifen von o < ¢ < 8 fastperiodisch sein?

Diese Frage ist beantwortet durch den

Hauptsatz I.

Zu der Funktion f(o+ 1t) gehirt eine endliche oder abzdihlbare Anzahl von
Maximalstreifen I, die im Streifen o < o < 8 tiberall dicht gelegen sind, d. h. ein
beliebiger Teilstreifen o, < 0 < o, enthdlt Geraden o= o, welche mindestens ernem
dieser Maximalstreifen angehéren.

Hiermit ist die fastperiodische Struktur einer Funktion der gegebenen Klasse
im wesentlichen beleachtet.

Die niichste Aufgabe entsteht danun ganz natiirlich, ndmlich die folgende:

Ist es moglich eine Funktion der gegebenen Klasse zu konstruieren, deren
fastperiodische Struktur durch eine im voraus gegebene Menge von Maximal-
streifen charakterisiert wird?

Die Antwort erhiilt man aus dem

Hauptsatz II.

Es ist moglich, eine ganze transzendente Funktion zu konstruieren, fiir welche
die Menge der Maximalstreifen, welche die ¢n Hauptsatz I erwihnte Bedingung
erfiillen, gegeben ist.

Eine Frage, die mir von B. Jessen im Jahre 1933 gestellt wurde, hat meine
Gedanken auf ein Problem gelenkt, welches man vielleicht »das zu dem obigen
komplementiire> bezeichnen konnte:

Ist es moglich eine im Streifen « < ¢ < 8 analytische Funktion aufzubauen,
welche auf einer gegebenen Menge von Geraden ¢ = ¢, innerhalb dieses Streifens
fastperiodisch ist, ohne in irgendeinem der Teilstreifen fastperiodisch zu sein?

Meine Untersuchungen iiber dieses Problem sind nach und nach verdffent-
licht worden, indem es mir erst gelungen ist, eine im Streifen analytische Funk-
tion aufzubauen, welche auf einer und nur auf einer Geraden o= g, fastperiodisch
ist!, dann habe ich eine auf einer endlichen Anzahl von Geraden

0 = (y, 0=0;,..., 0= 0y

! Richard Petersen [2].
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fastperiodische Funktion konstruiert’, und schliesslich habe ich in einem Vortrag
(Stockholm, 1934) den allgemeinen Satz geben konnen?, nimlich den

Hauptsatz III.

Es ist moglich, eine ganze transzendente Funktion zu konstruieren, welche auf
der Menge von Geraden, die zurickbleibt, wenn man von dem gegebenen Streifen
(a, B) die Menge von Maximalstreifen I,, I, . . ., In, . . . entfernt, fastperiodisch ist,
ohne auf irgendeiner anderen Geraden tnmerhalb des Streifens (a, 8) fastperiodisch
zu sein.

In der vorliegenden Arbeit sind die obigen Untersuchungen gesammelt und
genau referiert, indem ich auch die gebraunchten Hilfsmittel ziemlich ausfiirlich
besprochen habe.

Zum Schluss der Einleitung werde ich zur Orientierung eine kurze Uber-
sicht des folgenden geben:

§ 1. Die von H. Bour's Theorie der fastperiodischen analytischen Funk-
tionen herrithrenden Hilfsmittel, welche im folgenden ausgedehnte Anwendung
finden werden.,

§ 2. Rurcers Polverschiebung in einer fiir die zu behandelnden Probleme
speziell zurechtgelegten Darstellung.

& 3. Die Untersuchung einer Klasse von analytischen Funktionen mittels
eines Satzes, welche in seiner urspriinglichen Form von Oscoop gegeben wurde.

§ 4. Der Aufbau einer im folgenden zur Anwendung kommenden Funktion.

§ 5. Beweis des Hauptsatzes 1.

§ 6. Beweis des Hauptsatzes II.

§ 7. Beweis des Hauptsatzes III.

& 1. Hilfsmittel.

Im folgenden werden wir die wichtigsten der Siitze iiber fastperiodische
analytische Funktionen aufzihlen. Wo nicht anderes ausdriicklich bemerkt ist,
sind sie von H. Bour? ausgesprochen. Mehrere dieser Siitze lassen sich unschwer
aus der Theorie der fastperiodischen Funktionen einer reellen Veriinderlichen
iibertragen, andere aber sind erst durch die hinzukommende Voraussetzung des
analytischen Charakters der Funktionen bedingt; diese letzteren habe ich besonders

hervorgehoben.

! Richard Petersen [3].
? Richard Petersen [4].
® H. Bohr [1].
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Satz 1. Eine Punktion f{(s), welche im Streifen {e, §} bzw. in [a, | fast-
periodisch ist, ist auch in diesem Streifen beschriénkt.

Satz 2. Sei die im offenen Streifen (e, #) analytische Funktion f(s) in [e, 8]
beschrinkt und auf einer einzelnen Geraden ¢ = g, ¢ < ¢, < 3, fastperiodisch.

Dann ist f(s) eine in [, 8] fastperiodische Funktion voun s. Diesem Satze,
der fundamentale Bedeutung fiir die ganze Theorie hat, geben wir die Bezeich-
nung ein » Ubertragungssatz»,- worunter man einen Satz verstehen soll, welcher
dazu dienlich ist, die faétperiodischen Bigenschaften auf einer evinzelnen Geraden
direkt auf den ganzen Streifen zu iibertragen.

Satz 3. Die Summe und das Produkt zweier in [e, ] fastperiodischer
Funktionen sind wieder fastperiodisch in [e, §]. Die Grenzfunktion einer in
(e, B) gleichmissig konvergenten Folge von in (e, 8) fastperiodischen Funktionen
Fu8), £(8), ..., fuls), ... ist wieder fastperiodisch in (e, ). Uber Differentiation
und Integration gilt: Ist f(s) fastperiodisch in [e, §], wird auch f’ (s) fastperiodisch
in [, 8] sein; wenn ein unbestimmtes Integral dieser Funktion f(s) in [e, 8] be-
schriinkt ist, wird es wiederum eine in [, §] fastperiodische Funktion.

Satz 4. Die Fourierentwicklungen der in [e, 8] fastperiodischen Funktion
fls) fiir Fy(t)==f(o + ¢t), « <0< @, konnen in der Dirichletentwicklung

fls)~ ZAnetns

gesammelt werden. Ist f(s) fastperiodisch in {e, 8}, gilt die Entwicklung auch
auf den Geraden ¢=¢ und o=_4.

Satz 5. Fundamentalsatz.
Ist I Anefn® die Dirichletentwicklung einer in [¢, 8] fastperiodischen Funk-
tion f(s), dann besteht fiir jedes g, @ < ¢ < 3, die Gleichung

M| fo+ it) P} = 3| du|? 2 4ne.

Talls f(s) im abgeschlossenen Streifen {e, 8} fastperiodisch ist, wird diese Gleichung

auch fiir 0 = ¢ und ¢ = bestehen.

Satz 6.. Eindeutigkeitssatz.
Sind zwei Funktionen f(s) und ¢(s) in (e, §) fastperiodisch, und haben sie
in diesem Streifen die gemeinsame Dirichletentwicklung = 4, e4%, so sind sie

miteinander identisch.
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Satz 7. Die Dirichletentwicklungen der Summe und des Produkts zweier
in [e, ] fastperiodischer Funktionen erhiilt man durch formale Rechnung.

Die Dirichletentwicklung der Grenzfunktion einer in (e, ) gleichmissig
konvergenten Folge von fastperiodischen Funktionen f;{s) entsteht durch formalen
Grenziibergang in der Entwicklung von f; (s).

Ist f(s) eine in [e, 8] fastperiodische Funktion, so entsteht die Dirichlet-
entwicklung fiir f'(s) durch gliedweise Differentiation der Entwicklung fiir f(s).

Ist f(s) in [e, 8] fastperiodisch und ist ff(s) ds wiederum in diesem Streifen

fastperiodisch, so entsteht die Dirichletentwicklung eines unbestimmten Integrals
durch gliedweise Integration der Dirichletentwicklung fiir f(s).

Satz 8. Approximationssatz.
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine im Streifen

@ < 0 <p analytische Funktion in [e, 8] fastperiodisch sei, ist, dass sie sich
N
in diesem Streifen durch Exponentialpolynome Za,, ¢*n® gleichmiissig approxi-

1
mieren lasst.

Aus dem Approximationssatze folgen zwei »Ubertragungssiitze», niimlich:

Satz 9." Es seien, den Geraden ¢ =g, und ¢ =0, (6, < 0,) entsprechend,
zwei fastperiodische Funktionen Fl, (f) und I, (f) der reellen Verinderlichen ¢
gegeben, deren Fourierentwicklungen miteinander iibereinstindmen, d. h. deren
Fourierentwicklungen aus derselben Dirichletentwicklung formal entstehen, falls
man fiir ¢ den Wert ¢, bzw. ¢, schreibt

Fo()~ 3 Apetnoicitnt,  Fo () ~ 5 Ay ohn eidnt,

Dann existiert eine Funktion f(s) = f(o + ¢t), welche die folgenden Bedingungen
erfiillt:

1) f(s) ist stetig in {a,, a,}, 2) f(s) ist analytisch in (0, 0), 3) flo, +¢t)=
Iy (t) und. flo, + zt) = F,(t), 4) fls) ist fastperiodisch in {o,, 6,} mit der Ent
wicklung f(s) ~ Z A, eln>.

Satz 10. Wenn F,,(f) ~ SAnetnent eine fastperiodische Funktion der
reellen Verdnderlichen { mit lauter negativen Fourierexponenten 4, A,,. .., Ay, . ..
ist, so gibt es eine Funktion f(s), welche die folgenden Bedingungen erfiillt:

! H. Bohr [4].
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1) f(s) ist stetig in {g, + ), 2) f(s) ist analytisch in (0, + ),
3) flo,+2t) = F, (1), 4) f(s) ist fastperiodisch in {g;, + o) mit der Entwicklung
S(8)~ = Apetn® . fs) strebt fiir ¢ — o gleichmiissig in ¢ gegen o.

Satz 11. Eine in der Halbebene (— o, «] fastperiodische Funktion
Sls) ~ 3 Ay etns,

deren Exponenten alle positiv mit einer von Null verschiedenen unteren Grenze
sind, hat ein unbestimmtes Integral j f(s) ds, das ebenfalls in (— o, a] fast-
periodisch ist, und man erhilt die Entwicklung von f f(s)ds durch gliedweise
Integration. Schliesst die Gerade o= « sich der Halbebene ¢ << ¢ an, oder mit
anderen Worten: setzt man iiber f(s) voraus, dass sie in (—co, ¢} fastperiodisch
ist und die Entwicklung f(s)~ S A,eMn® —ow < ¢=ea, hat, so folgt aus dem
Beweise des obigen Satzes unmittelbar, dass das. unbestimmte Integral von
fle + 7t) beschrinkt ist, d. h. das Integral ist eine fastperiodische Funktion der
reellen Veriinderlichen {. — Nach diesen Bemerkungen ist es ‘méglich, den fiir
die nach rechts abgeschlossene Halbebene (—, ¢} geltenden und dem obigen

entsprechenden Satz herzuleiten.

Satz 12. Ist f(s) fastperiodisch in [e¢, 8], und sind die Exponenten A,
numerisch beschriinkt, z. B. | 4,] <1, dann ist f(s) eine ganze Transzendente
und fastperiodisch in [—o, + ]

§ 2. Runges Polverschiebung,

Die von Ruxee angegebene Methode zur Verschiebung der Pole, welche
innerhalb der Theorie der fastperiodischen analytischen Funktionen zuerst von
H. Bomr' benutzt wurde, wird sich bei meinen spiteren Untersuchungen als
brauchbar erweisen. Ich werde sie deshalb ziemlich ausfiirlich besprechen und
habe die untenstehende Darstellung fiir meine besondere AnWendung speziell
zurechtgelegt.

Bezeichnet man ein Polynom mit P,{(x), so ist

eine rationale Funktion von z mit den Polen z = * ¢.

! H. Bohr [2]).
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Die Aufgabe besteht aus einer »Verschiebung» der Pole z= t ¢ nach
z=ua(—1 < a <o), worunter man das folgende verstehen soll:

Zunidchst wird ein sogenanntes »Verschiebungsgebiet> & in der zEbene
gewiihlt, welches ausserhalb einer einfachen geschlossenen Kurve liegt, die z= 1 ¢
und 2 ==a ganz umschliesst.

Indem z=ré® ist G durch

7 7T
lzl<ry |e] =7 und 7, <) 2| =0y, 3 < @< 4
definiert.
Wier werden jetzt zeigen, dass man

ein Polynom P (x) so bestimmen kann, dass

die rationale Funktion R(2) = P(7 _I_ a)
die Unglerchung
[R(z) —~ Ro(2)| < e

im ganzen Gebiete G befriedigt d. h.

) -nt )

in der letzteren Form der Ungleichung

< &

hat man die Lage der Pole besonders
betont.
Mittels Dekomposition erhiilt man

1 I I
B(sl,)=n () +oliid)

und es handelt sich jetzt darum, zwei Polynome p(x) und ¢(x) derart festzulegen,

dass im Gebiete G- die Ungleichungen

o (-20) 22
o) ()<

Das Verfahren ist nun das folgende:

&
P
2

und

erfillt werden.
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Auf der aus dem Kreishbogen |z]|=1, g =< O =< &, und der geradlinigen

Strecke von 2= — 1 bis 2= a gebildeten Kurve wird eine endliche Anzahl von
Punkten z, =14, 2,, 2;, ..., 2x = a 80 eingeschoben, dass fur » =0,1,2,..., N—1
der Abstand |z, — #n+:| kleiner wird als der der oben definierten Kurve vom
Rande des Gebietes G. Die Verschiebung muss in mehreren Schritten ausgefiihrt
werden, indem man némlich zunichst von z;, nach 2, verschiebt, dann von 2,
nach 2z, u. 8. w.

Der erste Schritt besteht in der Bestimmung eines Polynoms p, (z), das im
Gebiete G die Ungleichung

b\ 2 Po\; = 2,
befriedigt.

Die Zahl ¢ wird nun so gewihlt, dass der Kreis |z — 2, | = ¢ den Punkt ¢,

. &
-t
2 N

umschliesst, aber ganz in dem zu G komplementiiren Gebiete gelegen ist {9 < der
Abstand vom Rande).
Die Funktion p, (Z—I;) ist analytisch in |z — 2,| > ¢ einschliesslich des
<o
unendlich fernen Punktes und ldsst sich also in eine Potenzreihe nach Potenzen

entwickeln:

von

1

1 « K
po(——-—)————‘z o le—az]>e.

z—2, = (z — 2"

Da ¢ kleiner als der Abstand vom Rande gewihlt worden ist, liegt & ganz
innerhalb des Gebietes |z -— 2| > ¢, und die Reihe ist somit gleichmiissig kon-
vergent in G.

Hieraus folgt, dass es moglich ist, eine Zahl m derart zu wihlen, dass fir
jedes ¢ im Gebiete G die Ungleichung

I i kn - > kn &
ol 22) = Sl S e | =5

besteht. Die gesuchte Funktion ist also

12-—36122. Acta mathematica. 67. TImprimé le 11 mai 19386,
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und es gilt in G die Ungleichung

)l
Py z—2 Dy z—2,

Der zweite Schritt besteht in einer Verschiebung des Pols 2 nach dem

&
2 N

Pole z,. Dadurch wird p, (zjz) bestimmt, und so fihrt man weiter fort.
e

Nach N Schritten haben wir das Polynom py(x) erreicht, welches im Gebiete

/ —-1»)—9 ! ) <
P\, Zg) T P\, —s
erfiillt.

Dadurch haben wir eine rationale Funktion

(Lo =)

mit dem Pole #z = a gefunden, die im ganzen Gebiete & die Bedingung
[CERENESI
P\;=a) TP\ 2

In genau derselben Weise bestimmt man q(zia)'

Indem P( ! )=p(

2—a

G die Ungleichung

erfillt.

) + q(ilfa)’ haben wir also die urspriingliche

Z—u 4

Aufgabe gelost, denn es ist uns gelungen, eine Funktion

R(3)=p( ! )

Z—a

zu bestimmen, welche die verlangten Bedingungen erfiillt, d. h.
1) R(z)———P(Z%a) hat den Pol z=a.

2) Fiir jedes z im Gebiete G besteht die Ungleichung

1 1
|P<z—a)_P°(zg+ 1)|<£'
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& 3. Eine Klasse analytischer Funktionen.

H. Borr hat die Struktur von ganzen transzendenten Funktionen, welche
auf jedem vom Nullpunkte ausgehenden Halbstrahle @ = @, beschrinkt bleiben,
untersucht.’

Ich werde jetzt auf dhnliche Weise eine Klasse von Fnnktionen studieren,
welche durch die folgenden Bedingungen charakterisiert wird:

1) Es sei f(s) eine im Streifen (@, 8), wo —w=a <= + o, analytische
Funktion.

2) Die Funktion f(s)=f(c + ¢t) sei beschrinkt auf jeder Geraden ¢= g,
( < 0, < B).

Bezeichnet man wie gewdhnlich die obere Grenze fiir |f(o, + ¢£)],
—o < t< 4o, mit L(o), so driickt diese letztere Bedingung aus, dass die
reelle Funktion L (o) in jedem Punkte des Intervalls ¢ < o < 8 definiert ist.

Satz. FEs gibt mindestens ein Intervall oy < o < 8, in welchem die Funktion
flo + 28) beschrinkt bleibt, d. h. es gibt eime positive Zahl K, so dass L (o) = K,
o, <o<g.

Fassen wir ¢ als Parameter auf, so wird die Funktion f(o + ¢f) in die Menge
von Funktionen

Fi(o)=/flo + it), —o<t<+oo,

umgebildet.

Fiir jedes feste ¢ ist F;(o) eine stetige Funktion von ¢ im Intervall ¢ <o <g.
Ferner gilt die Ungleichung | ¥ (o) | < L (gy) fiir — o0 < t < 4 0.

Wir haben jetzt zwei Félle zu unterscheiden:

1) Die Menge der Funktionen F;{o) ist gleichartig beschrinkt in e <<o<<j3, d. h.

| Fi{o)| = K fiir alle ¢ oder | f(o + )| = K.

Der Satz ist damit bewiesen.

2) Die Menge der Funktionen I%(o) ist nicht gleichartig beschréinkt in
¢« <o<fB Es ist dann moglich, zwei Zahlen ¢, und ¢, zu bestimmen, so dass
| Fi{6))] > 1, und da Fj (o) stetig ist, konnen wir o, in ein in ¢ < ¢ < @ gelegenes
abgeschlossenes Intervall I, einschliessen, so dass

| Fi (6)] > 1 fiir alle ¢ in I,.
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Nun haben wir wiederum zwei Fille zu unterscheiden:
1) Die Menge der Funktionen Fi{s) ist gleichartig beschrinkt in I, d. h.

| Fi(o)| < K fiir alle ¢ oder | f(o + ¢t)] < K.

Der Beweis ist damit vollendet.

2) Die Menge der Funktionen F;(s) ist nicht gleichartig beschrinkt in I7,.
Es ist dann mdglich, zwei Zahlen ¢, (im Intervall 7;) und f, so zu wihlen, dass
| Fi,(0,)| > 2. Da die Funktion F}, (o) stetig ist, konnen wir nun ein abgeschlos-
senes Intervall I,, welches ein Teilintervall von I, ist, so bestimmen, dass

| Fi,(6)| > 2 fiir alle ¢ in I,.

Und so fihrt man weiter fort.

Falls die erste Moglichkeit nach einer endlichen Anzahl von Schritten ein-
tritt, haben wir den Beweis erledigt.

Es bleibt noch der Fall iibrig, wo wir diese Methode bis ins Unendliche
fortsetzen konnen. Man erhilt:

| Fi,(6)| > 1 im Intervall I,
| Il > 2 » S #

|F (o) >n > » I,

Da I, ein Teilintervall von I, ist, I, ein Teilintervall von I, ist u. s. w,,
wird die Folge der Intervalle I,, I,, ..., I, ... mindestens einen gemeinsamen
Punkt ¢, enthalten.

Fiir diesen Punkt ¢, sind dann die Ungleichungen

IFVtx(O'O)I> I, |E2(60)|>27 c IEn(O.O)I.>n; L

erfilllt. Dem widerspricht, dass die Funktion F}(s,) =f(0, + ¢t) beschrinkt ist.
Also muss die erste Moglichkeit eintreten, und damit haben wir den Beweis
gefiihrt.
Wir bendtigen jetzt folgende

Definition. Unter der Bezeichnung »Ein maximales Beschrinkheitsintervall»
der Menge von Funktionen Fi(s) soll ein Intervall I, a < ¢ < b, verstanden
werden, welches die Eigenschaft hat, dass Fi(o) in jedem Intervall o, <o <¥,,
wo a < ay < b <b, gleichartig beschriinkt ist, ohne in irgendeinem Intervalle,
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welches @ oder b einschliesst, beschrinkt zu sein. Der Streifen I= [q, b] soll
ein maximaler Beschrinkheitsstreyfen der Funktion f(s + ¢f) heissen.

Die maximalen Beschrinkheitsstreifen werden zuweilen des Typus [a, b) oder
{a, b] . s. w. sein.

Hier brauchen wir aber nur zu unterstreichen:

1) flo+ 2¢) ist beschrinkt in jedem Intervalle a; <o < by, a<a, <b <b.

2) f(o + ©t) ist in keinem Intervalle, welches @ oder b einschliesst, beschrinkt.

Aus dem obigen kénnen wir nun das folgende schliessen: Es gibt mindestens
einen Streifen (¢, 8), in welchem f(o + ¢t} beschriinkt ist. Wird vorausgesetzt,
dass —0 < ¢ < @<+, ist ¢; nach unten von ¢ und 8, nach oben von 8 abge-
grenzt. Falls der Streifen [, 8] kein maximaler Beschriinkheitsstreifen ist, gibt
es einen mehr umfassenden Streifen, der die verlangten Bedingungen erfiillt.
Eventuell wird es der Streifen [, 5] sein.

Setzt man z B. ¢« = — und 8= + «© voraus, so ldsst der Streifen sich
vielleicht in [— o, b] oder [@, +°] u. s. w. erweitern. Jedenfalls gibt es
mindestens einen maximalen Beschrinkheitsstreifen I = [a, b).

Aus der Definition ergibt sich miihelos, dass zwei maximale Beschrinkheits-
streifen I’ und I” entweder keine gemeinsamen Punkte haben oder miteinander
identisch sind.

Also schliessen wir:

Falls —ow <a <<+, gibt es hiochstens eine endliche Anzahl von

Intervallen 7> 1 und eine endliche Anzahl von Intervallen 7 >é u. s. w. Die

Menge der Intervalle I ist somit abzihlbar oder endlich.

Falls ¢ = —o < f <+ », lasst sich dieselbe Betrachtung auf jedes Teil-
intervall ¢, <0< B, wo —® <, <B <@, verwenden; dadurch erhilt man aunch
mit dieser Voraussetzung:

Die Menge der Intervalle I ist abzihlbar oder endlich. Damit haben wir

bewiesen:

Satz. Zu der Punktion f(s)=f(o + it) gehért eine endliche oder abzdhlbare
Anzahl von maximalen Beschrimkheitsstreifen, welche diberall dicht in (a, ) gelegen
sind, d. h. ein beliebiger Teilstreifen enthilt Geraden o= g,, die mindestens einem
dieser maximalen Beschrinkheitsstreifen angehiren.

Bei dem Beweise haben wir nicht die Voraussetzung, dass f(s) analytisch
ist, benutzt, sondern nur, dass f(¢ + ¢f) in ¢ stetig ist. Dem Satze, der in seiner
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urspriinglichen Form von Osecoop' ausgesprochen wurde, habe ich diese spezielle
Formulierung gegeben, weil wir ihn bei den folgenden Untersuchungen eben so
verwenden werden.

Ich hebe ausdriicklich hervor, dass die Frage der Existenz einer derartigen
Funktion an dieser Stelle iibergangen ist. Diese Aufgabe wird aber spiiter be-
handelt werden.

§ 4. Konstruktion eines wichtigen Beispiels.

Wir wollen nun an die erste Aufgabe herangehen, nimlich an die Konstruk-
tion einer Funktion ¢(s) mit folgenden Eigenschaften:

1) @(s) sei eine ganze Transzendente.

2) @ls) sei fastperiodisch in (— , o} und [0, + ).

3) @(s) habe voneinander verschiedene Dirichletentwicklungen in den beiden
Halbebenen.

Es wird dieselbe Methode gebraucht wie in der vorhin erwihnten Abhand-
lung von H. Bour.? Das wichtigste Hilfsmittel ist auch hier Ruxces Polver-
schiebung, welche ich in § 2 im nahen Anschluss an eben die Funktionen, die
ich im folgenden anwenden werde, erwihnt habe.

Wenn die Linie ¢ = 0 sich nicht an eine der Halbebenen anschliesst, dann
kann man die Pole der reinperiodischen Funktionen, die das Element der Kon-
struktion bilden;, auf diese Linie anbringen und danach den Grenziibergang so
einrichten, dass diese Pole sich bis ins Unendliche entfernen. In dem Beispiel,
das ich hier aufstellen werde, schliesst sich indessen die Linie ¢ = o an die linke
Halbebene, und ich muss daher das Verfahren dndern, indem ich die Pole auf
eine Linie ¢ =0, > 0 legen muss, die gleichzeitig mit dem Grenziibergang gegen

== 0 verschoben wird.

Als Bausteine verwenden wir also reinperiodische Funktionen mit Polen
auf einer Geraden o = q,.

Wir fangen mit einer Funktion an, deren Pole auf o= 1 liegen, z. B.

1 I
lPo(S) = Po(en(s—l) + I) = ets—1) 1 I’ (I)

welche die Pole s =1+ (2¢ + 1)z (g=o0, + 1, * 2,...) und die Periode 27 hat.

1 W. F. Osgood [1].
Z H. Bohr [2].
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Auf @y(s) wendet man die Transformation

mit den Polen z = + ¢ iiberfiihrt.

7 |

dS=1+1 £=1

v

Z=-1

dr5=1-l’

Die Aufgabe wird demnach sein, die Pole so zu verschieben, dass sie durch
einen einzigen Pol ersetzt werden. Falls wir diese Verschiebung lings des Kreises
|z} =1 unternehmen, gelingt es, die dazugehdrigen Pole der s-Ebene auf der
Geraden ¢ = 1 zu zerstreuen.

Das Ziel ist aber nicht nur ein solches Zerstreuen, sondern auch eine seit-
liche Verschiebung. Es wird deshalb notwendig, die Pole in einen Punkt zu
transportieren, welcher innerhalb des Kreises |z|= 1 gelegen ist.

Ich stelle mir daher die Aufgabe, die Pole s =1 + (29 + 1)¢ von der Linie

. . I . . . . oy 1
=1 nach der Linie 0= 80 zu verschieben, dass sie gleichzeitig auf o=

. 1 1
zerstreut werden. Darauf verschiebt man von o= nach o= S s W

Die Funktion ¢,(s) ist periodisch mit der Periode 27 in den Halbebenen
<1 und 1 < g, diese Funktion ist also auch fastperiodisch in (— oo, 1) und
(1, + ). Die Dirichletentwicklung fiir @y(s). in (-~ oo, 1) und (1, + o0) wird
folgendermassen erhalten:

Fiir die Funktion R,(z) = Zfiﬁ haben wir
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m=0

I Si—apan, Jel<

1

Ry(e) = 53— =
-+ ©
m=1

.o . g1, .
Wenn man in diese Entwicklungen z = ¢ einsetzt, so erhiilt man

o
‘ 2(— 1)mema (1) g<1

m=0

¢o(3) == © (3)
l Z(— jrlg—mab—l g >,

m=1

Das konstante Glied der Entwicklung von ¢,(s) ist in o < 1 gleich 1, in
g > 1 gleich o.

Ferner bemerkt man, dass die Dirichletentwicklung (3) in der Halbebene
0 <1 nur ein einziges Glied enthilt, dessen Exponent kleiner als 1 ist, némlich
das zu m = o gehorige Glied y,(s) = 1; die Entwicklung in der Halbebene o > 1
enthilt aber kein Glied, dessen Exponent grosser als — 1 ist — dies wird durch
%o(s) = o ausgedriickt.

Verschiebung der Pole von ¢ =1 nach o= :I;
Wir werden jetzt Runees Methode anwenden, indem wir die Pole T 7z in

(4
der z-Ebene durch den einzigen Pol —e * ersetzen.
Durch die Transformation (2) erhilt man:

z= 11 ergibt die Pole s=1 + (2¢ + 1)¢

» » » s:i—-i— 2(2q + I)i.

Durch diese Verschiebung in der z-Ebene gelingt es, die Pole in der s-

Ebene von ¢ =1 nach azé zu verschieben und gleichzeitig diejenigen auf o :—;
zu zerstreuen.

Es ist hiernach notwendig, ein passendes Verschiebungsgebiet Iy in der s-
Ebene und das zugehdrige Gebiet ¢, in der z-Ebene zu wihlen.

Das Gebiet Iy wird definiert durch
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I 1 7 1 17
<=, SS0=25 ——<it<—; 5<o;
22’ 22 22 2 2? 22 ]

In

mittels (2) erhilt man — indem z=r¢'® — dass G, durch

_3n 3 8= - x 3=
e, ——<O<=; et <y
4 4

A
@
A
A

definiert ist.

»l§

Diese Gebiete haben wir so gewihlt, dass die Polez= + ¢ und 2= —¢
in dem zu , komplementiren Gebiete gelegen sind, wihrend die Pole

s=1+(2¢q +1)¢ und s=§ + 2(2¢ +1)7 in dem zu I'; komplementiiren Gebiete liegen.

Nun wird die Folge der positiven Zahlen ¢, >¢ >¢e> - >, > - 80

gewihlt, dass die Reihe an konvergiert und eine Summe hat, welche kleiner
1

als % ist; diese Zahlen werden spéterhin noch einer Bedingung unterworfen.

Mit Runges Verfahren bestimmen wir danach das Polynom P,(x) so, dass
im Gebiete G, die Ungleichung

1
P, (7,:‘—*) - Ro(z)
etz + 1

besteht. Hiermit ist eine Funktion R, (¢)= P,

( ) festgelegt, die in der 2
ete+ 1

7

ry

Ebene analytisch ist bis auf den Pol 2= —e
Durch die Transformation (2) ergibt sich

p:()= P, (——Iﬁ) (@)
ei(s_a) +1

Diese Funktion ist analytisch in der s-Ebene bis auf die Pole
=% + 2(2¢ + 1)¢ und hat die Periode 47.
Ferner erfiillt sie in I'; die Ungleichung
| 9:(8) = o)} < &1, (s)

und wir haben die Entwicklungen
13—36122. Acta mathematica. * 67. Imprimé le 11 mai 1936.
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* _z
J Dawem, |z|l<e *
m=0
Ei(e) — Ryle) = ©
l Zb%’z“’", le] > 1.
m=0

Durch die Transformation (2) ergibt sich weiter

P n
| Zaﬁe?}s 1), O'<;
m=0
@1(s) — @ols) = - mx, (6)
l b ERP P
m=0

Fiir die konstanten Glieder erhalten wir zufolge (5)

|at’] < & und |B6"] < &.

In der Dirichletentwicklung (6) fiir 0<% gibt es nur ein einziges Glied,

dessen Exponent kleiner als 1 ist, nimlich ,(s) = ay”’, wihrend die Entwicklung

in der Halbebene o> 1 ein einziges Glied enthilt, dessen Exponent grisser als

— 1 ist, nimlich y,(s) = by"’.

Der zweite Schritt besteht in einer Verschiebung der Pole von azé nach
I

G = —-

4

Verschiebung von 0=;— nach a=i-

Als Ausgangsfunktion benutzen wir
I
Pi(s) =P, (7_:1_;_).
65(8 5) + 1
Auf @,(s) wenden wir die Transformation

— )

an, welche die Funktion in
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iberfithrt. Diese Funktion ist analytisch in der ganzen z-Ebene bis auf die Pole

3
+ 7, welche wir jetzt durch den einzigen Pol —e * ersetzen werden.
Man erhilt:

z= 114  ergibt die Pole s =— + 2(2¢q + 1)¢

N |-

7T
2= —¢ 42 » » ¥ S:i+4(2q+l)i

Durch diese Verschiebung in der z-Ebene gelingt es, die Pole in der s-Ebene
von o= % nach ¢ =i zu verschieben und gleichzeitig diejenigen auf ¢ = i zu zer-

streuen.

Es ist hiernach notwendig, ein passendes Verschiebungsgebiet I, in der s-
Ebene und das zugehdrige Gebiet G, in der z-Ebene zu konstruieren.

Das Gebiet I'; wird definiert durch

I 1 7 7
0<—; SS0=5, —1<t<1; <oy
23) 23 25 ’ 28 ’
mittels der Transformation (7) erhidlt man — indem z=r¢'® — dass G, durch
3n 3n 37 87
., m 32 ik ALY
r<<e % e =r=e*, __<O<Z;e <r

definiert ist.

Diese Gebicte haben wir so gewihlt, dass die Pole + 7und —e * in dem
zu G, komplementidren Gebiete gelegen sind, wihrend die Pole s———-;— + 2(2q + 1)2
und s =i + 4(2¢ + 1){ in dem zu I', komplementiiren Gebiete liegen.

Mit Runges Verfahren bestimmen wir danach das Polynom P,(z) so, dass
im Gebiete G, die Ungleichung

I
P, (‘1 ; ) ~ R,(2)
e+

besteht. Hiermit ist eine Funktion

R,(2) = P, (z“l‘—*)
ez 1

festgelegt, die in der z-Ebene analytisch ist bis auf den Pol 2= — 6 v

<e

T
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Durch die Transformation (7) ergibt sich

1
Pa(s) = Py (7——1‘)——) : (8)

64_(8_Z +1
Diese Funktion ist analytisch in der s-Ebene bis auf die Pole

s = i + 4(2q + 1)7 und hat die Periode 8. Ferner erfiillt sie in I', die Ungleichung

|‘Pe(3) - ¢1(3)| < &, (9)

und wir haben nun die Entwicklungen

«© 11
Aaw'e™,  |zl<e #
=0
Ry(2) — R,(2) =

o

Nepam, |z > 1.

m=0

Durch die Transformation (7) ergibt sich weiter

® m_”(s__l)
Zaﬁ,ﬁ’e“' 2/ o< —
=0

iy PY 1
Zbiﬁ’e ¢ 2/ o>

¢2(3)_9’1(5')= mw mr 1
l (-2

Fiir die konstanten Glieder erhalten wir zufolge (9):

|ad”] < &g und |56V ] < e,.

In der Dirichletentwicklung (10) fiir 0 < i gibt es zwei Glieder, deren Expo-

n( 1)
Zle_L
nenten kleiner als 1 sind; ihre Summe bezeichnen wir mit: W,(s)=at”+ ai’et\ /.

Die Entwicklung (10) in der Halbebene a>% enthilt aber zwei Glieder,

deren Exponenten grosser als — 1 sind; ihre Summe bezeichnen wir mit:

i1 1
ale) = B + 1005073



Uber eine Klasse analytischer Funktionen von spezieller fastperiodischer Struktur. 101

So fihrt man weiter fort, und wir wollen nun sehen, wie der n'® Schritt

verlduft.
Nach #» — 1 Schritten haben wir

Pr(s) = Py [———
(62"_'1(8—2"11) + 1)

erreicht; diese Funktion ist analytisch in der s-Ebene mit Ausnahme der Pole

s= =i+ 2" Y2¢ + 1)¢ und erfilllt im Gebiete I'n—; die Ungleichung
Iq)"—'l(s) - q)n—2(3)| < &p—1.
I'p—y ist durch
I 1
0 < i 275§“§£’ — 2" < 2 2—7n<0

definiert.

Nun verschieben wir die Pole von 0= —— nach 6= Ln

2" 2

Als Ausgangsfunktion wird @n—i(s) verwendet, und die Transformation ist

dadurch erhidlt man in der z-Ebene

I
Rn-—1(3) = Pyp—1 (ZT_"_—;)

Diese Funktion ist analytisch in der ganzen z-Ebene bis auf die Pole z == + 7.
T

In der z-Ebene werden die Pole + ¢ nach dem Pole —e *' verschoben.

I
zn——l

z= 11 ergibt die Pole s= + 2" Y2q + 1)¢

4

- | 4‘,L —_— I -
g=—¢ » » » 3—2—n+2"(2q+1)2.

Durch diese Verschiebung in der z-Ebene gelingt es, die Pole in der s-

Ebene von o= nach ¢=— zu verschicben und gleichzeitig diejenigen auf
27L

2n—1

1
o= — zu zerstreuen.
2
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Das Gebiet I, ist definiert durch

I 1 7 ; - 7
—_— <l L _— 2 n—2.
< SU_ZHH, 2 <t<2 ,2n+1<0,

und das entsprechende Gebiet G'» in der z-Ebene wird

3a 3 3 3
TemAl, | gin4l_- an +1 7T T on+1
r<e T"TL e 2 =r<e ,—Z<@<Z; e? <r

Durch Runges Methode wird das Polynom P,(x) so bestimmt, dass im Ge-

1
P, (ﬁnﬂ ) — Hsfe)
et 2+ 1
besteht.

Damit ist eine Funktion R,{z)= P, ( S ~~) festgelegt, die nur den Pol

biete G, die Ungleichung

< é&n

_7_!_—
A"y + 1
Fi4

—e¢ % hat, und durch Anwendung der Transformation ergibt sich die Funktion

Qn(S)= Pn _n—I_— )
E=.

+ 1

welche analytisch in der s-Ebene mit Ausnahme der Pole s =§» + 2"(2q + 1)¢

ist und die Periode 2"*!7 hat. Diese neue Funktion erfiillt im Gebiete I', die

Ungleichung
IqJH(S) - q>n—1(s)| < &p.

Ferner haben wir:

[ X alem, |z] <e &

Die Transformation

ergibt:
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P
=1 1
Zawe?" LA o<
m=0
T AR
e T 0>‘ZTI:1‘

Fiir die konstanten Glieder erhalten wir, dass die Ungleichungen

|al?]| < &y und |60 ] < en
erfiillt sind.

In der zu der Halbebene a<517 gehorigen Dirichletentwicklung von

@n(s) — @n—1(s) gibt es hochstens 27~1 Glieder, deren Exponenten kleiner als 1
sind; ihre Summe bezeichnen wir mit

n M(s_ 1 )
Q/)n(s)::Zai;’;)ean gn—1 , (II)
=0

wo gqn die grisste ganze Zahl ist, fiir welche %f—t <TI.

I

In der Halbebene o > prE

enthiilt die Entwicklung hochstens 2”1 Glieder,

deren Exponenten grosser als — 1 sind; ihre Summe bezeichnen wir mit

In- _M(s__J.*)
xn(s) = Z bg’,’) e oM on—1 , (12)

m=0

wo ¢» dieselbe Zahl wie oben ist.

Wir wollen jetzt die Grisse von |[n(s)] in o= o0 abschitzen. Da
3n
|Ru(2) — Ru—ile)| <en fiir |z]<e 2*"*'=0,, ergibt sich aus dem Cavcny'schen
Koeffizientensatze
3zm

& 2

) no_ 92n+1

|a(m |< I =d,¢ ,
n

und es gilt somit in der linken Halbebene des Gebietes I, (d‘ h. fiir ¢ < z—sﬁ)

die Ungleichung

[ynls)l = 27 en.
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Da die Halbebene ¢ = o stimtlichen Gebieten I', angehort, ergibt sich, dass
die Ungleichung

[yals)] = 2" n (13)

richtig ist, fir oo und »=1,2,3,....
Wir gehen nun dazu iiber, die Grosse von |y.(s)| in einer Halbebene, die

in simtlichen Verschiebungsgebieten I', (z. B. ¢ = 2) enthalten ist, abzuschiitzen.
3n

Da fir |z} > *"*! =6L die Ungleichung |R.{2) — Ra—1(2)] < & besteht,

n

erhilt man ebenso, dass

3nam
2n+1
B < e 2™,

woraus die Ungleichung

lnls)] = 2" en (14)

folgt, die richtig ist z. B. fir 6=2 und n=1, 2, 3, . ...

Die oben gefundene Majorisierung von YWn(s) und x.(s) wird erst im fol-
genden Paragraphen zur Anwendung kommen; an dieser Stelle kehren wir zur
Untersuchung der Funktionen

¢0(S)a q)l(s)y DS} 9711(3), e

die wir eben konstruiert haben, zuriick, um zu zeigen, dass diese Folge von
Funktionen eine Grenzfunktion @(s) hat, welche eine ganze Transzendente ist.
Wir erinnern an die folgenden Eigenschaften der Funktionen:

@ols) ist analytisch in der s-Ebene bis auf die Pole s=1 + (29 + 1)¢

q)l(g) » » » ¥ » » » » » s:»Iz— + 2(2q + 1)1,

@n(s) ist analytisch in der s-Ebene bis auf die Pole s=$ + 2%(2q9 + 1)2

@ols) hat die Periode 27, g@,(s) die Periode 47, ..., pu(s) hat die Periode 2"+!¢
u. 8. w.

|@1(s) — @ols)] < &, im Gebiete Iy, |all] < e und |BP] < &,
lps(s) — gr(s)] < &y » » Ty, ol <e » [P <s
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| (s) — @r—i(s)] < en im Gebiete Iy, |al?] <&, und [6V] < en

Wir betrachten die Verhiltnisse innerhalb eines festen Kreises |s| < o.
Das Gebiet I'y ist definiert durch

I, _ 7

. <
2n+1’ antl = 0= o1 ’

7

2n+1

o< — 2" i << 2" < g,
und es ist somit moglich, eine solche Zahl N zu wihlen, dass alle Gebiete
I'x, I'yt1, ... den Kreis |s| < ¢ enthalten.

Die gesuchte Grenzfunktion wird in der Form:

@

9() = ox(s) + 3 (gals) — pus 5)
Nt
geschrieben.

Die einzelnen Glieder dieser Reihe sind analytische Funktionen im Kreise
lsl<o. _

Da im Kreise |s| <g¢ die Ungleichung |@a(s) — gn—i(s)] < ex besteht, und
da ferner an konvergent ist, ergibt sich, dass die Reihe gleichmissig konver-

N+1
giert; ¢(s) ist also analytisch im Kreise |s| < ¢, und da ¢ beliebig gross gewiihlt
werden kann, ist @(s) eine ganze Transzendente.

Jetzt haben wir @(s) festgelegt und wollen nun ihre fastperiodischen Eigen-
schaften untersuchen,

Da die Halbebene ¢ < o simtlichen Gebieten I’ angehort, die Funktionen
@n(s) fastperiodisch (sogar reinperiodisch) in diesen Gebieten sind, und die Un-
gleichung |@n(s) — gn—(s)] < & in ¢ = o besteht, konnen wir durch eine Majo-
rantenbetrachtung schliessen, dass die Folge gleichmiissiz konvergent in der
Halbebene ¢ =< o ist, d. h. @(s) ist fastperiodisch in (— o, O}.

Ist & eine beliebig kleine, positive Grosse, so gehort die Halbebene ¢ > ¢
zu sidmtlichen Gebieten I, von einer gewissen Stelle an; in genau derselben
Weise wie oben lisst sich dann beweisen, dass ¢(s) fastperiodisch in der Halb-
ebene ¢ <o <+ o ist, d. h. @(s) ist fastperiodisch in [0, + ).

Da ¢(s) fastperiodisch in (— 0, o} und in [0, + o) ist, kénnen — infolge des

Satzes 4 § 1 — die Fourierentwicklungen der bei jedem festen Wert von ¢ ent-
14—36122, Acta mathematica. 67. Imprimé le 11 mai 1936,
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stehenden fastperiodischen Funktionen in zwei Dirichletentwicklungen gesammelt

]

@(s) ~ Ao+ ZA e (4y>0),6<o0 l
1

werden:

p(s) ~ By+ D\ Bne™" (M. <o0), 0>0
1

Diese Entwicklungen entstehen aber durch formalen Grenziibergang in den
entsprechenden Entwicklungen von @n(s) — Satz 7 § 1 — also ergibt sich aus
der Darstellung

@

P(s) = @o(s) + D\ (@uls) — @n(s)),

1

dass

Ay=1+ Dal) und By=o + JW".
1 1

Von den konstanten Gliedern zeigten wir |a™] < & und |60| < &,; da nun

ferner die Ungleichung Z &n <% besteht, ergibt sich sofort, dass
1

o <«
|A0l>1—28n>§ und ;BO|<28,1<§
1 1

d. h. 4, =+ B,.

Die Dirichletentwicklungen der Funktion ¢(s) in den beiden Halbebenen
sind also voneinander verschieden.

Damit haben wir bewiesen:

Satz. Es gibt ganze transzendente Funktionen, die sowohl in (— oo, o} wie
auch in [0, + ®) fastperiodisch sind wund in den beiden Halbebenen vonernander
verschiedene Divichletentwicklungen haben.

Beim Aufbau des obigen wichtigen Beispiels haben wir die Dirichletent-
wicklungen in den beiden Halbebenen — o <g=0 und o <o <+ o betrach-
ten miissen, um zu beweisen, dass die konstrnierte Funktion '¢ (s) micht in
(— o, + o) fastperiodisch ist. Eine gewisse andere Wahl der bei der Konstruktion
zu verwendenden Verschiebungsgebiete ermoglicht es aber, den Beweis allein
durch Betrachtung der Menge von Verschiebungszahlen zu fiihren.
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In dieser Weise lisst sich eine Funktion x(s) aufbauen, welche die folgen-
den Eigenschaften hat:

1) x(s) ist eine ganze Transzendente.

2) x(s) ist fastperiodisch in [— oo, + co).

)
3) x(s) ist nicht fastperiodisch in (— oo, + oo).

H. Bour hat mich doch darauf aufmerksam gemacht, dass man ein Bei-
spiel einer solchen Funktion ganz unmittelbar angeben kann, nimlich das fol-
gende:

%(s) == ¢h® + b,

wo A, und 2, negative Zahlen sind, deren Quotient irrational ist. Wir sehen
sofort ein, dass x(s) eine ganze transzendente in [— o, + ) fastperiodische
Funktion ist.

Es bleibt . noch ibrig zu beweisen, dass die Funktion x(s) in (— o, + o)
nicht fastperiodisch ist.

Es gibt keine der positiven Zahl ¢ entsprechende Verschiebungszahl 7=1z(e),
weleche sich in der ganzen Ebene anwenden lisst. Dies wird folgendermassen
bewiesen:

Wir schreiben

x(s + 27) — u(s) = M (e!h® — 1) + k(7 — 1),

woraus wir ohne Milhe schliessen konnen, dass eine Periode fiir et* bzw. ¢*
nicht als Verschiebungszahl fiir (— o, + «) benutzt werden kann.
Bs sei 7 eine von diesen Perioden der beiden Funktionen verschiedene Zahl.
Dann ergibt sich fiir |4,] > |4, die Umschreibung

[%(s + ¢7) — x(s)] = €h?- | eh®— 1 + ebh)s . (¢ih7 — 1}],

welche filr — o ¢ gegen oo strebt.
Damit ist bewiesen, dass die Funktion x(s) nicht in (— ®, + ) fast-

periodisch ist.

§ 5. Die Menge der Maximalstreifen fiir eine im voraus gegebene Funktion.

Die Klasse von Funktionen, welche zu untersuchen mein Ziel gewesen ist,

wird durch die folgenden Forderungen charakterisiert:
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1) Es sei f(s)=f(o + it} eine tm Streifen (e, 8) analytische Funktion.
2) Die Funktion f(s)= f(o + it) sei fastperiodisch auf jeder Geraden o= g,
innerhalb des Streifens.

Da flo, + ¢t) eine fastperiodische Funktion der reellen Veriinderlichen ¢ ist, ist
sie auch beschrinkt und erfiillt also die Ungleichung

|floy + i) = Lioy), —o <t< + o,

wo L(g,) wie gewohnlich die obere Grenze fiir |f(s, + 7t)| bezeichnet.

Auf die gegebene Funktion f(o + ¢f) lisst sich somit der in § 3 bewiesene
Satz anwenden, und man erhilt:

Der Funktion f(o + ¢f) entspricht eine endliche oder abzihlbare Anzahl
von maximalen Beschrinkheitsstreifen I(a < ¢ < b), welche iiberall dicht in (e, g)
gelegen sind. Falls wir nun einen' einzelnen dieser maximalen Beschriinkheits-
streifen betrachten und uns daran erinnern, dass die Funktion f(o + ¢?) auf
einer Geraden ¢ =g, a < 0, < b, (sogar auf jeder Geraden ¢ = g, innerhalb des
Streifens) fastperiodisch ist, dann konnen wir sofort durch Anwendung des
Satzes 2 § 1 schliessen, dass f{o + if) in [a, b] fastperiodisch ist.

Wir haben damit bewiesen:

Hauptsatz I. Zu der Funktion f(o + ¢t) gehirt eine endliche oder abzdhlbare
Anzahl von Maximalstreifen I, die im Streifen (¢, ) iiberall dicht gelegen sind,
d. h. ein beliebiger Teilstreifen enthdlt Geraden o = 6,, welche mindestens einem
dieser Maximalstreifen angehiren.

§ 6. Konstruktion einer Funktion, fiir welche die Menge der Maximalstreifen
gegeben ist.

Im nahen Anschluss an das vorhergehende bietet sich nun die folgende
Frage dar:

Ist es moglich, eine im Streifen (¢, 8) analytische Funktion zu konstruieren,
die auf jeder Geraden ¢=g,, ¢ < g, < 8, fastperiodisch ist, und fiir welche die
Menge der Maximalstreifen, welche die im Hauptsatze I erwihnten Bedingungen
erfiillen, gegeben ist?

Wir nehmen vorliufig an, dass —® <e<f< + o und dass die gegebenen
Maximalstreifen alle des Typus [z, b] sind, d. h. die Funktionen sollen fastperio-
disch in [a, b] sein, ohne in (a, ] oder in [a, b) fastperiodisch zu sein.
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Der Aufbau einer Funktion mit den verlangten Eigenschaften lisst sich in
drei Schritten unternehmen:

A. Die Konstruktion einer Funktion, fiir welche der Maximalstreifen
la, 8] gegeben ist.

B. Die Konstruktion einer Funktion, fiir welche eine endliche Anzahl von
Maximalstreifen gegeben ist.

C. Die Konstruktion einer Funktion, fiir welche eine abzihlbare Anzahl
von Maximalstreifen gegeben ist.

o

A

Die Gerade v =0 gehort zu der linken Halbebene.

Als Element des Aufbaus werden wir die frither konstruierte Funktion ¢(s)
benutzen. Diese Funktion hat folgende Eigenschaften:

1) ¢(s) ist eine ganze Transzendente.

2) g@ls) ist fastperiodisch in (—oo, o} und in [0, + ).

3) ¢(s) hat voneinander verschiedene Dirichletentwicklungen in den beiden
Halbebenen.

Aus der Darstellung in § 4 ergibt sich, dass die Dirichletentwicklung fiir
@(8) in (— », 0} lauter nichtnegative Exponenten hat, wihrend die Dirichlet-
entwicklung der Funktion in [0, + ) lauter nicht-positive Exponenten hat.
Durch Anwendung des Satzes 10 § 1 kionnen wir dann schliessen, dass @(s) so-
wohl fiir — o<« ¢ als auch fiir 6— + o, —» << + », gleichmissig gegen
einen Grenzwert konvergiert.

Die Funktion ist also beschrinkt in (— oo, o}; wir bezeichnen die obere
Grenze fiir |p(s)| mit M, 4. bh.

lp(s)| < M in (=, o).
Da ¢(s) auch in [o, + o) beschrinkt ist, lisst sich zu jedem festen

r >0 eine solche Zahl K = K(r) bestimmen, dass im Gebiete — o < o< + oo,
—7r < t< + r die Ungleichung |p(s)] = K{r) besteht.
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Man bildet nun ¢@(—s). Dadurch entsteht eine Funktion, welche fast-
periodisch auf jeder Geraden o=g0, ist; die Halbebene ¢ = o wird in ¢ = o,
die Halbebene ¢ > 0 in ¢ < 0 iberfiithrt.

F ,
Die Gerade o =o0 gehirt zu der rechten Halbebene.

@(— s) hat als Funktion von s die folgenden Eigenschaften:

1) @(—.s) ist eine ganze Tranzendente.
2) @(—s) ist fastperiodisch in {— «, o] und in {o, + o).
p(—s)

(

beiden Halbebenen.

hat voneinander verschiedene Dirichletentwicklungen in den

Ferner erhiilt man:

lgp(-— )| < K(») im Gebiete — 0 <g<+00, —r<t<+ 7.

A. Jetzt ist es uns erméglicht, eine Funktion f(s), fiir welche der Maximal-

streifen [e, 8] gegeben ist, aufzubauen.

[RAANN
[1]1]]

-

A
g

Eine solche Funktion ist
fs)=gls—a) + p(—s+p)

Sls) hat nimlich die folgenden Eigenschaften:
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1) Da @ (s—e) und @(—s+p) ganze transzendente Funktionen sind, ist ihre
Summe auch eine ganze Transzendente. f(s) ist eine ganze Transzendente.
2) @(s—a) ist fastperiodisch in (—, ¢} und in [, -+ ®)
plmstf)r s o (=28 o 18 ).

Uber die Funktion f(s)=¢(s—a)+@(—s+B) konnen wir vor allen Dingen schlies-
sen, dass sie auf jeder Geraden g=g, fastperiodisch ist. Ferner ergibt sich —
durch Anwendung der Sitze 3, 10 § 1 — dass f(s) fastperiodisch in (—o, a},
(@, 8] und {8, + ) ist.

3) Da g@(s—ea) nicht in (e, 8] beschrinkt ist, wihrend in diesem Streifen
@(—s+08) beschrinkt bleibt, sehen wir sofort ein, dass f(s) nicht in (e, 8] fast-
periodisch ist.

In genau derselben Weise schliesst ‘man, dass f(s) nicht in [a, §) fast-
periodisch ist.

Die Funktion f(s) hat also den Maximalstreifen [a, 8. Im Gebiete
—w << +o, —p <t< +r, besteht die Ungleichung

L/ ()] =2 K ().

B. Wir wollen jetzt eine Funktion g(s) konstruieren, welche in « < o< g
eine endliche Anzahl von Maximalstreifen

I, = [“"ax]a I, = [0‘17 U‘2]’ oo In=lan—, 5]
hat.

Zu jedem der Intervalle I, I,, ... I, bestimmen wir die oben erwiihnte
Funktion f(s); die dadurch entstehenden Funktionen nennen wir f,(s), /3 (), - . .,
Jul(s), wo

Sals) = ¢(3 — @q—1) + ¢(—‘5 +ag); gpy=a, w=4.

Wir bilden nun die Funktion
n
g (3) = Zﬁl (S)
1

und werden dann beweisen, dass sie die verlangten Eigenschaften hat.

1) Da die einzelnen Funktionen f,(s) ganze transzendente Funktionen sind,
wird auch g(s) eine ganze Transzendente sein.

2) g(s) ist fastperiodisch auf jeder Geraden ¢ = g,. Ferner ergibt sich —
durch Anwendung der Sitze 3, 10 § 1 — dass g(s) fastperiodisch in (-, ¢},
@, ey, . .., [en—, Bl und {B, + ) ist.
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3) Um zu zeigen, dass (e, ¢;] ein Maximalstreifen fiir die Funktion g/(s)ist,

schreiben wir diese in der folgenden Form: g(s)=f,(s) + 2 Ja(s).
2

In derselben Weise wie in A. sehen wir ein, dass g(s) weder in (e, e,] noch
in [e, @) fastperiodisch ist. Die Funktion g¢(s) hat also den Maximalstreifen
[@, @,). Dieselbe Uberlegung lisst sich bei den anderen Streifen anwenden.

C. Es bleibt noch die wesentlich schwierigere Aufgabe iibrig: der Aufbau
einer Funktion h(s), fiir welche im Streifen (¢, 8) die Menge der Maximalstreifen

Il’ Ig, ey Iq, ey WO [(] = [(Xq, ﬂq]
abziahlbar ist.

N
= N
- N
- N
- N
& T N

o-a o-a_? lo-g, G:8

Zu jedem dieser Intervalle I, wird eine Funktion fi(s) durch
Sals) = &4 {p(s — aq) + p(— s + 8o},

. ope I, .
wo dq eine positive Konstante é; ist, definiert.

Da ¢(s—aq) und @(—s+8,) sowohl in (—co, &} als auch in {8, + ) be-
schriinkt bleiben, kann d, so gewiihlt werden, dass die Ungleichung |f,(s}| < 1
in beiden dieser Streifen besteht. Die gesuchte Funktion h(s) definiert man jetzt
durch eine Reihe

h(s) = i ko fq (s),

wo ky, kg, ..., kg, ... eine Folge von positiven Zahlen bilden, welche so fest-

gelegt werden, dass die Summe Dk, konvergiert.
1

1) Zuniichst ist zu beweisen, dass h(s) eine ganze Transzendente ist. Wir
sehen ein, dass innerhalb des festen Kreises |s| <1 die Ungleichung |f;(s)| =
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N
A
N

K(r) besteht; dies fithrt aber mit sich, dass qu fa(s) die konver-
1

gente Majorantenreihe K (r qu hat. Hieraus folgt, .dass die Reihe Zlcq o (s)
1

im Kreise |s| <r gleichmassng konvergent ist, und da die einzelnen Funktionen
f4(s) ganze Transzendenten sind, ist also h(s) in diesem Gebiete analytisch. Da
r beliebig gross gewiiblt werden kann, haben wir damit bewiesen, dass die Funk-
tion h(s) eine ganze Transzendente ist.

2) Hiernach werden wir die fastperiodische Eigenschaft untersuchen.

Fir ¢ =g, erhilt man

hoy + i 0= Skafolo, + 08,
1

Falls die Gerade o= g, nicht den Maximalstreifen I, I,, . .., I, ... angehort,

wird diese Reihe die konvergente Majorantenreihe qu haben, denn es besteht
1

dann die Ungleichung | f;(0, + 78)] < 1. Da die einzelnen Funktionen f,(o,+7¢)

fastperiodisch sind, ergibt sich unmlttelbar dass auch h(g,+¢t) = Z kqfolay +14)

eine fastperiodische Funktion der reellen Verinderlichen ¢ ist.
Falls die Gerade o=, aber einem Streifen I, angehort, konnen wir
h(o, + 2t) in der Form

h(o + it) = knfu (0 + it) + D kefo(0, + ¢t)
q+n

schreiben, welche die konvergente Majorantenreihe ke, + Zlcq, bat, wo ¢, die
qgFn

obere Grenze fiir |fu(o, + 7f)|, —0 <t < + oo, ist. Auch diese Reihe ist also
gleichmiissig konvergent, d.h. h(o,+¢t) ist eine fastperiodische Funktion von ¢.
Damit haben wir bewiesen, dass die Funktion &(s) auf jeder Geraden ¢=g,
fastperiodisch ist.

Um die fastperiodische Struktur der Funktion im Streifen I, = {an, 8} zu
untersuchen, schreiben wir

15—36122, Acta mathematica. 67. Imprimé lo 11 mai 1936,
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()= knfuls) + 2 kq fe(s)

g+n

h(s)=rFnfuls) + R(s).

Wir wissen schon, dass das erste Glied auf der rechten Seite in [ay, n) fast-
periodisch ist; eine Majorantenbetrachtung, die der obigen ganz &hnlich ist, zeigt,
dass auch das zweite Glied R(s) im Streifen [e,, 8:) fastperiodisch ist. Die
Funktion h(s) ist also fastperiodisch in [ea, 8]

3) Da knfu(s) weder in (an, 8s) noch in [an, 8.) beschrinkt ist, wihrend die
Funktion R (s) aber in diesen Streifen beschrinkt bleibt, konnen wir in gewdhn-
licher Weise schliessen, dass die Funktion h(s) weder in (an, 84 noch in [a,, 8))
fastperiodisch ist.

Der Streifen [a,, 8] ist also eben ein Maximalstreifen fiir die Funktion A(s).

Die obigen Ergebnisse driicken wir folgendermassen aus:

Satz. Es ist mdglich, eine ganze transzendente Funktion zu konstruzeren, filr
welche die Menge der Maximalstreifen innerhalb des festen Streifens « < a < g,
wo —o<a<B< +0o0, om voraus gegeben ist.

Bis jetzt haben wir angenommen, dass die Menge der Maximalstreifen I in
dem endlichen Streifen (o, §) liegt; nun werden wir aber untersuchen, wie es
sich verhilt, falls die Menge iiberall dicht in der Halbebene (o, + ), (—x, §)
oder in der Ebene (—, + ) gelegen ist.

Wenn jeder der Maximalstreifen I endlich ist, wird der Beweis genau wie
im Falle C -gefiihrt.

Es bleibt noch iibrig die Moglichkeit zu untersuchen, dass ein oder (hoch-
stens) zwei der Maximalstreifen I ins Unendliche gehen.

In § 4 haben wir eine Funktion x(s) konstruiert, welche in [—, + o)
aber nicht in (—0, + ) fastperiodisch ist. Bilden wir die Funktion x(s)+x%(—s),
sehen wir durch Betrachtung ihrer Verschiebungszahlen, dass sie den Maximal-
streifen [—o, + o] hat.

Um z. B. eine Funktion mit den Maximalstreifen [— e, &| aufzubauen, wen-
den wir die Funktionen x(s) und @(—s+ea) an und erhilt die gesuchte Funk-
tion x(s)+@(—s+ea). — In dieser Weise gelingt es irgendeinen Fall zu behan-
deln.
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Damit haben wir bewiesen:

Hauptsatz II. FEs ¢st moglich, eine ganze transzendente Funktion zu kon-
struieren, figr welche die Menge der Maximalstreifen, welche die tn Hauptsatz 1

erwihnte Bedingung erfiillen, gegeben tst.

§ 7. Kine ganze transzendente Funktion, welche nur auf einer
Menge von Geraden fastperiodisch ist.

Wir gehen nun zur Behandlung des letzten Problems iiber, ndmlich zur
Konstruktion einer ganzen transzendenten Funktion, welche auf der Menge von
Geraden, die zuriickbleibt, wenn man von dem gegebenen Streifen («, §) die im
Hauptsatze IT erwihnte Menge von Maximalstreifen entfernt, fastperiodisch ist,
ohne auf irgendeiner anderen Geraden innerhalb des Streifens fastperiodisch
zu sein.

Bei der Konstruktion einer solchen analytischen Funktion gilt es, ein Mittel
zu finden, welches die Aufhebung der fastperiodischen Eigenschaft bewirken
kann. Man muss sich nun erst daran erinnern, dass, wenn eine fastperiodische
Funktion einer reellen Veridnderlichen eine Fourierentwicklung besitzt, deren
konstantes Glied von Null verschieden ist, ein unbestimmtes Integral dieser Funk-
tion nicht beschriinkt, d.h. nicht fastperiodisch wird — hiernach sieht man so-
fort ein, dass eben Infegration das gesuchte Mittel ist.

In § 6 haben wir schon eine Funktion h(s) konstruiert, fiir welche die
Menge der Maximalstreifen I,, I, ..., I, ... gegeben ist (diese Menge wird
speziell nur aus einer endlichen Anzahl von Streifen bestehen konnen).

Wir schreiben

W) = S kofsls) (1

WO

Sals) = dq {pls — aq) + ‘P(" s + By} (2)

mit den Dirichletentwicklungen

do(do+ Bo) + D\ dg Anen—20) + ) g Bue™"(P), ¢ = aq

fq (S) ~ 6(] (2 Bo) + 6(1Bnen[n/\8_a‘ﬂ -+ 6q Bneh 1””<8_‘3q>7 Cq < o< ﬂq (3)
|

l 6(] (AO +- BO) + 2 d‘aneﬂl,n(S-‘(tq) + Z d\qAne‘Aﬂ@_‘;(I), ﬂq é .
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Nun bilden wir eine neue Funktion

F) = h(s) — (4 + B) S b,y n

mit den folgenden Eigenschaften:

1) f(s) ist eine ganze Transzendente.

2) f(s) ist fastperiodisch auf jeder Geraden ¢ = g,

Falls die Gerade o=0, einem Maximalstreifen I, angehort, ist das konstante
Glied 6, kn(By—A4, der Fourierentwicklung fiir f(g,+¢f) von Null verschieden.

Falls die Gerade o=0, keinem der Maximalstreifen 7, angehért, ist das
konstante Glied der Fourierentwicklung fiir f(g,+¢¢) gleich Null.

3) f(s) und h(s) haben dieselbe Menge von Maximalstreifen, nimlich I,
L. I ...

Im folgenden werden wir ein unbestimmtes Integral von f(s) untersuchen,
d.h. wir werden die ganze transzendente Funktion

#6)= [ ias= 1~ 4+ B) S0k} as 8

studieren.

Das konstante Glied der Fourierentwicklung fiir flo,+¢t), welche einer einem
Mazximalstreifen angehirigen Geraden o=0, entspricht, st von Null verschieden.
Aus einem bekannten Satze ergibt sich dann unmittelbar, dass I'(s) auf dieser
Geraden nicht fastperiodisch ist.

Das konstante Glied der Fourierentwicklung fiir f(a,+it), welche einer Gera-
den o==04 entspricht, die nicht zu der Menge von Maximalstreifen 1, I, . . ., L, . ..
gehort, st gleich Null. Da die Exponenten sich aber im Punkte Null hiufen,
wird eine nihere Untersuchung hier nitig sein.

Wir bezeichnen die Maximalstreifen, die in der Halbebene ¢ =< g, gelegen
sind, mit I, wihrend die Maximalstreifen, welche in der Halbebene ¢ = g, liegen,
mit I, bezeichnet werden. In Ubereinstimmung hiermit schreiben wir:

Sls) = 2* ko {fo,(8) — 04, (4o + By)}
6
+ Z** kg {fau(s) — 04, (4o + By}, “

wo 2* und ZH ausdriicken- sollen, dass die Summation iiber I, bzw. iiber I,

ausgefiithrt wird.
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Eine Majorantenbetrachtung zeigt sofort, dass die durch Z* und Z**

dargestellten Funktionen ganze Transzendenten sind und die Menge von Maxi-
malstreifen I, bzw. I, haben. Wir wollen jetzt die Glieder der Dirichletent-
wicklungen fiir f(s), deren Exponenten zwischen 0 und 1 bzw. zwischen —1 und
o liegen, etwas genauer studieren.

Gleichzeitig mit dem in § 4 durchgefiihrten Aufbau der Funktion ¢ (s) haben
wir die von den Gliedern der Dirichletentwicklung fiir @n(8)—@n—i(s), deren
Exponenten numerisch kleiner ‘als 1 sind, herrithrenden Funktionen ,(s) und
%n(s) untersucht.

Zufolge § 4 (11) und (12) konnen wir diese Funktionen folgenderweise
schreiben

In mor f 1
wels) = S e ()

"= (7)
n _m=n o 1

xn(s) = D bwe am ( 2”‘1).
m=0

Ferner wissen wir — § 4 (13), (14) — dass die Ungleichungen

[ (s} = 2" en, 6=o ®
I%n(s)lézn_len, 0= 2
fir n=r1, 2, 3, ... erfillt sind.

Uber die positiven Zahlen ¢, haben wir in § 4 die Voraussetzung Zen <é
1

gemacht. Des folgenden halber werden wir jetzt die Zahlen &, der weiteren
Bedingung, dass 222 "2 &, konvergent ist, unterwerfen.
1

Wir werden zunichst die Glieder der Dirichletentwicklungen fiir ¢ (s), deren
Exponenten numerisch kleiner als 1 sind, untersuchen, oder mit anderen Worten:

wir werden die Reihen

WO sl ) o

o %0(8)4'%1('5’)' C A gnls) +
gtudieren.

Fir die konstanten Glieder der Reihen (9) haben wir
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=1+ dat”
1 0
B,=o0 + Z b J
1

Aus (9) und (10) bilden wir dann die Reihen

ﬁww—wﬂ

1

! - (11)
zm@—wﬂ

1

Durch eine Majorantenbetrachtung und Verwendung der Ungleichungen (8)
sehen wir, dass die durch diese Reihen definierten Summen (s) und %(s) in
(—c0, o} bzw. in {2, + ) fastperiodisch sind.

Aus dem Satze 12 § 1 schliesst man nun, dass diese beiden Funktionen
ganze. Transzendenten und in (—, 4+ o] bzw. in [, -+ ») fastperiodisch sind.

Da die Dirichletentwicklungen von ¥(s) und x(s) durch formale Addition
der zu Y,(s)—al™ und yu(s)— b gehorigen Entwicklungen entstehen, hat man

P(s) ~ X Auetn® l

0<dp<1

‘ (12)
= o |

—1< i, <0

Auf Grund der absoluten und gleichmissigen Konvergenz der Reihen (9) und
aus der Art und Weise, in welcher wir die Ungleichungen (8) gefunden haben, sehen
wir sofort, dass die Reihen (12) absolut und gleichmissig konvergent in (— =, o}
bzw. {2, 4 ) sind.

Wir wollen nun ein unbestimmtes Integral jeder der Funktionen betrachten

P(s) =[1p(s) ds
- (13)
X@=j}®m
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Zu untersuchen ist, ob diese ganzen transzendenten Funktionen #(s) und X(s)

wiederum fastperiodisch sind.

Wir miissen deshalb zu den urspriinglichen Ausdriicken (7) zuriickkehren

In mm (s-- 1 )
xn (S) — bf)’n) — Z bq(]:)e on gn—1

m=1

Durch Integration erhédlt man

mm ™
=1

In o :’"L’(s_____l.;
[ s = 3 2 aper 7o
m
{

% _.__271 _M_ﬂ(s_ 1 )
f lnle) =0 ds = 3 - bpe

welches in Verbindung mit den in § 4 gefundenen Ungleichungen

3 m
2n+1
Iagﬁl = ene?

3am
2n+1
|b£;‘)| = gpe?

schon durch eine lose Abschitzung ergibt

|fm@—ww8

lf(%n (3) —bM)ds

< o2, s=<o0 ]

S2¥ 2, o= 2 [

(15)

Wenn wir nochmal die Voraussetzung, dass 222”“2 & konvergent ist, in

Verbindung mit (15) anwenden, kénnen wir — durch eine Majorantenbetrachtung —

sofort schliessen, dass die aus (11) durch gliedweise Integration und Verwendung

der durch (14) festgelegten Integrale entstehenden Reihen



120 Richard Petersen.
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ifm@—WMJ

in der Halbebene ¢ = 0 bzw. in ¢ = 2 absolut und gleichmissig konvergent sind.

(16}

Daraus folgt, dass die durch die Reihen (16) definierten Funktionen eben
unbestimmte Integrale ¥ (s) und X (s) von ¥ (s) bzw. % (s) sind, d.h.

w@=ifm@—ww&o§4

xw=2fm@—ww&024
1
Wir haben damit die friither erwihnten Funktionen

W@=fw®%

festgelegt.

Aus der Darstellung (17) lisst sich sofort schliessen, dass ¥ (s) und X (s) in
der Halbebene (— o, o} bzw. in der Halbebene {2, + %) beschrinkt bleiben; in-
folge des Satzes 2 § 1 sind diese Funktionen also fastperiodisch in [—, O]
bzw. in [2, + ].

Aus einem bekannten Satze ergibt sich nunmehr, dass die Dirichletent-
wicklungen von ¥(s) und X(s) durch gliedweise Integration von (12} entstehen:

Ll
0<dp<1

Ps)~ —ﬁ—ne"%*, a<o]
(18)

By
X(s) i1<%<0 Mne"’ns, 2<g¢ l
Indem man sich daran erinnert, dass die Exponenten dieser Entwicklungen
positiv bzw. negativ sind, erhiilt man aus dem Satze 12 § 1, dass ¥(s) und X (s)
in (—o, +%] bzw. in [— o, + ) fastperiodisch sind.
Wir kehren jetzt zu der urspriinglichen Aufgabe zuriick, die in einer Un-
tersuchung der fastperiodischen Eigenschaften der Funktion (s)
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besteht. Uber diese Funktion haben wir frilher bewiesen, dass sie auf keiner
Geraden o=g0,, welche einem Maximalstreifen angehort, fastperiodisch ist.

Wir werden. aber jetzt das Verhalten auf einer Geraden o=g,, die nicht
zu einem der Maximalstreifen gehort, untersuchen, und dabei wird die in (6)
angegebene Umschreibung niitzlich

Sfls)= 2* ko, {f0u(8) — g, (4q + Bo)}

EX 3 (6)
+ N e 1 funls) — 6, (4o + By}

Die Fourierentwicklung fiir f(g,+¢#) lisst sich in zwei Teile zerlegen; der

von Z* herrithrende Teil wird aus den Gliedern mit negativen Exponenten be-

stehen, wihrend die Glieder mit positiven Exponenten aus dem von ZH her-

riihrenden Teil stammen.

. . - .
Wir begniigen uns, D\ niher zu studieren

N ko, {fur (0 + 58) — 84, (4, + By)}. (19)

Die Glieder der Fourierentwicklung fiir f(o,+¢f), deren Exponenten zwischen
—1 und o liegen, rithren von

2* kqxaqx {x (0'0 + ¢t — “Qx) + @D("‘ oo — ot + ;3111)} (20)
her.

Da die Funktionen w(s) und ¥(s) in der Halbebene (—<o, 0} beschrinkt
sind, und ferner die Funktionen y(s) und X(s) in {o, + ) beschrinkt sind,
ergibt sich, dass die Reihe (20) gleichmissig konvergiert, d. h. die Reihe stellt
eine fastperiodische Funktion der reellen Veriinderlichen ¢ dar. In derselben
Weise sieht man ein, dass die durch gliedweise Integration von (20) und An-
wendung der durch (18) festgelegten Integrale entstehende Reihe eine fastperiodi-
sche Funktion von ¢ darstellt.

Bilden wir-die Differenz zwischen den Funktionen (19) und (20), so entsteht
eine neue fastperiodische Funktion- der reellen Verﬁndeﬂichen t, deren Fourier-
exponenten alle < — 1 sind. Diese Funktion lisst sich — infolge des Satzes 10
§ 1 — als Randfunktion einer in der Halbebene {g,, + =) fastperiodischen Funk-

16—36122. Acta mathematica. 67. Imprimé lo 22 juin 1936,
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tion auffassen; da deren Dirichletentwicklung nur Exponenten hat, welche = —1
sind, kénnen wir — infolge des Satzes 11 § 1 — schliessen, dass ihr unbestimm-
tes Integral ebenfalls in der Halbebene {g, + ) fastperiodisch ist.

In genau derselben Weise verliuft die Untersuchung der Teilreihe 2"

Damit haben wir gezeigt, dass F'(o,++?) fastperiodisch ist, wenn die Gerade
6 =0, nicht der Menge von Maximalstreifen angehdrt, d.h. wir haben be-

wiesen den

Hauptsatz III. Es <st miglich, eine ganze transzendente Funktion F(s) zu
konstruteren, welche auf der Menge von Geraden, die zuriickbleibt, wenn man von
dem gegebenen Streifen (a, 8), —® < e < f < + o, die Menge von Maximalstreifen
I, L, ... I, ... entfernt, fastperiodisch ist, ohne auf irgendeiner anderen Geraden
innerhalb des Streifens (e, 8) fastperiodisch zu sein.
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