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1. Introduction 

L '6tude de l 'ensemble des points fixes d 'une application holomorphe d 'un  domaine 

born6 dans lui-m~me a d6jh fait l 'objet  d 'un  certain nombre de travaux. Le  premier  

r6sultat sur cette question a 6t6 obtenu par M. Herv6 [H] qui a montr6 le th6or6me 

suivant : 

TH~OR~ME 1.1. Soit B la boule-unit~ ouverte de C n pour la norme euclidienne. 

Soit f:B---~B une application holomorphe.  Alors, l 'ensemble des points f ixes  de f est 

l ' intersection de B avec un sous-espace affine V de C n. 

En fait, comme B est homog6ne,  si l 'ensemble Fix f des points fixes de f est non 

vide, on peut se ramener  au cas oO l'origine 0 est un point fixe d e f .  La  d6monstration 

utilise le fait que B est str ictement convexe.  Ce r6sultat a d 'abord 6t6 g6n6ralis6 par 

A. Renaud [Re] au cas de la boule-unit6 ouverte d 'un  espace de Hilbert. Ensuite,  

E. Vesentini [Vel  et Ve2] a montr6, en utilisant la notion de g6od6sique complexe,  le 

th6or6me suivant : 

THI~OR~ME ].2. Soit  B la boule-unit~ ouverte d' un espace de Banach complexe E. 

Soit f : B--~B une application holomorphe telle que f(O)=O. Supposons de plus que tout 

point x de la fronti~re de B soit un point complexe-extr~mal de l 'adh~rence B de B. 

Alors, l 'ensemble des points f i xes  de f e s t  l ' intersection de B avec K e r ( f ~ -  id), (ot~ f~ 

d~signe la dOriv~e de f i t  l'origine). 

La  d6monstration du th60r6me repose sur un r6sultat d 'exis tence et d'unicit6 des 
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g6od6siques complexes passant par l 'origine 0 et un point a de B. Dans le cas o0 on ne 

suppose rien sur la fronti~re de B, des exemples (voir M. Herv6 [HI ou E. Vesentini 

[Ve2]) montrent  que l 'on ne peut  pas esp6rer un r6sultat aussi satisfaisant. Cependant,  

dans le cas d 'un  domaine born6 de C n, J.-P. Vigu6 [Vi5] montre le r6sultat de nature 

locale suivant : 

THi~OR~ME 1.3. Soit X un domaine bornk de C n. Soit f :X--~X une application 

holomorphe. Alors, l'ensemble des points fixes de f est une sous-vari~t~ analytique 

complexe de X. 

Si on suppose de plus que X est convexe,  on a un r6sultat global [Vi4]. 

THI~ORI~ME 1.4. Soit X un domaine born~ convexe de C". Soit f:X---~X une 

application holomorphe. Alors, l'ensemble F i x f  des points fixes de f est une sous- 

variOt~ analytique connexe de X, et, si F i x f  est non vide, il existe une rOtraction 

holomorphe ~p : X---~ Fixf .  

La  g6n6ralisation de ces r6sultats ~t la dimension infinie est assez d61icate. Dans le 

cas d 'un produit  fini de boules-unit6s d 'espaces  de Hilbert,  ce fut fait par  M. Abd-Alla 

[A1 et A2] en utilisant des m6thodes de J.-P. Vigu6 [Vi3] et E. Vesentini [Ve2]. 

Le but de cet article est de montrer  le th6or6me suivant : 

THI~ORI~ME 1.5. Soit X un domaine born~ d'un espace de Banach complexe E. Soit 

a un point de X, et soit f :X--~X une application holomorphe telle que f(a)=a. 

Supposons que l' une des hypotheses saivantes soit o~rifi~e : 

(Hi) E - - K e r ( f a - i d ) + I m ( f a - i d )  (f~ d~signe la d~rivke de f au point a); 

(HE) E est le dual d'un espace E,,  et la d~riv~e f"  est continue pour la topologie 

faible o(E, E,). Alors, l' ensemble Fix f des points fixes de f est, au ooisinage de a, une 

sous-oari~t~ analytique complexe directe, tangente en a d K e r ( f a - i d ) .  

Remarquons tout de suite que l 'hypoth~se (H2) est v6rifi6e d6s que E est r6flexif, 

car on peut  prendre alors pour  E .  le dual E'  de E, et f "  qui est continue pour  la 

topologie de la norme,  l 'est  aussi pour  or(E, E') .  

Nous verrons au paragraphe 7 que l 'on peut pr6ciser un peu ce r6sultat. Si 

B(a , r )cXcB(a ,R)  il existe O>0 ne d~pendant que de r et R (et non de f )  et un 

voisinage U de a qui contient  B(a, O) tel que F i x f  A U soit une sous-vari6t6 analytique 

complexe directe connexe de U, tangente en a ~t K e r ( f ' - i d ) .  En particulier, si 

K e r ( f ' -  id) = {0}, a est le seul point fixe de f dans la boule B(a,o). 
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Cet 6nonc6 se g6n6ralise imm6diatement au cas o6 X est une vari6t6 hyperbolique, 

c'est-h-dire une vari6t6 analytique complexe pour laquelle la pseudo-distance de Koba- 

yashi kx est une distance qui d6finit la topologie de X (voir T. Franzoni et E. Vesentini 

[Fr]). En effet, f e s t  contractante pour kx et conserve donc les boules de centre a pour 

cette distance. Comme le probl6me est local, il suffit de tout restreindre ~t une boule de 

rayon suffisamment petit pour 6tre isomorphe h u n  ouvert born6 d'un espace de 

Banach. 

Dans le cas des domaines born6s convexes, nous en d6duirons le th6or6me global 

suivant : 

THI~OR~ME 1.6. Soit X un domaine convexe born~ d'un espace de Banach 

complexe E. Soit a un point  de X,  et soit f : X---> X une application holomorphe telle que 

f (a )=a.  Supposons que l'une des hypothbses (H0 ou (H2) soit v~rifi~e au point  a. Dans 

I'hypoth~se (H2), supposons de plus qu'il existe une famille (oi)ie I d'~l~ment de E .  tels 

que X={xEE[  R e ( x - a  1oi)<1} (c'est toujours le cas si E est r~flexif). 

Alors l 'ensemble Fixf  des points f ixes de f est une sous-oari~t~ analytique 

complexe directe de X,  tangente en a ~ K e r ( f ' - i d ) ,  et il existe une retraction holo- 

morphe h : X---> Fixf. 

Remarquons que ce th6or6me est, dans un certain sens, une variante relative du 

th6or6me d'unicit6 de H. Cartan (voir H. Cartan [C1] ou [Vii ou Vi2]) qui dit que, si 

f :  X----~X est une application holomorphe telle que f ( a )=  a, fa = id, alors f est la transfor- 

mation identique. 

Nous terminerons cet article par des exemples qui montrent que les conclusions 

des th6or6mes 1.5 et 1.6 ne sont pas valables sans quelques hypoth6ses raisonnables. 

2. Rappels, notations et remarques 

Commen~ons par quelques rappels sur les fonctions holomorphes sur les espaces de 

Banach complexe. 

Soit q0 une application holomorphe d'un voisinage de l'origine 0 d'un espace de 

Banach complexe E dans un espace de Banach complexe F. Elle admet (voir P. Mazet 

[M] ou J.-P. Ramis [R]), au voisinage de l'origine, un d6veloppement en s6rie de 

polyn6mes homog6nes 

q0 = E P  (q0) 
n=0 
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ofl P~(q~) est la composante homog6ne de degr6 n du d6veloppement. De plus, ce 

d6veloppement converge normalement sur un voisinage de l'origine suffisamment petit. 

Pour tout n EN, on notera 

rn(q)) = E Pr(q~) 
r<~n 

le d6veloppement de q~ tronqu6/t  l 'ordre n. 

Nous avons le lemme suivant : 

LEMME 2.1. Soit q~ une application holomorphe ddfinie au voisinage de 0 dans E, it 

valeurs dans F, telle que qg(0)=0. Soit ~v une application holomorphe ddfinie au 

ooisinage de 0 dans F, it valeurs dans G. On a : 

(i) Z'n(~dOq))=rn(rn(~d)Orn(q))); 
(ii) P,(~Ooq~)=e,(rn_l(~)orn_l(q~))+ PlOp)op,(q~)+ Pn(~)oel(~V). 

DOmonstration. Par composition des d6veloppements en s6rie, on trouve 

'/po~= ~ E l~r(l,ld)[Pq, (~) ..... Pq(~O)], 
r=O ql , '" ,qr 

oO fir(W) est l 'application r-lin6aire sym6trique associ6e au polyn6me homog6ne er(~)). 

Le terme de degr6 n de ce d6veloppement s 'obtient donc en sommant les termes pour 

lesquels ql+...+qr=n. Comme ~v(0)=0, P0(~v) est nul, et il suffit de consid6rer les 

termes pour lesquels q i~ l ,  pour tout i. Pour ces termes, on a : qi<~n et r<~n. 

On en d6duit que, dans Pn0poq~), n' interviennent que des termes qui se trouvent 

dans rn(~) et dans rn(q~). On peut donc, pour calculer P,0po~v), remplacer les d6velop- 

pements de ~ et ~v par les d6veloppements tronqu6s ~t l 'ordre n, ce qui prouve (i). 

En outre, pour que Pn(qg) intervienne dans P,(~0oq~), il faut que l 'un des qi soit 6gal 

n, mais ceci impose alors : r=  1. De m6me, pour que P,(~) intervienne, il faut que 

r=n, ce qui impose q l = . . . = q , = l .  Les termes correspondants sont respectivement 

Pl0p)opn(q~) et en(~O)OPl(Cp). En dehors de ces termes, seuls les d6veloppements 

tronqu6s ~ l 'ordre ( n -  1)interviennent,  ce qui prouve (ii). 

Ce lemme interviendra de fa~on fondamentale dans notre d6monstration. Nous 

utiliserons aussi les remarques suivantes : 

Soit X un domaine born6 d 'un espace de Banach complexe E, contenant l'origine, 

et soit f :  X--->X une application holomorphe. Les it6r6es fv  de f sont encore des 
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applications holomorphes de X dans X. Comme X est born6, on d6duit des in6galit6s de 

Cauchy que, dans le d6veloppement en s6rie de polynfmes homog~nes de fP 

l'origine, pour tout n E N, l'ensemble des Pn(f p) est born6. 

Soit maintenant X une vari6t6 analytique banachique complexe. Conform6ment 

~t l'habitude, nous noterons T(X) le fibr6 tangent ~ X, T~(X) l'espace tangent au 

point aEX,  et si f:X---~X est une application holomorphe, nous noterons Ta(f): 

Ta(X)~ Tf~)(X) l'application lin6aire tangente au point a. 

On dit que X est une vari6t6 hyperbolique si la pseudo-distance de Kobayashi kx 

sur X est une vraie distance qui d6finit la topologie de X (voir T. Franzoni et 

E. Vesentini [Fr]). En particulier tout domaine born6 d'un espace de Banach complexe 

est une vari6t6 hyperbolique. 

3. Premier r6suitat local 

Dans ce paragraphe, nous allons montrer le th6or~me suivant : 

THI~OR~ME 3.1. Soit X une vari~t~ analytique banachique complexe hyperbolique, 

soit a un point de X, et soit f :  X--~X une application holomorphe telle que f(a)=a. 

Supposons que l'une des hypotheses suivantes soit v~rifi~e : 

(n0  T~(X)=Ker(Ta(f)- id)+ Im (Ta( f ) -  id); 

(Hi) L'application lin~aire 7) induite par Ta(f) sur T~(X)/Ker(Ta(f)-id) n'admet 

pas 1 comme valeur specrale; 

(H~) Ker(Ta(f)-  id) est un sous-espace vectoriel de codimension finie de Ta(X). 

Alors, l'ensemble Fix f des points fixes de f est, au ooisinage de a, une sous-oaribt~ 

directe de X, tangente en a ~ Ker(Ta(f)-  id). 

Avant de d6montrer le th6or6me, faisons quelques remarques : quitte ~t remplacer 

X par une boule Bk(a, r) pour la distance de Kobayashi kx de centre a et de rayon r 

suffisamment petit, on peut se ramener au cas oO X est un domaine born6 d'un espace 

de Banach complexe E, e t f u n e  application holomorphe de X dans X. L'espace tangent 

Ta(X) s'identifie ~t E, et l'application lin6aire tangente Ta(f) est la d6riv6e f "  de f au 

point a. 

Posons ~ = f ' -  id, F=  Ker q~ = { o E E I f "  v = u }, et G = I m  qn. 

L'hypoth~se (Ht) s'6crit alors E=F+G, mais, puisque F= Kerq~, on a F+G= 

-l(tp(G)) ce qui permet d'6crire (Hi) : q~(E)cqJ(G), c'est-~t-dire Gcq~(G) et m6me 
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<p(G)=G (l'inclusion cp(G)cG est 6vidente). L'hypoth~se (H0 signifie donc que l'appli- 

cation de G dans G induite par 9 est surjective. 

Par ailleurs G= Imq0 s'identifie canoniquement h E/Kercp=E/F et l'application 

induite par f ~ - i d  sur E/F s'identitie ~ l'application de G dans G induite par q0 

L'hypoth~se (HD signifie donc que cette application est bijective. 

Montrons qu'elle est, a priori, injective, cela prouvera (H1)~:>(H]) et (H'D=*.(H0 

(puisque (H'D entrafne que G est de dimension finie). Tout revient donc h prouver 

FNG={0}. 

Pour tout n E N* posons 

n-1  

n p=O 

Si xEF,  on a On(x)=x et donc On(x)---~x quand n--->~. Si xEG,  soit y E E  tel que 

x=( f ' - i d ) (y ) .  On a : 

O.(x) = l ~  (f'a)Po(f' ~-  id)(y)= l [ ( f , ) , _  id](y). 
n p=0 

D'apr~s les in6galit6s de Cauchy, (fa) nest  born6 ind6pendamment de n et donc 

On(x)---~ 0 quand n---~ oo. I1 s'ensuit bien F N G= {0}. 

Remarquons en outre que, sous l'hypoth6se (H1), on a alors E=F@G et 

O,(x)---> O(x) quand n---> c~, oh 0 est la projection de E sur F parall~lement ~t G. Par 

ailleurs comme l'on peut borner (f~)" ind6pendamment de n, il en va de m6me des 

moyennes 0n et l'op6rateur 0 est donc continu. En particulier son noyau G est ferm6. 

I1 suffit donc de montrer le th6or6me 3.1 sous l'hypoth~se (Hi). En fait, nous allons 

montrer le r6sultat un peu plus fort suivant : 

PROPOSITION 3.2. Soit f une application holomorphe d'un voisinage de l'origine 

d'un espace de Banach complexe E, d valeurs dans E, et telle que f(O)=O. On suppose 

que, pour tout n E N, l' ensemble des composantes homogbnes de degr~ n des it~r~es f p 

de f est bornO. On suppose aussi que 

E = Ker(f~-  id)+ Im( f~-  id). 

Alors, l' ensemble F i x f  des points fixes de f est, au voisinage de l' origine, une sous- 

vari~t~ directe tangente en 0 d Ker(f~-id) .  

DOmonstration. Soit q~=f~- id. Soient F=  Ker(f~-  id) et G=Im(f~-  id). Nous 
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avons vu qu'il existe une d6composition directe de 

E = F O G ,  

et nous nous placerons dans cette d6composition de E. 

Nous voulons montrer que l 'ensemble des points fixes de f est, au voisinage de 

(0,0) dans F ~ G  une sous-vari6te tangente A F. 

Considerons l 'ensemble Y={(x ,y )~ .FGGIf (x ,y ) - (0 ,y )EF} .  On a clairement 

F i x f c  Y. Nous allons prouver que, au voisinage de 0 : 

(1) Y est une sous-variete analytique directe tangente en 0 h F. 

(2) Fix f =  Y. 

Pour cela, considerons l 'application H definie au voisinage de l'origine dans 

F•  ~ valeurs dans F x G  

H(x, z, y) = f (x, y)-(z ,  y). 

Considerons l 'equation H(x, z, y)=(0, 0). La  derivee partielle (all~ca(z, y))(0, 0, 0) vaut 

(-idlF, ~vl6). Sous l 'hypoth~se (H0, cette derivee partielle est un automorphisme 

lineaire de F •  G. Le  theor~me des fonctions implicites (voir par exemple [Di]) montre 

alors que l 'equation H(x, y, z)=0 definit, au voisinage de l'origine, z et y comme des 

fonctions holomorphes de x. Soient z=a(x), y=fl(x). On a : 

f (x ,  fl(x)) = (a(x), fl(x)), 

et on verifie facilement que 

a (0 )=0 ,  f l (0)=0,  a~=idl r ,  f l~=0. 

Alors Y est, au voisinage de 0, le graphe de fl, ce qui prouve le point (1). Pour demon- 

trer le point (2) il suffit de prouver a= id. 

Nous allons donc montrer par recurrence s u r n  que r,(a)=vn(id), c'est-~t-dire, 

l'egalite jusqu'~t l 'ordre n des developpements en serie de polyn6mes homogenes. 

Nous savons dej~t que a(O)=O, a~= id, ce qui prouve l 'hypoth~se de recurrence 

pour n= 1. Supposons-la demontree ~t l 'ordre (n-1) .  Montrons-la ~ l 'ordre n. 

On a donc 

Vn_l(a ) = Zn_l(id ). 

On en d6duit que 

r n _  l(id, fl) = r,_ l(a, fl) = r n_ ~[fo (id, fl)]. 
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En appliquant fP, et d'apr~s le lemme 2.1, on en d6duit 

r ._,  [ fvo (id, fl)] = r ._,  [fv +, o (id, fl)]. 

Ainsi rn_l[ffo(id,f l )]  est un polyn6me A ind~pendant de p. Posons 

BR = P . [ F o ( i d ,  fl)]. 

Appliquons f~fPo(id,fl). D'apras  le lemme 2.1, on obtient 

Bp+ 1 = B+P,(f)oPI(A)+P1(f)OBp, 

of 1 B est la composante  de degr6 n de r~_l(f)oA. En particulier, les deux premiers 

termes ne d6pendent  pas de p,  et en posant 

C = B+Pn(f)OPl(A), 

on obtient 

Bp+ 1 = C+f;oBp~ 

Soit FI la projection de E sur F parall~lement ~ G. On a : 

noB +, = n o c + n o f ; o B , .  

Les sous-espaces F et G 6rant stables parf~,  le projecteur  H commute avecf~. Comme 

f61F = id, f~or I=FI ,  et on a : 

lIoBp+ 1 = l-IoC+rIoBp. 

On en dOduit que HoBp=p(FIoC)+HoBo. 

Par hypoth~se, les Pr (fP) (r~n) sont born~s ind6pendamment de p; par suite, les 

Bp et FIOBp le sont 6galement. Ainsi, FIoC=0,  et on a : 

l IoBi  = HoBo. 

Cette relation signifie que 

soit que 

HoP n [ fo  (id, fl)] = IIoPn(id, fl) 

I-IoP.(a, fl) = HoP. ( id ,  fl). 
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On trouve donc Pn(ct(x))=Pn(x), ce qui montre le r6sultat ~ l'ordre n. Le th6or6me est 

d6montr6. 

Remarquons que la deuxi~me partie de la d6monstration est une version, dans un 

cas plus compliqu6, du th6or~me d'unicit6 de H. Cartan (comparer avec [Vil ou Vi2]. 

Bien sflr, m~me si la condition (H0 est v6rifi6e en tout point de Fix f, la vari6t6 

F ix f  n'est pas forc6ment connexe. Consid6rons par exemple l'application f(z)= 1/z de 

la couronne A2= (z E CI1/2<[z1<2 ) dans elle-m~me. Nous donnerons d'ailleurs au para- 

graphe 7 un exemple qui montre que, m6me en dimension finie, les diff6rentes compo- 

santes de F i x f n e  sont pas toutes de la m6me dimension, ce qui r6pond h une question 

de J-P. Vigu6 [Vi5]. 

4. Deuxi~me cas local 

Dans ce paragraphe, nous allons traiter en particulier le cas des domaines born6s d'un 

espace de Banach r6flexif. Nous avons le th6or~me suivant : 

TH~ORi~ME 4.1. Soit X une vari~t~ analytique banachique complexe hyperbolique, 

soit a un point de X, et soit f 'X- ->X une application holomorphe telle que f (a)=a.  

Supposons que l' une des hypotheses suivantes soit v~rifi~e : 

(H2) l' espace tangent Ta(X) est le dual d' un espace de Banach E, ,  et l' application 

lin~aire tangente Ta(f) est continue pour la topologie faible a(To(X), E,); 

(H~) l' espace tangent T~(X) est un espace de Banach r~flexif (ou, ce qui revient au 

m~me, X est model~e sur des ouverts d' un espace de Banach r~fiexif E). 

Alors, I'ensemble des points f ixes de f est, au voisinage de a, une sous-vari~t~ 

directe de X, tangente en a ?t Ker(T~(f)- id). 

Avant de faire la d6monstration, remarquons, comme pr6c6demment, quitte 

consid6rer une boule Bk(a,r) pour la distance de Kobayashi kx de centre a et de rayon r 

suffisamment petit, qu'on peut se ramener au cas oh X est un domaine born6 d'un 

espace de Banach complexe E, et oO a est l'origine 0 de E. I1 est clair d'autre part, que 

f~, qui est continue pour la topologie de la norme, est aussi continue pour la topologie 

faible o(E, E'), oh E' est le dual topologique de E. Si on suppose que E est r6flexif, E est 

le dual de E'; ainsi (H~)=~(Hz). 

D~monstration du thOordme sous l'hypothOse (H2). La m6thode que nous allons 

employer consiste ~ utiliser des techniques ergodiques qui sont classiques dans le cas 
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lin6aire (voir par exemple N. Dunford et J. Schwartz [Du]), c'est-h-dire, h consid6rer 

des moyennes d'it6r6es de f .  Plus pr6cis6ment, choisissons une fois pour  toutes un 

ultrafiltre non trivial sur N que nous noterons a//. Si (Xn)nE Nest une suite born6e de E, 

formons les moyennes 

Yn = 1 (Xo+Xl +... +Xn_l). 

II s'agit encore d 'une suite born6e. Comme E est le dual de E , ,  cette suite est 

relativement compacte  pour  la topologie faible o(E, E,) ;  on peut  donc consid6rer la 

limite de  la suite y,  selon l 'ultrafiltre 91. Nous noterons g((x,),e N) cette limite, et nous 

dirons que c 'es t  la moyenne des (x,),e N. Il est clair que cette moyenne est unefonction 

lin~aire des (X,)~eN, que, si x, est ind6pendant de n,/Z((X,),eN)=X 0 et que Ilx, ll<~R, pour  

tout n E N entraine II/~((x,),eN)II<~R. En outre,  si on consid6re la suite d6cal6e (x~),e N, off 

x~=x.+l, et les moyennes  

ytn : --~ (X~+...'k'Xtn_l) ---- l (xl W... +Xn), 

on a 

y,  -Y,  = 1 (x, - x  o) ---> O. 

X r Par suite p( ( , ) ,~s)=/~((x , ) ,es) .  

Consid6rons alors, puisque X est born6, la moyenne des it6r6es de f 

g(x) = (~,(f"(x)).  

C'est  une application de X dans E qui vdrifie 6videmment 

F i x f c  Fix g. 

(Nous prouverons en fait l'6galit6 au voisinage de 0). Nous avons le lemme suivant : 

LEMME 4.2 L'application g est holomorphe. 

DOmonstration. I1 est 6vident que g est bom6e puisque g(X) est contenu dans 

l 'adh6rence faible de l 'enveloppe convexe de X. II suffit donc de montrer  (voir J.-P. 

Ramis [Ra], proposit ion 1.2.1.1, p. 17) que, pour tout ~ E E ' ,  et pour  toute droite affine 

A de E, q0og[anx est une application holomorphe.  

Commengons par le cas off tp provient d 'un  616ment a de E , .  On a a l o r s  
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cpoglanx= (gla)lanx = l i m < l  (id+f+...+f ct> Anx" 

Cependant,  les ((1/n)(id+f+...+fn-l)la)lan x forment  une famille uniform6ment bom6e  

de fonctions holomorphes.  Le  th6or6me de Montel  assure que la limite est uniforme sur 

les compacts de A fiX, ce qui montre que q~oglanx est holomorphe.  Lorsque tp est un 

616ment quelconque de E ' ,  on peut  l 'approcher ,  pour  la topologie faible o(E', E), par 

des 616ments de E ,  de norme plus petite�9 On a donc,  pout tout yEE, 

qo(y) = lim (ylai), avec Ila,II ~ I1~11. 
i 

Par suite, 

tpoglanx = lim (glai)lanx. 
i 

Comme g est born6e,  cpog[anx est encore  la limite d 'une famille born6e de fonctions 

holomorphes,  et, d 'apr6s le th6or6me de Montel,  est donc holomorphe.  

L 'applicat ion g a l e s  propri6t6s suivantes : 

LEMME 4.3. (i) gof=g, 
(ii) 'o  . . . . . .  go YO=y6ogo=go. 
De plus, g6 est un projecteur de E sur F = K e r ( f ~ -  id). 

D~monstration. Montrons d 'abord  (i). Par d6finition, 

g(f  (x)) = lim 1 (f(x) +... + f~(x)), 
n 

et on a d6j~t vu que la moyenne de la suite d6cal6e 6tait 6gale ~t la moyenne de la suite 

donn6e. Ainsi, gof(x)=f(x). Par d6rivation, on obtient 

g;o f~  = g;. 

�9 t o ,' Etudions malntenant f6 go. Si v E E, on a : 

n-I ) 
liml(y S; .  . 
~ n \ ~ =  0 p= 

En composant  avec f~, on trouve 
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"' ) 
f~og~.v :J 'o . l iml (2 f~P.u  . 

q/ /7 \ p = 0  

Comme f~ est continue pour  la topologie faible a(E, E . ) ,  on a : 

( y  r "v = l i m f ; .  P- v = lira P-v = go'V, 
\ n o =  0 ~z \ n T _  1 

d'apr~s le rfsul tat  sur les moyennes des suites d6cal6es, et (ii) est d6montr6. 

On en d6duit I m g 6 c F ;  il est clair d 'autre  part que g~ restreint • F est 6gal ~ ide. 

Cela suffit ~ montrer  que g6 est un projecteur  de E sur F. 

Dans le cas lin6aire, ce lemme montre que fog=g. Ce n 'est  pas vrai dans le cas 

g6n6ral. Ainsi, si X =  {z ~ CI1/2<[zl<2}, et f ( z ) =  1/z, on trouve 

1 1 
g(z) =-~ (z +T) ,  

et g n 'est  pas une application de X dans l 'ensemble des points fixes de f .  Pour  rem6dier 

h cet inconv6nient,  on va consid6rer les it6r6es gn de g qui sont toutes d6finies au 

voisinage de 0 puisque g(0)=0. 

LEMME 4.4 Pout tout nEN, on a : 

r n ( f o g  n) = r~(g n) = r~(gn+l). 

Ddmonstration. Pour n=0,  c 'es t  une cons6quence de f (0 )=g(0)=0 .  Pour  n = l ,  

c 'es t  le r6sultat d6montr6 au lemme 4.3. Faisons la d6monstration par r6currence sur n; 

plus pr6cis6ment, en supposant r~_l(fogn-1)=rn_l(g#-l) prouvons: 

(1) q_l(g~-Z)=q_l(g~ ) et 

(2) r~(fog~)=r~(g~). 

Posons A=r~_l(g~-l), B=P~(gn-1), U = q _ l ( f )  , V=P,(f). Alors, si 

Ap = r~_j(fPogn-1), Bp = P~(fPog ~-l) 

ces polyn6mes peuvent  ~tre d6termin6s par les relations Ao=A, Bo=B et 

Ap+ 1 = rn_l(UoA ) 

By+ 1 = P.(Uo A)+  Vo Pl(Ap)+ Pl(f)o B p 

obtenues grgtce au lemme 2.1. 
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En particulier l 'hypoth~se Vn_l(fogn-~)=Vn_l(g ~-I) s'6crit A~=Ao, c'est-~t-dire 

Vn_I(UOA)=A, on en tire imm6diatement Ap=A et donc Bp+l=C+Pl(f)oBp o~a 
C=Pn(UOA)+VoP1(A) est ind6pendant de p. 

Maintenant 

gn = go gn-1 __ l i m l  (gn-l + fo  gn-l +... + fp- l  ogn-l). 
~z p 

On en d6duit des relations analogues pour  les d6veloppements en s6rie, d 'o0  

Tn_l(g n) = ,t,t['r n_l(fP o gn-1)pEN ] =/a[ (Ap)pe  N] 

Pn(g n) = z[P ~(fp ogn-l)peN ] = •[ (Bp)peN]. 

Comme Ap=A est ind6pendant de p, il vient 

r ,_l(g n) = A = Vn_l(g "-1) 

d 'o0 le point (1). Par ailleurs le lemme 2.1 prouve 

v ,_ l ( fo  g ~) = r~_l(UoA) = A = l;n_l(g n) 

Pn(fOg ~) = Pn(UoA)+ VoPI(A)+ PI(f)oPn(g ~) 

= C+Pl(f)olz[(Bp)veN]. 

Cependant Pl(f) est lin6aire et continue pour  a(E, E.), il s 'ensuit  

P~(f)o/~[(Bp)veN] =/.t[(P,(f)oBp)peN]. 

Comme C est ind6pendant de p on en tire 

Pn(fog n) = ~[(C+Pl(f)oBp)pEN] = #[(Bp+I)pEN]. 

L' invariance de la moyenne par d6calage d 'une  suite prouve alors 

Pn(fOg ~) = #[(Bp)peN] = P,(g"). 

On a d6ja vu r~_l(fog~)=r~_l(g~), on a donc 

rn( fog  n) = r~(gn), 

c 'est  le point (2). 
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En conclusion, pour  tout entier  p,  la suite pp(gn) stat ionne/i  part ir  de n =p .  On peut  

donc d6finir une s6rie formelle h qui coincide avec le d6veloppement  en s6rie de 

polynomes  de g" jusqu '~  l 'o rdre  n. II est clair que l 'on afoh=h et hoh=h. I1 nous faut 

montrer  maintenant  que h est une s6rie convergente.  Commen~ons  par  le l emme 

suivant : 

LEMME 4.5. II existe un voisinage ouvert V de 0 dans E tel que g(V)cV. 

Ddmonstration. Remarquons  que pout  tout p E N, l ' ensemble  des composan tes  de 

degr6 p des it6r6es de g est fini, donc born6. Nous  avons vu au lemme 4.3 que g;  est un 

projecteur de E sur F=Ker(f;-id)=Ker(g;-id). Ainsi, nous avons 

E = K e r ( g ; - i d )  q) Im(g~- id) .  

D 'apr6s  la proposi t ion 3.2, l ' ensemble  F i x g  est  une sous-vari6t6 directe de E, tangente 

en 0 ~ F. Soit G = K e r g ; ;  on a E=F(~G, et quitte ~ se placer  dans une carte locale, on 

peut supposer  qu 'au  voisinage de 0, Fix g coincide avec F. Dans la d6composi t ion de 

E=FOG, on a g(x, 0)=(x, 0). 

D6finissons une nouvelle norme [[ [[1 sur E, par  

II(x, y)[I ,  = Ilxll+llyll. 

II II1 est une norme sur E 6quivalente A la norme donn~e. Soit B1(O,R) une boule pour  

cette norme II Itl, telle que, sur BI(O,R), g soit d6finie et IIg"ll soit born6e par  M. 

D'apr6s  la formule  de Taylor,  on a : 

De m6me 

d'oO, on tire 

IIg(x, y)-e(x, o)-g('x.0). (0, y)lh ~ M IlYlI~. 

gr r II (~,o)-g(o,o)lh ~ MIIxlh 

IIg('x. 0) (0, y)-ggo,o) (0, y)]l, ~ Mllxlhllyll,. 

Comme g(x, 0)=(x,  0) et g~0.0)" (0 ,y)=(0,  0), on en tire 

O)lh+MIIxlhilylh+ M IlYll~ ~< [l(x, O)lh+Mllylh(llxlh+ 1/2[lylh) ~< [l(x, y)lll- IIg(x, y)nl II(x, 

d6s que M(llxll, + 1/2llyll?< 1. 
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On peut donc trouver R ' c R  tel que g(BI(O,R'))cB~(O,R') et V=BI(O,R') a la 

propri6t6 d6sir6e. 

Pour un tel voisinage V, g, et par cons6quent g", envoient V dans lui-m6me. Soient 

r et R tels que B(O, r )c  VcB(O, R). Pour tout p C N, et tout ro<r, les in6galit6s de Cauchy 

montrent que 

IIP p(g~)llB~O,,o) <~ R . 

Comme r,(g n) et rn(g n+q) sont ind6pendants de q, on en d6duit que 

gn gn+q E ( r o )  p (r_~Or)n ro 
a~O,,o ) <<. 2R <<- 2R . 

p>n \ r / r~r 0 

Ainsi, (g") est une suite de Cauchy pour  la norme de la convergence uniforme sur 

B(O,ro). Sa limite est donc une fonction holomorphe sur B(0, r) qui admet pour  d6velop- 

pement en s6rie de polyn6mes au voisinage de 0 la s6rie formelle h trouv6e pr6c6dem- 

ment. 

Notons encore h cette limite, on a, au voisinage de 0, f o h = h  et hoh=h.  Si U est la 

composante connexe de 0 dans h-~(B(O, r)), ces 6galit6s sont vraies sur tout U ce qui 

prouve en particulier h ( U ) c  U. 

Ainsi h est une r6traction holomorphe de U dans U dont l ' image est form6e de 

points fixes de f (d'apr6s foh=h) .  Comme il est clair, par construction,  que h laisse 

fixes les points de Fix f ,  on a h(U)=Fix fN  U. 

I1 reste h prouver  que h(U) est une sous-vari6t6 directe de U tangente en 0 ~t F;  cela 
r t d6coule de ho-go projecteur  de E sur F et du lemme suivant (H. Cartan [C2]). 

LEMME 4.6. Soit cp une r~traction holomorphe d'un voisinage de l'origine d'un 

espace de Banach telle que ~(0)=0. Alors, au voisinage de O, q~ est lindarisable (c' est- 

d-dire qu'il existe une carte locale O, dOfinie au voisinage de l'origine et telle que 

~6 = 0oq~o0-1). 

D~monstration. En effet, on a q0oq0=q9 et par suite . . . .  q00oq~0-q~0. On en d6duit 

( i d -  q0~- q0) o q0 = -  q0~otp et 

q~o(id-q0~-q0) = -~o~o. 

Si on pose 0=id-q0~-  9,  on a 
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0~ = id-2q0~, O~ z = id. 

Ainsi 0b, qui est involutif, est inversible. On en d6duit que 0 est une carte locale au 

voisinage de l 'origine, et que q~=0-~oq0~o0. Le  r6sultat est d6montr6. 

5. Premier eas global 

En dimension finie, dans le cas des domaines born6s convexes,  J.-P. Vigu6 [Vi4] a 

montr6 un r6sultat plus fort, h savoir que l 'ensemble des points fixes d e f e s t  une sous- 

vari6t6 analytique connexe de D, r6tract.e holomorphe de D. C'est  ce r6sultat que nous 

allons maintenant g6n6raliser. 

TH~ORgME 5.1. Soit X un domaine bornO convexe d'un espace de Banach 

complexe E.  Soit a un point  de X, soit f : X---~X une application holomorphe telle que 

f (a )=a ,  et supposons que l 'une des hypothOses (H0,  (HI) ou (H'1') soit vOrifide au point  

a. Alors l 'ensemble Fix f des points f ixes de f est une sous-variOtO analytique complexe 

directe de X, et il existe une rOtraction holomorphe h : X---~ Fixf .  

Avant de d6montrer  le th6or6me, remarquons qu'il suffit en fait de supposer que 

l 'hypoth6se (H1), (H~) ou (H~') est satisfaite en un seul point de Fixf .  

DOmonstration du thOorOme 5.1. Comme dans le th6or6me 3.1, consid6rons la 

d6composition directe de E 

E = F ( ~ G  

o0 F =  K e r ( f ' - i d ) ,  G = I m  ( f a - i d ) ,  et on a vu que F et G sont stables par f ' .  Ainsi, 

(id -f'~)]~ est une application lin6aire de G dans lui-m6me, et sous l 'une des hypoth6ses 

(H1), (H~) ou (H~), nous avons vu que (id-f'~)l~ est un isomorphisme lin6aire de G. I1 

existe donc une constante K telle que I]((id -fL)l~)-lll ~< K. 
Pour tout n E N, consid6rons maintenant l 'application holomorphe 

n - I  

q)n --~" --~p~O = -~-1 ( i d n  + f + ' "  +F-1)" 

Comme X est convexe,  qvn est une application holomorphe de X dans X. 

Soit r E G .  Alors, v = u - f ' . u ,  avec Ilull~<gllvll. On a 

n-1 

~'na'V = l ~ f ' a P ( U - f '  a �9 , )  = l (u--f'an" u). 
n p=0 n 
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Les in6galit6s de Cauchy montrent l'existence constante de k telle que 

tl(f'a)nll < k. 

On a donc 

II ~'na" Vll < l (tlull+ kllull) < g ( l + k  

Choisissons un entier n tel que K(l+k) /n<l .  Consid6rons maintenant la suite des 

it6r6es 

hp = ( q) n) e. 

I1 est clair que hp est une application holomorphe de X dans X, et le th6or~me sera une 

cons6quence du lemme suivant. Rappelons d'abord qu'une pattie A de X est dite 

compl6tement int6rieure /t X si la distance de A ~t la fronti~re de X est strictement 

positive. 

LEMME 5.2. Soit X un domaine born~ d'un espace de Banach complexe E=FO)G, 

et supposons que les boules pour la distance de Kobayashi sont compl~tement intdri- 

eures d X. Soit a un point de X, et soit f : X---~X une application holomorphe telle que 

f(a)=a,  f'alF=id, IIf'~lvll<l. Alors, la suite des iddes fn  converge uniformOment sur 

route boule complbtement intOrieure ~ X vers une rOtraction holomorphe h de X sur 

l'ensemble des points fixes de f qui est une sous-varidtd directe connexe de X. 

Ddmonstration. Remarquons d'abord que l'application induite par f "  sur E/F 

(isomorphe ~t G) est de norme < 1. Par suite, elle n'admet pas 1 comme valeur spectrale, 

et on peut appliquer le th6or~me 3.1. Au voisinage de a, l'ensemble F i x f  des points 

fixes de f est une sous-vari6t6 analytique complexe directe de E, tangente en a 

F. Plaqons-nous dans une carte locale dans laquelle a=0, et ot~ Fix f ,  est 6gal au 

voisinage de 0, ~ F. On d6duit des in6galit6s de Cauchy qu'il existe un voisinage 

U=B(O, ro)xB(O, rl) de l'origine dans E = F @ G - ( G = I m ( f 6 - i d ) )  tel que, pour tout 

(x, y) ~ u, 

-~y(X,y) < k < l .  

On d6duit du th6or~me des accroissernents finis que, pour tout (x, y)E U, on a 

[[f(x, y ) - f ( x ,  O)ll = [If(x, y ) - ( x ,  o)ll ~< kllYl[. 

2-918285 Acta Mathematica 166. ImprimE le 15 fEvrier 1991 
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Par suite, pour tout (r2, r3) tels que r2~ro, r3<<-r~, on a 

f(B(0, r2) xB(0, r3)) = B(0, r:+kr3) xB(0, kr3). 

On peut donc trouver r2>0 et r3>0 suffisamment petits tels que, pour tout n E N, 

f"(B(O, r2) xB(O, r3)) = B(O, r0) xB(0, knr3). 

Etudions maintenant ~§ IIf - f  Soient (x,y)EB(O, r2)XB(O, r3). On a : 

[[fn+~( x, Y)--fn( x, Y)[[ ~< [ Lf(fn(x, y))-l-I(fn( X, y))ll+llrI(f~(x, Y))--fn( x, Y)[I, 

Oil 1"I est la projection sur F,  parall61ement h G. 

Ilf~+l(x, y)- fn(x ,  Y)[[ ~< kk~r3+k~r3 <~ 2kn r3. 

Ceci suffit A montrer que (f~)~es est une suite de Cauchy pour la norme de la conver- 

gence uniforme sur B(O, r2)• r3). D'apr6s J.-P. Vigu6 [Vii], c 'est  une suite de 

Cauchy pour la norme de la convergence uniforme sur toute boule compl6tement 

int6rieure h X. Notons h sa limite; comme les boules pour la distance de Kobayashi 

sont compl~tement int6rieures ~t X, h est encore A valeurs dans X. 

La  suite f~+l converge aussi vers h, d'oO foh=h.  Plus g6n6ralement fPoh=h et, 

faisant tendre p vers l'infini on obtient hoh=h. 
Ainsi h est une r6traction holomorphe dont l 'image est form6e de points fixes de f 

(puisque foh=h). Comme il est clair que tout point fixe de f est fixe pour fP et donc 

pour h l 'image de h est exactement Fixf .  

Remarquons en outre que le lemme 4.6 montre que l'image de h est une sous- 

vari6t6 directe de X; comme h est continue et X est connexe cette image est connexe et 

le lemme est d6montr6. 

Nous pouvons maintenant achever la d6monstration du th6or6me 5.1. D'apr6s 

L. Harris [Ha], proposition 2.3, p. 381, comme X est un domaine born6 convexe, les 

boules pour la distance de Kobayashi sont compl6tement int6rieures h X; le lemme 5.2 

peut donc s'appliquer h q~, et h la suite de ses it6r6s. I1 suffit alors de prouver 

Fix f =  Fix q0~. 

On a 6videmment F i x f c  Fix tp~. Par ailleurs, par construction q0~ ~ induit l 'identit6 

sur F et une application de norme strictement inf6rieure h 1 sur G; il s 'ensuit 

K e r ( t P ' a - i d ) = F =  K e r ( f ' - i d ) .  Alors le th6or6me 3.1 prouve qu 'au voisinage de a, 

F i x f e t  Fix q0~ sont des sous-vari6t6s ayant le m6me espace tangent en a, de l 'inclusion 

on d6duit donc l'6galit6 au voisinage de a. 
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Comme Fix q~n est une sous-vari6t6 connexe, l'inclusion et le principe du prolonge- 

ment analytique assurent Fix f =  Fix 9n, ce qui ach~ve la d6monstration du th6or~me. 

Remarquons, pour conclure ce paragraphe, que le lemme 5.2 entraine pour les 

applications holomorphes tangentes ~t un projecteur le corollaire suivant : 

COROLLAIRE 5.3. Soit X un domaine born~ d'un espace de Banach complexe E, et 

supposons que les boules pour  la distance de Kobayashi soient compldtement int~ri- 

eures ~ X.  Soit a un point  de X,  et soit f : X--~X une application holomorphe telle que 

f (a )=a,  et que fa soit un projecteur. Alors, la suite des i t(r(es fn converge uniform~- 

ment sur toute boule B compl~tement int(rieure dt X vers une r~traction holomorphe h 

de X sur Fixf. 

6. Deuxi~me cas global 

Nous allons maintenant donner les r6sultats globaux obtenus dans le cas des domaines 

bom6s convexes ~ partir du deuxi6me r6sultat local. 

TH~ORP~ME 6.1. soi t  X un domaine born~ convexe d'un espace de Banach 

complexe E. Soit a un point de X,  et soit f : X--,  X une application holomorphe telle que 

f (a)=a.  Supposons que l'une des hypotheses suivantes soit v~rifi~e : 

(H~) E est le dual d'un espace de Banach E , ,  la d~riv~e f "  de f au point  a est 

continue pour la topologie faible o(E, E , ) ,  et il existe une famille d'~l~ments (oi)ir 1 de 

E ,  tels que 

X =  {xEEIRe ( x - a ,  cri) <1}. 

(Hi) E est un espace de Banach r(flexif. 

Alors, l 'ensemble F i x f  des points f ixes de f est une sous-vari~t~ analytique 

complexe directe de X,  et il existe une r~traction holomorphe h : X -*  Fixf. 

Avant de montrer le th6or6me, faisons les remarques suivantes : si X est un 

domaine born6 convexe d'un espace de Banach complexe E, il existe, d'apr6s le 

th6or~me de Hahn-Banach, une famille de formes lin6aires continues (q)i)iel de E' 

telles que 

X = (x E E I Re [gi(x-a)] < 1, Vi E I}. 

Ainsi, si X est un domaine born6 convexe d'un espace de Banach r6flexif, il est clair 

qu'il satisfait ~ l'hypoth~se (H~). 
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Au sujet de l 'hypoth~se (H~'), remarquons que, si E est le dual de E , ,  muni de la 

norme d6duite de la norme de E . ,  la boule-unit6 ouverte B de E est bien d6finie au sens 

de l 'hypoth~se (H~'), par des formes lin6aires provenant de E . .  

Enfin, nous verrons par un exemple que la conclusion du th6or~me 6.1 n 'est  plus 

vraie si le domaine born6 convexe X n'est  pas d6fini par des formes lin6aires provenant 

de E . .  

D~monstration du th~or~me 6. I. Pla~ons-nous donc dans l 'hypoth~se (H~'). Pour 

tout n E N, consid6rons 

q~n = l ( i d  + f + . . . + F - l ) .  
n 

Comme X est convexe, q~n est une application holomorphe de X dans X. On a donc, 

pour tout xED, pour tout iEI, 

Re ( cpn(x)-a, ai) <1. 

Comme les born6s de E sont relativement compacts pour la topologie faible or(E, E,), la 

suite q~ converge faiblement vers une application holomorphe cp:X~E. De 

on d6duit que 

avec 6galit6 si et seulement si 

Re ( qg~(x)-a, ai} <1, 

Re (cp(x)-a, at} <.1, 

Re (9(x)-a, ai} -1,  

pour tout x EX. I1 suffit de consid6rer q0(a)=a, pour montrer que 

Re (q~n(x)-a, oi} <1. 

Ainsi, q~ est une application holomorphe de X dans X. Consid6rons maintenant la suite 

des it6r6es hn=q~ ~. D'apr~s le r6sultat local, on a, en supposant que a est l'origine 0 

d e E :  

rn(fo q9 n) = rn(q~ ~) -- r~(q0n+l). 

En particulier rl(q0)=rl(tp 2) montre que q0~ est un projecteur et le corollaire 5.3 montre 
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que la suite it6r6s q0 n converge uniform6ment sur toute boule compl6tement int6rieure ~t 

X vers une r6traction holomorphe h de X sur Fix tp. 

Par construction de ~, on a F i x f c  Fix q0 = Im h. 

Par ailleurs, r~(fotpn)=r,(tp ~) p r o u v e f o h = h  et done I m h c  Fix f ,  d'otl Fix f =  Imh  

et le th6or6me en d6coule. 

7. Un r6sultat semi-global 

Nous allons voir maintenant que l 'on peut utiliser des m6thodes inspir6es de celles 

employ6es dans le cas d 'un  domaine born6 convexe pour pr6ciser la taille de l 'ouvert U 

tel que l 'ensemble F i x f  N U soit une sous-vari6t6 de U. 

Soit X un domaine born6 contenant l'origine, soient r et R deux constantes 

strictement positives telles que B(0, r ) cXcB(O,  R). (Dans l 'hypoth~se (H2), on suppose 

toujours que E est muni de la norme d6duite de la norme de E. . )  Nous avons alors le 

th6or~me suivant : 

THI~OR~ME 7.1. Avec les notations pr~c~dentes, il existe une constante 0 stricte- 

ment positive ne d~pendant que de r et R pour laquelle, si f : X - - . X  est une application 

holomorphe admet tant  0 pour point f ixe et vOrifiant en ce point l'une des hypothdses 

(H0, (H~), (H'~), (H2) ou (H~) alors il existe un voisinage ouvert U de 0 contenant B(O, O) 

tel que F i x f A  U soit une sous-vari~tO analytique complexe directe connexe de U, 

tangente en 0 gl Ker ( f~ - id ) .  

En particulier, si Ke r ( f~ - id )={0} ,  0 est le seul point fixe de f d a n s  B(O, 0). 

D~monstration. Soit F = K e r ( f ~ -  id). Consid6rons 

q~. = 1 (id + f + . . .  + f " - ' ) .  
n 

Pla~ons-nous d 'abord dans l 'un des cas (H3, (HI) ou (H'3. Soit G=  I m ( f ~ - i d ) ,  et 

consid6rons la d6riv6e q~'0 de (Pn ~t l'origine. Les in6galit6s de Cauchy montrent que 

' -< d6j~t vu que, pour tout vecteur v E E, II%oll-~R/r. On a 

t ~o"  v ~ II(v) 

ota FI est le projecteur de E sur F parall~lement h G. Ainsi, IIFIII<<.R/r. Choisissons un 

nombre r6el e>0 tr6s petit et un entier n suffisamment grand pour que 
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Posons 9=q~n. 

Plagons-nous maintenant dans Fun des c a s  (H2) OU ( H i ) .  NOUS savons alors que 9n 

converge pour la topologie faible vers une application holomorphe q~:X-~B(O,R). Sa 

d6riv6e ~ l'origine 96 est un projecteur H de E sur F parall~lement ~ G=  Ker 96. On a de 

m~me 

Ilnll ~ R .  
r 

Une fois ces d6finitions pos6es, nous pouvons traiter ensemble tous les cas (H0, 

(HD, (H'0,(H2) et (Hi). Consid6rons la d~composition directe de E 

E = F O ) G ,  

et 6crivons x=(x~, x2) les coordonn6es de x dans cette composition. Munissons FO)G de 

la norme 6quivalente 

II(x,, x,)ll~ = sup(llx, ll, IIx211). 

Comme H est de norme <~R/r, si x=(x~,x2), il est clair que l 'on a : 

r 

R+r II(x,, xgll~ ~ Ilxll ~ 211(x,, x2)H~. 

A l'aide des in6galit6s de Cauchy,  on peut trouver une constante P0 strictement 

positive et qui ne d6pend que de r et R, telle que, pour tout x appartenant ~ la boule 

B~(0,p0) pour la norme ]] ]l~, ][q~,]o]l <1/2. Pour tout point xl EB(O, Oo) NF, il existe au 

plus un point y(xl) E B(O, 0o) n G tel que 

(id - I-I)(q~(x l, y(x~))) = y(xl). 

En fait, on obtient y(x0 comme la limite de la suite des it6r6es 

[(id - I I )  ~(x,,-)]"(0). 

A l'aide des in6galit6s de Cauchy, on montre que 

HOd- l -I)(q~(x I , O)),,~a=ellx~l,+ R-~+rr(r-~O ~ fllx, H 2. 

Si a<00/2, on en d6duit que [ly(x~)H<2a. Ceci permet de d6terminer Q~<P0, ne d6pen- 
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dant que de r et R, tel que x~EF 

[[xtll<q t ~ (x , ,y (x , ) )~B~(o ,q , ) .  

Consid6rons dans B~(0, Q~) la sous-vari6t6 V qui est le graphe de l'application 

B~(O, 01) N F----~B~(O, Pn) N G 

xs~--~y(xO. 

I1 est clair que V est une sous-vari6t6 analytique directe connexe de B~(0,Q1) qui 

contient FixtpNB| D'autre part d'apr~s le th6or~me local (voir th6or~me 3.1 et 

th6or~me 4.1), au voisinage de 0, V e s t  exactement 6gal ~t Fixf. Le th~or~me de 

prolongement analytique montre que Vc  F i x f  NB| qt). L'6galit~ V= F i x f  NB~(0, Qi) 

provient du fait que F i x f  est contenu darts Fix cp. D'autre part, B~(0,t)~) contient 

B(O, rp~/(r+R)) et ceci ach~ve la d6monstration du th6or~me. 

8. Exemples 

Comme nous l'avons d~j~ dit, dans le cas d'un domaine born6 quelconque X, l'en- 

semble des points fixes d'une application holomorphe f : X---~X n'est pas connexe eta 

g6n~ral, et J.-P. Vigu6 [Vi5] demandait si routes les composantes connexes de F i x f  

avaient la m6me dimension. Ce n'est pas le cas comme le montre l'exemple suivant : 

Exemple 8.1. Soit X te domaine born6 de C a d6fini par 

X = {(x, y) E C21 1/2 < Ixl < 2, Ixy21 < 1}. 

Soit f :  X---~X d6finie par 

f(x,y) = (1/x,xy). 

I1 est facile de v6rifier que f est bien une application holomorphe de X dans X et que 

l'ensemble F i x f e s t  6gal h Al UA_l, off 

As-- {(x,y)EXlx= 1}, 

A-1 = {(x, y)EXlx= - 1 , y  = 0). 

Ainsi, d imAs=l ,  et dimA_l=0. 

Une question importante est de savoir ce qui se passe quand aucune des conditions 
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(H1) ou (H2) n 'est  v6rifi6e. Nous allons voir qu'en g6n6ral, F i x f  n 'est  plus une sous- 

vari6t6 analytique de X. Le premier exemple que nous allons donner est dans la boule~ 

unit6 de c0(N). 

Exemple 8.2. Consid6rons l 'espace de Banach complexe c0(N) des suites conver- 

geant vers 0 ~t l'infini, et soit B sa boule-unit6 ouverte. Soit N u n  entier strictement 

positif, soit tp : AN--> A N une application holomorphe du polydisque A N dans lui-m~me. 

Soit maintenant f l 'application holomorphe de B dans B d6finie par f ( ( z , ) ,  ~ N) = (Z,)n ~ N' 

0[1 ( Z  0 . . . . .  Z N _ I ) = ( Z  0 . . . . .  ZN_I), ( Z  N . . . . .  Z2N_I) .~)(Zo . . . . .  ZN_I) , Z2N+k=ZN+k , V k ~ O .  

PROPOSITION 8.3. L' ensemble Fix f est ~gal d q~-l(0)x{0}. Ce n' est donc pas, en 

gOn~ral, une sous-vari(t~ analytique de B. 

DOmonstration. L'6quationf((z~)neN)=(z~)neN entraine que, pour tout n~>0, 

Z2N+k+n N ~ ZN+ k. 

Comme (Zn)nE N appartient ~t c0(N), ceci entraine que, pour tout k~>0, ZN+k=O. Par suite, 

~(Z 0 . . . . .  ZN_I) = O, 

et le r6sultat est d6montr6. 

Cet exemple est inspir6 d 'un exemple de [Hy]. Son principal inconv6nient est que 

c0(N) n 'est  pas un dual; aussi, nous allons maintenant construire un exemple dans le cas 

de I~176 

Exemple 8.4. Soit I~(N) l 'espace de Banach complexe des suites born6es, muni de 

la norme de la convergence uniforme. Soit N un entier strictement positif, soit 0g un 

ultrafiltre non trivial sur N, et pour i=0 ..... N - I ,  d6finissons 

/'li((Xn)n E N) = l i ra  I (Xi+ Xi+N..j_.." + Xi+(k - 1)N)" o~ k 

Soit 

x = I (N)I ll(x )ll < I, Lui((xn))l < I/2, i = 0 ..... N-I}. 

I1 et clair que X est un domaine born6 convexe de I| (Bien stir, X ne peut pas 6tre 

d6fini par une famille de formes lin6aires provenant de II(N).) 
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Soit q~---(q0i)i= 0 ..... N-1 une application holomorphe A(0,1/2)N---~ A(0,1) N, oO A(0, r) 

d6signe le disque ouvert de centre 0 et de rayon r dans C. Consid6rons l 'application 

holomorphe f :  X---~X d6finie par 

f ( ( x ~ ) ~ )  = (X~)~N 

o~ 

(X0 . . . . .  XN- 0 = q~((/~i((x~)o ~ N))i~0 ..... N- l) 

XN+ i =X i, pour tout i~0. 

Puisque Lui((xn))l< 1/2 sur x ,  f d6finit bien une application holomorphe de X dans X. 

L'ensemble des points fixes de f est d6crit par la proposition suivante : 

PROPOSITION 8.5. L 'ensemble  F i x f  des points f i xes  de f est Ogal d 

A = {(xn)~ e NI x~ = x~+ N, Vn ~ N, (x o . . . . .  XN-1) E Fix q~}. 

D~monstration.  I1 est clair que A c  Fixf .  Si on consid~re x E Fix f ,  on a forc6ment 

xN+ i= x i, Vi>tO. 

Par suite/.2i((Xn)nEN)--~-Xi , c e  qui donne l '6quation cp((xi)i= 0 ..... N_O=(Xi)i=O ..... N-J" 

A partir de cette proposition, il est facile de construire des exemples divers. Par 

exemple, n ' importe quel sous-ensemble analytique de A(0,1/2) N d6fini par N 6quations 

holomorphes born6es d6finit l'ensenable des points fixes d 'une application f .  

En effet, si (gi)i=0 ..... N-~ sont les 6quations de V, on peut les supposer born6es par 

1/2, et prendre 

(19i(XO . . . . .  X n _ l )  ----- X i q - g i ( x  0 . . . . .  X N _ I ) .  

Un autre exemple int6ressant est le suivant : prenons N = I ,  et soit q0(x0)=4x ~. 

L'ensemble des points fixes de f est form6 de deux points (0,0 . . . . .  0 . . . .  ) et 

(1/4, 1/4 . . . . .  1/4 . . . .  ). q~'(0)=0, ce qui montre qu'~t l'origine, la condition (H2) est v6rifi6e. 

Cependant (H~') ne l 'est pas, et il n 'existe pas de r6traction holomorphe h : X ~  Fixf .  
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