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1. Introduction

L’étude de I’ensemble des points fixes d’une application holomorphe d’un domaine
borné dans lui-méme a déja fait I’objet d’un certain nombre de travaux. Le premier
résultat sur cette question a été obtenu par M. Hervé [H] qui a montré le théoréme
suivant :

THEOREME 1.1. Soit B la boule-unité ouverte de C" pour la norme euclidienne.
Soit f: B— B une application holomorphe. Alors, I'ensemble des points fixes de f est
Pintersection de B avec un sous-espace affine V de C".

En fait, comme B est homogene, si I’ensemble Fix f des points fixes de f est non
vide, on peut se ramener au cas ou I’origine 0 est un point fixe de f. La démonstration
utilise le fait que B est strictement convexe. Ce résultat a d’abord été généralisé par
A. Renaud [Re] au cas de la boule-unité ouverte d’un espace de Hilbert. Ensuite,
E. Vesentini {Vel et Ve2} a montré, en utilisant la notion de géodésique complexe, le
théoréme suivant :

THEOREME 1.2, Soit B la boule-unité ouverte d’un espace de Banach complexe E.
Soit f: B—B une application holomorphe telle que f(0)=0. Supposons de plus que tout
point x de la frontiére de B soit un point complexe-extrémal de I'adhérence B de B.
Alors, U'ensemble des points fixes de f est Uintersection de B avec Ker(fi—id), (ou f
désigne la dérivée de f a I'origine).

La démonstration du théoréme repose sur un résultat d’existence et d’unicité des
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géodésiques complexes passant par I’origine 0 et un point a de B. Dans le cas ou on ne
suppose rien sur la frontiére de B, des exemples (voir M. Hervé [H] ou E. Vesentini
[Ve2]) montrent que I’on ne peut pas espérer un résultat aussi satisfaisant. Cependant,
dans le cas d’un domaine borné de C”, J.-P. Vigué [Vi5] montre le résultat de nature
locale suivant :

THEOREME 1.3. Soit X un domaine borné de C". Soit f: X— X une application
holomorphe. Alors, I'ensemble des points fixes de f est une sous-variété analytique
complexe de X.

Si on suppose de plus que X est convexe, on a un résultat global [Vid4].

THEOREME 1.4. Soit X un domaine borné convexe de C". Soit f: X—X une
application holomorphe. Alors, I’ensemble Fix f des points fixes de f est une sous-
variété analytique connexe de X, et, si Fixf est non vide, il existe une rétraction
holomorphe v : X— Fix f.

La généralisation de ces résultats a la dimension infinie est assez délicate. Dans le
cas d’un produit fini de boules-unités d’espaces de Hilbert, ce fut fait par M. Abd-Alla
[A1l et A2] en utilisant des méthodes de J.-P. Vigué [Vi3] et E. Vesentini [Ve2].

Le but de cet article est de montrer le théoréme suivant :

THEOREME 1.5. Soit X un domaine borné d’un espace de Banach complexe E. Soit
a un point de X, et soit f:X->X une application holomorphe telle que f(a)=a.
Supposons que I'une des hypothéses suivantes soit vérifiée :

(Hy)) E=Ker(f,— id)+Im(f,—id) (f, désigne la dérivée de f au point a);

(Hy) E est le dual d’un espace E,, et la dérivée [, est continue pour la topologie
faible o(E, E,). Alors, I'ensemble Fix f des points fixes de f est, au voisinage de a, une
sous-variété analytique complexe directe, tangente en a a Ker(f,— id).

Remarquons tout de suite que I’hypothése (H,) est vérifiée dés que E est réflexif,
car on peut prendre alors pour E, le dual E' de E, et f, qui est continue pour la
topologie de la norme, I’est aussi pour o(E, E’).

Nous verrons au paragraphe 7 que I’on peut préciser un peu ce résultat. Si
B(a,r)cXcB(a, R) il existe 0>0 ne dépendant que de r et R (et non de f) et un
voisinage U de a qui contient B(a, ¢) tel que Fix f NU soit une sous-variété émalytique
complexe directe connexe de U, tangente en a a Ker(f,—id). En particulier, si
Ker(f,—id)={0}, a est le seul point fixe de f dans la boule B(a,0).
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Cet énoncé se généralise immédiatement au cas ou X est une variété hyperbolique,
¢’est-a-dire une variété analytique complexe pour laquelle la pseudo-distance de Koba-
yashi ky est une distance qui définit la topologie de X (voir T. Franzoni et E. Vesentini
[Fr]). En effet, f est contractante pour ky et conserve donc les boules de centre a pour
cette distance. Comme le probléme est local, il suffit de tout restreindre 4 une boule de
rayon suffisamment petit pour étre isomorphe a un ouvert borné d’un espace de
Banach.

Dans le cas des domaines bornés convexes, nous en déduirons le théoréme global
suivant :

THEOREME 1.6. Soit X un domaine convexe borné d'un espace de Banach
complexe E. Soit a un point de X, et soit f : X— X une application holomorphe telle que
fl@)=a. Supposons que I'une des hypothéses (H,) ou (Hy) soit vérifiée au point a. Dans
Phypothése (Hy), supposons de plus qu’il existe une famille (0);c; d’élément de E, tels
que X={x€EE| Re(x—a|o0;)<1} (c’est toujours le cas si E est réflexif).

Alors U'ensemble Fixf des points fixes de f est une sous-variété analytique
complexe directe de X, tangente en a a Ker(f,—id), et il existe une rétraction holo-
morphe h:X— Fixf.

Remarquons que ce théoréme est, dans un certain sens, une variante relative du
théoréme d’unicité de H. Cartan (voir H. Cartan [C1] ou [Vil ou Vi2]) qui dit que, si
f:X—X est une application holomorphe telle que f(a)=a, f,=id, alors f est 1a transfor-
mation identique.

Nous terminerons cet article par des exemples qui montrent que les conclusions
des théorémes 1.5 et 1.6 ne sont pas valables sans quelques hypothéses raisonnables.

2. Rappels, notations et remarques

Commencons par quelques rappels sur les fonctions holomorphes sur les espaces de
Banach complexe.

Soit ¢ une application holomorphe d’un voisinage de 1’origine 0 d’un espace de
Banach complexe E dans un espace de Banach complexe F. Elle admet (voir P. Mazet
[M] ou J.-P. Ramis [R]), au voisinage de l’origine, un développement en série de
polynémes homogénes

p= ZP,,(q)),

n=0



4 P. MAZET ET J.-P. VIGUE

ol P,(p) est la composante homogéne de degré n du développement. De plus, ce
développement converge normalement sur un voisinage de I’origine suffisamment petit.
Pour tout n €N, on notera

7,(9)= >, P9)

rsn

le développement de ¢ tronqué a I’ordre n.
Nous avons le lemme suivant :

LEMME 2.1. Soit @ une application holomorphe définie au voisinage de 0 dans E, a
valeurs dans F, telle que @(0)=0. Soit ¥ une application holomorphe définie au
voisinage de 0 dans F, a valeurs dans G. On a :

) 7,(pog)=t,(r,(¥)oT,();

(ii) P (pop)=P,(z,_(p)oT, (@) +P,()oP (9)+P,(Y)oP (¢p).

Démonstration. Par composition des développements en série, on trouve

> BWIP(@),.... P, (@),

r=0 q,,...,9,

yop=
ol P,(tp) est 'application r-linéaire symétrique associée au polynéme homogéne P ,(y).
Le terme de degré n de ce développement s’obtient donc en sommant les termes pour
lesquets q+...+q,=n. Comme @(0)=0, Py(¢) est nul, et il suffit de considérer les
termes pour lesquels g;=1, pour tout i. Pour ces termes, on a : ¢;<n et r<n.

On en déduit que, dans P,(pog), n’interviennent que des termes qui se trouvent
dans 7,(y) et dans 7,(¢). On peut donc, pour calculer P,(yog), remplacer les dévelop-
pements de i et ¢ par les développements tronqués a I’ordre #n, ce qui prouve (i).

En outre, pour que P,(¢) intervienne dans P,(yog), il faut que I'un des g; soit égal
a n, mais ceci impose alors : r=1. De méme, pour que P,(y) intervienne, il faut que
r=n, ce qui impose g,=...=q,=1. Les termes correspondants sont respectivement
P(yp)oP(p) et P (y)oPi(p). En dehors de ces termes, seuls les développements
tronqués a I’ordre (n—1) interviennent, ce qui prouve (ii).

Ce lemme interviendra de fagon fondamentale dans notre démonstration. Nous
utiliserons aussi les remarques suivantes :

Soit X un domaine borné d’un espace de Banach complexe E, contenant 1’origine,
et soit f:X—X une application holomorphe. Les itérées f de f sont encore des
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applications holomorphes de X dans X. Comme X est borné, on déduit des inégalités de
Cauchy que, dans le développement en série de polyndomes homogenes de f” a
’origine, pour tout nEN, ’ensemble des P,(f*) est borné.

Soit maintenant X une variété analytique banachique complexe. Conformément
a I’habitude, nous noterons T(X) le fibré tangent a X, T,(X) I’espace tangent au
point a€X, et si f:X—X est une application holomorphe, nous noterons T,(f):
T(X)— T ,(X) I’application linéaire tangente au point a.

On dit que X est une variété hyperbolique si la pseudo-distance de Kobayashi ky
sur X est une vraie distance qui définit la topologic de X (voir T. Franzoni et
E. Vesentini [Fr]). En particulier tout domaine borné d’un espace de Banach complexe
est une variété hyperbolique.

3. Premier résultat local

Dans ce paragraphe, nous allons montrer le théoréme suivant :

THEOREME 3.1. Soit X une variété analytique banachique complexe hyperbolique,
soit a un point de X, et soit f:X— X une application holomorphe telle que f(a)=a.
Supposons que l'une des hypothéses suivantes soit vérifiée :

(Hyp TX)=Ker(T(f)—id)+ Im(T,(f)—id);

(H}) L’application linéaire v induite par T,(f) sur T(X)/ Ker(T,(f)—id) n’admet
pas 1 comme valeur specrale;

(H)) Ker(T,(f)— id) est un sous-espace vectoriel de codimension finie de T,(X).

Alors, I'ensemble Fix f des points fixes de f est, au voisinage de a, une sous-variété
directe de X, tangente en a a Ker(T,(f)—id).

Avant de démontrer le théoréme, faisons quelques remarques : quitte & remplacer
X par une boule Bi(a, r) pour la distance de Kobayashi ky de centre a et de rayon r
suffisamment petit, on peut se ramener au cas o X est un domaine borné d’un espace
de Banach complexe E, et fune application holomorphe de X dans X. L’espace tangent
T,(X) s’identifie & E, et I'application linéaire tangente T,(f) est la dérivée f; de f au
point a.

Posons ¢=f,—id, F=Kerg={vEE| f;-v=v}, et G=Imeg.

L’hypothése (H,) s’écrit alors E=F+G, mais, puisque F=Kerg, on a F+G=
(@) ce qui permet d’écrire (H)) : ¢(E)=@(G), c’est-a-dire Ge@(G) et méme
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@¢(G)=G ('inclusion ¢(G)<=G est évidente). L’hypothése (H;) signifie donc que ’appli-
cation de G dans G induite par ¢ est surjective.

Par ailleurs G=Img s’identifie canoniquement & E/Kerp=E/F et I’application
induite par f;—id sur E/F s’identifie 4 ’application de G dans G induite par ¢
L’hypothése (H}) signifie donc que cette application est bijective.

Montrons qu’elle est, a priori, injective, cela prouvera (H)<(H}) et (H)=(H,)
(puisque (H7) entraine que G est de dimension finie). Tout revient donc a prouver
FnG={0}.

Pour tout n EN* posons

n—1
0,=~ > ().
nis

Si x€F, on a 8,(x)=x et donc G,(x)—»x quand n— . Si xEG, soit yEE tel que
x=(f,~id)}(y). On a :

n=1
6,(0) = %Z(f;)%(f;— id)(y) = %[(f;)"— id]().
p=0

D’apres les inégalités de Cauchy, (f2)" est borné indépendamment de n et donc
0,(x)— 0 quand n— . Il s’ensuit bien FNG={0}.

Remarquons en outre que, sous I’hypothése (H;), on a alors E=F®G et
0,(x)—6(x) quand n— =, ol 8 est la projection de¢ E sur F paralielement & G. Par
ailleurs comme ’on peut borner (f,)" indépendamment de r, il en va de méme des
moyennes §, et 'opérateur 8 est donc continu. En particulier son noyan G est fermé.

I1 suffit donc de montrer le théoréme 3.1 sous I’hypothése (H,). En fait, nous allons
montrer le résultat un peu plus fort suivant :

Prorosition 3.2. Soit f une application holomorphe d’un voisinage de I'origine
d’un espace de Banach complexe E, a valeurs dans E, et telle que f(0)=0. On suppose
que, pour tout nEN, I’ensemble des composantes homogénes de degré n des itérées f*
de f est borné. On suppose aussi que

E = Ker(fy—id)+ Im(f;— id).

Alors, I'ensemble Fix f des points fixes de f est, au voisinage de I’origine, une sous-
variété directe tangente en 0 a Ker(fy—id).

Démonstration. Soit ¢=fy—id. Soient F=Ker(fj—id) et G=Im(f3—id). Nous
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avons vu qu’il existe une décomposition directe de
E=F®G,

et nous nous placerons dans cette décomposition de E.

Nous voulons montrer que I'ensemble des points fixes de f est, au voisinage de
(0,0) dans F®G une sous-variété tangente a F.

Considérons ’ensemble Y={(x,y) EF®G|f(x,y)—(0,y)EF}. On a clairement
Fix fc Y. Nous allons prouver que, au voisinage de 0 :

(1) Y est une sous-variété analytique directe tangente en 0 a F.

(2) Fixf=Y.

Pour cela, considérons I'application - H définie au voisinage de 1’origine dans
FXFxG@G, a valeurs dans FXG

H(x; z, Y) =f(x1 y)_(z’ )’)-

Considérons 1’équation H(x, z,y)=(0,0). La dérivée partielle (3H/3(z, ¥))(0,0,0) vaut
(—id|r, @|g). Sous I’hypothése (H;), cette dérivée partielle est un automorphisme
linéaire de FXG. Le théoréme des fonctions implicites (voir par exemple [Di]) montre
alors que 1’équation H(x,y, z)=0 définit, au voisinage de I'origine, z et y comme des
fonctions holomorphes de x. Soient z=a(x), y=8(x). On a :

fx, B(x)) = (alx), B(x)),
et on vérifie facilement que
a0 =0, BO)=0, ay=idlr, B=0.

Alors Y est, au voisinage de 0, le graphe de j, ce qui prouve le point (1). Pour démon-
trer le point (2) il suffit de prouver a=id.

Nous allons donc montrer par récurrence sur n que t,(Q)=1,(d), c’est-a-dire,
I’égalité jusqu’a I’ordre n des développements en série de polyndmes homogénes.

Nous savons déja que a(0)=0, ay=1id, ce qui prouve I’hypothése de récurrence
pour n=1. Supposons-la démontrée a ’ordre (n—1). Montrons-la & I’ordre r.

On a donc

7, (o) = 7,_,@id).
On en déduit que

7,14, f) =7,_,(a, f) = 7,_,[fo(id, B)I.
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En appliquant /7, et d’aprés le lemme 2.1, on en déduit
7, [fPo(d, @) = 7,_,[f7*'oGd, B)].
Ainsi 7,_,[fPo(id, B)] est un polynéme A indépendant de p. Posons
B, =P,[f?o(id, B)I.
Appliquons fa fPo(id, 8). D’aprés le lemme 2.1, on obtient
B,.,=B+P,[(f)oP\(A)+P(f)oB,,

ou B est la composante de degré n de 7,_,(f)oA. En particulier, les deux premiers
termes ne dépendent pas de p, et en posant

C=B+P,(f)oP,(A),
on obtient
B,.,=C+f°B,.
Soit IT la projection de E sur F parallelement 4 G. On a :

IoB,,, =MoC+Iof;oB,.

Les sous-espaces F et G étant stables par f}, le projecteur I1 commute avec f. Comme
folr=id, fooIl=II, eton a :

MoB,,,=oC+IIoB,.

On en déduit que TToB,=p(ITcC)+I1oB,.
Par hypothése, les P,(f?) (r<n) sont bornés indépendamment de p; par suite, les
B, et IToB, le sont également. Ainsi, [IoC=0, etona :

IToB, =I1oB,.
Cette relation signifie que
IIoP,[fo(id, B)] = IToP,(id, B)
soit que

IToP,(a, B) =IIoP,(id, B).
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On trouve donc P,(a(x))=P,(x), ce qui montre le résultat a I’ordre n. Le théoréme est
démontré.

Remarquons que la deuxi¢me partie de la démonstration est une version, dans un
cas plus compliqué, du théoréme d’unicité de H. Cartan (comparer avec [Vil ou Vi2].

Bien sir, méme si la condition (H,) est vérifiée en tout point de Fix f, la variété
Fix f n’est pas forcément connexe. Considérons par exemple I'application f(z)=1/z de
la couronne A,={z € C|1/2<|z|<2} dans elle-mé&me. Nous donnerons d’ailleurs au para-
graphe 7 un exemple qui montre que, méme en dimension finie, les différentes compo-
santes de Fix f ne sont pas toutes de la méme dimension, ce qui répond & une question
de J-P. Vigué [Vi5s].

4. Deuxiéme cas local

Dans ce paragraphe, nous allons traiter en particulier le cas des domaines bornés d’un
espace de Banach réflexif. Nous avons le théoréme suivant :

THEOREME 4.1. Soit X une variété analytique banachique complexe hyperbolique,
soit a un point de X, et soit f: X— X une application holomorphe telle que f(a)=a.
Supposons que I'une des hypothéses suivantes soit vérifiée :

(Hy) l'espace tangent T,(X) est le dual d’un espace de Banach E,, et 'application
linéaire tangente T,(f) est continue pour la topologie faible o(T,(X), E,);

(H3) Uespace tangent T ,(X) est un espace de Banach réflexif (ou, ce qui revient au
méme, X est modelée sur des ouverts d’un espace de Banach réflexif E).

Alors, I’ensemble des points fixes de f est, au voisinage de a, une sous-variété
directe de X, tangente en a a Ker(T,(f)— id).

Avant de faire la démonstration, remarquons, comme précédemment, quitte a
considérer une boule B{a,r) pour la distance de Kobayashi ky de centre a et de rayon r
suffisamment petit, qu’on peut se ramener au cas ol X est un domaine borné d’un
espace de Banach complexe E, et o a est 'origine 0 de E. Il est clair d’autre part, que
fo, qui est continue pour la topologie de la norme, est aussi continue pour la topologie
faible o(E, E'), ou E’ est le dual topologique de E. Si on suppose que E est réflexif, E est
le dual de E’; ainsi (H3)=(H,).

Démonstration du théoréme sous I’hypothése (H,). La méthode que nous allons
employer consiste a utiliser des techniques ergodiques qui sont classiques dans le cas
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linéaire (voir par exemple N. Dunford et J. Schwartz [Du]), c’est-a-dire, a considérer
des moyennes d’itérées de f. Plus précisément, choisissons une fois pour toutes un
ultrafiltre non trivial sur N que nous noterons . Si (x,), .y €st une suite bornée de E,
formons les moyennes

1
Y, = ;(x0+x,+...+xn_1).

Il s’agit encore d’une suite bornée. Comme E est le dual de E,, cette suite est
relativement compacte pour la topologie faible o(E, E,); on peut donc considérer la
limite de la suite y, selon 1'ultrafiltre %. Nous noterons u((x,),¢x) cette limite, et nous
dirons que c’est la moyenne des (x,),¢- 11 est clair que cette moyenne est une fonction
linéaire des (x,),cx, Que, si x, est indépendant de n, u((x,),en)=x, €t que [ix,||<R, pour
tout n €N entraine ||u((x,),cn)||<R. En outre, si on considére la suite décalée (x,),cy, OU
x,=x, ., €t les moyennes

1
vi= L) =yt
n n

on a

, 1
Vo=V, = 7(x,,—xo)—> 0.

Par suite u((x;), ) =p((x,),en)-
Considérons alors, puisque X est borné, la moyenne des itérées de f

g(x) = (u(f"(x)).
C’est une application de X dans E qui vérifie évidemment
Fix f< Fix g.
(Nous prouverons en fait I’égalité au voisinage de 0). Nous avons le lemme suivant :
LEMME 4.2 L’application g est holomorphe.

Démonstration. 1l est évident que g est bornée puisque g(X) est contenu dans
’adhérence faible de I’enveloppe convexe de X. Il suffit donc de montrer (voir J.-P.
Ramis [Ra], proposition 1.2.1.1, p. 17) que, pour tout ¢ € E’, et pour toute droite affine
A de E, pogl, ,x est une application holomorphe.

Commengons par le cas ot ¢ provient d’un élément « de E,. On a alors
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<)
Cependant, les ((1/n)(id+f+...+f" "|a)|, .4 forment une famille uniformément bornée
de fonctions holomorphes. Le théoréme de Montel assure que la limite est uniforme sur
les compacts de ANX, ce qui montre que @og|,,y est holomorphe. Lorsque ¢ est un

élément quelconque de E’, on peut ’approcher, pour la topologie faible ¢(E’, E), par
des éléments de E, de norme plus petite. On a donc, pout tout y€E,

/1 -
(P°g|AnX=<g|a>|mx=hm<—(ld+f+-~-+f )
a \n ARX

e(y)=lim(yla;), avec |la] <|lg]|.
1
Par suite,
®Oglanx = lim (8l anx-

Comme g est bornée, @og|,,x est encore la limite d’'une famille bornée de fonctions
holomorphes, et, d’aprés le théoréme de Montel, est donc holomorphe.

L’application g a les propriétés suivantes :

LeEMME 4.3. (i) gof=g,
(i) goofo=,5020=28s-
De plus, gy est un projecteur de E sur F=Ker(fy—id).

Démonstration. Montrons d’abord (i). Par définition,
£UF00) = - (F()+ ..+,

et on a déja vu que la moyenne de la suite décalée était égale a la moyenne de la suite
donnée. Ainsi, gof(x)=f(x). Par dérivation, on obtient

20°f0= go-

Etudions maintenant f40gy. Si vEE, on a :
1 n-1

ou=lim— Pov ).

8o o n (;fo )

En composant avec fj, on trouve
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, . o 1 n—1 :
feogy v =f0-hm—(zf0”-v).
x n\szg
Comme f; est continue pour la topologie faible o(E, E,), on a :
1 n-1 1 n
frogyv=limfy (>, a"-v) - lim<~2fa"-v) =g,
@ n<s a \ nas

d’apres le résultat sur les moyennes des suites décalées, et (ii) est démontré.

On en déduit Im gy F; il est clair d’autre part que g restreint & F est égal a id.
Cela suffit & montrer que g{ est un projecteur de E sur F.

Dans le cas linéaire, ce lemme montre que fog=g. Ce n’est pas vrai dans le cas
général. Ainsi, si X={z€C|1/2<|z|<2}, et f(z)=1/z, on trouve

g<z>=%<z+%>,

et g n’est pas une application de X dans I’ensemble des points fixes de f. Pour remédier
a cet inconvénient, on va considérer les itérées g" de g qui sont toutes définies au
voisinage de 0 puisque g(0)=0.

LemME 4.4 Pout tout nEN, on a :
T, (fogn =18 =1,(g"").

Démonstration. Pour n=0, c’est une conséquence de f(0)=g(0)=0. Pour n=1,
c’est le résultat démontré au lemme 4.3. Faisons la démonstration par récurrence sur #;
plus précisément, en supposant z,_,(fog" ")=7,_,(g""") prouvons:

(1) 7,_,(g" )=1,_,(g") et

2 7,(fog")=1,g".

Posons A=7,_,(g"™"), B=P,(g""), U=t,_,(f), V=P,(f). Alors, si

A, =1, ,(f’g""Y), B,=P(f7og"™")
ces polyndmes peuvent étre déterminés par les relations Ay=A, B;=B et
A,,1=1,(UcA))

B, =P,(UcA)+VoP(A)+P\(f)oB,

obtenues grace au lemme 2.1.
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En particulier ’hypothese tnyl(ng"“)=r,,_1(g"“) s’écrit A;=A,, c’est-a-dire
7,_,(UcA)=A, on en tire immédiatement A,=A et donc B,,,=C+P,(f)oB, ou
C=P,(UoA)+VoP,(A) est indépendant de p.

Maintenant

gnzgogn—l=liﬂgl’%(gn—l_i_fogn—l+‘”+fp—logn-1).

On en déduit des relations analogues pour les développements en série, d’oll

7,-1(8" =/‘[rn~1(fp°gn-1 péN] =p{(4,),en]

P, (" =u[P, (708" ) en] = H[(B,),ex]-
Comme A,=A est indépendant de p, il vient
7,480 =A=1,,"")
d’oul le point (1). Par ailleurs le lemme 2.1 prouve

‘[n__‘(ng") = T,,_l(UOA) =A= T,,-}(gn)
P,(fog") = P(UoA)+VoP,(A)+P,(f)oP,(g"
= C+P1(f)°.“[(Bp')pen]»

Cependant P,(f) est linéaire et continue pour o(E, E,), il s’ensuit
Py(f)ou[(By),ex] = u[(P((f)°B,),en]-

Comme C est indépendant de p on en tire

P, (fog") =u[(C+P(f)oB,),en] = u[(B,1)pen]-
L’invariance de la moyenne par décalage d’une suite prouve alors

P (fog") =u[(B,),en] = P.(g")-
On a déja vu 7,_(fog")=17,_,(g"), on a donc
7,(fog" =1,&"),

c’est le point (2).
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En conclusion, pour tout entier p, la suite P,(g") stationne a partir de n=p. On peut
donc définir une série formelle ~ qui coincide avec le développement en série de
polynomes de g” jusqu’a l’ordre n. Il est clair que I'on a foh=h et hoh=h. 1l nous faut
montrer maintenant que A est une séric convergente. Commengons par le lemme
suivant :

LeMME 4.5. Il existe un voisinage ouvert V de 0 dans E tel que g(V)cV.

Démonstration. Remarquons que pout tout p €N, I’ensemble des composantes de
degré p des itérées de g est fini, donc borné. Nous avons vu au lemme 4.3 que g est un
projecteur de E sur F=Ker( f;—id)=Ker(gj—id). Ainsi, nous avons

E =Ker(g;—id) ® Im(gy—id).

D’aprés la proposition 3.2, I’ensemble Fix g est une sous-variété directe de E, tangente
en 04 F. Soit G=Kergy; on a E=F®G, et quitte a se placer dans une carte locale, on
peut supposer qu’au voisinage de 0, Fix g coincide avec F. Dans la décomposition de
E=F®QG, on a g(x,0)=(x, 0).

Définissons une nouvelle norme || ||, sur E, par

[1Ge, )y = [lxll+{Iv-

| ||, est une norme sur E équivalente 4 la norme donnée. Soit B,(0, R) une boule pour
cette norme || [f,, telle que, sur By(0,R), g soit définie et |[g”]| soit bornée par M.
D’apres la formule de Taylor, on a :

lgCx, 3)=g(x, 0= giuo- O, 9l < 2 v
De méme
86,0800l < Mlixl|,
d’ol1, on tire
g0 (0, ) =800 (0, Iy < M|l [I¥]];-
Comme g(x, 0)=(x,0) et g0 (0,y)=(0,0), on en tire

M
llgCe, Ml =< lIGe, Ol + Ml vl + 5 [IyI1} < lice, 031y + Myl el + 1721yl < flCx, ) -

des que M(||x]|,+172||y[|)<1.
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On peut donc trouver R'cR tel que g(B,(0,R'))=B,(0,R’) et V=B{(0,R’) a la
propriété désirée.

Pour un tel voisinage V, g, et par conséquent g", envoient V dans lui-méme. Soient

ret R tels que B(0, r)cVcB(0, R). Pour tout p EN, et tout #,<r, les inégalités de Cauchy
montrent que

)4
“P p(gn)HB(O,ro)SR<r_:) .

Comme 7,(g") et 7,(g"*% sont indépendants de g, on en déduit que

ry \? r,\" 7
||gn__gn+q||8(0_r0) < ZRE (—:'> = 2R<_0) 0

st r) r—r,

Ainsi, (g") est une suite de Cauchy pour la norme de la convergence uniforme sur
B(0,r,). Sa limite est donc une fonction holomorphe sur B(0, r) qui admet pour dévelop-
pement en série de polyndmes au voisinage de 0 la série formelle 4 trouvée précédem-
ment.

Notons encore 4 cette limite, on a, au voisinage de 0, foh=h et hoh=h. Si U est la
composante connexe de 0 dans 2~ '(B(0,r)), ces égalités sont vraies sur tout U ce qui
prouve en particulier A/(U)cU.

Ainsi A est une rétraction holomorphe de U dans U dont I'image est formée de
points fixes de f (d’aprés foh=h). Comme il est clair, par construction, que & laisse
fixes les points de Fix f, on a /(U)=FixfnU.

Il reste a prouver que A(U) est une sous-variété directe de U tangente en 0 a F; cela
découle de h{=g} projecteur de E sur F et du lemme suivant (H. Cartan [C2]).

LEMME 4.6. Soit @ une rétraction holomorphe d’un voisinage de Uorigine d’un
espace de Banach telle que (0)=0. Alors, au voisinage de 0, ¢ est linéarisable (c’est-
a-dire qu’il existe une carte locale 0, définie au voisinage de U'origine et telle que

@4=00g00™").
Démonstration. En effet, on a gop=¢ et par suite gio@s=@;. On en déduit
(id—@o—@)op=—gyogp et
Poo(id—@o—@) = —@eP.

Si on pose #=id—¢@i—¢, on a
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6y = id—2¢q, 0(’)2 =id.

Ainsi 0y, qui est involutif, est inversible. On en déduit que 0 est une carte locale au
voisinage de 1’origine, et que g=6""'og;00. Le résultat est démontré.

S. Premier cas global

En dimension finie, dans le cas des domaines bornés convexes, J.-P. Vigué [Vi4] a
montré un résultat plus fort, a savoir que I’ensemble des points fixes de f est une sous-
variété analytique connexe de D, rétracte holomorphe de D. C’est ce résultat que nous
allons maintenant généraliser.

THEOREME S5.1. Soit X un domaine borné convexe d’un espace de Banach
complexe E. Soit a un point de X, soit f : X— X une application holomorphe telle que
fla)=a, et supposons que I'une des hypothéses (H,), (H}) ou (HY) soit vérifiée au point
a. Alors I'ensemble Fix f des points fixes de f est une sous-variété analytique complexe
directe de X, et il existe une rétraction holomorphe h:X— Fix f.

Avant de démontrer le théoréme, remarquons qu’il suffit en fait de supposer que
I’hypothése (Hi), (H}) ou (HY) est satisfaite en un seul point de Fix f.

Démonstration du théoréeme 5.1. Comme dans le théoréme 3.1, considérons la
décomposition directe de E

E=F®G

ol F=Ker(f,—id), G=Im(f,—id), et on a vu que F et G sont stables par f,. Ainsi,
(id —f7)|; est une application linéaire de G dans lui-méme, et sous I'une des hypothéses
(Hyp, (H) ou (HY), nous avons vu que (id —f7)|; est un isomorphisme linéaire de G. Il
existe donc une constante K telle que ||((id —f0)|) 'l < K.

Pour tout nEN, considérons maintenant I’application holomorphe

n

|

Pn=

S

=1
Fo= L),
=0 h

p

Comme X est convexe, g, est une application holomorphe de X dans X.
Soit vEG. Alors, v=u—f,-u, avec ||u||<K]||v||. On a

—_

n—

’ —
Pna' V=

:‘»—

Fru—f 1) = %(u—f;" ).

0

p
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Les inégalités de Cauchy montrent I’existence constante de k telle que
(o)l < k.

On a donc

/ 1 K
123701l < -l k) <X 1+ 0o

Choisissons un entier n tel que K(1+k)/n<1. Considérons maintenant la suite des
itérées

hp =(p,).

Il est clair que A, est une application holomorphe de X dans X, et le théoréme sera une
conséquence du lemme suivant. Rappelons d’abord qu’une partic A de X est dite
complétement intérieure & X si la distance de A A la frontiere de X est strictement
positive.

LeMME 5.2. Soit X un domaine borné d’un espace de Banach complexe E=F®G,
et supposons que les boules pour la distance de Kobayashi sont complétement intéri-
eures a X. Soit a un point de X, et soit f: X— X une application holomorphe telle que
f@)=a, flp=1d, ||f.cll<l. Alors, la suite des idées f" converge uniformément sur
toute boule complétement intérieure o X vers une rétraction holomorphe h de X sur
Iensemble des points fixes de f qui est une sous-variété directe connexe de X.

Démonstration. Remarquons d’abord que I'application induite par f, sur E/F
(isomorphe a G) est de norme <1. Par suite, elle n’admet pas 1 comme valeur spectrale,
et on peut appliquer le théoréme 3.1. Au voisinage de a, ’ensemble Fix f des points
fixes de f est une sous-variété analytique complexe directe de E, tangente en a
a F. Placons-nous dans une carte locale dans laquelle a=0, et ot Fixf, est égal au
voisinage de 0, 2 F. On déduit des inégalités de Cauchy qu’il existe un voisinage
U=B(0,ry)XB(0,r)) de Vorigine dans E=F®G (G=Im(f}~id)) tel que, pour tout
(x,»)EU,

Hif—(x, y)”<k< 1.
Sy

On déduit du théoréme des accroissements finis que, pour tout (x,Y)EU, on a

1f e, »)—f(x, 0)f| = [f (x, »)—(x, 0| < &]ly]l

2-918285 Acta Mathematica 166. Imprimé le 15 février 1991
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Par suite, pour tout (r;, r;) tels que r,<ry, rs=<r;, on a
SBQ, r))xB(0, r3)) < B(O, ry+kry) X B(0, krs).
On peut donc trouver r,>0 et r;>0 suffisamment petits tels que, pour tout nEN,
SM(B(, r,)xB(0, ry)) c B0, rg) X B(0, k"r3).

Etudions maintenant |[f"™'~f"|5q x50, Soient (x,y) €B0,r)xB(0,rs). On a:

IF" 1, y) =7 I < (IF P y) =TI, DI +IITECS " Ce, YD) =", 9
ou IT est la projection sur F, paraliélement a G.
™, y) = e, P < kK'ry+K'ry < 2Ky,

Ceci suffit 2 montrer que (f"), ¢y est une suite de Cauchy pour la norme de la conver-
gence uniforme sur B(0,r))XB(0,r;). D’aprés J.-P. Vigué [Vil], c’est une suite de
Cauchy pour la norme de la convergence uniforme sur toute boule complétement
intéricure & X. Notons 4 sa limite; comme les boules pour la distance de Kobayashi
sont complétement intérieures 4 X, h est encore a valeurs dans X.

La suite f**! converge aussi vers 4, d’oit foh=h. Plus généralement fPoh=h et,
faisant tendre p vers 'infini on obtient hoh=h.

Ainsi 4 est une rétraction holomorphe dont I'image est formée de points fixes de f
(puisque foh=h). Comme il est clair que tout point fixe de f est fixe pour f? et donc
pour s I’'image de h est exactement Fix f.

Remarquons en outre que le lemme 4.6 montre que I'image de /4 est une sous-
variété directe de X; comme 4 est continue et X est connexe cette image est connexe et
le lemme est démontré.

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du théoréme 5.1. D’apres
L. Harris {Ha], proposition 2.3, p. 381, comme X est un domaine borné convexe, les
boules pour la distance de Kobayashi sont complétement intérieures a X; le lemme 5.2
peut donc s’appliquer 4 @, et a la suite de ses itérés. Il suffit alors de prouver
Fix f=Fix ¢,.

On a évidemment Fix fc Fix @,. Par ailleurs, par construction ¢, , induit ’identité
sur F et une application de norme strictement inférieure & 1 sur G; il s’ensuit
Ker (¢, ,—id)=F= Ker (f,—id). Alors le théoréme 3.1 prouve qu’au voisinage de a,
Fix f et Fix ¢, sont des sous-variétés ayant le méme espace tangent en a, de 'inclusion
on déduit donc 1’égalité au voisinage de a.
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Comme Fix ¢, est une sous-variété connexe, I’inclusion et le principe du prolonge-
ment analytique assurent Fix f= Fix ¢,, ce qui achéve la démonstration du théoré¢me.

Remarquons, pour conclure ce paragraphe, que le lemme 5.2 entraine pour les
applications holomorphes tangentes & un projecteur le corollaire suivant :

COROLLAIRE 5.3. Soit X un domaine borné d’un espace de Banach complexe E, et
supposons que les boules pour la distance de Kobayashi soient complétement intéri-
eures a X. Soit a un point de X, et soit f : X— X une application holomorphe telle que
fla)=a, et que f, soit un projecteur. Alors, la suite des itérées f* converge uniformé-

ment sur toute boule B complétement intérieure & X vers une rétraction holomorphe h
de X sur Fix f.

6. Deuxieme cas global

Nous allons maintenant donner les résultats globaux obtenus dans le cas des domaines
bornés convexes a partir du deuxiéme résultat local.

THEOREME 6.1. Soit X un domaine borné convexe d’un espace de Banach
complexe E. Soit a un point de X, et soit f : X~ X une application holomorphe telle que
fla)=a. Supposons que I'une des hypothéses suivantes soit vérifiée :

(HY) E est le dual d’un espace de Banach E,, la dérivée f, de f au point a est
continue pour la topologie faible o(E, E,), et il existe une famille d’éléments (0,);c; de
E, tels que

X ={x€E|Re (x—a,o;) <1}.

(H3) E est un espace de Banach réflexif.
Alors, I'ensemble Fix f des points fixes de f est une sous-variété analytique
complexe directe de X, et il existe une rétraction holomorphe h: X— Fix f.

Avant de montrer le théoréme, faisons les remarques suivantes : si X est un
domaine borné convexe d’un espace de Banach complexe E, il existe, d’aprés le
théoreme de Hahn-Banach, une famille de formes linéaires continues ()¢, de E’
telles que

X={x€E|Re[p{x~a)l<1,ViEI}.

Ainsi, si X est un domaine borné convexe d’un espace de Banach réflexif, il est clair
qu’il satisfait & ’hypothése (H3).
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Au sujet de ’hypothése (H3), remarquons que, si E est le dual de E,, muni de la
norme déduite de la norme de E,, la boule-unité ouverte B de E est bien définie au sens
de 'hypothese (H3), par des formes linéaires provenant de E,.

Enfin, nous verrons par un exemple que la conclusion du théoréme 6.1 n’est plus

vraie si le domaine borné convexe X n’est pas défini par des formes linéaires provenant
de E,. ‘

Démonstration du théoréme 6.1. Plagons-nous donc dans ’hypothése (H3). Pour
tout n €N, considérons

<p,,=%(id +f+...+f"h.

Comme X est convexe, @, est une application holomorphe de X dans X. On a donc,
pour tout x €D, pour tout i€1,

Re (@,(x)—a,0;) <1.

Comme les bornés de E sont relativement compacts pour la topologie faible o(E, E,), la
suite @, converge faiblement vers une application holomorphe ¢ : X— E. De

Re (@n(x)—a,0;) <,
on déduit que
Re (p(x)—a,0;) <1,
avec égalité si et seulement si
Re (p(x)—a, 0;) =1,
pour tout x € X. Il suffit de considérer ¢(a)=a, pour montrer que
Re (g, (x)—a,0;) <1.

Ainsi, @ est une application holomorphe de X dans X. Considérons maintenant la suite

des itérées h,=¢". D’apres le résultat local, on a, en supposant que a est 1’origine 0
de E :

T (fog") =1, (@") =1,(¢""").

En particulier 7,(¢)=r1,(¢?) montre que ¢} est un projecteur et le corollaire 5.3 montre
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que la suite itérés ¢" converge uniformément sur toute boule complétement intérieure &
X vers une rétraction holomorphe /4 de X sur Fix ¢.

Par construction de ¢, on a Fixfc Fixp=ImA.

Par ailleurs, 7,(fo¢")=1,(¢") prouve foh=h et donc Imac Fix f, d’oit Fixf=Im#h
et le théoréme en découle.

7. Un résultat semi-global

Nous allons voir maintenant que 1’on peut utiliser des méthodes inspirées de celles
employées dans le cas d’un domaine borné convexe pour préciser la taille de 'ouvert U
tel que I'ensemble Fix £ 0 U soit une sous-variété de U.

Soit X un domaine borné contenant l’origine, soient r et R deux constantes
strictement positives telles que B(0, ) cX<B(0, R). (Dans I’hypothése (H,), on suppose
toujours que E est muni de la norme déduite de la norme de E,.) Nous avons alors le
théoréme suivant :

THEOREME 7.1. Avec les notations précédentes, il existe une constante g stricte-
ment positive ne dépendant que de r et R pour laquelle, si f: X— X est une application
holomorphe admettant 0 pour point fixe et vérifiant en ce point l'une des hypothéses
(Hy), (H), (HY), (H,) ou (H) alors il existe un voisinage ouvert U de 0 contenant B(0, o)
tel que FixfnU soit une sous-variété analytique complexe directe connexe de U,
tangente en 0 a Ker(fo—id).

En particulier, si Ker(fj—id)={0}, 0 est le seul point fixe de f dans B(0, o).

Démonstration. Soit F = Ker(fy— id). Considérons

<pn=%(id +f+ .+,

Plagons-nous d’abord dans P'un des cas (H;), (H}) ou (H}). Soit G=1Im(fj—id), et
considérons la dérivée @, de ¢, a I'origine. Les inégalités de Cauchy montrent que
ll@.oll<R/r. On a déja vu que, pour tout vecteur vEE,

@0 v— TI(V)

ol IT est le projecteur de E sur F parallelement & G. Ainsi, ||TI||<R/r. Choisissons un
nombre réel £>0 trés petit et un entier n suffisamment grand pour que
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llgsolall <.

Posons ¢=¢,.

Plagons-nous maintenant dans 1’'un des cas (H,) ou (H3). Nous savons alors que ¢,
converge pour la topologie faible vers une application holomorphe ¢: X— B(0,R). Sa
dérivée a I’origine @q est un projecteur I de E sur F parallelement & G= Ker ¢g. On a de
méme

R
|| <=
’
Une fois ces définitions posées, nous pouvons traiter ensemble tous les cas (Hy),
(H}), (H),(H,) et (H). Considérons la décomposition directe de E
E=F®G,

et écrivons x=(x;, x;) les coordonnées de x dans cette composition. Munissons F®G de
la norme équivalente

110635 x| = sup(lfi ][, [l D-

Comme IT est de norme <R/r, si x=(x,x3), il est clair que 'on a :

r

Rar l1Cey s Xl < el < 2]10cq5 %)

A Taide des inégalités de Cauchy, on peut trouver une constante gq strictement
positive et qui ne dépend que de r et R, telle que, pour tout x appartenant a la boule
B.(0,00) pour la norme || ||_,|l@xlg//<1/2. Pour tout point x, € B(0, o) N F, il existe au
plus un point y(x;) € B(0, go) N G tel que

(id —IT)(@(x,, y(x)))) = y(x)).
En fait, on obtient y(x;) comme la limite de la suite des itérées
[Gd —IT) @(x,,-)]"(0).

A P’aide des inégalités de Cauchy, on montre que

r—gq

2
Jid ~T0Xgtx, OV < = el + KXY

Si a<gy/2, on en déduit que ||y(x;)||<2a. Ceci permet de déterminer o,;<g,, ne dépen-
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dant que de r et R, tel que x,€F
[xll<er = G y(x)€EB.O,0)).
Considérons dans B..(0,0,) la sous-variété V qui est le graphe de I’application
B.(0,0)NF—-B.(0,0)NG
xp—>y(xy).

Il est clair que V est une sous-variété analytique directe connexe de B.(0,01) qui
contient Fix ¢ N B.(0, ;). D’autre part d’aprés le théoréme local (voir théoréme 3.1 et
théoréme 4.1), au voisinage de 0, V est exactement égal 4 Fixf. Le théoréme de
prolongement analytique montre que V< Fix f N Bo(0, ¢1). L’égalité V= Fix fnB.(0, 0))
provient du fait que Fixf est contenu dans Fixg. D’autre part, B.(0,0,) contient
B(0, ro\/(r+R)) et ceci achéve la démonstration du théoréme.

8. Exemples

Comme nous 1’avons déja dit, dans le cas d’un domaine borné quelconque X, I’en-
semble des points fixes d'une application holomorphe f : X— X n’est pas connexe en
général, et J.-P. Vigué [Vi5] demandait si toutes les composantes connexes de Fix f
avaient la méme dimension. Ce n’est pas le cas comme le montre I’exemple suivant :

Exemple 8.1. Soit X le domaine borné de C? défini par
X={(xnECHIR2< <2, |y} <1}.
Soit f: X— X définie par
fx, )= (1/x, xy).

11 est facile de vérifier que f est bien une application holomorphe de X dans X et que
I’ensemble Fix f est égal 4 A{UA_,, ol

A ={(x,yEX|x=1},
A ={(x,y€EX|x=-1,y=0}.

Ainsi, dimA =1, et dimA_,=0.

Une question importante est de savoir ce qui se passe quand aucune des conditions
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(H,) ou (H,) n’est vérifiée. Nous allons voir qu’en général, Fix f n’est plus une sous-
variété analytique de X. Le premier exemple que nous allons donner est dans la boule-
unité de cy(N).

Exemple 8.2. Considérons I’espace de Banach complexe c¢y(N) des suites conver-
geant vers 0 4 'infini, et soit B sa boule-unité ouverte. Soit N un entier strictement
positif, soit @ : A¥— AY une application holomorphe du polydisque A" dans lui-méme.
Soit maintenant f I’application holomorphe de B dans B définie par f((z,),en)=(Z,),en>
OU(Zy, ooy Zy_)=(Zgs v Zy_p)s gy ooos Zan_ )= P20y v Tn_1)s Loy ek=nsks TEZ0.

PROPOSITION 8.3. L’ensemble Fix f est égal a ¢~ '(0)x{0}. Ce n’est donc pas, en
général, une sous-variété analytique de B.

Démonstration. L’équation f((z,),en)=(2,),cn €ntraine que, pour tout n=0,
LN+hk+nN = N4k
Comme (z,),¢y appartient & co(N), ceci entraine que, pour tout k=0, zy.,=0. Par suite,
(295 s 2y =10,

et le résultat est démontré.

Cet exemple est inspiré d’un exemple de [Hy]. Son principal inconvénient est que
¢o(N) n’est pas un dual; aussi, nous allons maintenant construire un exemple dans le cas
de I”(N).

Exemple 8.4. Soit [*(N) ’espace de Banach complexe des suites bornées, muni de
la norme de la convergence uniforme. Soit N un entier strictement positif, soit % un
ultrafiltre non trivial sur N, et pour i=0,..., N—1, définissons

#l(x)en) = liqun% (XNt F X gonn)-
Soit
X={(x),enECM)| I < T, |u; ((x, )| <1/2,i=0, ..., N—1}.

1l et clair que X est un domaine borné convexe de [“(N). (Bien siir, X ne peut pas étre
défini par une famille de formes linéaires provenant de /'(N).)
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Soit @=(@,),_,, .. n-; Une application holomorphe A(0,1/2) — A(0,1)¥, ou A(0,r)
désigne le disque ouvert de centre 0 et de rayon r dans C. Considérons 1’application
holomorphe f: X— X définie par

f((x,;);;EN) = (Xn)nGN

(X5 «-s Xn-p) =@((p((x,)nenDizg, .. N-1)

N

Xy =x;, pourtout i=0.

Puisque |u;((x,))|<1/2 sur X, f définit bien une application holomorphe de X dans X.
L’ensemble des points fixes de f est décrit par la proposition suivante :

ProrosiTiON 8.5. L’ensemble Fix f des points fixes de f est égal &
A={(x) enlx,= X, YREN, (x, ..., xp_,) EFix @}.
Démonstration. 1l est clair que Ac Fix f. Si on considére x € Fix f, on a forcément
Xy =X, Viz0.

Par suite u;((x,),en)=2x;, ce qui donne I'équation @((x).=y . n-)=()ice . N_1-
A partir de cette proposition, il est facile de construire des exemples divers. Par
exemple, n’importe quel sous-ensemble analytique de A(0,1/2)" défini par N équations
holomorphes bornées définit I’ensemble des points fixes d’une application f.
En effet, si (g),_,
1/2, et prendre

~N—1 Sont les équations de V, on peut les supposer bornées par

,,,,,

@i(Xgs s X, ) = X708, (Xgs o os Xy y)-

Un autre exemple intéressant est le suivant : prenons N=1, et soit (p(x0)=4x(2,.
L’ensemble des points fixes de f est formé de deux points (0,0,...,0,...) et
(1/4,1/4, ...,1/4, ...). '(0)=0, ce qui montre qu’a I’origine, la condition (H,) est vérifiée.
Cependant (H3) ne I’est pas, et il n’existe pas de rétraction holomorphe 4 : X— Fix f.
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