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Die Frage, der sich die folgenden Uberlegungen unterordnen, ist das
Homdomorphieproblem dreidimensionaler geschlossener Mannigfaltigkeiten. Wie-
viele topologisch nicht aufeinander abbildbare zweidimensionale Mannigfaltigkeiten
vorhanden sind, dariiber gibt der Fundamentalsatz der Flichentopologie Auf-
schluss. Die Verfahren, die man zu seinem Beweise benutzt, haben sich bisher
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nicht auf drei und mehr Dimensionen iibertragen lassen. Dem dreidimensiona-
len Probleme nidherzukommen, bieten sich uns zwei Wege dar. Der erste be-
steht in der Untersuchung der Diskontinuititsbereiche dreidimensionaler metrischer
Bewegungsgruppen. Wihrend aber in zwei Dimensionen jede geschlossene Fliche
als Diskontinuititsbereich einer fixpunktlosen Bewegungsgruppe auftritt, gibt
es dreidimensionale Mannigfaltigkeiten, fiir die das nicht gilt. Die Diskontinui-
titsbereiche der dreidimensionalen sphirischen Bewegungsgruppen erscheinen nun
mit einer bestimmten Faserung versehen; die Fasern sind die Bahnkurven einer
kontinuierlichen Bewegungsgruppe der Hypersphire, wofiir Beispiele in § 3 der
vorliegenden und in der Arbeit DBII gegeben werden.! Diese Tatsache fithrt zum
zweiten Wege: statt das vollstindige Invariantensystem dreidimensionaler Punkt-
mannigfaltigkeiten gegen topologische Abbildungen zu untersuchen, er-
mitteln wir dasjenige dreidimensionaler gefaserter Riume gegen fasertreue
Abbildungen. Diese Aufgabe wird in der vorliegenden Arbeit vollstindig erledigt.
Freilich beziehen sich die so erhaltenen Invarianten nicht auf eine gegebene
Punktmannigfaltigkeit, sondern auf ihre Faserung, so dass bisweilen die Frage
offen bleibt, ob zwei verschiedene gefaserte Riume als Punktmannigfaltigkeiten
nicht topologisch aufeinander abbildbar sind. Uberdies gibt es Punktmannig-
faltigkeiten, die sich iiberhaupt nicht fasern lassen (§ 15). Dennoch dienen die
Faserinvarianten der Topologie der Mannigfaltigkeiten, da sie die Entscheidung
uber deren Homoomorphie in vielen Fillen zu treffen gestatten. Beispiele hier-
filr finden sich in § 12 bis 14 sowie in DBIL

An Vorkenntnissen setzt die Arbeit die Flichentopologie und den Begrift
der Fundamental- und Homologiegruppe mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten
voraus. Einfithrende Beispiele bieten die Rédume aus Linienelementen.” Ferner

sind Beispiele in der Arbeit selbst angegeben.

§ 1. Gefaserter Raum.

Folgender Mannigfaltigkeitsbegriff wird zugrundegelegt.® Eine Mannigfal-
tigkeit ist eine Punktmenge, in der zu jedem Punkte Teilmengen, Umgebungen,
definiert sind, die den Axiomen 1) bis 4) geniigen.

! Vergl. W. Threlfall u. H. Seifert, Topologische Untersuchung der Diskontinuitiitsbereiche
endlicher Bewegungsgruppen des dreidimensionalen sphiirischen Raumes; Math. Ann. 107, im fol-
genden zitiert mit D B II, der erste Teil, Math. Ann. 104, mit D B I.

? W. Threlfall, Riume aus Linienelementen, Jahresber. d. D. Math. Ver. 42 (1932).

# Vergl. hierzu H. Kneser, Topologie der Mannigfaltigkeiten. Jahresber. d. D. Math. Ver. 34
(1926), 8. 1.
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1) Hausdorffsche Umgebungsaxiome:

a) Jeder Punkt P hat wenigstens eine Umgebung Up; jede Umgebung von
P enthilt P;

b) Sind Up und Vpr Umgebungen von P, so gibt es eine Umgebung Wp,
die im Durchschnitt beider enthalten ist;

¢) Liegt @ in der Umgebung von Up, so gibt es eine Umgebung Uy von
@, die ganz in Up enthalten ist;

d) Fiir zwei verschiedene Punkte gibt es zwei Umgebungen ohne gemein-
same Punkte.

Bin Umgebungssystem, das diesen Axiomen geniigt, definiert einen topo-
logischen Raum. Zwel dquivalente Umgebungssysteme derselben Punktmenge be-
stimmen denselben topologischen Raum. Aquivalent heissen dabei zwei Umge-
bungssysteme, wenn es zu jeder Umgebung Up des einen Systems eine Umge-
bung U’p des anderen Systems gibt, die in Up enthalten ist, und umgekehrt.
Eine Teilmenge eines topologischen Raumes heisst offen, wenn mit jedem ihrer
Punkte eine ganze Umgebung zu ihr gehort. Das System aller offenen Punkt-
mengen des topologischen Raumes ist selbst ein Umgebungssystem, das zu allen
anderen Umgebungssystemen dieses topologischen Raumes #quivalent ist. Wir
legen im Folgenden stets dieses Umgebungssystem zugrunde.

2) Zu jedem Punkt der Mannigfaltigkeit gibt es eine Umgebung, die sich auf
das Innere einer drecdimensionalen euklidischen Vollkugel topologisch abbilden
lisst. Eine Abbildung heisst topologisch, wenn sie umkehrbar eindeutig und
umkehrbar stetig ist.

3) Ist jedem Punkt eine beliebige Umgebung zugeordnet, so geniigen ab-
zihlbar viele, die ganze Mannigfaltigket zu iiberdecken. Geniigen schon endlich
viele, so heisst die Mannigfaltigkeit geschlossen, andernfalls offen.*

4) Die Mannigfaltigkeit ist zusammenhdingend, d.h. je zwei ihrer Punkte
lassen sich durch eine Kurve verbinden, oder was dasselbe ist, die Mannigfaltig-
keit ldsst sich nicht in zwei offene punktfremde Mengen zerlegen.

In der kombinatorischen Topologie stellt man an die Mannigfaltigkeit noch
die weitere Forderung, triangulierbar, d.h. aus abzdhlbar vielen Tetraedern zu-
sammensetzbar zu sein. Von dieser Forderung kann hier abgesehen werden, da

* Anstelle von 3) kdénnte man auch das zweite Hausdorfische Abzihlbarkeitsaxiom zn 1) und
2) hinzunehmen: es gibt ein #quivalentes Umgebungssystem, das nur aus abzihlbar vielen ver-
schiedenen Punktmengen besteht. Denselben Dienst wiirde auch das folgende Axiom tun: man
kann die Mannigfaltigkeit mit abzéhlbar vielen Teilmengen iiberdecken, deren jede sich auf das
Innere einer dreidimensionalen euklidischen Kugel topologisch abbilden lisst,
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von den gefaserten Ridumen auf Grund der Forderungen s5) bis 7) in § 4 gezeigt
wird, dass sie triangulierbar sind.

Eine Mannigfaltigkeit wird man als gefasert bezeichnen, wenn ihre Punkte
sich auf eine Menge von Kurven, Fasern, so verteilen, dass durch jeden Punkt
genau eine Faser geht und eine Umgebung jeden Punktes sich auf die Umge-
bung eines Punktes eines euklidischen Raumes so topologisch abbilden ldsst, dass
die Fasern in die Geraden-Stiicke eines Parallelgeradenbiindels iibergehen. Diese
Forderung bezieht sich nur auf die Umgebung eines Punktes. Aber auch wenn
wir sie an alle Punkte der Mannigfaltigkeit ohne Ausnahme stellten, so wire
doch dieser Begriff der gefaserten Mannigfaltigkeit uns noch zu allgemein.

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir nur solche gefaserte Mannigfal-
tigkeiten, die ausser den vier Mannigfaltigkeitsaxiomen noch den drei folgenden
Axiomen geniigen, welche Eigenschaften der Faserung im Grossen fordern. Solche
Mannigfaltigkeiten nennen wir kurz gefaserte Edume.

5) Die Fasern, auf die sich die Punkte der Mannigfaltigkeit verteilen, sind
geschlossene Kurven.

6) Durch jeden Punkt geht genau eine Faser hindurch.

7) Zu jeder Faser H gibt es eine Faserumgebung, das ist eine solche H
enthaltende Teilmenge von Fasern, die sich fasertreu auf einen »gefaserten Voll-
ring» abbilden ldsst, wobei H in die »mittlere Faser» iibergeht.

Unter einem gefuserten Vollring verstehen wir einen geraden Kreiszylinder
des euklidischen Raumes, der durch die zur Achse parallelen Geraden gefasert
ist, und dessen Grundfliche und Dachfliiche, um einen rationalen Winkel

2’
n
gegeneinander verschraubt zur Deckung gebracht sind. g und » sind teilerfremde
ganze Zahlen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf

1
u >0 und OSVSQ;L

angenommen werden. Denn wenn man » durch v+%u oder durch —» ersetzt,
so lidsst sich der neue Vollring auf den alten fasertreu abbilden.

Fasertren wird dabei eine Abbildung genannt, wenn sie 1) topologisch ist
und 2) Fasern in Fasern iiberfilhrt, Zwei fasertreu auf einander abbildbare
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Vollringe gelten als nicht verschieden. — Bei der Schliessung des Zylinders zum
Vollring setzen sich je u achsenparallele Strecke zu einer einzigen Faser anein-
ander, nur die Achse bildet eine Faser fiir sich allein. — Wenn Grund- und Dach-
fliche- unverschraubt einander zugeordnet sind, die charakteristische Zahl u also
=1 ist, so heisst der Vollring ein gewohnlicher Vollring.

Die Faserumgebungen sind im Gegensatz zu den Punktumgebungen abge-
schlossene Punktmengen: zu jeder Faserumgebung gehort die berandende Ring-
fliche hinzu.

Bin Meridiankreis M eines Vollringes ist eine doppelpunktfreie geschlossene
orientierte Kurve der Randringfliche, die nicht auf der Randringfliche, wohl
aber im Vollring (durch das Innere hindurch) auf einen
Punkt zusammenziehbar (nullhomotop) ist. Eine topo-
logische Selbstabbildung des Vollringes dndert einen

Meridiankreis wieder in einen Meridiankreis ab. Sieht
man von der Orientierung ab, so kann man jeden /
Meridiankreis durch eine stetige Deformation der Rand- /
ringfiche in jeden andern iiberfithren. In Fig. 1 ist A
z. B. der orientierte Randkreis der Grundfliche ein /

A)
N
I

Meridiankreis. Ein Brestenkrers B des Vollringes ist 1

in doppelpunktfreier M konjugierter Riickkehr- / 4
e ppelpu rel zu onjugierter Ruckkehr ey Jﬁ/

Fig. 1.

schnitt der Randringfliche, d. h. eine doppelpunktfreie
geschlossene Kurve, die M nur in einem Punkte iiber-
kreuzt. Er ist abgesehen von Deformationen der Randringfliiche bis auf die
Orientierung und bis auf Vielfache von M bestimmt. Jedes Paar von Meridian-
und Breitenkreis kann in jedes andere durch eine topologische Selbstabbildung
des Vollringes iibergefiihrt werden; wihrend aber jeder Meridiankreis in jeden
andern durch eine Deformation auf der Ringfliche iibergeht, ist dies fiir zwei
Breitenkreise nicht mehr notwendig der Fall. Die Selbstabbildung des Voll-
ringes, die zwei auf der Randringfliche nicht homologe Breitenkreise in einan-
der iiberfiihrt, lisst sich nicht durch eine Deformation aus der identischen Ab-
bildung gewinnen. — Auch einer Faser H wird eine bestimmte Orientierung
zuerteilt, die mit dem gefaserten Vollring noch nicht gegeben ist. Wenn also
ein gefaserter Vollring vorliegt und wenn wir auf seiner Randringfliche eine
Faser H, einen Meridiankreis M und einen Breitenkreis B ausgewihlt haben, so
konnen wir statt H, M, B ebenso gut das beliebige andere System H', M', B’
benutzen, das mit dem ersten durch die Transformationsformeln zusammenhéingt:
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H~¢ H, (1)
M~ M, (2)
B~eB+aM. (3)

Darin sind die ¢é=11 und x ist eine beliebige ganze Zahl. Statt des Gleich-
heitszeichens haben wir das Homologiezeichen benutzt, das hier Homologien
auf der Randringfliche bezeichnet. HEs komimt uns ndmlich nur auf Homo-
logiebeziehungen an, und wir lassen z. B. zu, dass H  eine mit H punktfremde
Faser und dass M’ ein durch Deformation auf der Randringfliche aus M her-
vorgegangener Meridiankreis ist. — Hin fir allemal sei bemerkt, dass wir die
Verkniipfung von Elementen der (abelschen) Homologiegruppe additiv, solche
zwischen Elementen der Fundamentalgruppe multiplikativ schreiben.’

Durch die Zahlen u und » ist nicht nar der gefaserte Vollring bestimmt,
sondern umgekehrt bestimmt der gefaserte Vollring die Zahlen z und » eindeu-
tig, d.h. zwei gefaserte Vollringe sind dann und nur dann fasertreu aufeinander
abbildbar, wenn sie in den definierenden Zahlen g und » iibereinstimmen. Wihlt
man den Breitenkreis B geeignet (kiirzeste Verbindungslinie eines Randpunktes
der Grundfliche und seines iiquivalenten der Dachfliche auf dem Mantel des
euklidischen Zylihders, gestrichelte Linie in Fig. 1) und orientiert man M und H
geeignet, so besteht zwischen H, M, B auf der Randringfliche die Homologie

H~vM + uB, (H)

die nichts anderes besagt, als dass u und » die definierenden Zahlen des gefa-
serten Vollringes sind. Hiitte man statt H, M, B ein beliebiges System H', M, B’
des gegebenen gefaserten Vollringes zugrunde gelegt, so wiirde zwischen diesen

Kurven eine Homologie gelten:
H ~anM +mB, (H")

weil M’ und B’ ein fundamentales Kurvensystem® der Ringfliche ist, durch das
sich jede andere Kurve ausdriickt. Hierin sind m und % relativ prime Zahlen,.
weil die Faser voraussetzungsgemiss doppelpunktfrei ist, und es ist m 7 o, weil
sie nicht dem Meridiankreis homolog ist. Anderseits ldsst sich die Homologie

® Vergl. B.L.v.d. Waerden, Moderne Algebra I (Berlin 1930) S. 19.
% Meridian- und Breitenkreis heissen auch ein kanonisches Kurvensystem oder ein Paar
konjugierter Riickkehrschnitte.
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(H) auf das System H', M’', B’ zufolge der Transformationsformeln (1) bis (3)
umrechnen:
g H ~ (ev + xu) M’ + e;u B’

Also ist:
e {legv + ) M + equBy ~uM' + mB.

Koeffizientenvergleichung lehrt, dass durch die Zahlen m und » die Zahlen p
und » eindeutig bestimmt sind: es ist |u]=|m|, also weil u > o0, up=|m| und

v gleich dem absoluten Betrage der mod m auf das Intervall — é m bis -+ ;—m

reduzierten Zahl ». Damit sind die Zahlen u und v als charakteristisch fiir den
gegebenen Vollring erwiesen.

Wihrend Meridian- und Breitenkreis schon auf einem ungefaserten Voll-
ringe definiert sind, setzt die vierte ausgezeichnete Kurve, deren wir spiter be-
diirfen, der Querkreis @, die Faserung voraus. Er ist eine geschlossene Kurve
der Randringfliche, die jede Faser der Randringfliiche genau einmal durchsetzt,
wofiir man auch sagen kann: er ist ein zu jeder Faser H konjugierter Riick-
kehrschnitt der Randringfliche. Daher ist er bis auf seine Orientierung und bis
auf Vielfache der Faser durch die Faserﬁng der Randringfliche bestimmt, d. h.
sind @ und @ zwei Querkreise, so besteht zwischen ihnen die Beziehung:

Q~e @ +yH, (4)

eine Formel, die zu den Transformationsformeln (1) bis (3) hinzutritt.

Wie Meridian- und Breitenkreis, so bilden auch Faser H und Querkreis ¢
auf der Oberfliche eines gefaserten Vollringe‘s ein fundamentales Kurvensystem,
d. h. jede andere geschlossene Kurve der Randringfliche ist homolog einer linearen
Kombination von H und €.

Die Oberfliche eines beliebigen gefaserten Vollringes ist eine gefaserte Ring-
fliche. Daher lassen sich die Oberflichen je zweier gefaserter Vollringe faser-
treu auf einander abbilden. Bestimmt ist der gefaserte Vollring durch die gefaserte
Randringfliiche erst dann, wenn auf ihr eine geschlossene Kurve M als Meridian-
kreis gegeben ist. M muss natiirlich der Bedingung geniigen, auf der Rand-
ringfliche doppelpunktfrei, nicht nullhomolog und nicht der Faser homolog zu
sein. Hat man auf einer gefaserten Ringfliche die Faser H orientiert und einen
Querkreis @ ausgewihlt, so driickt sich also M mit zwei teilerfremden Zahlen
a(5 0) und g so aus:

20 — 32611, Acta mathematica. 60. Imprimé le 14 décembro 1932.
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M"’ [44 Q + ﬂH

Dass durch M, also durch die Zahlen «, 8 der gefaserte Vollring eindeutig be-
stimmt ist, zeigen wir durch Berechnung seiner charakteristischen Zahlen u, ». Ist

B~o@Q+e¢H

ein Breitenkreis auf der gefaserten Ringfliche, so kann man bei geeigneter Orien-

tierung von B
a 8
0o ¢

=1 ()

annehmen, weil sowohl ¢ und H als M und B ein fundamentales Kurvensystem

auf der Ringfliiche sind. Dann ist
H~aB—oM.

Durch « und 8 ist ¢ vermige Gleichung (5) bis auf Vielfache von « bestimmt.
Wie frither aus Gleichung (H’) erhiilt man jetzt aus der letzten Gleichung die
charakteristischen Zahlen g und v eindeu-

tig: uw=|ea|, » gleich dem absoluten Be-

trage der mod « auf das Intervall — ;a bis

+ éa reduzierten Zahl ¢. Ist insbesondere

der Meridiankreis ein Querkreis, so handelt
es sich um einen gewdhnlichen gefaserten
Vollring.

Das einfachste Beispiel eines gefaser-
ten Raumes ist das topologische Pro-
dukt aus Kreislinie und Kugelfliche. Es

Fig. 2. ist der Raum, der aus einer Hohlkugel ent-
steht, wenn man je zwei Punkte der inne-
ren und #usseren Randkugelfliche, die auf gleichem Radius liegen, identifiziert.
Fig. 2 stellt einen Schnitt durch den Mittelpunkt der Hohlkugel dar. Die Fasern
werden von den Radien aus der Hohlkugel ausgeschnitten. Es liegt ein gefa-
serter Raum vor, denn zu jeder Faser gibt es eine Faserumgebung, die sich auf

einen gefaserten Vollring mit den Zahlen u=1, »==0 abbilden lisst.
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§ 2. Zerlegungsfliiche.

Der .wichtigste Begriff fiir die Untersuchung der gefaserten Ridume ist der
der Zerlegungsfliche. Jeder gefaserte Raum F hat eine Zerlegungsfliche f. Dies
ist aber keine Punktmenge des Raumes F, und sie ldsst sich im allgemeinen
gar nicht als Fliche in den Raum hineinlegen’, sondern sie ist als abstrakte
Mannigfaltigkeit ‘so definiert: jeder Faser von F entspricht umkehrbar eindeutig
ein Punkt der Zerlegungsfliiche /.* Damit hat zugleich jeder Punkt von F auf
der Zerlegungsfliche einen bestimmten Bildpunkt, denn durch jeden Punkt F
geht genau eine Faser hindurch. Die Umgebungen auf f sind definiert als Bil-
der der riumlichen Umgebungen in . Man kann dann beweisen:

1) Die Umgebungen von f erfiillen die Hausdorffschen Umgebungsaxiome;

2) Es gibt zu jedem Punkte auf f eine Umgebung, die sich auf das Innere
eines euklidischen Vollkreises tdpologisch abbilden lisst;

3) Ist jedem Punkte von f eine beliebige Umgebung zugeordnet, so genii-
gen abzdhlbar viele, ganz f zu iberdecken. Mit F ist auch f eine offene oder
geschlossene Mannigfaltigkeit;

4) f ist zusammenhiingend.

Beim Beweise von (2) wird wesentlich die Abbildbarkeit jeder Faserumge-
bung auf einen Vollring benutzt. Fs ist ferner zu beachten, dass wir als Um-
gebungssystem das System aller offenen Teilmengen von F' zugrunde legfen.

Aus 1) bis 4) folgt nach einem von T. Radé bewiesenen Satze®, dass die
Zerlegungsfliche triangulierbar ist. Man kann daher alle Satze der Flichen-
topologie auf sie anwenden. Ist F geschlossen, so ist also die Zerlegungsfliiche
J eine orientierbare Fliche vom Geschlechte (Henkelzahl) p oder eine nichtorien-
tierbare vom Geschlechte (Kreuzhaubenzahl) k. In dem Beispiele des topologischen
Produktes aus Kreislinie und Kugelfiiiche (S. 154) ist die Zerlegungsfliche selbst
eine Kugel, die man hier ausnabmeweise in den Raum, etwa als die dussere
Randkugelfliche der Hohlkugel so hineinlegen kanu, dass sie von jeder Faser
genau in einem Punkte, ihrem Bildpunkte, getroffen wird. — Dass jede belie-

" Unser Begriff der Zerlegungsfliiche hat nichts mit dem der surface of section zu tun, den
G. D. Birkhoff benutzt, Dynamical systems with two degrees of freedom, Trans. Am. Math. Soc.
18 (1917) 8. 268; vergl. auch L. Bieberbach, Differentialgleichungen (Berlin 1923) S. 136.

® Die Zerlegungsfliche gibt also gewissermassen an, wie die Mannigfaitigkeit in Fasern
»zerlegt» ist. Vgl. Enc. Math. Wiss. III AB 13, 8. 178 (Tietze-Vietoris).

® T. Rad6, Uber den Begriff der Riemannschen Fliche, Acta litt. scient. Szeged II (1925)
S. r1ol.
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bige geschlossene oder offene, orientierbare oder nichtorientierbare Fliche als
Zerlegungsfliche eines gefaserten Raumes auftreten kann, zeigt das topologische
Produkt aus einer beliebigen Fliche f und einer Kreislinie C. Die Punkte des
topologischen Produktes sind bekanntlich die Punktepaare, die aus einem Punkte
@ von f und einem Punkte b von C bestehen. Eine Faser wird in dem topo-
logischen Produkt von allen Punktepaaren g, b gebildet, fiir die a ein und der-
selbe feste Punkt von f ist, wihrend b den Kreis ( durchliuft. Die Zerlegungs-
fliche ist offenbar die Fliche f, die man auch hier in den Raum so hineinlegen
kann, dass jede Faser sie genau einmal in ihrem Bildpunkte trifft. Ein Beispiel,
in dem das nicht mehr méglich ist, werden wir in ‘§ 3 kennen lernen.

Als Bezeichnungsregel setzen wir ein fiir allemal fest, dass der Uber-
gang vom gefaserten Raum F zur Zerlegungsfliche f sich im Ubergang von
grossen zu kleinen Buchstaben ausdriickt. So entspricht der Faser H des Rau-
mes I’ auf der Zerlegungsfliche der Punkt A.

Ist dann Qp eine Faserumgebung der Faser H, so bezeichnen wir ihr Bild
wy als Zerlequngsumgebung des Bildpunktes & von H. Die Zerlegungsumgebung
erhilt man aus der Meridianschnittfliche der Faserumgebung, also aus der Grund-
fliche des euklidischen Zylinders Fig. 1, indem man Punkte, die derselben Faser

angehoren, identifiziert. Die Zerlegungsumgebung ist also ein Kreissektor vom
Offnungswinkel j, dessen Randradien identifiziert sind, wofiir man auch sagen
u

kann: Diskontinuititsbereich einer zyklischen Drehgruppe der Ordnung p der
Kreisscheibe um ihren Mittelpunkt. Also ist die Zerlegungsumgebung topolo-
gisch abbildbar auf eine Kreisscheibe mit Rand. Das topologische Bild einer
solchen Kreisscheibe heisst Elementarflichenstiick. Die Zerlegungsumge-
bungen sind somit ebenso wie die Faserumgebungen abgeschlossene Punkt-
mengen. Die Umgebungsaxiome gelten fiir sie nur, nachdem man die abge-
schlossenen Zerlegungsumgebungen durch Entfernen ihrer Randkreise in offene
Umgebungen abgeiindert hat.
Von den Zerlegungsumgebungen gilt der folgende

Hilfssatz I: Ist w, Zerlegungsumgebung des Punktes h und e ein ganz in wh
enthaltenes Elementarflichenstiick, das h nicht auf seinem Rande enthdlt, so ist e
ebenfalls Zerlequngsumgebung wund zwar a) von h, falls h innerer Punkt von e ist,
b) von jedem beliebigen inneren Punkte von e, falls h ausserhalb e liegt. Die in e
bez. wy abgebildeten Faserumgebungen E bez. Qu sind im Falle a) fasertreu auf-
etnander abbildbar, tm Falle b) ist E ein gewohnlicher gefaserter Vollring.
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Beweis: a) Die Fasern, die sich
in die Punkte von ¢ abbilden, machen
einen gefaserten Teilbereich E von
Qg aus, der die Faser H im Innern
enthdlt. Denken wir uns Qg als ge-
faserten Zylinder mit verschraubt zu-
geordneten Randflichen, so erhélt man
aus dem Meridianschnitt @f von
(Fig. 4) die Zerlegungsumgebung
(Fig. 3), wenn man solche Punkte
von @j identifiziert, die hinsichtlich
der auf j ausgeiibten zyklischen
Drehgruppe der Ordnung u dquivalent
sind. Die Punkte von 6);7, die sich
dabei in Punkte von ¢ abbilden, machen
ein in Fig. 4 schraffiertes Elementar-
flichenstiick € aus, das den Mittel-
punkt 72 von oj im Inneren enthilt
und das bei der zyklischen Dreh-

Fig. 3.

gruppe ebenfalls in sich iibergeht. Der Teilbereich E von g besteht dann gerade
aus den achsenparallelen Strecken des Zylinders Qp, die durch Punkte von é hin-

durchgehen. Man kann nun, wie wir zeigen werden, é auf @j durch eine topolo-
gische Abbildung & mit Erhaltung der Orientierung so abbilden, dass k festbleibt und

dass je p Punkte, die hinsichtlich der
zyklischen Drehgruppe dquivalentsind,
wieder in p solche Punkte iibergehen.
Ubt man auf die achsenparallelen
Strecken von E und Qp die ent-
sprechende Abbildung aus, so erhilt
man eine topologische Abbildung von
E auf Qp, die Fasern in Fasern iiber-
fithrt und die mittlere Faser H fest-
ldsst, wie es der Hilfssatz behauptet.
— Die verwendete Abbildung & er-
hilt man folgendermassen: sei a eine
topologische Abbildung mit Erhaltung
der Orientierung, die e in wy iiber-
fithrt und & festldsst, r. eine doppel-
punktfreie Kurve von k& nach dem
Rande von ¢ und r, ibr Bild, das
ebenfalls doppelpunktfrei ist und von
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h nach dem Rande von w, liuft. Durch die g Bilder von 7, bez. r, wird ¢ bez.
% in u aufeinander folgende Sektoren

e, é% ... é* bez. ! w: ... o"

zerlegt, die von der Drehgruppe zyklisch vertauscht werden. Durch die Abbildung
a wird eine Abbildung des Sektors ¢ auf den Sektor w® vermittelt und damit eine
Abbildung @ von € auf @i von der verlangten Beschaffenheit.

b) Dem Elementarflichenstiick in w, entsprechen jetzt in @i u getrennt lie-

2
y o v .

gende Elementarflichenstiicke &% ¢ é*, die sich bei der zyklischen Dreh-

gruppe vertauschen. Die e entsprechende Fasermenge E wird in dem Zylinder Qg
von u kongruenten gefaserten euklidischen Zylindern gebildet, die iiber é' bis é*

h

liegen. E wird aus diesen u Stiicken erhalten, indem man sie der Reihe nach
aneinandersetzt und Grundfliche und Dachfliche unverschraubt zuordnet. Die Faser-
menge E ist daher ein gewdhnlicher Vollring, in dem man jede innere Faser als
mittlere Faser auffassen kann.

Aus dem Hilfssatz I folgt

Hilfssatz II: Sind Qf und Qy zwei Faserumgebungen der Faser H, so sind
ste fasertrew mit fester Faser H aufeinander abbildbar.

Beweis: Es gibt auf der Zerlegungsfliiche ein Elementarfilichenstiick e, das &
iiberdeckt und im Innern des Durchschnittes der Zerlegungsumgebungen w; und wj
liegt. Nach Hilfssatz 1 ist e Bild einer Faserumgebung E der Faser H, und E ist
sowohl auf Qp als auf QY fasertreu mit fester Faser H abbildbar.

Hiernach sind fiir alle Faserumgebungen einer festen Faser H die Zahlen
u, v dieselben, also sind sie der Faser H eigentiimlich. Ist g > 1, so heisst die
Faser eine u-fache Ausnahmefaser des gefaserten Raumes, fiir u=1 eine gewdohn-
liche Faser. Lisst man eine Nachbarfaser einer u-fachen Ausnahmefaser in die
Ausnahmefaser hineinriicken, so ist ihre Grenzlage die p-fach durchlaufene Aus-
nahmefaser. In einem gefaserten Vollringe sind alle Fasern, hochstens mit Aus-
nahme der mittleren gewohnliche Fasern. Die u-fache Ausnahmefaser ist, i« mal
durchlaufen, einer gewoéhnlichen Faser in der Faserumgebung homolog. Die
Punkte der Zerlegungsfliche, in die sich Ausnahmefasern abbilden, heissen Aus-
nahmepunkte; als Punkte der Zerlegungsfliche sind sie vor den gewohnlichen
Punkten nicht ausgezeichnet.

Satz 1: In einem geschlossenen gefaserten Raume gibt es hichstens endlich
veele Ausnahmefasern.
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Denn andernfalls gibe es einen Punkt des Raumes, durch dessen jede Um-
gebung unendlich viele Ausnahmefasern hindurch gingen. Die Faser dieses

Punktes hiitte dann keine Faserumgebung.

§ 3. Faserungen der Hypersphire.

Ehe wir die allgemeine Untersuchung der Faserungen fortsetzen, geben wir
als Beispiel fiir Faserungen mit Ausnahmefasern die Faserungen der Hypersphiire
an. Die Hypersphire denken wir uns zuniichst im euklidischen vierdimensiona-

len Raum gelegen. Sie ist da eine Hyperfliche mit der Gleichung
xy+ oy tay Fal=1,

worin x,, ...z, kartesische Koordinaten sind. Die Fasern sind die Bahnkur-
ven von bestimmten eingliedrigen Gruppen starrer Bewegungen der Hypersphire
in sich. Sie sind als Hypersphirenkurven des R, durch die Gleichungen gegeben:

2’y = x; cos mt+x, sin mt
s N a1
Xy = —x, sin mt+x, cos mi
, )
X, = Zz cos nt+x, sin ni
x, = —&y sin nt--xz, cos nt.

m und # sind darin teilerfremde ganze positive Zahlen; ¢ ist ein stetiger Para-
meter. Die Bahnkurven sind geschlossene Kurven, die einmal durchlaufen wer-
deh, wenn { von O bis 27 lauft.

Wir machen uns von der Hypersphire ein anschauliches Bild, indem wir
sie stereographisch vom Nordpol, etwa dem Punkte (o, 0, 0, 1) aus in die Aqua-
torhyperebene xz,=o0 projizieren. Die Aquatorhyperebene ist ein dreidimensiona-
ler euklidischer Raum mit den kartesischen Koordinaten z, ¥, z, den wir durch
einen einzigen uneigentiichen Punkt, den Bildpunkt des Nordpoles zum konfor-
men Raume schliessen.!® Jeder vom Nordpol verschiedene Punkt (x, x,, o3, x,)
hat dann einen bestimmten Bildpunkt mit den Koordinaten z, v, z; die z-, y-
z-Achse lassen wir mit der x,-, x5, 25-Achse des R, zusammenfallen. Der eukli-
dische Raum trigt dann ausser der euklidischen Metrik, die er von dem ein-
bettenden euklidischen E, bezieht, eine sphiirische Metrik, die ihm kiinstlich

Y Vergl. DBII § 7, § 1 und § 2.



160 H. Seifert.

durch die stereographische Projektion von der Hypersphire her aufgeprigt wird.
Bei der Projektion gehen die starren Bewegungen der Hypersphiire iiber in solche
konforme (oder sphiirisch-starre) Bewegungen, die Diametralkugeln der Einkeits-
kugel x®+y®+2°=1 untereinander vertauschen. Die angegebene kontinuierliche
Gruppe bildet sich insbesondere in eine Gruppe ab, die die z-Achse und den
dazu senkrechte Einheitskreis z®+y*=1, z=o0 in sich iiberfithrt. Es werden
damit zugleich die ' Ringfliichen einzeln in sich abgebildet, die die z-Achse
zur Rotationsachse haben und das durch den Einheitskreis gehende Kugelbiischel
orthogonal durchsetzen. In der Fig. 5 ist der Schnitt der Ringfliche mit der
xz-Ebene wiedergegeben. Jede der Ringflichen berandet einen Vollring, der den

Ad

Fig. 5.

Einheitskreis im Innern enthilt und der von Bahnkurven der Bewegungsgruppe
gefasert wird. Denn von einer Bewegung der Gruppe wird eine von der z-Achse
berandete Halbebene um die z-Achse gedreht. Der kreisférmige Schnitt der
Halbebene mit einem Vollringe (in der Figur schraffiert) wird gleichzeitig sphi-
risch starr um seinen sphirischen Mittelpunkt A/ in sich gedreht und zwar durch

den Winkel %2, wenn die Halbebene sich einmal um die z-Achse herumbewegt
hat. Die charakteristichen Zahlen © und » des gefaserten Vollringes sind daher

w=m und v gleich dem absoluten Betrage der mod m auf das Intervall — ;m

bis + —; m reduzierten Zahl n. Der ausserhalb der betrachteten Ringfliche gelegene
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Teil der Hypersphire ist ebenfalls ein von Bahnkurven gefaserter Vollring, der
die z-Achse zur mittleren Faser hat. Denn durch die starre Bewegung x',=u,,
x'y=x, xy=x,, €=, vielmehr durch die entsprechende sphirische Bewegung
des konformen Raumes, werden Einheitskreis und z-Achse miteinander vertauscht.
Die charakteristischen Zahlen dieses Vollringes sind pu=n und » gleich der mod »

auf das Intervall —én bis + ;n reduzierten Zahl m. Der Einheitskreis ist

daher eine m-fache, die z-Achse eine n-fache Ausnahmefaser. Jede andere
Bahnkurve ist eine gewdhnliche Faser, da sie sich in einen der um den Ein-
heitskreis gelegten gefaserten Vollringe einfangen lisst. Jede gewohnliche Faser
schlingt sich m mal uwm die z-Achse und » mal um den Einheltskreis herum, sie
ist daher verknotet und zwar ein Torusknoten'!, wenn nicht gerade eine der
Zahlen m und » den Wert 1 hat.

Die Zerlegungsfliche der Hypersphirenfaserungen ist stets die Kugel.
Denn in der Hypersphire kann man jede geschlossene Kurve in einen Punkt
deformieren, also gilt dasselbe auf der Zerlegungsfliche. Weil die Hypersphire
geschlossen ist, ist es auch die Zerlegungsfliche (§ 2); damit ist sie aber als Ku-
gelfliche charakterisiert. Wir wollen dies Ergebnis fiir den Fall m=n=1, in
welchem itberhaupt keine Ausnahmefasern vorhanden sind, bestitigen. In die-
sem Falle sind die Bahnkurven Kreise, zu denen auch die z-Achse und der Ein-
heitskreis gehdren. Jeder Kreis durchsetzt genau einmal das Innere des Einheits-
kreises, ansgenommen der Einheitskreis selbst. Fithrt man einen Punkt aus dem
Innern der Einheitskreisfliche an den Rand heran, so nihert sich der hindurch-
gehende Bahnkreis immer dem FEinheitskreise. Man muss also das Innere des
Einheitskreises durch einen einzigen Punkt, den Bildpunkt des Einheitskreises
schliessen, um zur Zerlegungsfiiiche zu kommen. Diese Schliessung fithrt aber
zur Kugelfliche. — Die Zerlegungsfliche liisst sich nicht so in die Hypersphiire
legen, dass sie von jeder Faser in ihrem Bildpunkte durchsetzt wird, denn eine
Kugelfliiche der Hypersphdre hat mit jeder geschlossenen Kurve eine gerade
Anzahl von Schuittpunkten gemein.!?

In § 11 wird gezeigt werden, dass die Faserungen durch die hier angege-
benen Bahnkurven die einzig moglichen der Hypersphire sind, d.h. jede Fase-

rung der Hypersphiire lisst sich fasertreu auf eine dieser Faserungen abbilden.

' K. Reidemeister, Knoten und Gruppen, Abh. Math. Sem. Hamburg 5 (1927) S. 19.

 Da sich jeder Hypersphiirenpunkt in einen Punkt der Zerlegungsfiiche abbildet, so liegt
eine Abbildung der Hypersphire auf die Kugel vor. Es ist dieselbe, die H. Hopf, Uber die Ab-
bildungen der dreidimensionalen Sphire auf die Kugelfliche, Math. Ann. 104 § 5 untersucht.

21—32611. Acta mathematica. 60. Imprimé le 14 décembre 1932.
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§ 4. Triangulierbarkeit der gefaserten Riume.

Die gefaserten Ridume sind ihrem Wesen nach kontinuumstopologisch,
d. h. als Punktmengen definiert; ausser dieser Definition gibt es bekanntlich eine
rein kombinatorische Mannigfaltigkeitsdefinition, die zum Aufbau der Mannig-
faltigkeit Dinge verschiedener Art, nimlich Zellen der Dimensionen o bis 3 be-
nutzt. Von der kombinatorischen Definition kann man durch Ausfiillen der —
immer als Simplices withlbaren — Zellen mit Punkten zu einer kontinuumstopo-
logischen Mannigfaltigkeit iibergehen. In zwei Dimensionen ldsst sich nun jede
Punktmenge, die durch Axiome wie sie in § 1 unter 1) bis 4) fiir drei Dimen-
sionen gegeben wurden, triangulieren — nach dem auf 8. 155 angefiihrten Satze —
und man kann daher Sidtze iiber zweidimensionale Mannigfaltigkeiten je mach
Bequemlichkeit auf die kontinuumstopologische oder auf die kombinatorisch-
topologische Definition stiitzen. In drei und mehr Dimensionen dagegen hat es
sich auf Grund der Axiome 1) bis 4) von § 1 bisher nicht beweisen’ lassen, dass
die Mannigfaltigkeit einer simplicialen Zerlegung (in Tetraeder) fihig ist. Es ist
daher von Wichtigkeit, dass fiir gefaserte Riume die Triangulierbarkeit fest-
steht, sodass wir auf diese Rdume sowohl die Methoden der Kontinuums- wie
der kombinatorischen Topologie anwenden diirfen, da wir sicher sind, zu jedem
gefaserten Raum einen Aufbau aus Tetraedern angeben und ihm damit ein kom-
binatorisches Schema zuordnen zu konnen, durch dessen Ausfiillung mit Punkten
wir zur Punktmannigfaltigkeit zuriickkehren konnen. Den Beweis der Triangu-
lierbarkeit, sowie einen dafiir zwar nicht notwendigen, aber niitzlichen Hilfs-

satz bringen wir jetzt vor.

Hilfssatz III: Jedes Elementarflichenstiick w auf der Zerlegungsfliche f, das
auf seinem Rande keinen wund im Innern hichstens einen Ausnahmepunkt hat, ist
Zerlegungsumgebung des Ausnahmepunktes, oder wenn der Ausnahmepunkt fehlt,
Jeden inneren Pumktes.

Beweis: Sei » der Ausnahmepunkt, oder wenn er fehlt, ein beliebiger innerer
Punkt von w. Wir triangulieren ® so fein, dass jedes Dreieck der Triangulation
ganz von einer Zerlegungsumgebung iiberdeckt wird. Uberdies soll 2 im Innern eines
Dreiecks liegen. Um die Moglichkeit einer solchen Triangulation zu zeigen, bilden wir w
auf eine Kreisscheibe der euklidischen Ebene ab. Es gibt dann einen positiven Radius
¢ so, dass der Kreis um einen beliebigen Punkt p von w mit dem Radius ¢ ganz
von einer Zerlegungsumgebung (die nicht notwendig zu p gehort) iiberdeckt wird.
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Sollte der &-Kreis iiber die Kreisscheibe hinausragen, so betrachten wir nur das zu
w gehorige Stiick. Aus der Annahme, dass kein solches & vorhanden ist, wiirde
folgen, dass es eine Folge von Kreisen gibt, deren Radien nach o und deren Mittel-
punkte nach einem Punkte p, konvergieren und deren keiner sich mit einer Zerle-
gungsumgebung iiberdecken ldsst. - Um .p, kann man einen Kreis mit dem Radius
0 > o schlagen, der von der (zu p, gehérigen) Zerlegungsumgebung iiberdeckt wird.
In ihm liegen fast alle Kreise der Folge, die sich somit ebenfalls fast alle mit einer
Zerlegungsumgebung iiberdecken lassen. Die Annahme fiihrt daher zu einem Wider-
spruch, und es muss somit ein & der behaupteten Beschaffenheit vorhanden sein.
Die Triangulation von w haben wir nun nur so fein zu wihlen, dass jedes Dreieck
sich von einem Kreise vom Radius ¢ iiberdecken lidsst. Dann konnen wir Hilfssatz I
(8. 156) auf die ¢Kreise anwenden und wissen, dass alle Dreiecke der Triangula-
tion Zerlegungsumgebnngeu sind. Die zugehorigen Faserumgebungen sind gewdhn-
liche gefaserte Vollringe, hochstens bis auf die Faserumgebung g der Faser H, die
sich in das % enthaltende Dreieck 6;, abbildet. Nun gibt es bekanntlich eine Folge
von Elementarfliichenstiicken w, =0, w,, ... w,~wm, die alle aus Dreiecken der Tri-
angulation von  bestehen und deren jedes aus dem vorangehenden durch Hinzu-
nahme eines einzigen, nur lings einer oder zweier Kanten angrenzenden Dreiecks
entsteht, eine Tatsache, die in drei Dimensionen nebenbei bemerkt nicht mehr zu
gelten braucht. Die entsprechenden Fasermengen 2 =4y, £2,, ... 2,=£ sind simt-
lich  Faserumgebungen von H. Denn wie w; aus w;—; hervorgeht, indem man an
w;—1 ein Dreieck § lings einer einzigen Strecke s (die aus einer oder zwei Kanten
von J bestehen kann) ansetzt, so geht £; aus £;, hervor, indem man einen ge-
wohnlichen gefaserten Vollring . lings eines gefaserten Kreisringes S an £;
fasertreu ansetzt. Dabei entsteht aber, wie man leicht beweist, wieder ein gefaserter
Vollring.

Es-folgt nunmehr
Satz 2: Jeder gefaserte Raum st triangulierbar.

Beweis: Wir triangulieren die Zerlegungsfliche so, dass die Ausnahmepunkte
alle im Innern der Dreiecke liegen und dass kein Dreieck mehr als einen Ausnahme-
punkt enthilt. Nach Hilfssatz III ist jedes Dreieck Zerlegungsumgebung. Der ge-
faserte Raum zerfillt somit in endlich oder abzihlbar unendlich viele gefaserte Voll-
ringe. Zwei benachbarte solche Vollringe haben einen gefaserten Kreisring gemein-
sam, der sich in eine Strecke der Zerlegungsflichentriangulation abbildet und den
man nach Aufschneiden durch eine Querlinie auf ein Rechteck der euklidischen Ebene
abbilden kann. Man kann danach in jedem solchen Kreisring von geraden Linien
reden. Das sind nidmlich solche, die sich in dem Bildrechteck geradlinig abbilden.
Jeder der gefaserten Vollringe wird nun trianguliert und zwar so, dass die Trian-
gulation der drei Kreisringflichen, aus denen der Rand des Vollringes besteht, »ge-
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radlinig» wird. Auf jeder solcher Kreisringfliche liegen dann zwei Triangulationen,
die von den Triangulationen der beiden angrenzenden Vollringe herrithren und die,
da sie geradlinig sind, durch eine gemeinsame Unterteilung ersetzt werden kodnnen.
Damit ist eine Einteilung des gefaserten Raumes in Zellen gewonnen. Aus ihr kann
man durch Normalunterteilung eine simpliciale Zerlegung ableiten.

§ 5. Ausbohrung und Verschlussring.

Ein wesentliches Hilfsmittel fiir die Klassifikation der gefaserten Riume
besteht in der Awusbohrung der Ausnahmefasern und im Ersetzen der Bohrkerne
durch gewohnliche Vollringe. Eine Faser H aus einem gefaserten Raume F
ausbohren heisst die inneren Punkte einer Faserumgebung 2y von H aus dem
Raume entfernen. Dadurch entsteht ein gefaserter berandeter Rawm IF. Der
Rand ist eine gefaserte Ringfliche. Die Zerlegungsfliche f von F entsteht aus
der Zerlegungsfliche f von F durch Entfernen der inneren Punkte der Zerlegungs-
umgebung ws, in die sich die Fasernmgebung Qg abbildet.

Unsere Aufgabe besteht zunichst darin zu zeigen, dass der Raum F erstens
unabhiingig von der Auswahl der Faserumgebung der Faser H und zweitens,
falls H eine.gewohnliche Faser ist, unabhiingig von der Auswahl dieser Faser
ist. Sodann gewinnen wir aus einem beliebigen gefaserten berandeten Raume F
durch Schliessung mit geeigneten gefaserten Verschlussringen gefaserte Riume I’

zuriick.

Hilfssatz IV: Sind Q wund Q° zwei Faserumgebungen einer Faser H eines
gefaserten Raumes I, so gibt es eine fasertreue Deformation des Raumes F, die 92
in & diberfithrt und H fest ldsst.

Beweis: Wir schalten zwischen Q und Q' eine Faserumgebung 2, von H, die
ganz im Innern von 2 und Q' liegt, und zeigen, dass es eine fasertreue Deforma-
tion von F gibt, die bei fester Faser H Q in £, iiberfiihrt. Dann gibt es, da £’
nicht vor £ ausgezeichnet ist, eine ebensolche Deformation, die Q' in £, iiberfiihrt.
Die erste Deformation, gefolgt von der reziproken der zweiten, ist die gesuchte. —
Dass es eine solche Faserumgebung £, gibt, folgt aus Hilfssatz I, da man zu zwei
Zerlegungsumgebungen @ und o von h immer eine Zerlegungsumgebung w; von 7
angeben kann, die im Innern von w und ' liegt.

Wir nehmen eine weitere Zerlegungsumgebung w, von % hinzn, die @ ganz im
Innern enthdlt. Das ist mdéglich; man braucht ndmlich fiir w, nur ein Elementar-
flichenstiick zu wihlen, das @ ganz im Innern enthélt und ausser etwa h keine
weiteren Ausnahmepunkte iiberdeckt. Dieses existiert, weil die Zerlegungsumgebungen
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abgeschlossen sind und Hiufungspunkte von Ausnahmepunkten nicht vorhanden sind,
und ist Zerlegungsumgebung nach Hilfssatz III.

Um eine bestimmte Vorstellung zu haben, denken wir uns w, auf eine Kreis-
fliche einer euklidischen Ebene abgebildet mit dem Bildpunkte von % als Mittelpunkt.
w und o, mogen dabei — so kann man die Abbildung immer einrichten — in
konzentrische Kreise iibergehen (Fig. 6). Nunmehr iiben wir auf die Kreisfliche
eine Deformation aus, die w; in o fiiberfithrt, etwa indem wir die Punkte der Kreis-
fliche auf Radien nach aussen wandern lassen. Dieser Deformation der Zerlegungs-
umgebung von % entspricht eine fasertreune Deformation der Faserumgebung £ von
H, bei der H und der Rand von £, punktweise festgelassen werden. Man erhilt
diese Deformation von Q,, indem man 2 zum
euklidischen Zylinder aufschneidet und die
Deformation von w, auf alle Meridianschnitt-
flichen, welche p-fach verzweigte Uberlage-
rungsflichen von w, sind, iibertrigt.

Aus Hilfssatz IV folgt, dass der ge-
faserte berandete Raum F, der-aus F durch a
Ausbohrung einer Faser H entsteht, unab-
hingig davon ist, welche der unendlich

vielen Faserumgebungen von H man aus-
bohrt.

Hilfssatz V: Der gefuserte berandete )
Raum T, der aus F durch Ausbohrung einer Fig. 6.
gewohnlichen Faser H entsteht, st unabhdngig davon, welche gewdhnliche Faser H

man ausbohrt.

Beweis: Sind H und H' zwei gewohnliche Fasern von F, h und k ihre Bild-
punkte auf der Zerlegungsfliiche f, so gibt es ein Elementarflichenstiick w, das &
und %’ zu inneren Punkten hat und das keine Ausnahmepunkte enthilt. Es gibt
dann eine Deformation von w, bei der h in k" iibergeht, wihrend der Rand von w
punktweise festbleibt. ® ist nach Hilfssatz III Zerlegungsumgebung eines jeden
inneren Punktes und somit Bild eines gewdhnlichen gefaserten Vollringes £2. Der
Deformation von « entspricht eine fasertreue Deformation von £, die H in H’
iiberfithrt und die Randringfliiche von £ punktweise festlisst.

Die gleiche Uberlegung kann man auf den ausgebohrten Raum F anwen-
den und damit zeigen, dass der lings einer beliebigen Anzahl gewohnlicher
Fasern ausgebohrte Raum F unabhingig von der Auswahl der ausgebohrten
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Fasern ist. Nur hat man dafiir zu sorgen, dass die ausgebohrten Faserumge-
bungen punktfremd sind.

Aus dem gefaserten berandeten Raum F, der aus F durch Ausbohrung
einer Faser erhalten wurde, kann man neue (unberandete) gefaserte Riume ablei-
ten, indem man die Randringfliche IT von F durch einen gefaserten Vollring,
den Verschlussring V, schliesst. Das geschieht durch fasertreues Aufkleben der
Randringfliche II von V auf die Ringfliche II. Bei gegebenem Verschlussringe
V kann diese Schliessung noch auf unendlich viele wesentlich verschiedene
Weisen erfolgen. Doch ist die Schliessung vollkommen bestimmt, wenn man
das Bild M eines Meridiankreises M von V auf der Ringfliche IT kennt. M
kann offenbar auf II weder nullhomolog noch der Faser homolog sein, weil sonst
M auf IT es wiire; ausserdem ist M doppelpunktfrei. Weiteren Einschrinkungen
unterliegt M nicht. Bs gilt nimlich

Hilfssatz VI: Wird der gefaserte berandete Raum F von der Ringfliche IT
berandet, auf der eine doppelpunktfreie, auf IT weder null- noch der Faser homo-
loge Kurve M gezogen ist, so gibt es genaw einen gefaserten Vollring V, dessen
Randringfliche I1 fasertrew so auf IT abgebildet werden kann, dass Min V null-
homotop wird. Der so entstehende (unberandete) gefaserte Rawm F ist durch F
und die zu M gehirige Homologieklasse von I eindeutig bestimmt.

Beweis: a) Wir beweisen zunichst, dass es einen und nur einen gefaserten
Vollring V gibt, der die Bedingungen des Satzes erfiillt. Ist ¢ ein Querkreis, H
eine orientierte Faser auf I, so ist

M~aQ+8H (a0; (e, f)=1).

Nach 8. 154 gibt es dann genau einen gefaserten Vollring V mit einem Meridian-
kreis M, einer Faser H und einem geeignet gewihlten Querkreis ¢, auf dessen Rand-
ringfliche II die Beziehung

M~aQ+ﬁH

besteht. I kann man auf II fasertreu abbilden, sodass Q mit (3 und H mit H
zusammenfillt. Denn man kann II ldngs @ und H, I langs 22 und H zu zwei
durch die Fasern schraffierten Rechtecken aufschneiden und diese Rechtecke faser-
treu miteinander zur Deckung bringen. Dabei geht M in M iiber, wird also Meri-
diankreis von V.

b) Wir beweisen zweitens, dass der gefaserte Raum F, eindeutig bestimmt ist

durch F und die Homologieklasse von M. Alle moglichen fasertreuen Abbildungen
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von Il auf IT, bei denen M nullhomotop in V wird, erhdlt man aus einer einzigen
solchen durch nachtrigliche Ausiibung einer fasertreuen Selbstabbildung A4, von
II, bei der der Meridiankreis M oder vielmehr seine Kurvenklasse in sich oder ihr
Negatives iibergeht. Die Unabhiingigkeit der entstehenden Faserung F, von der Art
der Abbildung ist bewiesen, wenn gezeigt ist, dass A, sich zu einer fasertreuen
Selbstabbildung Ay von V erweiteren ldsst, die IT ebenso abbildet wie Ay Wir
sehen zuerst nach, wie sich die Kurvenklassen auf Il bei 4y transformieren. H,
und M mégen Faser, Querkreis und Meridiankreis auf II mit beliebiger aber fester
Durchlaufung versehen bezeichnen, und es sei

M~a@ + gH.

Auf Grund der Transformation (4) von 8. 153 konnen wir uns @ von vornherein
8o gewihlt denken, dass ¢ > o und o = § < ¢ ist; natiirlich sind wegen der Dop-
pelpunktlosigkeit von M « und B relativ prim. H', @', M mogen die Bilder dieser
Kurven unter 4, sein. Wegeu der Fasertreue von 4, ist nach § 1

H ~gH Q ~e&0Q+ AH. (g, 8= 1) (1)

Der Meridiankreis M geht durch A4, iiber in
M~a@Q + BH ~&aQ + (68 +ad)H.
Nun muss M ~ g; M sein also
&aQ + (68 + ad)H ~ &y(aQ + 8H).
Durch Koeffizientenvergleichung folgt ¢, = ¢; und
ek + g, 8=¢,p. (2)

Ist @ > 2, so folgt daraus A =o, und es gibt fiir (1) nur die beiden Méoglichkeiten

> 2 {d%~ oo~ @
2) H~—H, @~ —4@Q.

Fiir ¢ =2 kann nur A= + 1, ~— 1 oder o sein wegen o < # < «. Dem entsprechend
gibt es folgende vier Mdiglichkeiten

)H,N H, QIN Q
) B ~—H, @~ —Q
3)H,~_Hr Q,N Q+H,
)H’N H, Q’~—Q——H.
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Fir e¢=1 wird wieder Z==0, und es ergeben sich ebenfalls vier Moglichkeiten
¢ H~+H ¢~1*¢

mit allen vier Vorzeichenkombinationen.
Die zu konstruierende Abbildung A zerlegen wir in zwei fasertreue Teilab-
bildungen

Ay =Jv - By.

By ist eine beliebige fasertreue Abbildung, die die Kurvenklassen auf II ebenso
transformiert wie A4, Bei Jy geht dann jede Kurvenklasse von IT in sich iiber.
Wir schneiden ¥V zum geraden Kreiszylinder auf. Fiir By nehmen wir im Falle
H ~—H, @ ~— @ eine Umklappung um eine zur
Zylinderachse senkrechte Gerade. Sie ist fasertren
und fiihrt jede Kurvenklasse auf II in die negative
iiber. Im Falle ¢ =1 erreicht man die gewiinschte
Transformation By durch die eben erwidhnte Umklap-
pung oder durch eine Spiegelung an einer zur Zylin-
derachse senkrechten oder an einer durch sie hindurch-
H/z/\ A /2 gehenden Ebene. Im Falle ¢=2 wird die Faser im-
mer von zwei diametral zur mittleren Faser gelege-
nen Mantellinien (bez. inneren Linien) gebildet. Da
M~ 20+ H ist, hat der Querkreis die in Fig. 7
gezeichnete Lage. FEine Transformation 3) wird er-
halten, indem man den Zylinder an der durch seinen
Mittelpunkt gehenden, zur Achse senkrechten Ebene
spiegelt, eine Transformation 4) dagegen durch Spie-
gelung an einer durch die Achse gehenden Ebene.

Es ist also nur noch zu zeigen, dass es zu einer
beliebigen fasertreuen Selbstabbildung J, von II, die jede Kurvenklasse von II in
sich {iberfiihrt, eine fasertreue Selbstabbildung Jy von V gibt, die JI ebenso abbil-
det wie Ji. Wir beweisen zunichst, dass man J, fasertreu in die Identitidt defor-
mieren kann. Man kann diesen Beweis z. B. so fithren, dass man zuerst die. ein-
zelne Faser so in sich starr verschiebt, dass der Bildkreis @ von @ mit @ im Gan-
zen zur Deckung kommt. Eine solche Deformation ist mdoglich, weil nach Voraus-
setzung " homolog zu @ auf der Randfliche ist. Daran schliesst sich eine fasertreue
Deformation, die die einzelnen Fasern untereinander vertauscht und die AQ' mit
punktweise zur Deckung bringt. Die so deformierte Abbildung .Jy erscheint in dem
gefaserten Rechteck, das man aus der Ringfliche durch Aufschneiden lings einer
Faser H und lings ¢ gewinnt, als eine fasertreue Abblldung O' bei der die beiden

:

3(@

Fig. 7.

13 Jy* By ist die Abbildung, die entsteht, wenn man erst By, dann Jv ausiibt.



Topologie dreidimensionaler gefaserter Réume. 169

parallelen Seiten @ punktweise festbleiben und die inneren Punkte nur je auf ihrer
Faser verschoben werden. Um diese Abbildung des Rechtecks fasertreu in die Iden-
titdt tiberzufithren, gehen wir dhnlich vor wie Alexander heim Beweise des Tietzeschen
Deformationssatzes. Wir erginzen das Rechteck zu einem Halbstreifen durch das in
der Fig. 8 schraffierte Gebiet und definieren eine Abbildung ¢’ dieses Halbstreifens,
die im Rechteck mit C iibereinstimmt und im schraffierten Gebiet die Identitiit ist.
T(t) sel eine Streckung des Streifens nach oben, die den nunteren Rand @ des Strei-
fens festldsst: die Ordinate £ eines Punktes des Streifens gehe
dabei. iiber in ¢& Dann ist T~ ¢’ T(#H=C(¢) eine topolo-
gische Abbildung des Halbstreifens, die fiir ¢ = 1 das Recht-
eck fasertreu in sich iiberfithrt. Fiir t=1 stimmt diese Ab-
bildung im Rechteck mit C iiberein. Mit unendlich wachsen-
dem ¢ nidhert sie sich stetig-der Identitit. Damit ist C, also Q
Jy fasertreu in die Identitit deformiert.

Diese Deformation denken wir uns auf einen Parameter
7 bezogen, der von 1 bisi abnimmt. Die zum Werte © ge-
hoérige Abbildung heisse Jz(r). Um dann Jy zu der gewiinsch-
ten Abbildung Jy zu erweitern, schneiden wir ¥V zum eukli- -~
dischen Zylinder (vom Radius ) auf und fithren Zylinder- Q
koordinaten z, ¢, ¢ ein. g==const. liefert eine konzentrische Fig. 8.
Ringfliche vom Radius 0. Die Ringfliichen werden jetzt ein-
zeln in sich fasertreu abgebildet. Die Randringfliiche erleidet die Abbildung J. a=Ju(1).
Wenn die Abbildung Ju(z) in den Koordinaten z, ¢ lautet

d =2 9 )
oY } (Tl
¢ =9 @ 1)
so wird die Abbildung Jy jetzt fiir 1 = ¢ = T durch
2

Z =7z ¢, 0

¢ =99 0 (v
¢ =e¢

gegeben, wihrend sie fiir I= 0= o die Identitdt ist. Mit der Konstruktion der
2

Abbildung Ay ist der Beweis von Hilfssatz VI beendet.
Man hitte, _ statt 4dp wie soeben geschehen zu konstruieren, diese Abbildung
auch direkt in Zylinderkoordinaten angeben kdnnen. Bezeichnet nimlich

22 — 32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 14 décembre 1932.
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7 = 2(2, q)) [: Z’(Z, @, I)}l (])
B , Ju

9 =9k g) = ¢ 1)

die Abbildung .J,; auf der Ringfliche Il in Zylinderkoordinaten, so ist die gesuchte

Abbildung Ay im Gebiete 1 = ¢ = - durch

gegeben, wihrend sie fiir — = ¢ = o die Identitdt ist. Es ist aber nicht ganz ein-

[ NI

fach zu beweisen, dass die Abbildung A4y topologisch ist, und wir sind deshalb den
obigen Weg gegangen.

§ 6. Klassen gefaserter Riume.

Ist w ein Weg der Zerlegungsfliche f, der von einem Punkte h, nach einem
Punkte h, fithrt, so kann man in dem gefaserten Raume die Faser H, in die
Faser H, so deformieren, dass sie immer Faser bleibt und ihr Spurpunkt auf
der Zerlegungsfliche den Weg « durchliuft. Durch den Weg ¢ ist nicht schon
eine punktweise Abbildung der Anfangsfaser auf die Endfaser bestimmt, sondern
unterwegs kann sich die Faser noch beliebig in sich verschieben. Wohl aber ist
die Abbildung der Anfangsfaser auf die Endfaser bis auf eine Selbstabbildung
von der erstem Art bestimmt. Ist also die Anfangsfaser orientiert, so iiber-
trigt sich die Orientierung lings des Weges w eindeutig auf die Endfaser. —
Auf den genauen Sinn dieser Ubertragung werden wir am Schluss des Para-
graphen zuriickkommen.

Ist w' ein zweiter Weg von h, nach h,, so kann die Fortsetzung ein und
derselben Orientierung von h,; lings %’ zu einem andern Ergebnisse fiihren als
diejenige lings w. Dagegen stimmem die Endorientierungen iiberein, wenn sich
w in ' auf der Zerlegungsfliche deformieren lisst. Ist insbesondere w eine
geschlossene Kurve der Zerlegungsfliche, so sind die beiden Fille méglich, dass
die Orientierung der Faser bei Durchlaufung von w erhalten bleibt oder sich
umkehrt. Je nachdem der erste oder zweite Fall eintritt, erteilen wir der Kurve
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w den Wert +1 oder —1. Da sich der Wert einer geschlossenen Kurve bei
Deformation nicht &ndert, so kommt jeder Wegeklasse, d.h. jedem Element der
Fundamentalgruppe ein bestimmter Wert zu. Bei einander folgender Durch-
laufung zweier Wege a und b, d.h. bei Produktbildung a.?b der den Wegen
entspfechenden Elemente der Fundamentalgruppe, multiplizieren sich die zuge-
horigen Werte; bei Umkehrung der Durchlaufung, d.h. bei Reziprokenbildung
bleibt der Wert erhalten. Hieraus folgt, dass der Wert einer Kurve sogar schon
durch die Homologieklasse bestimmt ist. Denn jede nullhomologe Kurve hat
den Wert +1, weil das ihr entsprechende Element der Fundamentalgruppe der
Kommutatorgruppe dieser Gruppe angehért, also Produkt von Kommutatoren ist,
und jeder Kommutator abae™ 14! den Wert +1 hat. Man kennt daher die
Bewertung aller Kurven, wenn man sie fiir ein fundamentales Kurvensystem
(Erzeugenden-System der Fundamentalgruppe), ja sogar schon, wenn man sie fiir
eine Basis der Homologiegruppe kennt.

Zwei gefaserte Riume F und F’ werden zur selben Klasse gerechnet, wenn
ihre Zerlegungsflichen f und f’ sich so aufeinander topologisch abbilden lassen,
dass jede Kurve in eine gleich bewertete iibergeht. Die Klasse eines gefaserten
Raumes ist also durch seine »bewertete Zerlegungsfliche» gegeben. Zwei gefaserte
Riume gehoren sicher dann verschiedenen Klassen an, wenn ihre Zerlegungs-
flichen nicht homéomorph sind. Dagegen kénnen zur selben Zerlegungsfliche
verschiedene Klassen gehoren. Die Klassen werden wir in § 7 und § 8 voll-
stindig aufzdhlen. Z. B. gehdren zur projektiven Ebene zwei Klassen, je nach-
dem die Faserorientierung ldngs der projektiven GGeraden erhalten bleibt oder
sich umkehrt. Zu einer- einfach zusammenhingenden Fliche gehort dagegen
nur eine Klasse, weil jede geschlossene Kurve auf ihr nullhomolog ist, also den
Wert +1 hat.

Bohrt man eine Faser des Raumes aus und ersetzt man den Bohrkern durch
einen neuen Verschlussring nach § 35, so iindert sich die Klasse des gefaserten
Raumes nicht. Denn die Klasse ist bereits bestimmt, wenn man den Wert
einer Kurve in' jeder Homologieklasse kennt. Die repriisentierenden Kurven
der Homologieklassen kann man stets so wihlen, dass sich die Ausbohrung und
neue Schliessung nicht in ihrer Niihe abspielt, der Abiinderungsprozess des Raumes
also die Kurvenbewertung so wenig wie die Zerlegungsfliche indert.

Bohrt man in einem gefaserten Raume F alle Ausnahmefasern aus und
ersetzt die Ausbohrungen durch gewohnliche Vollringe, so erhdlt man dadurch

aus dem Raume F (aber nicht auf eindeutige Weise) einen anderen F, der
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keine Ausnahmefaser enthilt und zur selben Klasse wie I¥ gehort. Umgekehrt
kann man F aus I, zurickgewinnen. Man wird daher zuniichst alle Riume
ohne Ausnahmefasern in einer Klasse bestimmen. Zu diesem Zwecke wird die
Zerlegungsfliche f eines Raumes I, zam Fundamentalpolygon v aufgeschnitten,
was voraussetzt, dass f eine geschlossene Fliche, also I’ ein geschlossener
Raum ist, eine Beschrinkung, die wir von hier an eintreten lassen.
Das Fundamentalpolygon wird durch Abstumpfen der Ecken in ein Polygon ¢
iibergefithrt, was darauf hinauskommt, die Fliche f durch Ausschneiden eines
den Eckpunkt h von v enthaltenden Elementarflichenstiickes zu einer gelochten
Fliche f zu machen. In Figur ¢ ist das gelochte Fundamentalpolygon der
orientierbaren Fliche vom Geschlechte p=2 gezeichnet. f kann man als Zer-
legungsfliche eines Raumes ]_?'0 auffassen, der aus F, durch Ausbohrung einer
Faser H entsteht. F, ist durch F, eindeutig
bestimmt, da dieser Raum nach Hilfssatz V
(§ 5) nicht von der Auswahl der ausgebohrten
gewohnlichen Faser abhingt. f wird jetzt mit
Benutzung der Kanten des Polygons ¢ trian-
4 guliert (gestrichelte Linien der Figur 9). Die
Fasern von F|, die sich in die Punkte eines
Dreiecks der Triangulation abbilden, machen
nach Hilfssatz IIT (§ 4) einen gewohnlichen
gefaserten Vollring aus. Nach dem Verfahren,
das zum Beweise von Hilfssatz I1I benutzt

wurde, kann man das Polygon ¢ schrittweise

Fig. 9.

aus Dreiecken aufbauen derart, dass bei jedem
Schritte ein Elementarflichenstiick entsteht. Diesem Aufbau entspricht ein Auf-
bau von F, aus gewohnlichen gefaserten Vollringen, der zu einem gewdhnlichen
gefaserten Vollringe ¥ fithrt. Den Kanten von ¢ entsprechen in V gefaserte
Kreisringe. Wenn zwei Kanten o’ und a” in ¢ zu einer Strecke a von f identi-
fiziert sind, so sind die entsprechenden Kreisringe 4" und A” in V fasertreu
zu einem gefaserten Kreisringe 4 von F, zu identifizieren. Identifiziert man so
alle paarweise zugeordneten berandenden Kreisringe von V, so schliesst sich
V zu F,. Weiss man, wie zwei Kanten ¢’ und a” von ¢ einander zugeordnet,
sind (ob nach der ersten oder zweiten Art) und ob sich lings einer geschlossenen
Kurve von f, die von den Kanten des Fundamentalpolygons nur die Kante a

einmal durchsetzt, also eine Kante des zu v reziproken Fundamentalpolygons ist,
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die Faserorientierung umkehrt oder nicht, so ist die Zuordnung der Kreisringe
A" und A” bis auf eine fasertreue Selbstabbildﬁng erster Art des einen Kreis-
ringes, etwa A’, festgelegt. Diese Selbstabbildung von A’ kann aber durch eine
fasertrene Selbstabbildung des Vollringes V, welche alle iibrigen paarweise zu-
geordneter Kreisringflichen ungeiindert ldsst, bewirkt werden. Die Selbstab-
bildung von A’ hat also auf das Ergebnis der Schliessung von V keinen Ein-
fluss. Alle so entstehenden gefaserten berandeten Réume sind fasertreu auf F,
abbildbar.

Damit ist gezeigt, dass alle geschlossenen gefaserten Riume I, ohne Aus-
nahmefasern, die derselben Klasse angehoren, durch Ausbohrung einer beliebigen
Faser in ein und denselben gefaserten berandeten Raum F, iibergehen. Wiirde
man aus diesen Réumen F statt einer Faser »+ 1 ausbohren, so wiirde man
ebenfalls immer ein und denselben von #-+1 Ringflichen berandeten Raum er-
halten, nimlich den lings » Fasern ausgebohrten Raum F, Welche der Fasern
von F, man ausbohrt, ist gleichgiiltig, wie aus dem Beweise von Hilfssatz V
(§ 5) hervorgeht.

Wir fassen das Ergebnis zusammen:

Satz 3: Jede Klasse geschlossener gefaserter Rdume bestimmit wmkehrbar ein-
deutig einen gefaserten berandeten Rauwm F, den Klassenraum. Der Klassen-
raum st der einzige gefaserte berandete Raum ohne Ausnahmefasern, der zur Zer-
legungsfliche dve eimmal gelochte, der Klasse charakteristische bewertete Zerlegungs-
fliche hat. Aus F, erhdlt man alle Riume der Klasse durch Ausbohren einer end-
lichen Amnzahl r von Fasern und Schliessen aller r+1 Randringflichen mat beliebi-
gen Verschlussringen. Die Aufzihlung aller Klassen geschieht in Satz 7 § 8.

Bisher sind wir von einem gegebenen gefaserten Raume F ausgegangen
und haben seine Klasse, d.h. seine bewertete Zerlegungsfliche definiert. Jetzt
wollen wir umgekehrt von einer beliebigen bewerteten geschlossenen Fliche
zeigen, dass sie als bewertete Zerlegungsfliche einer Klasse auftritt. — Die
gegebene Fliche f wird wie oben zum Fundamentalpolygon v aufgeschnitten und
dann gelocht, wodurch die Ecken des Polygons' v abgestumpft werden und v in
7 iibergeht. Der gewohnliche gefaserte Vollring V, der # zum Meridianschnitt
hat, kann zu einem gefaserten berandeten Raum F, gemacht werden, indem man
je zwei Kreisringflichen 4’ und A” auf dem Rand von ¥, die sich in zugeord-
nete Kanten ¢ und a” von 4 abbilden, fasertreu identifiziert und zwar so, dass

immer zwei Fasern von A’ und 4" zusammenfallen, wenn die entsprechenden
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Punkte von &’ und &” zugeordnet sind. Die Abbildung von A" und 4" ist dann
noch auf zwei wesentlich verschiedene Arten moglich. Denkt man sich nimlich
die Fasern von V gleichmissig orientiert, d. h. so, dass je zwei orientierte Fasern
von V homolog sind, so kann man A4’ auf A” einmal mit Erhaltung, das andere
Mal mit Umkehrung der Faserorientierung abbilden. Im ersten Falle bleibt die
Orientierung der Faser lings einer Kurve, die von einem Punkte von A’ durch
das Innere von V nach dem iiquivalenten Punkte von A” fiihrt, erhalten, im
andern Falle kehrt sie sich um. Identifiziert man so je zwei Seitenflichen von
¥V, die sich in zwei zugeordnete Kanten von © abbilden, auf eine der beiden
moglichen Weisen, so erhiilt man einen berandeten Raum, dessen Randfliche IT,
aus Fasern gebildet wird. Diese Randfasern bilden sich in den Lochrand von
¢ ab. I, kann also nur eine orientierbare oder nichtorientierbare Ringfliche
sein. Um nachzuweisen, dass II; eine orientierbare Ringfliche ist, bemerken wir,
dass man beim Umlaufen des Loches von f jede Kante des Polygons v genau
zweimal iberschreitet. Beidemale bleibt die Faserrichtung erhalten, oder sie wird
beidemale umgekehrt, sodass beim einmaligen Umlaufen des Loches die Faser-
richtung erhalten bleibt; das ist aber nur bei der orientierbaren Ringfliche der
Fall. Der durch Schliessung von V entstehende Raum ist also ein gefaserter
berandeter Raum ohne Ausnahmefasern. Seine Zerlegungsfliche ist die gelochte
Fliiche f, deren Bewertung durch willkiirliche Bewertung der Kanten eines
Fundamentalpolygons (ndmlich des zu v reziproken Fundamentalpolygons) erhal-
ten wurde.
Das Ergebnis ist

Satz 4: Zu jeder beliecbig bewerteten geschlossenen Fliche gehort eine Klasse
gefaserter Rdume. FEine Bewertung der Fldche erhdlt man durch willkiirliche Be-
wertung ewnes kanontschen Systems fundamentaler Kurven, also der Kanten eines

Porncaréschen Fundamentalpolygons der Fldche.

Die letzte Bemerkung haben wir damit bewiesen, dass wir zu willkiirlicher
Bewertung der fundamentalen Kurven einen Raum Fo angaben, dessen Zerlegungs-
fliche die gelochte gegebene Fliche ist; die durch IFO gegebene Bewertung der Zer-
legungsfifiche stimmt in den fundamentalen Kurven mit der willkiirlich vorgegebenen
itberein. Man hitte ebenso leicht unmittelbar zeigen konnen, dass willkiirliche Be-
wertung der fundamentalen Kurven, d. h. der Erzeugenden der Fundamentalgruppe
zu einer widerspruchlosen Bewertung der ganzen Fundamentalgruppe fithrt, da in
der einzigen Relation der Fundamentalgruppe jede Erzeugende genau zweimal auf-
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tritt, durch willkiirliche Bewertung der Erzeugenden also die einzige Relation und
damit jede Relation zwischen Elementen der Fundamentalgruppe wiederspruchlos
bewertet ist.

Mit Satz 3 und 4 sind die Mittel zur Bestimmung des vollen Invarianten-
systems gefaserter Riume gegen fasertreue Abbildung gewonnen. Es bleibt noch
iibrig, die zur Definition der Klasse benutzte Fortsetzbarkeit der Faserorientierung
lings eines "Weges der Zerlegungsfliche einwandfrei darzutun. Zu Anfang des
Paragraphen haben wir diese Fortsetzbarkeit nur auf die anschaulich nahelie-
gende Faserdeformation lings w gestiitzt. Ist w ein Weg der Zerlegungsfliche,
der von einem Punkt A, nach einem Punkt %, filhrt und s ein stetiger von o
bis 1 wachsender Parameter auf w, so gehdrt zu jedem Parameterwerte s ein
Punkt h(s) von f und damit eine Faser H(s). Jede Faser H(s) soll beliebig
orientiert sein. Sollte zu verschiedenen Werten s dieselbe Faser H gehoren, was
dann eintritt, wenn w mehrfache Punkte hat, so erhilt H ebensoviele von ein-
ander unabhingige Orientierungen. Eine Faserumgebung von H (s) oder viel-
mehr die entsprechende Zerlegungsumgebung auf f schneidet aus « eine Um-
gebung des Punktes &(s) heraus. Wenn fiir jeden Wert von s alle Fasern
des den Punkt h(s) umgebenden Wegstiickes in der Faserumgebung von H (s)
homolog sind, wobei eine p-fache Ausnahmefaser u-fach zu ziihlen ist, so heissen
die Fasern lings w gleichmdssig orientiert. Dass es eine gleichmiissige Orientie-
rung der Fasern lings w gibt, ist klar, sobald sich w2 ganz von einer Zerlegungs-
umgebung w tiberdecken lisst; denn dann braucht man nur alle Fasern, die sich
in die Punkte von « abbilden, so zu orientieren, dass sie in £ homolog wer-

den .

Im andern Falle kann man w in endlich viele Stiicke zerlegen, sodass
jedes Teilstiick ganz im Innern einer Zerlegungsumgebung liegt. Die Fasern
der einzelnen Stiicke lassen sich gleichmiissig so orientieren, dass jede Faser, in
der zwei Stiicke aneinanderstossen, von beiden Stiicken die gleiche Orientierung
bezieht. Dann sind auch die Fasern lings ganz w gleichmissig orientiert. Die
Fasern lassen sich lings w offenbar nur auf zwei entgegengesetzte Weisen gleich-
miissig orientieren; die Orientierung lings- w ist durch die Orientierung einer
einzigen Faser, z. B. der Anfangsfaser festgelegt. Durch eine gleichmissige

" Wir sagen dafiir auch, dass die Fasern von £ gleichmissig orientiert sind. Aligemeiner
sprechen wir von einer gleichmissigen Orientierung aller Fasern eines gefaserten Raumes dann,
wenn innerhalb jeder Faserumgebung je zwei Fasern homolog sind, wobei wieder eine u-fache
Ausnahmefaser g-fach zu zihlen ist. Nicht in jedem gefaserten Raum ist eine gleichmissige Fa-
serorienterung moglich (sondern nur in den Riumen der Klassen Oo und Nn I von S. 188).
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Orientierung der Fasern von 7 wird die Orientierung der Anfangsfaser lings w
bis in die Endfaser fortgesetzt.

Sind w und «’ zwei ineinander deformierbare Kurven der Zerlegungsfiiche,
die beide von h, nach h, fithren, und ist die Faser H, orientiert, so liefert die
Fortsetzung der Orientierung lings beider Kurven nach H, das gleiche Ergebnis,
d. h. die Faserorientierung bleibt bei Fortsetzung lings des geschlossenen Weges
ww' ™1 erhalten. ww' ' begrenzt niimlich ein unter Umstidnden singulires Ele-
mentarflichenstiick auf f, das ist das eindeutige und stetige, aber unter Um-
stinden nicht umkehrbar eindeutige, also nicht topologische Bild eines Elemen-
tarflichenstiickes e. e wird so fein trianguliert, dass das Bild eines jeden Drei-
ecks ganz in einer Zerlegungsumgebung von f enthalten ist. Das Dreieck braucht
dabei nicht schlicht auf f zu liegen. Da sich der Weg ww'™' aus Umliufen
von Dreiecken zusammensetzen lisst, wenn hin und zuriick durchlaufene Strecken
fortgehoben werden, und da die Faserorientierung lings eines geschlossenen, ganz
in einer Zerlegungsumgebung gelegenen Weges immer erhalten bleibt, so bleibt

sie auch lings w«'~! erhalten.

Es soll noch die Frage beantwortet werden, ob und auf wieviele Weisen
sich die Zerlegungsfliche f, in den Klassenraum F, so hineinlegen lisst, dass sie
von jeder Faser genau in ihrem Bildpunkt durchsetzt wird. Zu dem Zwecke
schneiden wir f, zu einem Fundamentalpolygon @ auf, das im Gegensatz zu dem
oben benutzten Fundamentalpolygon ¢ das Loch von fo im Innern enthilt. @ ist
also ein gelochtes Elementarflichenstiick. Dem entspricht eine Aufschneidung
von F, zu einem gefaserten Hohlring U. Die »innere» Randfliche I, dieses
Hohlringes bildet sich in den Rand des Loches von @ ab, wihrend die »#dussere»
Randfliche I in eine gerade Anzahl 2j von paarweise einander zugeordneten
gefaserten Seitenflichen (Kreisringen) zerfillt, die sich in die Seiten des Poly-
gons # abbilden. Angenommen, es sei gelungen, J, in F, hineinzulegen, dann
erscheint f, in U notwendig als ein kreisringférmiges Flichenstiick, das auf
S mit einem Querkreise @, auf II, mit einem Querkreise ¢, aufsitzt. Sind
Q1 Qs ... Q4 @), @), ... Qf die 2j orientierten Strecken, in die @ zerfillt
und die sich auf die 2j Seitenflichen von = verteilen, so miissen bei Zuordnung
zweier solcher Seitenflichen A’; und A; auch die beiden darin liegenden Strecken
Q; und @ miteinander zur Deckung kommen mit Erhaltung oder Umkehrung
ihrer Orientierung. Einen Querkreis ¢ mit dieser Bigenschaft kann man auf =

immer finden man wihlt zu diesem Zwecke die Querlinien @, @', ... @’; belie-
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big, nur so, dass ihre Endpunkte bei Zuordnung der Seitenflichen in ein und
denselben Punkt fallen. Damit ldsst sich auch die Zerlegungsfliche f; in FO
hineinlegen. Man braucht z B. nur U zum euklidischen Hohlzylinder aufzu-
schneiden und von den Punkten von @ aus Radien zu ziehen, die senkrecht auf
der Zylinderachse stehen. Diese Radien, soweit sie in U verlaufen, bilden
die verlangte Zerlegungsfliiche.

Sei f, noch auf eine weitere Art in F, hineingelegt, wobei jetzt die Quer-
kreise @* und @; die Rolle von ¢ und ¢, iibernehmen mogen. Die Strecken
Q'; und Q'F des Querkreises Q bez. * die in derselben Seitenfliche A4’; von =
liegen, haben dann, nachdem man 3 irgendwie orientiert hat, eine bestimmte
Schnittpunktzahl'® 3'; (sollten zufillig @'; und Q7 gemeinsame Endpunkte haben, .
so kann man sie immer durch eine kleine Deformation der eingelagerten Zer-
legungsflichen von einander trennen). Da nun bei der Identifizierung der zuge-
ordneten Seitenflichen A’; und A7 die Strecken @; und '} mit den Strecken
Q7 und @*, bez. mit —@; und —@Q;* zur Deckung kommen, so ist die Schnitt-
punktzahl y7=—y"; oder =+y';, je nachdem A; und A; nach der ersten oder

J
zweiten Art'® zugeordnet sind. y= D\yi + 77, das ist die Schnittpunktzahl von

i=1

Q und Q* ist dann o, falls alle Seitenflichen von = nach der ersten Art zuge-
ordnet sind, d.h. wenn F, orientierbar ist. Sonst kann man * immer so wih-
len, dass y eine vorgegebene gerade Zahl ist. Bei orientierbarem IT‘O ist also @
in @° und damit @, in @ deformierbar, d.h. es gibt dann auf der Randring-
fliche IT, von F, einen bis auf die Orientierung und natiirlich bis auf eine
Deformation festliegenden Querkreis @, in dem die in F, hineingelegte Zerle-
gungsfliche ]—”0 an II, angrenzt. Ist dagegen 170 nichtorientierbar, so gibt es
~ausser ¢, noch unendlich viele Querkreise ¢, lings denen f, an II, angrenzen
kann. Sie unterscheiden sich alle von ¢, durch ein gerades Vielfaches der
Faser. — Schneidet man den gefaserten Hohlring U lings der darin liegenden
Zerlegungsfiiche f, auf, so erhilt man ein ausgebohrtes gefasertes Prisma, in
dem Grund- und Dachfliche einander und die Seitenflichen paarweise zugeord-
net sind. Von dieser Darstellung des Klassenraumes werden wir bei der Be-
stimmung der Fundamentalgruppen in § 10 Gebrauch machen.

13 0. Veblen, Anal. situs, 204 ed., Amer. Math. Soc. Coll. Publ. V, 2 (New York 1931).
& H. Tietze, Topologische Invarianten, Monatsh. f. Math. u. Phys. 19 (1907).

23—~32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 16 décembre 1932.
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§ 7. Die orientierbaren gefaserten Riume.

Unsere Aufgabe, alle gefaserten Ridume zu ermitteln und durch Invarianten
zu charakterisieren, zerfillt nunmehr in zwei Teile: erstens alle Klassen zu be-
stimmen, zweitens die Rdume innerhalb einer Klasse anzugeben. Wir losen diese
beiden Aufgaben zuerst fiir die orientierbaren Riume.

Sei zunichst die Zerlegungsfliche orientierbar vom Geschlechte p.
Da der Raum orientierbar ist, kann sich alsdann lings keiner Kurve der Fliche
die Faserorientierung umkehren. Wire ndmlich ein geschlossener Weg w vom
Werte —1 auf der Zerlegungsfliche vorhanden, den wir frei von Ausnahmepunk-
ten annehmen diirfen, so gibe es eine fasertreue Deformation des ganzen Rau-
mes, die die Faser H lings des Weges w herumfiihrt. Denn die Kurve w lisst
sich mit endlich vielen Zerlegungsumgebungen, sogar mit solchen ohne Ausnahme-
punkten iiberdecken, nach dem Heine-Borelschen Uberdeckungssatz. Innerhalb
jeder Zerlegungsumgebung kann man die fasertreue Deformation, die im Beweise
von Hilfssatz V benutzt wurde, anwenden und so die Faser H schrittweise lings
w in ihre Ausgangslage zuriickfithren. Insbesondere kann man die Deformation
s0 leiten, dass schliesslich eine Zerlegungsumgebung « des Punktes h mit sich
zur Deckung kommt, da sich lings « wegen der Orientierbarkeit der Zerlegungs-
fliche die Flichenorientierung nicht umkehrt. Der zugehorige gefaserte Voll-
ring £ hat dann eine Selbstabbildung mit Umkehrung der Orientierung erfahren.
Bei einer Deformation kehrt sich aber in einem orientierbaren Raume die Raum-
orientierung nicht um nach einem bekannten Satze. Somit haben alle Kurven
den Wert -+1, und es gibt daher zu jeder orientierbaren Zerlegungsfliche eine
einzige Klasse von orientierbaren gefaserten Rdumen. Nun ist das nach S. 154
gefaserte topologische Produkt aus der gelochten Fliche vom Geschlechte p und
einer Kreislinie ein orientierbarer gefaserter berandeter Raum, dessen Zerlegungs-
fliche die gelochte Fliche vom Geschlechte p ist und auf der alle Kurven den
Wert +1 haben. Da iiberdies Ausnahmefasern nicht auftreten, so vereinigt
dies topologische Produkt alle Eigenschaften des Klassenraumes in sich. Der
Klassenraum F, ist also das topologische Produkt aus gelochter Fliche vom
Geschlechte »p und Kreislinie.

Auch wenn die Zerlegungsflidche nichtorientierbar ist, gibt es zu thr nur
etne Klasse orientierbarer Rdume. Wie im Falle der Orientierbarkeit der Zer-

legungsfiiche, sieht man zunichst, dass lings eines Weges w der Zerlegungs-
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fiiche, auf dem sich die Flichenorientierung erhilt, sich auch die Faserorientierung
erhalten muss. Kehrt sich aber die Flichenorientierung liings eines Weges w
um, so ist der Raum nur dann orientierbar, wenn sich auch die Faserorientierung
umkehrt, sodass also die Bewertung durch die Fliche festgelegt ist. Der Klas-
senraum ist hier nicht das topologische Produkt der gelochten Fliche vom Ge-
schlecht £ und einem Kreis, sondern ist nach dem Verfahren von S. 173 zu kon-
struieren. Fig. 10 zeigt ihn fir den Fall =3. In dem Prisma sind Grund-
und Dachfliche durch eine Translation zuzuordnen. Die beiden  Seitenflichen,
in die eine Faser H eingezeichnet ist, sind so zu identifizieren, dass die Kante
a, der einen mit der Kante 4, der anderen zur Deckung kommt. Entsprechendes
gilt far die 4 iibrigen nicht schraffierten Seiten-
flichen des Prismas. Die 6 schraffierten Seiten-
flichen werden durch die Zuordnung zur Rand-
ringfliche des Klassenraumes, die Grundfliche
wird zur Zerlegungsfliche geschlossen.

Die Klassenbestimmung ist damit erledigt,
und wir gehen jetzt dazu iiber, die Invarianten
eines beliebigen orientierbaren gefaserten Rau-
mes F' zu bestimmen. Dem Raume F wird eine
bestimmte Orientierung erteilt, und die Inva-

rianten beziehen sich auf den mit der Orientie-

rung versehenen Raum. Die Herstellung der

Invarianten geschieht so, dass die Ausnahmefa-

sern von I ausgebohrt und durch gewohnliche

Fig. 10.

Vollringe ersetzt werden, deren Meridiankreise

eindeutig bis auf die Orientierung durch den orientierten Raum F' bestimmt
sind. So entsteht auf eindeutige Weise aus dem orientierten Raum F ein eben-
falls mit einer bestimmten Orientierung versehener Raum F, ohne Ausnahme-
fagern. — Sei (, eine Ausnahmefaser von F und £, eine Faserumgebung von C,.
Der Vollring £, bezieht von F eine bestimmte Raumorientierung, die ihrerseits
auf der Randringfliche II, von £, eine bestimmte Flichenorientierung o indu-
ziert. Auf JII, wird ein orientierter Querkreis @ und eine orientierte Faser H
gewihlt. Durch diese beiden Kurven ist eine Orientierung o' auf I7, bestimmt.
Man schneide ndmlich IT, lings @ und H zum Rechteck auf; auf dessen Rand
wird durch die Reihenfolge @ H ¢~ H~! ein bestimmter Umlaufsinn und damit
eine Orientierung des Rechteckes selbst festgelegt. Kehrt man die Orientierung
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einer der beiden Kurven @ und H um, so ist dadurch zugleich die Orientierung
o’ umgekehrt. Dagegen bleibt o' erhalten, wenn man beide Kurven zugleich
umorientiert. Wir wollen nun ¢ und H von vornherein so orientieren, dass
o' mit o tibereinstimmt. Man kann dafiir auch sagen: Bei Benutzung der Orien-
tierung o sollen ¢ und H die Schnittzahl + 1 haben. Ein zweites Kurvenpaar
@, und H,, das auf II, die gleiche Orientierung o’=o0 festlegt, hingt mit @ und

H durch die Homologien (auf II,) zusammen:
H~¢H, Q~eQ,+yH, (e==1 1, y beliebige ganze Zahl). (1)

Denn damit ¢,, H, dieselbe Orientierung wie ¢, H bewirkt, muss die Trans-
formationsdeterminante den Wert +1 haben. Daraus folgt aber, dass in den
Transformationsformeln (1) und (4) von § 1 ¢ =¢,(=¢) ist. Der Meridiankreis
M, des Vollringes Q, driickt sich nun folgendermassen durch ¢ und H aus:

M, ~a@Q+ pH
~¢eaQ + (ey + ef)H, = (2)
=a,Q, + 3 H,.

Man kann ¢, und H, so wihlen, dass
g, >1 und o< g <gq (3)

wird, wodurch ¢ und y bestimmnt sind. Hitte man statt M, den entgegengesetzt
orientierten Meridiankreis gewihlt, so brauchte man nur gleichzeitig die Orien-
tierungen von ¢, und H, umzukehren, um zur Homologie M, ~ «, @, + 3, H, zu-
riickzugelangen. Mithin sind durch den nichtorientierten Meridiankreis von 2,
die Zahlen «,, 8, vollstindig eindeutig, und es ist der Querkreis @, bis auf seine
Orientierung bestimmt. Man bohre nun 2, aus und schliesse mit einem neuen
Verschlussringe V,, der ¢, zum Meridiankreis hat. V), ist dann ein gewohnlicher
Vollring, da nur auf einem solchen der Meridiankreis zugleich Querkreis ist.
Man hat also auf F einen orientierten gefaserten Raum F, abgeleitet, der ein-
deutig durch F, die Orientierung von F und die ausgebohrte Ausnahmefaser be-
stimmt ist. F| ist ndmlich unabhingig davon, welche Faserumgebung 2, der
Faser O, man ausgebohrt hat. Denn nach Hilfssatz IV (§ 5) kann man eine
beliebige Faserumgebung der Faser (; durch eine fasertreue Deformation von F
in eine beliebige andere iiberfiihren.

Mit dem gefaserten Raum F,; verfihrt man wie soeben mit . Man bohrt

also eine Ausnahmefaser C, aus, wobei man das Zahlenpaar o, §3, als weitere



Topologie dreidimensionaler gefaserter Riume. 181

Invarianten des orientierten Raumes F gewinnt. So fortfahrend erhélt man
schliesslich einen orientierten Raum F; ohne Ausnahmefasern, der durch den
Raum F und seine Orientierung bestimmt ist. F|, ist unabhingig von der Rei-
henfolge, in der man die Ausnahmefasern von F ausgebohrt hat, denn man darf
alle zugleich ausbohren, da man die Faserumgebungen beliebig klein wihlen kann.
Aus F, wird nun eine beliebige Faserumgebung V, ausgebohrt, wodurch
der Klassenraum F, von F' entsteht. Die gegebene Orientierung von F iiber-
trigt sich auf ihn. Auf der Randringfliche II, von F, ist wegen der Orien-
tierbarkeit von F, ein Querkreis (), bis auf Orientierung und stetige Deforma-
tion ausgezeichnet, ndmlich derjenige Querkreis, in dem die in FO hineingelegte
Zerlegungsfliche f, an II, angrenzt (vergl. S. 177). @, und eine Faser H, von
II, werde so orientiert, dass sie zusammen auf II, die gleiche Orientierung be-
stimmen, die I, von dem ausgebohrten Vollringe V| bezieht. Der Meridiankreis
M, von V,, der zugleich Querkreis ist, hat in dem System ¢, H, die Form

My~ @, + b H,. (4)

b ist eine ganze Zahl, die durch den orientierten Raum F|, also auch durch F
und die Orientierung von F bestimmt ist.

Mit & ist, wie wir zeigen werden, das System der Invarianten von F' voll-
stindig geworden. Es gilt nimlich der

Satz 5: FEin orientierbarer gefaserter Raum F samt einer gegebenen Orien-
tierung <st umkehrbar eindeuteg durch ein System von Invarianten bestimmi, dze
wir, je nachdem die Zerlegungsfliche orventierbar ist oder nicht, in das Symbol

(0 o; p“’; @y, By oy By ... o, B)
(On: klb’ O‘lv ﬁl! g, |827 cee Oy ﬂ")

oder

zusammenfassen. Darin weist O auf die Orientrerbarkest des Rawmes, o bez. n
auf die Orientierbarkeit bez. Nichtorientierbarkeit der Zerlegungsfliche hin. p und
k bedeuten das Geschlecht (Henkelzahl bez. Kreuzhaubenzahl) der orientierbaren bez.
nichtorientierbaren Zerlegungsfliche. Die drei Zewchen links vom Strich bestimmen
also die Klasse des gefaserten Rawmes. b legt die Schliessung des Klassenraumes
F, zu dem von Ausnahmefasern noch freien Rauwme Fo umkehrbar eindeutig fest.
Die Zahlen i, 3; bestimmen umkehrbar eindeutig die in F vorhandenen Ausnahme-
Jasern,
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Der Satz gestattet, von zwel orientierbaren gefaserten Rdumen mit vorge-
gebenen Orientierungen zu entscheiden, ob sie mit Erhaltung der Orientierung
aufeinander fasertreu abbildbar sind. Von der Anderung der Invarianten bei
Umorientierung handelt Satz 6.

Wie man zu gegebenem orientierten Raum [’ das Invariantensystem ermit-
telt, haben wir gesehen. Um die Vollstindigkeit des Systems zu beweisen, kon-
struieren wir umgekehrt zu gegebenen Invarianten auf eindeutige Weise den
orientierten Raum F. Durch » bez. % ist die Klasse {S. 178) und damit nach
Satz 3 (S. 173) zugleich der Klassenraum F, gegeben. Die Orientierung von F,
kann beliebig vorgenommen werden, da F, eine fasertrene Selbstabbildung mit
Umkehrung der Orientierung gestattet (Spiegelung des Vollringes V von S. 173
an einer Meridianebene). Der Querkreis @, der Randringfliche II; von F, und
eine Faser H, sind dadurch bis auf gleichzeitige Umkehrung ihrer Orientierung
eindeutig bestimmt. Durch b ist M, ~ ,+b H, ebenfalls bis auf seine Orien-
tierung und damit die Schliessung von F, zu I, vollstindig eindeutig bestimmt.
Aus F| sind r beliebige Fasern auszubohren; ihre Auswahl ist nach Hilfssatz V
(S. 165) fiir den entstehenden, von r Ringflichen berandeten Raum gleichgiiltig.
Auf jeder der Randringflichen liegt ein ausgezeichneter Querkreis ¢, nimlich
der Meridiankreis des eben ausgebohrten Vollringes bis auf seine Orientierung
fest, und durch die Orientierung von I, ist damit ein Kurvenpaar ¢;, H, bis
auf gemeinsame Umorienterung bestimmt. Damit ist aber der Meridiankreis
M; ~a; Q:+ 8 H; des neuen Verschlussringes ebenfalls bis auf die Orientierung
eindeutic und die Schliessung von F zu F vollstindig eindeuntig gegeben.

Zur ibersichtlichen Bestimmung eines orientierbaren gefaserten Raumes I’
ist folgendes »Diagramm>» ¥, niitzlich, das mit dem Klassenraum F, -
sammen den Raum festlegt. In F seien die Faserumgebungen £; der Aus-
nahmefasern punktfremd gewihlt. Dasselbe gilt dann in F, von den gewdhn-
lichen Verschlussringen V;, durch die die Bohrkerne Q; ersetzt sind. Man kann
die Faserumgebung ¥V, die wir aus F|, ausgebohrt hatten, um zum Klassenraum
F, zu gelangen nach Hilfssatz III (S. 162) so wihlen, dass sie alle Verschluss-
ringe V; im Innern enthilt. Der gefaserte berandete Raum VO, der aus ¥,
durch Ausbohrung aller V,; entsteht und der das topologische Produkt aus einem
i~fach gelochten Elementarflichenstiick und der Kreislinie ist, bildet das Dia-
gramm des gefaserten Raumes F, wenn auf der Randringfliche I1, von 170 noch
der ausgezeichnete Querkreis @, von F, und auf den iibrigen » Randringflichen
I1; die Meridiankreise M; der Bohrkerne R; eingezeichnet sind. Durch ¢, ist
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offenbar festgelegt, wie man den durch p bez. £ bestimmten Klassenraum F_’oan
die Ringfidiche II, ansetzen muss. Durch M; ist nach Hilfssatz VI die Schlies-
sung durch den Bohrkern £; bestimmt. Gibt man 70 iiberdies eine Orientierung,
was wir tun wollen, so ist auch F orientiert.

Um aus dem Diagramm ¥, die Invarianten b; o, B @s, 8; ... ar, Br VOR
F abzuleiten, orientieren wir alle Fasern von ¥, gleichmissig, d.h, so dass sie
homolog in ¥, werden. Dann sind die Orientierungen der Fasern H,, H,, ... H,
auf den Randringflichen I, II,, ... Il, festgelegt. Damit sind auch die oben
mit @, @, ... ¢ bezeichneten Querkreise auf diesen Ringflichen einschliesslich
ihrer Orientierung bestimmt, nimlich durch die Forderung, dass die Orientierung,
die @; mit H; auf der Ringfliche IT; bewirkt, der von Vo induzierten Orientie-
rung entgegengesetzt sein soll und dass die Zahlen «;, 8, die in der Homologie

M; ~ ; Q; -+ 8: H; (5)

(giltig auf II;) auftreten, der Bedingung e; > 1,
0 < i < a; geniigen. Die ¢; sind die Meridiankreise
der Verschlussringe V;. Schliesst man ¥V mit ihnen,
so ergibt sich der gewohnliche Vollring ¥, mit dem
Meridiankreis

M, ~ @+bH, (auf I1,) (6)

und man beweist leicht, dass in V, die Homologie
besteht -

My~ Qi+ Qg+ +Qr (in Vo)y
und damit

— Qo+ Qi+ @t + @ ~bH, (in V). (7)

In Fig. 11 ist V,, zum Vollring aufgeschnitten, mit

Fig. 11.

r=3 und b=4 gezeichnet.

Wir wollen jetzt zusehen, wie sich die Invarianten dndern, wenn sich die
Orientierung von F umkehrt. In dem Diagramm V¥, indert sich dann nur
die Orientierung, wihrend die Kurven M; und ¢, erhalteh bleiben. EHs ist zweck-
miissig, die Fasern von 7V, jetzt alle gleichmiissig umzuorientieren; die so um-
orientierten Fasern H,, H,, ... H, mégen H'y, H',, ... H', heissen:

H';~— H; (auf II;, i=o0, 1,... 7). (8)
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Die Q,, Q, ... Q- sind jetzt durch die Querkreise @', @'y, ... @'+ zu ersetzen.
Zwischen den alten und neuen Querkreisen bestehen die Homologien

Qi~ Q+yH,  (auf I, i=1,2,...7. (o)

In dieser Gleichung tritt @; mit positivem Vorzeichen auf; denn die Transforma-
tionsdeterminante eines Paares von Transformationen (8) und (9) hat den Wert
—1, weil sich mit der Orientierung von V|, zugleich die auf IT; induzierte Orien-

tierung umkehrt. Aus dem gleichen Grunde lautet die Transformation fiir ¢,:
o~ Qo (auf IL,).  (10)
Fiir den Meridiankreis M; ergibt sich dann
M~ a; @+ 8 Hi ~
~ a; Qi+(asyi— B Hi=a; Qi+ 8 Hy.

Wegen der Forderung o;>1 und o< §i < ¢; ist «i=e; und 8i = a; — f;, also
y;=1. b bestimmt sich, wie frither & aus der Homologie (7), jetzt aus der

Homologie ) , L
— Qo+ @+ ¢+ -+ ~b H,. (1)

Fiihrt man darin die ungestrichenen Grossen ein und benutzt die Homologie (7),

so ergibt sich
b =—»r—0.

Satz 6: Der orientierte gefaserte Raum I mit den Invarianten

(0 o; plb; a, By .- @ Br)
(O n; klb; ay, By .- . ar, Br)

bez.

geht dwrch Umorientierung tn den orientierten gefaserten Rawm mit den Invarianten

(Oo; pl—7r—10; e, 01— By; .. ar, 0 — )
(On; k| —r—18; a, 0y =By ... ar, ar— )

bez.

tiber.
Hitten wir die Zahlen B; statt durch Gleichung (3) auf das Intervall
0 < B < «; auf das Intervall

1 I
—5a5<ﬁiS+5ai
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normiert, so wiirden bei Umorientierung die Invarianten b, 8, fs, . .. - nur ihr
Vorzeichen wechseln, falls keine zweifachen Ausnahmefasern vorhanden, also alle
a; > 2 sind. Haben dagegen s unter den Zahlen a;, etwa die s ersten den Wert 2,
so wirden sich bei Umorientierung zwar nur die letzten »—s Invarianten 8 #n-
dern und sie wiirden einfach ihre Vorzeichen umkehren, b dagegen wire auch
jetzt durch —s—b zu ersetzen, sodass durch Wahl der neuen Normierung keine

wesentliche Vereinfachung bei Umorientierung erreicht wiire.

§ 8. Die nichtorientierbaren gefaserten Riume.

Um alle nichtorientierbaren gefaserten Ridume zu iiberblicken, stellen
wir wie im Falle der Orientierbarkeit zuerst alle Klassen auf. Wir nehmen
wieder zunichst den Fall einer orientierbaren Zerlegungsfliiche f daran. Ihr
Gesc.hlecht p ist grosser als o, weil ein Raum, der die Kugel zur Zerlegungs-
fliche hat, notwendig orientierbar ist (S. 171 und S. 178). Wir beweisen: Zu
Jeder orientierbaren Zerlegungsfliche vom Geschlechte p > o gibt es yenau eine Klasse
nichtorientierbarer Riwme. Der Satz ist richtig fiir p=1. Sind nimlich ¢ und
b zwei konjugierte Riickkehrschnitte der Ringfliche, so hat einer von beiden,
etwa @, den Wert —1, da sonst der Raum orientierbar wiirde. Von & kann
man den gleichen Wert annehmen, da man sonst b durch ab ersetzen kann.
Angenommen, der Satz sei bewiesen fiir das Geschlecht p—1 (= 1), dann beweisen
wir ihn fiir p, indem wir zeigen, dass es auf der Fliche vom Geschlechte p > 1
immer einen Henkel gibt, auf dem alle Kurven den Wert +1 haben. Schnei-
det man diesen Henkel ab, so bleibt eine gelochte Fliche vom Geschlechte p—1,
auf der es Kurven des Wertes —1 gibt und die nach der Induktionsvoraussetzung
dadurch eindeutig bestimmt ist. Um die Existenz eines solchen Henkels zu be-
weisen, withle man ein kanonisches Kurvensystem, durch das die Fliche zu einem
Fundamentalpolygon mit der Kantenfolge a,bya'b;" ... apbpa, b, aufgeschnit-
ten wird. Es kann sein, dass es darunter ein Paar konjugierter Riickkehrschnitte
a;, b; des Wertes +1 und damit einen Henkel gibt, auf dem alle Kurven den
Wert +1 haben. Im andern Falle gehen wir so vor. Es gibt unter den Kur-
ven des kanonischen Systems wenigstens eine, etwa a;, vom Werte —1. Von
b, kann man annehmen, dass sie den Wert + 1 hat, da man sie sonst durch a,b,
ersetzen kann. Ausserdem hat noch eine Kurve a; oder b; (j > 1) den Wert —1;
eine der Kurven a,a; oder a,b;" hat also den Wert +1 und bildet mit b, zu-

24 — 32511, Acta mathematica. 60. Imprimé le 15 décembre 1932.
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sammen ein Riickkehrschnittpaar, das einen Henkel mit lauter Kurven des Wer-
tes + 1 aufspannt.

Wegen der Einzigkeit der Klasse kann man auf der Fliche vom Geschlecht
p=1 immer ein kanonisches Kurvensystem wihlen, dessen Kurven alle den Wert
—1 haben.

Ist die Zerlegungsfliche f nichtorientierbar vom Geschlechte %, so kann
man sie als Kugel mit & Kreuzhauben x, x,, ... . darstellen, d. h. als eine Kugel
mit £ Lochern, auf deren Rindern Diametralpunkte zu identifizieren sind. Der

Rand eines solchen Loches ist dann auf der Fliiche eine zweimal durchlaufene

7

Kurve a} (Fig. 12). a; selbst ist eine
Kurve, die die Kreuzhaube x; gerade

einmal durchsetzt; lings a; kehrt

sich also die Flidchenorientierung um.

y, dy, ... @y erzeugen die Homologie-
gruppe, deren einzige wesentliche Re-
lation

2ayF2a,+ - +2m~o0 (1)

ist. Die Bewertung der Fliche F ist

also durch die Bewertung von a,, a,,

O ... ap festgelegt. Von dem Falle, dass
/ alle a; den Wert —1 haben, kdonnen

//, wir absehen, da er die im vorigen

Fig. 12. Paragraphen behandelte einzige Klasse

orientierbarer Riume liefert. Es hat
also wenigstens ein a; den Wert +1. Nun sind folgende Fiille denkbar:
A) Alle g; und damit iiberhaupt alle Kurven der Fliche haben den Wert
+ 1. Ein Raum mit dieser Eigenschaft ist das topologische Produkt aus der
Fliche vom Geschlechte £ und der Kreislinie. Durch Ausbohren einer beliebi-
gen Faser erhdlt man daraus den Klassenraum 170, der nach S. 173 durch die
bewertete Zerlegungstliche eindeutig bestimmt ist; er ist somit das gefaserte
topologische Produkt aus gelochter Fliche vom Geschlechte # und Kreislinie.
B) %, unter den a; haben den Wert +1, die iibrigen k,=k—#%, den Wert
—1 (k, >0, k, > 0). Hier scheidet die projektive Ebene wegen k=1 aus. Ebenso’
kann man die nichtorientierbare Ringfliche als erledigt betrachten. Hier ist

notwendig k,=Fk,=1. In den iibrigen Fillen kann man annehmen, dass k=1
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oder =2 ist. Fiir k=3 ist das klar. Fiir £ > 3 wird diese Anzahl durch fol-
gendes Reduktionsverfahren erreicht: wenn nicht schon k,=1 oder =2 ist, so
gibt es wenigstens drei a;, etwa a,, a5, @,, mit dem Werte +1 und eines, etwa
a;, mit dem Werte —1. Durch eine Kurve /, die die Kreuzhauben x,, %, x5, %4
von den iibrigen trennt, wird die Fliche in zwei Teile ¢ und 1y zerlegt. ¢ ist
eine Kugel mit den Kreuzhauben x, ... %, und einem Loch mit dem Rande .
Es gibt auf ¢ zwei punktfremde Riickkehrschnitte o', ~ @, +a;+a, und a’y ~ a; +
+a;+a, vom Werte —1. Ausserdem gibt es einen zu «'; und a’, punktfremden
Riickkehrschnitt ¢, lings dessen sich die Flichenorientierung umkehrt (vergl.
Fig. 13), sodass die Fliche ¢, die man aus ¢ durch Aufschneiden lings a’,
und &', erhilt, immer noch nicht-

orientierbar ist. ¢ kann also dar-

gestellt werden als eine Kugel mit @

zwei Kreuzhauben und drei Léchern

mit den Rindern /, a2, a"s. Identifi-

ziert man auf den Réndern der

letzten beiden Locher Diametral-

punkte, so erhdlt man ¢ zurick, g 9 g
d.h. @ ist dargestellt als eine Kugel

mit vier -Kreuzhauben und einem \ a4 s //
Loch. Setzt man ¢ unverindert A N Ve
an [ an, so erhidlt man eine neue ~ - c _- -
Darstellung von f als Kugel mit % \Fj; 1—;

Kreuzhauben. Da aber &', und o/,

den Wert —1 haben, so hat jetzt die Zahl der negativen Kreuzhauben minde-
stens um 1 zugenommen. Das Verfahren kann so lange wiederholt werden, bis
ki=1 oder =2 geworden ist. Es ist noch zu zeigen, dass diese beiden Bewer-
tungen von einander verschieden sind. Sei d eine Kurve auf f, die erst zweimal

durchlaufen nullhomolog wird, d.h. es soll sein
d“’Z yia; + O, (2)

Zd“'z'z?’iai“'o- (3)

(Dass es ein solches d immer gibt, zeigt das Beispiel einer doppelpunktfreien
Kurve, die jede der # Kreuzhauben gerade einmal durchsetzt. In diesem Falle
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ist d ein orientzerbar machender Riickkehrschnitt auf f, d.h. bei Aufschneiden von
f lings d erhiilt man eine orientierbare Fliche mit einem oder mit zwei Lochern,
je nachdem & ungerade oder gerade ist.) Die Relation (3) muss eine Folgerela-
tion der einzigen Relation (1) der Homologiegruppe sein. Daher kann sich
Zzyiag von der linken Seite von (i) nur durch einen Faktor unterscheiden
und alle y; sind gleich und ungerade, weil sonst schon d ~ o wire. Die Kurve
d hat also den Wert (—1)®. Also sind die Bewertungen von f mit geradem £,
verschieden von denen mit ungeradem #%,, insbesondere liefern die Fille k=1
und k=2 verschiedene Bewertungen von f. Damit ist die Ermittelung aller
Klassen gefaserter Riume beendet. Ergebnis:

Satz T: Zu jeder orientierbaren Zerlegungsfliche f vom Geschlechte p gibt es
genau erne Klasse orientierbarer, und falls p > o ust, eine Klasse nicht ortentier-
barer gefaserter Rdume. Zu jeder nichtorientierbaren Zerlegungsfliche vom Ge-
schlechte k gibt es genan eine Klasse orientierbarer gefaserter Rdaume, und falls
k> 2 ust, genau drer Klassen nichlorientierbarer; fiir k=1 gibt es esne Klasse,
fiir k=2 zwei Klassen nichtorientierbarer Rdume.

Nachstehende Tafel gibt eine Ubersicht iiber die verschiedenen Klassen mit
ihren charakteristischen Eigenschaften. O, N bezeichnen Orientierbarkeit oder
Nichtorientierbarkeit des gefaserten Raumes [, o, 2 seiner Zerlegungsfliche f,
deren Geschlecht gegeben sein muss, damit die Klasse festliegt. Wir erinnern
daran, dass eine geschlossene Kurve w der Zerlegungsfliche den Wert +1 be-
kommt, wenn sich die Faserorientierung lings ihrer erhilt, andernfalls —1, und
dass die Klasse und damit der Klassenraum /', durch die Bewertung aller Kur-
ven der Zerlegungsfliche eindeutig bestimmt ist.

Oo Alle Kurven haben den Wert +1; F, topologisches Produkt aus ge-
lochter Zerlegungsfliche vom Geschlechte p und Kreislinie;

On Alle einufrigen Kurven haben den Wert —r1;

No Es gibt Kurven vom Werte —1;

Nn1 Alle Kurven haben den Wert +1; I, topologisches Produkt;

NnII Es gibt einufrige Kurven vom Werte +1 und solche vom Werte —1;
jeder orientierbar machende Riickkehrschnitt hat den Wert —1;

N»unIIl Es gibt einufrige Kurven vom Werte +1 und solche vom Werte —1;
jéder orientierbar machende Riickkehrschnitt hat den Wert +1.

Fir p=o0 gibt es nur die Klasse Oo, fir k=1 nur Oxn und Nu I,

fir k=2 ausserdem Nu IIL
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Wo in der Tabelle F, nicht angegeben ist, lisst es sich nach dem auf
S. 173 angegebenen Verfahren durch kanonische Zerscheidung der Zerlegungs-
fliche aufbauen.

Es bleibt noch iibrig, die nichtorientierbaren gefaserten Riume F, deren
Klassen wir ermittelt haben, durch Invarianten zu charakterisieren. Gibt es
in I’ eine Ausnahmefaser C;, und ist 2, eine Faserumgebung von C;, so besteht
auf der Randringfliche IT, von £, zwischen einem Meridiankreis 4/, einem be-
liebig gewihlten Querkreis ¢ und einer Faser H die Homologie

M, ~a@+ BH.
Mit Hilfe der Transformationsformeln (1) und (4) von § 1:
H~¢H,, Q~eQ +yH,
kann man einen neuen Querkreis ¢, und eine neue Faser H; so finden, dass

M, ~ea, @ + 8 H, (4)

wird, worin

I
a; > 1, 0<(31_<_2al

ist. Durch die erste Forderung ist nimlich ¢, bestimmt. Durch geeignete Wahl
von y lisst sich dann 8, auf das Intervall ———;al bis + é @, bringen und schliess-

lich durch Wahl von ¢ auf das angegebene Intervall. Die Abweichung vom
Falle der orientierbaren gefaserten Riume besteht darin, dass jetzt auf der
Ringfliche keine ausgezeichnete Orientierung gegeben ist, weil man F nicht
orientieren kann; ¢, und &, sind daher unabhiingig von einander wihlbar (vergl.
S. 180). Die Zahlen «, und 8, sind durch 2, und damit durch die ‘Ausnahme-
faser C, eindeutic bestimmt. Dasselbe gilt, sobald e, > 2 ist, von @, und H,
bis auf gleichzeitige Umorientierung, welche erlaubt ist, da die Orientierung von
M, durch 0, nicht gegeben wird. Ist dagegen «,=2, so gibt es ausser @,, H,
noch das System

¢y~ @ + Hy, H', ~ —H,, (5)

in dem M, ebenfalls die Normalform (4) annimmt:

M, ~2Q,+ H,. (6)
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Wenn o, > 2 ist, so soll die Faserumgebung £, ausgebohrt und mit einem
gewdhnlichen Verschlussringe V, geschlossen werden, der @; zum Meridiankreis
hat. Das gleiche Verfahren wird auf alle mehr als zweifachen Ausnahmefasern
angewendet. Aus [ entsteht dadurch in eindeutiger Weise ein nichtorientier-
barer gefaserter Raum 17, der nur noch die zweifachen Ausnahmefasern von F
enthilt; deren Anzahl sei s = 0. Zur weiteren Untersuchung von [ bedarf es
des folgenden Hilfssatzes:

Hilfssatz VIL: Ein nichtorientierbarer gefaserter berandeter Raum F, der aus
einem gefaserten Raum F durch Ausbohren einer endlichen Anzahl von Ausnahmefasern
entsteht, ldsst sich so auf sich fasertrew abbilden, dass alle Randringflichen bis auf
eine, II, punktweise fest bleiben, wihrend IT eine fasertreue Selbstabbildung erfahrt,

dee ernen vorgegebenen Querkrers @ in ewmen beliebigen Querkreis der Form
Q' ~+(Q+22H) oder auch @ ~ —(Q + 22H) )

iberfithrt. Hierin ist z eine vorgebbare ganze Zahl und H eine orientierte Faser
auf II. Ob die Selbstabbildung von IT von der ersten oder zweiten Avt ist, d. h.
die Orientierung von II erhalt oder wmgekehrt, kann daber noch beliebig vorgeschrie-
ben werden.t’

Beweis. a) Wir fithren den Beweis zuerst fiir z=o0. Eine Selbstabbildung, die
IT nach der ersten Art abbildet, ist alsdann z. B. die Identitit. Um eine Selbst-
abbildung zweiter Art aufzuweisen, setzen wir auf IT einen gewOhnlichen gefaserten
Vollring V, sodass @ Meridiankreis in ¥ wird. Der neue Raum heisse F+V. Die

gesuchte Abbildung erhalten wir als Endergebnis einer fasertrenen Deformation von
F+V. Da F+V nichtorientierbar ist, gibt es einen geschlossenen Raumweg W, der
von einem innern Punkte P von V ausgeht, alle Ausnahmefasern vermeidet und
lings dessen sich die Raumorientierung umkehrt. Man kann dann F+V fasertren
so deformieren, dass dabei P diesen Weg durchlduft und V mit sich selbst zur
Deckung kommt. Das Verfahren haben wir bereits auf 8. 178 auseinandergesetzt.
V, also auch die Randringfiiche IT hat dabei eine fasertreue Abbildung zweiter Art
erfahren, und der Querkreis @ ist als Meridiankreis von Vin @ ~ + @ oder ~ — @
iibergegangen, je nachdem sich die Faser lings des Weges W umkehrt oder nicht.
Nach Beendigung der Deformation hat man nur V wieder zu entfernen, um die

gewiinschte Selbstabbildung von F allein zu erhalten.

'" Der RSatz sagt nicht aus, dass man in jedem Falle die Wahl iber das Vorzeichen in €
frei hat,
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b) Nach a) gibt es eine fasertreue Selbstabbildung von f,/ bei der der Quer-
kreis @Q-+zH bis auf seine Orientierung in sich iibergeht und II nach der zweiten
Art abgebildet wird. Dabei geht @ in

Q ~*+(Q+ 22H)

iiber. Sucht man eine Abbildung, die IT nach der ersten Art abbildet und @ ebenso
transformiert, so hat man nur noch eine Selbstabbildung von F folgen zu lassen,
die @ bis auf seine Orientierung festlisst und IT nach der zweiten Art abbildet.

Der Hilfssatz dient uns zum Nachweise, dass der Raum F; im Falle s >0
eindeutig durch die Klasse und die Anzahl s seiner zweifachen Ausnahmefasern
bestimmt ist. Wir bohren die s Ausnahmefasern gleichzeitig aus, indem wir s
punktfremde Faserumgebungen aus F; entfernen. Der entstehende Raum F, ist
durch die Klasse von F, (die nach 8. 171 mit der von ¥ iibereinstimmt) und
durch die Anzahl s bestimmt, denn er ist entweder der Klassenraum 170 selbst,
wenn nimlich s =1 ist, oder der (s—i1)mal ausgebohrte Klassenraum (vergl.
S. 173). Aus ¥, gewinnt man F, zuriick durch Schliessung mit s Vollringen
der charakteristischen Zahl u=2. Dabei ist es fiir das Ergebnis der Schliessung
gleichgiltig, wie man einen solchen Verschlussring 2 auf eine Randringfliche
IT von I, fasertren aufsetzt. Ist nimlich ¢ ein Querkreis und H eine Faser
von I1, so gilt fir den Meridiankreis M von £

M~2Q+yH

auf II. y ist ungerade, weil M doppelpunktfrei ist. Ist jetzt y =1 (mod. 4),
so nehmen wir eine fasertreue Selbstabbildung von I, vor, bei der alle Rand-
ringflichen bis auf II festbleiben, wiihrend II eine Selbstabbildung erster Art
erfihrt. Diese Selbstabbildung wihlen wir so (nach Hilfssatz VII), dass ¢ in

’ I~_71
~t Q@+ 22— ,
e
also M in
M~2Q+yH ~+(2Q+ H)

iibergeht. Ist dagegen y= — 1 (mod. 4), so gibt es eine fasertreue Selbstab-
bildung von. F§, bei der IT eine Selbstabbildung zweiter Art erfihrt, sodass @ in

¢~ i(QJrzL:—yH),
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also M in
M ~+(2¢+ H)

iibergeht. In jedem Falle kann man also anstelle von

M~2Q+yH
den Kreis
M ~ + {2 + H)

als Meridiankreis des Verschlussringes benutzen. Das Ergebnis der Schliessung
ist daher unabhingig von y und hiingt somit nur von F, und der Anzahl s der
anzubringenden zweifachen Ausnahmefasern ab.

Enthiilt F iiberhaupt keine zweifachen Ausnahmefasern, ist also s=o, so
ist der Raum F, der durch Ausbohrung der mehr als zweifachen Ausnahme-
fasern und Schliessung mit gewohnlichen Verschlussringen erhalten wurde, frei
von Ausnahmefasern und geht durch nochmalige Ausbohrung in den Klassenraum
F, iiber. Umgekehrt entsteht F, aus F, durch Schliessung mit einem gewdhn-
lichen Vollring, dessen Meridiankreis ein Querkreis @ auf der Randringfliche II,
von F, ist. Auf II, gibt es aber nur zwei wesentlich verschiedene Querkreise.
Man kaon nimlich nach Hilfssatz VIL durch eine fasertreue Selbstabbildung von
F, @ in jeden Querkreis

Q ~ t(Q+2zH)
iiberfithren.

Ist also @, ein Querkreis von IT,, etwa der, an den die in F, hineingélegte
Zerlegungsfliche f, an II, angrenzt, so braucht man nur die beiden Fille zu
unterscheiden, dass @ mit ¢, oder mit ,+H zusammenfillt. Diese beiden
Querkreise sind nun insofern wesentlich verschieden, als es keine fasertreue
Selbstabbildung von F, geben kann, die @, in + (@,+ H) iiberfithrt. Von S. 177
wissen wir nidmlich, dass man die Zerlegungsfliche f, micht zugleich so in F,
hineinlegen kann, dass sie einmal lings @, und das andere Mal lings @,+ H an
I1, angrenzt. Somit sind auch die gefaserten Riume F, und F’;, die man aus
250 erhilt, indem man das eine Mal Q, das andere Mal @,+ H zum Meridian-
kreis ¢ des Verschlussringes macht, verschieden. ‘Eine fasertreue Abbildung von
F, auf F’, kénnte man nimlich immer so einrichten, dass die Verschlussringe
von F, und F’, also auch ihre Meridiankreise einander entspriichen, sodass es
eine fasertreue Selbstabbildung von F, gibe, bei der @, in + (Q,+ H) iibergeht.
Die beiden verschiedenen Riume F, und F', sind also durch den Klassenraum
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F’O und die Zahl b=0 oder ==1. charakterisiert, die angibt, dass der Meridian-
kreis des Verschlussringes ~ @,+bH ist.
Ist aber Fi(s = o) bekannt, so ist F' durch die Zahlen

I
i, ﬁi (az‘>2, O<ﬂi<§a[)

eindeutig bestimmt; ¢ lduft von s+ 1 bis . -Aus F, sind nidmlich r—s beliebige
Fasern auszubohren, wodurch auf jeder Randringfliche II; des so entstehenden
ausgebohrten gefaserten Raumes ein Querkreis ¢; (bis auf seine Orientierung)
ausgezeichnet ist, nimlich der Meridiankreis des soeben ausgebohrten Vollringes.
Wihlt man noch eine orientierte Faser H; auf jeder Randringfliche, so ist der

Meridankreis M; des neuen Verschlussringes durch
M; ~ o; Qi + 8 H;

festgelegt, nach Gleichung (4) von 8. 189. Da aber sowohl die Orientierung
von ; als die von H; willkiirlich ist, erhiilt man ausser M; noch einen weiteren
mit M; gleichberechtigten Meridiankreis

My~ a; Qi — B Hi.

Nach Hilfssatz VII gibt es nun eine fasertreue Selbstabbildung des berandeten

Raumes, bei der alle Randringflichen bis auf IT; punktweise festbleiben, wihrend

IT; eine Selbstabbildung zweiter Art erleidet, die @, bis auf die Orientierung

festlisst. Dabei geht dann M; in + (a; Q: — 8 Hy) ~ + M’; iiber, sodass es gleich-

giiltig ist, ob man M; oder M'; zum Meridiankreis des Verschlussringes macht.

I ist also eindeutig bestimmt durch seine Klasse und die Zahlen «;, 8; s und b.
Entsprechend Satz 5 formulieren wir das Ergebnis in dem

Satz 8: Fin nichtorientierbarer gefaserter Raum F ist umkehrbar eindeutig

durch ein System von Invarianten bestimmt, die wir in das Symbol zusammenfassen:
(No; p 1B ap, Bis - - @, B @urr, Bost - - ar, )
(Nn1;k |b§ oy, Br; . as, By @541, Psy1; .- G, ﬂr)

oder (Nn IL; k| b; af, By; .. - @, Bs; @ss1, Bst1; - - - @y )
(NnIIL; k| b; ey, Bi; - - - @ Bs; @st1, Bs+1; - - - @ry Br)-

oder

oder

Hierin weist N auf die Nichtorientierbarkeit des Raumes, o bez. n auf die Orientier-
25—32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 15 décembre 1932.
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barkeit oder Nichtorientierbarkeit der Zerlegungsfliche hin, sodass durch duie links
vom Strich stehenden Zeichen eindeutig die Klasse bestimmt ist. Die Zahlenpaare
ai, 8 bestimmen fiir i<s die ziceifachen, fiir 1 > s die mehr als ziceifachen Aus-

nahmefuasern, es st also

(f=<s) =2, Bi=1,

. !
(Z>8) a; > 2, O<‘3,'<;((¢.

Die Zahl b dst nur von Bedeutung, wenn s=o ist, und dann ist ste =0 oder 1
und setzt die zwei verschiedenen Moglichkeiten fest, auf die man den Klassenrawm
F, zu einem gefaserten Raume ohne Ausnahmefasern schliessen kann. Im andern
Falle ist der Raum ohne Angabe von b schon eindeutig bestimmt und b durch einen

Strich zu ersetzen.

Betrachten wir als Beispiel einen nichtorientierbaren gefaserten Raum mit
einer einzigen dreifachen Ausnahmefaser, dessen Klassenraum F, durch das
Zeichen Nn I, k bestimmt sei. F, ist also das topologische Prdukt aus der
einmal gelochten nichtorientierbaren Fliche vom Geschlechte 4 und der Kreis-
linie. Es entstehen aus ihm durch Schliessung und Anbringung einer dreifachen

Ausnahmefaser die beiden verschiedenen gefaserten Ridume:
(Nn1; klo; 3,1) und (NaI; k|1; 3, 1).

Fiigt man aber der dreifachen noch eine zweifache Ausnahmefaser hinzu, so

gehen beide Rdume in den einzigen

(Nnl; k|—; 2,1; 3, 1)
iiber.

§ 9. Uberlagerungsriiume.

1. HKine Mannigfaltigkeit I’ heisst unverzivergte Uberlagerungsmannigfaltz'g—
keit von I, wenn es eine eindeutige stetige Abbildung 4 von F auf F gibt mit
den folgenden Eigenschaften: _

I. Uber jedem Punkt P von I’ liegt mindestens ein Punkt P von I, dh.
bei der Abbildung A geht P in P iiber.

II. Sind P, P,, ... die simtlichen iiber P liegenden Punkte, so gibt es
Umgebungen Up, U5, ..., die sich bei A topologisch auf ein und dieselbe
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Umgebung Up von P abbilden und die alle iiber I'p liegenden Punkte er-
schopfen.

Ist I gefasert und P ein Punkt einer Faser H, P ein iber P liegender
Punkt von F und lisst man P auf H wandern, so wird f’, da die Abbildung
im Kleinen topologisch ist, ebenfalls eine Kurve H von F durchlaufen.!’® Die
Kurve H bildet sich dann vermoge der Abbildung 4 in H ab. Doch wird diese
Abbildung im allgemeinen nicht topologisch sein, vielmehr wird H die Faser H
mehrfach oder sogar unendlich oft iiberlagern. Ausser H werden sich im allge-
meinen mnoch andere Kurven H’, H”, ... in H abbilden. Durch jeden Punkt
von F geht genau eine solche Kurve, und es erhebt sich die Frage, in welchen
Fillen diese Kurvenschar § eine Faserung von F ausmacht.

2. Ist f¢ eine Faserumgebung einer Faser C von F, P ein beliebiger aber
fester Punkt von £, tiiber dem ein Punkt P von F liegt, 17) ein ganz in £¢
verlaufender, von P nach @ filhrender Weg, so entspricht diesem ein eindeutig

bestimmter Weg ﬁ) in J, dessen Endpunkt Q iiber @ liegt. Hitte man statt
F@ einen andern Weg benutzt, der aus diesem durch Deformation innerhalb
Q¢ unter Festhaltung der Endpunkte P und ¢ hervorgeht, so wire man zu dem-
selben Punkt Q gelangt. Die Gesamtheit dieser Punkte @, die man so von P
erreicht, bilden offenbar eine Teilmenge Qz von F, die die Faserumgebung £¢
iiberlagert. Q7 besteht ganz aus Kurven der Schar S und enthilt die Faser
C ganz im Innern. f)(; ist durch £¢ und eine ganze Zahl ¢ einschliesslich «
bestimmt, die die Vielfachheit angibt, mit der Q¢ von Q7 iiberlagert wird. o gibt
also an, dass C in die ¢-mal durchlaufene Faser C abgebildet wird.

3. Ist 0<w, so sind alle Kurven von !35 geschlossen, und sie sind alle
offen, wenn o=c0 ist. Da mit jeder Kurve der Schar S eine ganze Umgebung
aus lauter offenen oder geschlossenen Kurven besteht, so zerfiillt F in zwei offene
punktfremde Teilmengen, nimlich in die Menge der offenen und die der ge-
schlossenen Kurven. Weil aber F zusammenhiingend ist, so ist eine dieser bei-
den Mengen die Nullmenge, d.h. die Schar S kann nicht zugleich offene und ge-
schlossene Kurven enthalten. Sind die Kurven von S geschlossen, so bilden sie eine
Faserung wvon F; denn die endliche unverzweigte Uberlagerung einer Faserum-
gebung ¢ ist offenbar wieder ein gefaserter Vollring.

4. Wir nehmen im Folgenden immer an, dass die Kurvenschar § von F
eine Faserung ist. Da die Uberlagerung von ¢ durch Q durch die Zahl ¢

"a Die ausfithrlichen Beweise fiir diese wie fiir dhnliche Eigenschaften der Uberlagerungs-
mannigfaltigkeiten iibergehen wir,
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vollkommen bestimmt ist, so muss man die charakteristischen Zahlen g, » des
gefaserten Vollringes Q5 aus o und den charakteristischen Zahlen u, v von ¢
berechnen konnen. Schneidet man QC’ zum gefaserten Zylinder auf, so sind
dessen Grund- und Dachfliche, um den Winkel
o
2n:’—:275fv0=27ww
I I uw
(. 0)

verschraubt, einander zugeordnet. (u, o) bezeichnet den grossten gemeinsamen
Teiler von pund g. Esist somit nach Definition der charakteristischen Zahlen 8. 150

N g y
= @ o) y= + v(#y o) (mod ). (1)

Wihrend in dem Zylinder Q¢ je n achsenparallele Strecken zu einer Faser ver-

e . . ~ (2
einigb werden, sind es in ¢ .uz—!

(w, o)

Fasern von £¢ in eine einzige gewéGhnliche Faser von Q¢ abbilden. Dagegen

sodass sich immer (u, 6) gewdhnliche

liegt iiber der mittleren Faser C immer nur eine einzige Faser von £, nim-
lich ¢. Das kann man auch so ausdriicken: Vermoge der eindeutigen und ste-
tigen Abbildung der Fasern von F auf die von I wird auch eine eindeutige
und stetige Abbildung der Zerlegungsfliche f von F' auf die Zerlegungsfliche f
von F vermittelt. Sind ¢ und ¢ die den Fasern C bez. C entsprechenden Punkte
auf f bez. f und ist (u, 6) > 1, so ist die Uberlagerung von f durch f im Punkte ¢
(«, 0)}fach verzweigt. Die Vielfachheit der Verzweigung ist immer ein Teiler
der Vielfachheit der Ausnahmefaser C. Als Verzweigungspunkte kommen somit
nur Ausnahmepunkte von f in Frage.

5. Da wegen (1) @ < u ist, so ist die iiberlagernde Faser C immer dann
eine gewdhnliche Faser, wenn C gewdhnlich ist. Ist aber C eine Ausnahme-
faser (u > 1), so kann C gewohnlich oder eine Ausnahmefaser sein, deren Viel-
fachheit ein Teiler derjenigen von C ist. Zur Erliuterung diene folgendes Bei-
spiel: Zwei kongruente gefaserte Vollringe mit je einer e-fachen Ausnahmefaser
werden so aufeinander geklebt, dass Punkte der Oberflichen, die vermoge der
Kongruenz der Vollringe einander emtsprechen, aufeinanderfallen. Es entsteht
ein gefaserter Raum, der nebenbei bemerkt die Invarianten (Oo; o] — 1; «, §;
«, «—f) hat und das topologische Produkt aus Kreis und Kugel ist. Uberlagert
man jeden der beiden kongruenten Vollringe a-fach und setzt die iiberlagernden
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Vollringe mit ihren Oberflichen aufeinander, so entsteht ein «-facher Uberlage-
rungsraum F von F, der frei von Ausnahmefasern ist. Denn die Zahlen der
Gleichung (1) sind hier u=qa, o=«, also g=1 fiir beide Ausnahmefasern.

Sind H und H' zwei Fasern von F, die zwei gewdhnliche Fasern H bez.
H' ¢ bez. ¢ mal iiberlagern, so ist p—¢’. Man kann nimlich H und H' in F
durch einen Weg verbinden, dessen Grundweg in F' alle Ausnahmefasern ver-
meidet. Da in einer hinreichend kleinen Umgebung einer gewdhnlichen Faser
sich die Vielfachheit der Uberlagerung nicht #ndert, so bleibt sie lings des
ganzen Weges konstant.

Von der Betrachtung allgemeiner gefaserter Uberlagerungsriume wenden
wir uns jetzt besonderen Uberlagerungsriumen zu.

6. Der universelle Uberlagerungsraum F von F ist der eindeutig bestimmte
einfach zusammenhiingende Uberlagerungsraum von F. Ist H eine Faser von ¥
und I eine Kurve von ff’, die H iiberlagert, so ist nach 3. F dann und nur
dann gefasert, wenn yig geschlossen ist. Dann wird H von H endlich oft, etwa
o-mal iiberlagert. Da H wegen des einfachen Zusammenhanges von F nullhomo-
top in ¥ ist, so ist die ¢-mal durchlaufene Faser H in F ebenfalls nullhomotop.
Die notwendige wund hinreichende Bedingung dafiir, dass der universelle Uberlage-
rUNRGSTAUM F gefasert dst, besteht also darim, dass ein endliches Vielfaches der
Faser von I' nullhomotop tn F 4st. Weiss man von einer einzigen Faser H, dass
ein endliches Vielfaches nullhomotop ist, so gilt dasselbe offenbar von jeder
beliebigen Faser von F.

7. F sei ein nichtorientierbarer geschlossener Raum, F der zugehdrige
zweifache orientierbare Uberlagerungsraum. Da sich in F lings einer Faser
niemals die Orientierung umkehrt, so entsprechen jeder Faser H genau zwei
geschlossene Kurven H uwnd H ‘, deren jede H einfach iiberlagert. Da H somit
geschlossen ist, ist F nach 3. ein gefaserter Raum und die Zahl g, die die Viel-
fachheit der Uberlagerung von H durch H angibt, ist fiir jede Faser =1. Daher
ist die Faserumgebung Qg die die Faserumgebung Qg iiberlagert, fasertreu aunf
Qg abbildbar. Sind P und P’ zwei Punkte von F, die beide iiber demselben
Punkte P von F liegen, so erhilt man durch Zuordnung von P und P eine
fixpunktlose involutorische Selbstabbildung von f*', die fasertren ist und die
Raumorientierung umkehrt. Durch die Zuordnung der Fasern H und H’ erfihrt
gugleich die Zerlegungsfliche /' von F' eine involutorische fixpunktlose Selbstab-
bildung. Sei nun F etwa der Raum

(NO; plb) Oy, (31; <o Oy ﬂ") (2)
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Da jede Ausnahmefaser H von F' von zwei Ausnahmefasern H und H' der glei-
chen Vielfachheit iiberlagert wird, so hat F 27 Ausnahmefasern. Genauer: ist
H die Ausnahmefaser, die zu den Invarianten «, 8, gehort, so gehdren zu den
Fasern H und H' die Invarianten ¢, 3, bezw. «,, ¢,—j3, nach Satz 6 S. 184.
Denn die involutorische fasertreue Selbstabbildung von F fithrt H in H’ iiber
und kehrt zugleich die Raumorientierung um. Da ferner f~ eine unverzweigte
zweifache Uberlagerung von f ist, so ist f orientierbar vom Geschlechte 2p—1,
sodass I der Raum

(00; 2p—1b; @y, Bi; . ar, 3r; @, =315 - - @, ar—f3) (3)

ist. Da F' eine fasertreue Selbstabbildung zweiter Art gestattet, so kann sich
das Symbol nicht iindern, wenn man die Orientierung von I umkehrt. Nach
Satz 6 geht der gefaserte Raum (3) bei Umkehrung der Orientierung in den
Raum iiber

(00; 2p—1|—2r—b; a, Bi; - n Br; ayy ai—By; - - . @, ar—B). (4)

Damit (3) und (4) iibereinstimmen, muss b——27r—b sein, also b= —r, unab-
hiingig von b. Ahnlich verliuft die Rechnung in allen iibrigen Fillen. Wir
geben nur das FErgebnis an. F bezeichnet immer den nichtorientierbaren ge-

faserten Grundraum, I den zweifachen orientierbaren Uberlagerungsraum.
No; p|b; a, 315 .- -« 30)

F (Oo; 2p—1|—r; a, 35 -« @, Br; ayy ;=34 ... @r, ar—5r)

1

fF(

LF

(I'(NnL; k|b; o 35 - - - an 3r)

VF (00; k—1|—r; a 805 .. an Br; @y, ts—345 - . - try, € —3)

[ F (NnIL; k|b; @y, 3,5 - .. @, B)

|F (On; 2k—z| —r; ap B0 - - an 8 @1, ;=845 + . . @, &r—Pr)
| F (NnIII; k|b; @, By; - ., B)

| F (On; 2k—2|—r; a, 315 .. ar, 8r; @y, ay—31; - .. @r, ar—8).

In den letzten beiden Fillen ist die Zerlegungsfliiche / nichtorientierbar,
weil es auf f einufrige Riickkehrschnitte gibt, lings deren sich die Faser um-
kehrt, also die Raumorientierung erhalten bleibt.

8. Zu einem gefaserten Raum F' mit der Zerlegungsfliche f kann man
auch folgendermassen Uberlagerungsriume konstruieren. Sei f eine unverzweigte
Uberlagerungsfliche von f, p ein iiber dem Punkt p von f liegender Punkt von
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/, P ein Punkt von F, der sich in p abbildet, dann ist das Punktepaar (P, p)
ein Punkt des zu konstruierenden Ubérlagerungsraumes F, der aus der Gesamt-
heit dieser Punktepaare besteht. Eine Umgebung eines Punktes (P, p,) besteht
aus allen Punkten (P, p), fiir die P in der Umgebung von P, p in der Umge-
bung von p, liegt. Ordnet man jedem Punkt (P, §) von F den Punkt P von F
als Bildpunkt zu, so ist diese Abbildung offenbar eindeutig und stetig und es
sind die Bedingungen I und 1T von Nr. 1 erfilllt. Die Vielfachheit dieser
Uberlagerung stimmt iiberein mit der Vielfachheit der Uberlagerung von f
durch f'. Ist P ein auf einer Faser H von I' wandernder Punkt, so beschreibt
der Punkt (P, ) bei festem J eine Kurve H, die einfach iiber H liegt. Nach
Nr. 3. ist dann F ebenfalls gefasert, und eine Faserumgebung Qi von F bildet
sich fasertreu auf die Faserumgebung Qg ab, die sie iiberlagert.

Zur Erliuterung sei F der orientierbare Raum (On; 1]b; e, 8y .- . ar Br),
dessen Zerlegungsfliche f also die projektive Ebene ist, f sei die Kugel. Da
mit F auch F orientierbar ist, gehort F' zur Klasse (Oo; o). Orientiert man ¥
so, dass bei der Abbildung von F auf F die Orientierung erhalten bleibt, so
bilden sich die beiden Faserumgebungen .é;; und .(51;' mit Erhaltung ihrer Orien-
tierung in ein und dieselbe Faserumgebung Ry ab, d.h. der Ausnahmefaser, die
zu den Werten «;, 8; gehort, entsprechen in F zwei Ausnahmefasern, denen bei-
den die Zahlen «;, 8; zukommen. Bohrt man nun die Ausnahmefasern von F
aus und schliesst die Ausbohrungen durch gewohnliche Vollringe nach dem Ver-
fahren von 8. 180, und tut man dasselbe in 17’, so erhilt man die Riume F
bez. ff'o ohne Ausnahmefasern, und 17'0 ist zweifache Uberlagerung von F, Zur
Bestimmung der Faserinvariante b von 17’, die der Invariante b von F entspricht,
braucht man nur noch die Riume F, und F, gegeniiberzustellen. Durch eine
dhnliche Betrachtung, wie wir sie soeben fiir die ¢; und 8; angestellt haben, findet
man b=2b, sodass F' der Raum (Oo; o|2b; oy, 8,5 ... ar, Br; @y By - .. @r B) ist.

§ 10. Die Fundamentalgruppen der gefaserten Riume.

Die Invarianten gefaserter Riume gegen fasertreue Abbildungen und die
Sidtze, die von ihnen gelten, benutzen wir von nun an, um Eigenschaften der

gefaserten Riume zu untersuchen, die ihnen schon als topologischen Punktman-
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nigfaltigkeiten, also unabhiingig von der Faserung zukommen. Wir bestimmen
zuerst die Fundamentalgruppen der gefaserten Riume.

Zu dem Zweck schneiden wir den Klassenraum FO wie auf S. 177 zu
einem gefaserten ausgebohrten Prisma auf, wihlen aber die Ausbohrung so, dass
sie das Prisma lings einer Kante H berithrt. Die r Ausbohrungen, die an F,
zwecks Anbringung der » Ausnahmefasern noch vorzunehmen sind, legen wir
ebenfalls so, dass sie die Kante H beriihren. Die Grundfliche des Prismas schnei-
det aus den »-+1 Randflichen I1, IT, I1,, ... II, die frither angefiihrten Quer-
kreise @, Q,, @3 ... @- aus. Die Fig. 14 zeigt die Grundfliche des Prismas fir
den Fall eines gefaserten Raums mit orienterbarer Zerlegungsfliche vom Ge-
schlechte p =2 und zwei Ausnahmefasern. Die
Fundamentaigruppe dieses Raumes ?’O, also
des r-fach ausgebohrten Klassenraumes I, be-
stimmt man nun durch Umlaufen der Fliachen-
stiicke.!’®* Die Relationen lauten im Falle
einer orientierbaren Zerlegungsfliche vom Ge-
schlechte p = o, die in F, zum Fundamental-
polygon mit der Kantenfolge

A, B AT'B ... A, By A B

aufgeschnitten ist,

AHA7'=HY BHB™ = H" (=1, ...p; e ei=+ 1)
Fpp>01 Q... & =ABAT B .. A4, B A B (1)
GHQ'=H (=0, 1, ... 7).

Darin ist &;(e)=+1 oder —1, je nachdem die Faserorientierung lings A,(B;)
erhalten bleibt oder sich umkehrt. Fur p=o bhat man die Relationen:

Fope V[QOQI"‘QT:I;
071)—0[@5@;‘:1{ (j=o0, 1,...7). (2)

% Vergl. H. Seifert, Konstruktion dreidimensionaler geschl. Riume, Ber. Sichs. Akad. Wiss.

83 (1931) 8. 33. Die Hilfswege und damit die Relationen der Klasse I fallen hier fort, da F, nur
eine einzige Ecke enthilt.
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Fiir eine nichtorientierbare Zerlegungsfliche vom Geschlechte % heissen die Rela-
tionen entsprechend:

AHAT'=HY (l=1, 2, ... k; e=11)
Fo b (@@ ... =47 .. A} (3)
QGHG'=H (=0, 1,...7)

Von den Relationen von 17’0 kommt man zu den Relationen von F' durch Hin-
zunahme von 7+ 1 weiteren Relationen, die den r-+1 Verschlussringen der Rand-
ringfliichen II,, ... IT, entsprechen. Sie heissen

QOHb:z Q?lHﬁl:--':Q(:rHﬂT: I. (4)
Z. B. bedeutet die Relation @ Hfi=1, dass der Meridiankreis M; ~ ¢, @, + 8, H

des Verschlussringes von II; in dem Verschlussring nullhomotop ist. Die Funda-
mentalgruppe des Raumes

(Oo; 0|b§ e, By - e Br)

witrde demnach die Relationen haben:

QOHb:Q‘fIHﬁ‘:"‘:Q?Hﬁr:Qogl"'Q’:I (5)
GHQ'=H (=0, 1,...7).
Die Fundamentalgruppen der gefaserten Réume sind hiermit bestimmt.
Setzt man in.der Fundamentalgruppe von F die Erzeugenden ¢;, @;, ... @

und H=1, so bleibt eine einzige Relation

AB ATIBTY . A7 B =1 bew Al... Ai=1

iibrig, die definierende Relation der Fundamentalgruppe der Zerlegungsfliche.
Die Fundamentalgruppe der Zerlegungsfliche ist also eine Quotientengruppe der
Fundamentalgruppe von F. Ohne Benutzung der Relationen folgt dasselbe Er-
gebnis auch so: Ordnet man jeder geschlossenen Kurve auf F' ihr Bild auf der
Zerlegungsfliche f zu, so ist damit eine homomorphe'® Abbildung der Funda-
mentalgruppe von F auf die von f hergestellt. Nach dem Homomorphiesatz fiir
Gruppen ist letztere eine Quotientengruppe der ersteren. Ebenso ist die Homo-

* Fiir den Terminus homomorph sagt man bisweilen »ein- oder mehrstufig isomorph». Un-
ter isomorph verstehen wir I-isomorph im Anschluss an v.d. Waerden, Moderne Algebra I (1930),
S, 32,
26 — 32511, Acta mathematica. 80. TImprimé le 16 décembre 1232,
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logiegruppe von f eine Quotientengruppe der Homologiegruppe von I. Diese
Uberlegung gilt auch noch fiir offene gefaserte Riume, wovon in § 14 Gebrauch
gemacht wird.

Von den dreidimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeiten sind die ein-
gehend untersucht worden, die als Diskontinuitidtsbereiche dreidimensionaler
sphirischer Bewegungsgruppen auftreten und als solche endliche Fundamental-
gruppen haben. BEs interessiert uns daher die Frage, ob die gefaserten Riume
zu den Mannigfaltigkeiten endlicher Fundamentalgruppe neue beitragen, oder ob
sie bereits alle unter den Diskontinuititsbereichen enthalten sind. In der
Arbeit DB II (vgl. Fussnote 1) werden wir zeigen, dass die gefaserten Réume end-
licher Fundamentalgruppe mit den Diskontinuititsbereichen fixpunktloser sphi-
rischer Bewegungsgruppen tbereinstimmen. Notwendige Bedingung fiir die
Endlichkeit der Fundamentalgruppe eines gefaserten Raumes F ist die Endlich-
keit der Fundamentalgruppe seiner Zerlegungsfliche, da diese ja als Quotienten-
gruppe jener auftritt. Hs muss also die Zerlegungsfliche entweder die Kugel
oder die projektive Ebene sein.

Ist f die Kugel, so sind (5) die Relationen der Fundamentalgruppe von 1.
Indem man in (5) H=1 setzt, erhilt man eine Quotientengruppe der Fundamen-
talgruppe, niamlich die Gruppe

Qo= == &1 (6)
Fir r=3 sind dies die Relationen einer Polygonnetzgruppe. Man nehme ein
geradliniges 7-Eck mit den Winkeln ( ;’ g» g-» das man, je nachdem
1 2 r
Z},,>’ = oder < r—2 ()
@;
i=1

ist, auf die Kugel, in die euklidische oder hyperbolische Ebene legen kann, und
spiegele es fortgesetzt an seinen Seiten. Dadurch entsteht ein Polygonnetz, das
die betreffende Ebene mit abwechselnd kongruenten und spiegelbildlichen (schwar-
zen und weissen) r-Ecken parkettiert. Es gestattet eine Gruppe von Deckbe-
wegungen erster Art, deren Diskontinuititsbereich aus einem Doppelpolygon, d. h.
einem weissen und einem angrenzenden schwarzen »-Eck besteht. Diese Gruppe
hat gerade die Relationen (6) zu definierenden Relationen.?® Da fiir » > 3 das

20 Vergl. W. Threlfall, Gruppenbilder, Abh. Sichs. Akad. . Wiss. Bd. 41 Nr. 6 (1932).
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Polygon nicht auf die Kugel gelegt werden kann, so ist dann die Gruppe (6),
also erst recht die Fundamentalgruppe (5) unendlich. Fiir r=3 ist die Gruppe
(6) nur endlich, wenn sie eine platonische Gruppe ist, d. h. wenn «,, a,, @, eines
der Wertsysteme 2, 2, %; 2,3, 3; 2,3, 4; 2,3,5 ist (= 2). Dass alsdann auch
die Fundamentalgruppe (5) endlich ist, zeigen wir mit Hilfsmitteln, die dem
Gegenstande der vorliegenden Arbeit fernliegen in DB II, § 7. Ist » < 2, so
ist die Gruppe (5) zyklisch von endlicher oder unendlicher Ordnung.

Ist die Zerlegungsfliche f die projektive Ebene, so kann bei endlicher
Fundamentalgruppe I’ nur ein Raum

(On; 1 |b§ anBy; .., Br) (8)

sein, weil jeder nichtorientierbare dreidimensionale Raum unendliche Fundamen-
talgruppe hat. Auch ohne Benutzung dieser Tatsache kann man aus der Be-
trachtung der angegebenen Fundamentalgruppen der nichtorientierbaren gefaser-
ten Rdume erkennen, dass sie alle unendliche Ordnung haben; denn die erste
Bettische Zahl p, dieser Gruppen ist immer > 0.2' Der Raum (8) aber hat einen
zweifachen Uberlagerungsranm (§ 9 Nr. 8) nimlich den Raum

(Oo; 0l2b; ay, By; ay, By; -+ - ar, Br; @, Br).

Dieser Raum hat unendliche Fundamentalgruppe, wenn nicht r=1 ist. Denn
schon fiir =2 hat der Raum vier Ausnahmefasern. Wir fassen das Ergebnis

zusammen in

Satz 9: Ein gefaserter Raum endlicher Fundamentalgruppe hat entweder
die projektive Ebene oder die Kugel zur Zerlequngsfliche. Im ersteren Falle
kann er hichstens eine Aufnahmefaser, tm letzteren hiochstens drer Ausnahmefasern
haben. Gibt es drer Ausnahmefasern, so miissen thre Vielfauchheiten eines der pla-
tontschen Wertsysteme 2, 2, n; 2, 3, 3; 2, 3, 4; 2, 3, 5 bilden. Wie alle geschlossenen
Riume endlicher Fundamentalgruppe sind die gefaserten Ridume endlicher Funda-
mentalgruppe orientierbar.

Die Kenntnis der Fundamentalgruppen der gefaserten Rdume setzt uns in
den Stand, weitere Schlisse auf die Homdomorphie gefaserter Riume zu ziehen,

d.h. die Frage zu erdrtern, wann zwei gefaserte Rdume, die nicht durch eine

! Poincaré hat die Zahl P,=p,+1 als Bettische Zahl eingefithrt. Wir folgen H. Weyl.
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fasertreue Selbstabbildung ineinander iberfithrbar sind, dennoch durch eine topo-

logische Abbildung ineinander iibergehen. Wir beweisen den

Satz 10: Eine notwendige Bedingung finr die Homdomorphie zweier gefaserter
Riume F und F', die die Kugel zur Zerlequngsfliche und mindestens drei Aus-
nahmefasern der Vielfachheiten «, ...« bez. ¢y, ... ¢ v haben, besteht darin, dass

@, ...« bis auf die Reihenfolge mit o'y, ... o v iibereinstimmen.

Beweis: Ist »r—3, so ist das Zentrum der Fundamentalgruppe (5) die von H
erzeugte Untergruppe f). Wire nimlich das Zentrum grosser als l), so miisste die
Quotientengruppe (6) noch ein von der Identitdit verschiedenes Zentrum besitzen.
Das ist nun sicher nicht der Fall, wenn die Polygonnetzgruppe (6) eine Gruppe der
euklidischen oder hyperbolischen Ebene ist. Ist (6) aber eine platonische Gruppe, so
hat sie nur dann ein vom Einselement verschiedenes Zentrum, wenn sie eine Dieder-
gruppe von durch 4 teilbarer Ordnung ist. Doch kann man zeigen, dass auch in
diesem Falle das Zentrum von (5) nicht grosser als §j ist (vergl. DB II, § 6). In jedem
Falle ist also fiir »=3 (6) die Quotientengruppe der Fundamentalgruppe (5) nach
ihrem Zentrum. Sind nun F und F’ homébomorph, so miissen ihre Fundamental-
gruppen, also auch deren Quotientengruppen nach dem Zentrum isomorph sein. Da-
mit aber zwei Polygonnetzgruppen (6) isomorph sind, ist notwendig (und hinreichend),
dass die Polygone die gleichen Eckenanzahlen haben und dass ihre Winkel, abge-
sehen von der Reihenfolge, iibereinstimmen, d.h. es muss die Bedingung des Satzes
erfiillt sein. Um die Richtigkeit der letzten Behauptung einzusehen, kénnen wir
annehmen, dass keine der Polygonnetzgruppen eine platonische Gruppe ist, denn eine
platonische Gruppe fithrt notwendig auf die Eckenzahl 3 und auf die Zahlentripel
des Satzes 9. Die Elemente Ql, - Q, der Polygonnetzgruppe (6) sind Drehungen
um die r Ecken eines bestimmten Polygons II durch die Winkel %7?, SRR Da

1 r
ein Element endlicher Ordnung der Gruppe (6) als Bewegung einer metrischen Ebene
notwendig eine Drehung um einen Fixpunkt, also um eine Ecke des Polygonnetzes
ist, so ist jedes von der Identitiit verschiedene Element endlicher Ordnung von (6)
dhnlich mit einer Drehung um eine Ecke des Polygons II, also mit einer Potenz

QF (yi=1, ..., a;j—1). Zwei solche Potenzen Q! und QU sind aber, wie wieder aus
der geometrischen Bedeutung hervorgeht, — die platonischen Gruppen hatten wir
vorher ausgeschlossen — niemals einander édhnlich. Die Anzahl der Klassen konju-

gierter Elemente von bestimmter endlicher Ordnung ist also durch die Zahlen
¢y, ... ¢ bestimmt, und umgekehrt bestitigt man leicht, dass die Zahlen a,, ...«
durch die Anzahl der Klassen konjugierter Elemente von bestimmter endlicher
Ordnung festgelegt sind.
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§ 11. Faserungen der Hypersphiire (vollstindige Aufzihlung).

In § 3 hatten wir unendlich viele verschiedene Faserungen der Hypersphiire
aufgestellt. Die Fasern waren Bahnkurven gewisser kontinuierlicher Gruppen,
und die Faserung war bestimmt durch zwei ganze teilerfremde positive Zahlen
m und %, die die Vielfachheiten der beiden Ausnahmefasern angaben. Wir wol-
len jetzt zeigen, dass diese Faserungen die einzigen in der Hypersphire sind,
d.h. dass jede Faserung der Hypersphire in eine solche Bahnkurvenfaserung
abbildbar ist. Zu dem Zwecke fragen wir allgemeiner nach allen geschlossenen
gefagerten Rédumen, deren Fundamentalgruppe die Identitit ist, oder, was das-
selbe besagt, nach allen geschlossenen gefaserten Riumen, in denen jede geschlos-
sene Kurve nullhomotop ist. Wir sind dann sicher, darunter alle moéglichen
Hypersphirenfaserungen anzutreffen.

Erst recht muss dann auf der Zerlegungsfliche eines solchen gefaserten
Raumes jede geschlossene Kurve nullhomotop sein, die Zerlegungsfliiche ist also
die Kugel und der gefaserte Raum ein Raum

(Oo; o} b; ay, By; . .. ar B).

Dafiir dass die Fundamentalgruppe dieses Raumes endlich sei, ist nach Satz 9
r = 3 eine notwendige Bedingung. Nun gibt es fiir r=3 zwar gefaserte Riume
endlicher Fundamentalgruppe, nédmlich dann, wenn die Vielfachheiten der Aus-
nahmefasern, die in Satz 9 angegebenen Werte haben. Doch ist dann die Quo-
tientengruppe (6) von 8. 202 eine platonische Gruppe und nicht die Identitit.
Es kann also » hochstens = 2 sein. Wir behandeln der Reihe nach die Fille
r=0,1,2. Fir r=o0 lautet die Fundamentalgruppe (5) @, H®= Q,= 1, also
H®= 1, Sie ist dann und nur dann die Identitiit, wenn b= 1 1 ist. HEs gibt
somit nur zwei gefaserte Ridume ohne Ausnahmefasern, deren Fundamentalgruppe
die Identitdt ist, niimlich die Riume (Oo; o|1) und (Oo; o]—1). Sie unterschei-
den sich nur durch die Orientierung nach Satz 6, S. 184 und stellen die Fase-
rung der Hypersphire durch Kreise dar, denn diese ist ebenfalls frei von Aus-
nahmefasern.

Fir r=1 ist be,+8;,= 11 die notwendige und hinreichende Bedingung da-
fiir, dass die Fundamentalgruppe (5) (S. 201) die Identitit wird. Jetzt ist
a, (= 2) beliebig wiihlbar. Tir b und 8, gibt es dann noch zwei Losungen, b=o,
gi=1 und b=-—1, §;=c,~1. Die beiden Riéume
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(00; o|o; «, 1) und (0o; o|—1; @, a;—1)

unterscheiden sich nach Satz 6 wieder nur durch die Orientierung, sodass der
gefaserte Raum durch die Eigenschaft, die Fundamentalgruppe zur Identitit und
eine einzige a,-fache Ausnahmefaser zu haben, bis auf seine Orientierung ein-
deutig bestimmt ist. Dieser Raum ist somit die Bahnkurvenfaserung der Hyper-
sphire, die den Werten m=1, n=c, von § 3 entspricht.

Fiir =2 ist die Fundamentalgruppe (5) zyklisch von der Ordnung |ba, e, +
+B8ies+8,a,| (bezw. die freie Gruppe von einer Erzeugenden, falls dieser Aus-
druck verschwindet). Die Gleichung

bajas+Bey+ B =11 (1)

hat nur dann eine Losung, wenn «, und «, relativ prim sind. Sind aber ¢, und
a, relativ prim vorgegeben (und = 2 als Vielfachheiten von Ausnahmefasern), so
gibt es genau zwei Losungen fiir b, 3, 3, fiir die 8, und 3, die Normierungs-
bedingungen o0 < 3, < ¢; und o < 8, < «, erfiillen. Die zugehdrigen Riume un-
terscheiden sich nur durch die Orientierung. Den Beweis fiir die Existenz dieser
Losungen erbringen wir im niichsten Paragraphen fiir beliebiges » und gehen des-
halb hier nicht darauf ein. Nun haben wir in § 3 eine Faserung der Hyper-
sphire durch Bahnkurven gefunden, die gerade zwei Ausnahmefasern der Viel-
fachheiten m und # hat, wo m und » nur teilerfremd sein mussten. Die hier
gefundene durch ¢, und «, bestimmte Faserung muss also mit der Faserung des

§ 3 iiberqinstimmen. Damit ist der Satz bewiesen:

Satz 11: FEin geschlossener gefaserter Raum, der die Identitit zur Funda-
mentalgruppe hat, st die Hypersphire. Die sdmtlichen Hypersphdrenfaserungen
stnd durch zwer ganze positive relativ preme Zahlen m wund 1 umkehrbar eindeutig
bestemmt. Ist m==n=1, so fehlen Ausnahmefasern; ist nur eine der beiden Zahlen
=1, so gebt es eine Ausnahmefaser, deren Vielfachhert die andere Zahl angibt; st
keine der beiden Zahlen =1, so geben ste die Vielfachheiten der berden alsdann
vorhandenen Ausnahmefasern an. Die Hypersphdrenfaserungen stimmen wmit den
Bahnkurvenfaserungen der kontinuierlichen Gruppen des § 3 iiberein.

Die gewohnlichen Fasern sind fiir m # 1 und » 7 1 Torusknoten, die sich
im konformen Bildraum (S. 159) m mal um die z-Achse und » mal um den Ein-

heitskreis winden. Fiir m=2, n=3 sind sie also Kleeblattschlingen,
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§ 12. Die gefaserten Poincaréschen Riume.

In § 11 haben wir nach allen gefaserten Riumen gefragt, die dieselbe
Fundamentalgruppe haben wie die Hypersphire, nimlich die Identitidt. Jetzt
verallgemeinern wir die Aufgabe dahin, alle gefaserten Riume zu finden, deren
Homologiegruppe die Ideuntitiit ist. Kin solcher Raum, der nicht die Hyper-
sphére ist, heisst ein Poincaréscher Raum. Die Ridume, deren Homologiegruppe
die Identitdt ist und die also entweder die Hypersphire oder Poincarésche Riume
sind, sind dadurch gekennzeichnet, dass in ihnen jede geschlossene Kurve null-
homolog, aber nicht notwendig jede nullhomotop ist, d.h. jede geschlossene
Kurve ist zwar Rand einer orientierbaren Fliche, aber sie braucht nicht Rand
eines Elementarflichenstiickes zu sein, oder mit anderen Worten gesagt: sie lisst
sich immer mit, aber nicht notwendig immer ohne Zerreissung in geschlossene
orientierte Teilkurven auf einen Punkb zusammenziehen.®

Nach 8. 201 ist mit der Homologiegruppe des gefaserten Raumes auch
die Homologiegruppe der Zerlegungsﬂéiche die Identitit, die Zerlegungsfliche also
die Kugel und der gefaserte Raum ein Raum (Oo; o|b; «y, 8; ... ar, 8). Seine
Homologiegruppe erhilt man dadurch, dass man die Fundamentalgruppe (5)
S. zor abelsch macht. Die abelsch gemachte Fundamentalgruppe hat die r+2

Erzeugenden @, @i, ... @-, H und ausser den Vertauschbarkeitsrelationen die
r + 2 Relationen
QH = QuHA = = QuHIr = Qy Q... @ =1, (1

Additiv schreiben sich die Relationen als lineare Gleichungen

Qo e . +bH=0o0
o Q.. . . +8,H=0 ,
e (r')

. . . Oy Qr + ﬂrH: o

Q+Q+. . +¢ . =o

Die Null der rechten Seite dieser Gleichungen steht bei der additiven Schreibung
fir das REinselement der Gruppe (1). Aus ihnen kann man bekanntlich gleich-
wertige Relationen und Erzeugendensysteme ableiten, indem man auf die linken

Seiten und auf die Erzeugenden unimodulare Substitutionen ausitbt. Hierdurch

2 Vergl. DB I, 8. 5I.
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lisst sich stets eine Normalform der Koeffizientenmatrix herstellen, die hochstens
in der Diagonale von o verschiedene Koeffizienten, die invarianten Faktoren der
urspriinglichen Matrix aufweist. Wenn nun die Gruppe aus dem Einselement
allein bestehen soll, so miissen auf Grund eines Relationensystems alle Erzeugen-
den zum Einselement werden. In der Normalform miissen also die Diagonal-
elemente alle =1 werden, weil sonst nicht schon ¢; sondern erst ein Vielfaches
von ;=0 wire. Es diirfen daber keine von 1 verschiedenen invarianten Fakto-
ren, keine Torsionskoeffizienten, vorhanden sein, und es diirfen auch keine freien
Erzeugenden vorkommen, d.h. es darf nicht eine Erzeugende dadurch, dass alle
Koeffizienten ihrer Spalte verschwinden, iiberhaupt nicht beschrinkt werden,
wofiir man auch sagt, dass die Bettische Zahl ==o ist. Da die vorliegende
Matrix quadratisch ist, so sind beide Forderungen dann und nur dann erfiillt,

wenn die Determinante

1 o . o b
o« . O f
4= =11 (2)
o o . a f
1 1 ., 1 O

ist. Ausrechnen von .7 liefert die Gleichung
d=bay ... ar+Bias...crt ;... o+ Faay... fr=¢ [(e=11) (3)

Hitte man die Orientierung des Raumes umgekehrt, hitte man also den ge-
faserten Raum (Oo; o| —r—b; «,, ¢,—3,; ... «r, a,—3;) vor sich, so wiirde die
entsprechend gebildete Determinante den Wert —¢ erhalten. Wir denken uns
den Raum so orientiert, dass e¢= +1 wird. Dadurch ist die Orientierung des

Raumes festgelegt. Um die Gleichung
bay ... ar Bty ... art g =1 (4)

aufzuldsen, denken wir uns ¢, ..., fest vorgegeben, ¢; = 2 und suchen b, 3,
... - zu bestimmen. Fiir r=0 und r=1 kommt man auf die beiden Gleichungen
b=1 und be,+8,=1 zuriick, die in § 11 gelést worden sind. Wir setzen daher
r = 2 voraus. Die Losung von (4) ist sicher unmoglich, wenn zwei der «; einen
gemeinsamen Teiler haben. Setzen wir also voraus, dass je zwei a; teilerfremd
sind! Dann haben die Zahlen «, ... ar, ... 0 €y ... Gy ..., Gl ... G

den grossten gemeinsamen Teiler 1. Infolgedessen gibt es ein Losungssystem
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b,B,...58 und zwar ist B prim zu «; da sonst die linke Seite einen von 1
verschiedenen Faktor hitte. Jedoch gilt fiir die 8 noch nicht notwendig die
Normierungsbedingung

o< i < ay. (5)

Diese Bedingung kann man aber dadurch erfiillen, dass man 8 durch g+ xe;
und gleichzeitiz b durch b—2x; ersetzt, wodurch die Richtigkeit von Gleichung (4)
nicht gestort wird. Das so normierte Losungssystem ist einzig. Ist niimlich
v,8 4 ... 5» eine andere ebenfalls normierte Losung von (4), so ist nach Sub-
traktion

b—b)a,...ar+B,—F)eay ... ar+---=o0.

Daraus folgt 8i—fi=o0 (mod &), also 8= §.

Mit der Ermittlung der Losung von Gleichung (4) ist das Ergebnis des
vorigen Paragraphen vollstindig bewiesen. Fiir #=2 sind danach die gefaserten
Riume, deren Homologiegruppe die Identitidt ist, der Hypersphiire homdomorph.
Fiir »>2 sind sie Poincarésche Riume, da nach Satz 11 S. 206 eine Faserung
der Hypersphire hochstens zwei Ausnahmefasern hat. Wir gelangen damit zu
dem Ergebnis

Satz 12: In enem gefaserten Poincaréschen Rawm gibt es mendestens drei
Ausnahmefasern. Ihre Vielfachheiten «,, ay, ... «, sind paarweise relativ prim.
Stnd wmgekehrt o, ... e, (r=3) paarwese relativ prime Zahlen, = 2, so gibt es
genau einen gefaserten Poincaréschen Raum, der r Ausnahmefasern dieser Vielfach-
heiten hat. Zwei gefaserte Poincarésche Rdume sind nur dann homéomorph, wenn
sie stch fasertrew aufesnander abbilden lassen; mit anderen Worten: wenn ein Poin-
caréscher Raum iiberhaupt faserbar ist, so nur auf eine Weise. Der einzige gefaserte
Poincarésche Raum mit endlicher Fundamentalgruppe ist der Dodekaederraum.™

Die beiden letzten Behauptungen sind noch zu beweisen. Wenn zwei ge-
faserte Poincarésche Riume homéomorph sind, so miissen sie nach Satz 10 S. 204
in den Vielfachheiten ihrer Ausnahmefasern iibereinstimmen. Durch diese Viel-
fachheiten ist aber die Faserung eines Poincaréschen Raumes schon bestimmt. —
Nach Satz 9 S. 203 kann ein gefaserter Poincaréscher Raum mit endlicher
Fundamentalgruppe nur drei Ausnahmefasern mit den Vielfachheiten 2, 3, 5 ha-

ben, denn dies ist das einzige unter den dort angegebenen Wertetripeln, des-

% Vergl. DB I, § 12.
27 — 32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 16 décembre 1932.
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sen Zahlen zu je zweien relativ prim sind. Dieser gefaserte Raum hat wegen
Gleichung (4) die Invarianten

(Oo; 0] —1; 5,15 2,15 3, 1).
Seine Fundamentalgruppe hat daher die Relationen

QH '=QH=@QGH=QH=0,0,Q:0;,=1.

(Die Vertauschbarkeit von H mit ; ist eine Folge dieser Relationen und braucht
deshalb nicht hingeschrieben zu werden.) Elimination von H fiihrt die Relationen

in die der bindren Ikosaedergruppe der Ordnung 120 iiber®*:
Q=== @, ¢ Qs

Die Ubereinstimmung dieses Raumes mit dem Dodekaederraum wird in DB II,

§ 7, durch Angabe einer Faserung des Dodekaederraums bewiesen.

§ 13. Aus Torusknoten abgeleitete Poincarésche Riume.

M. Dehn®® hat zuerst ein Verfahren zur Konstruktion von beliebig vielen
Poincaréschen Ridumen angegeben. Eine in der Hypersphire gelegene doppel-
punktfreie (verknotete) Kurve (' wird ausgebohrt. Die Homologiegruppe des
entstehenden, von einer Ringfliche IT berandeten Raumes, des Aussenraumes A4,
ist die freie Gruppe von einer Erzeugenden. Die Erzeugende ist der auf der
Randfliche II gelegene Meridiankreis M des Bohrkerns. Ist B ein zu M kon-
jugierter Riickkehrschnitt auf IT, so ist daher B ~ xM (im Aussenraum}, und
man kann annehmen, dass =0 ist, da man andernfalls B nur durch B—x M zu
ersetzen braucht. Offenbar ist B durch die Eigenschaft, ein zu M konjugierter
Riickkehrschnitt und in A nullhomolog zu sein, bis auf seine Orientierung und
Deformation auf I1 eindeutig bestimmt. Schliesst man nun 4 mit einem Ver-

schlussring V', dessen Meridiankreis
M ~M+qB (auf IT; q =+ 0) (1)

ist, so entsteht ein geschlossener Raum R, dessen Homologiegruppe die Identitit
ist, denn das erzeugende Element M der Homologiegruppe von 4 wird in R

* Vergl. Aufgabe 84 im Jahresber. d. D. Math. Ver. 41, 1932 S. 6.
** M. Dehn, Uber die Topologie des dreidimensionalen Raumes. Math. Ann. 69 (1910)..
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wegen M’ ~o, B~o ebenfalls ~0. R ist also entweder die Hypersphiire oder
ein Poincaréscher Raum.

Wir wollen nun den Fall besonders betrachten, dass C ein Torusknoten
ist, d.h. ein Knoten, der doppelpunktfrei auf einem unverknoteten Torus aus-
gebreitet werden kann. Die allgemeinsten Torusknoten sind die Bahnkurven der
Faserungen der Hypersphire, die in § 3 angegeben sind. Legen wir eine solche
Faserung der Hypersphire, oder vielmehr des konformen Raumes, zugrunde, die wir
wie frither durch zwei teilerfremde Zahlen m und (= 2) charakterisieren, so wird
einer Faser C, die weder die z-Achse noch der Einheitskreis, also eine gewohn-
liche Faser sei, durch Fortnahme einer Faserumgebung von C ausgebohrt.
Nun ldsst sich eine Faser H -der Randringfliche IT im Aussenraum A in die »
mal durchlaufene z-Achse iiberfithren, da aber die z-Achse in A dem m-fachen
Meridiankreis M homolog ist, so ist H ~mn M in A, geeignete Orientierung von
M vorausgesetzt. Somit ist H—m#n M ~ o0 in A, also identisch mit der Kurve B.
Nach Gleichung (1) ist dann M’ ~ M+qB~(1—qmn) M+qH auf IT. Da M Quer-
kreis auf IT ist, so enthélt der Verschlussring eine Ausnahmefaser der Vielfachheit
|gmn—1]|. Da wir nimlich m und » > 1 voraussetzen — sonst wiire ' unver-
knotet und wir wiirden sicher keinen Poincaréschen Raum erhalten —, ist auch
|gmn—1| > 1, ja sogar grosser als jede der Zahlen m, n. Der Raum R ist also
der nach Satz 12 eindeutig bestimmte gefaserte Poincarésche Raum mit drei
Ausnahmefasern der Vielfachheiten m, n, |[gmn—1|. Da ferner |gmn—1]|5#
#“ | gymn—1| ist, falls ¢, 5 ¢, so sind die Poincaréschen Riume, die man aus
ein und demselben Torusknoten durch verschiedene Schliessung ableiten kann,
nach Satz 12 sicher nicht hom&omorph, weil die Vielfachheiten ihrer Ausnahme-
fasern nicht iibereinstimmen. Schliesslich sind zwei Poincarésche Riume, die
sich aus verschiedenen Torusknoten ableiten, niemals homoéomorph. Weiss man
nimlich von einem gefaserten Poincaréschen Raum, dessen Ausnahmefasern die
Vielfachheiten «; < @y < ¢; haben, dass er sich aus einem Torusknoten ableitet,
so kann es wegen [gmn—1|> Max {m, #) nur der Knoten m=c,, m=eq, sein. Ne-
benbei folgt daraus iibrigens, dass zwei Torusknoten, die zu den Werten m < n
bez. m' <#n' gehdren, nur dann topologisch #quivalent sind, wenn m=m', n==2"
ist, denn die Poincaréschen Rdume, die aus ihnen abgeleitet werden konnen,

stimmen nur dann iiberein.

Satz 13: Fin Poincaréscher Raum ldst sich dann wnd nwr dann aus ernem

Torusknoten ableiten, wenn er sich fasern ldsst und seine Faserung genaw drei Aus-
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nahmefasern der Vielfachheiten «, <<y < ay hat, wobel «,, a,, ¢y paarweise relativ
prime ganze positive Zahlen (> 1) sind und ay = |qa,a,—1| 2st (q eine beliebige
ganze Zahl). FEin solcher Potncaréscher Raum ldsst sich nur aus einem einzigen

Torusknoten auf eindeutig bestimmte VWezse abletten.

So ist z. B. der Dehnsche Kleeblattschlingenraum, der sich aus einer Klee-
blattschlinge ableitet und zu den Werten m=2, n=3, g=1 gehort, homéomorph
mit dem einzigen gefaserten Poincaréschen Raum mit drei Ausnahmefasern der

Vielfachheiten 2, 3, 5. Seinen Faserinvarianten sind S. 210 angegeben.

§ i14. Schiebungsgruppen gefaserter Riume.

Eine Schiebungsgruppe eines gefaserten Raumes F ist eine endliche Gruppe
von fasertreuen Selbstabbildungen, deren jede jede Faser mit Krhaltung ihrer
Orientierung in sich verschiebt. Ist H eine beliebige Faser von I so bilden die
simtlichen Selbstabbildungen, die H bei der Schiebungsgruppe erfihrt, eine
Gruppe 9. Diese ist aber hombomorph einer endlichen zyklischen Gruppe von
starren Drekungen eines Kreises in sich. Ist némlich P ein beliebiger Punkt
auf H, und P, P”’, ... P = P seine iiquivalenten, und zwar in ihrer natiirlichen
Reihenfolge, die einer Durchlaufung der orientierten Faser H von P aus ent-
spricht, so ist klar, dass sich bei einer Abbildung aus © die Punkte P, P, ...
und die dadurch bestimmten Strecken auf H zyklisch vertauschen miissen. Bleibt
insbesondere P fest, so wird die Strecke PI” bei Festhaltung der Endpunkte
auf sich abgebildet, und da diese Abbildung endliche Ordnung haben muss, ist
sie die Identitit. Mit P bleibt daher iiberhaupt jeder Punkt von H fest, und
es gibt in der Gruppe § gewiss eine Abbildung, die P in einen vorgegebenen
Punkt P* iiberfithrt. $ besteht also aus den Potenzen derjenigen Abbildung, bei
der P in P iibergeht.

Nunmehr folgt, dass jede Schiebungsgruppe & zyklisch ist. Man braucht
nur zu zeigen, dass eine Abbildung S von &, bei der eine einzige gewohnliche
Faser H punktweise festbleibt, die Identitit ist. Denn dann ist & 1-isomorph
zur Gruppe 9, die wir als zyklisch erkannt haben. Nun konvergiert das Maxi-
mum der Verschiebungen, die die Punkte einer bestimmten Faser bei S erfahren,
nach o, wenn man sich der Faser H nihert, denn H ist eine gewohnliche Faser.
Anderseits kann diese maximale Verschiebung nicht beliebig klein werden, da

dann die Ordnung von S unendlich gross werden wiirde. Hs muss also eine
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ganze Faserumgebung von H geben, deren Fasern bei S punktweise festbleiben.
Die Gesamtheit dér gewdhnlichen Fasern von I, die bei S punktweise festbleiben,
bilden also eine offene Menge. Die Menge der gewohnlichen Fasern, die bei S
nicht punktweise festbleiben, ist aber ebenfalls offen, also die Nullmenge, da
F zusammenhingend ist. Natiirlich bleiben dann bei © auch alle Ausnahme-
fasern fest.

Von der Existenz der Schiebungsgruppen handelt der folgende

Satz 14: FEin geschlossener gefaserter Rawm; in dem sich die Fasern gleich-
mdssig orientieren lassen, also ein Raum einer Klasse Oo; p oder Nn 1; k gestattet
eine Schiebungsgruppe von beliebiger Ordwung g.

Beweis: Wir zeigen zuniichst, dass ein beliebiger gefaserter Vollring mit den
charakteristischen Zahlen u, v eine Schiebungsgruppe der Ordnung g zuldsst. Denkt
man sich den Vollring zum  euklidischen Zylinder von der Héhe 1 aufgeschnitten
und bezeichnet z den Abstand eines Punktes von der Grundfliche, so gibt es eine
kontinuierliche Bewegungsgruppe des Vollringes, bei der jeder Punkt auf seiner Faser
wandert, withrend sich die z-Koordinate nach der Formel z'==z+1¢ stetig idindert.
Darin ist z° die zKoordinate des Bildpunktes und ¢ der stetige Parameter der Gruppe.
Die Koordinate z ist in naheliegender Weise als zyklische Koordinate aufzufassen,
die von — his + 0 varileren kann. Wichst ¢ stetig von o an, so ist fiir (=1
die mittlere Faser in ihre alte Lage zuriickgekommen, fiir {=p ist zum ersten Male
wieder die identische Abbildung erreicht. Die Bewegungen, die den Parameterwer-

pooulg—r)

ten f{=o, entsprechen, bilden eine zyklische Schiebungsgruppe der

Ordnung g. Sei nun F ein gefaserter Raum mit gleichmissig orientierten Fasern;
seine Zerlegungsfliche f wird so trianguliert, dass jeder Ausnahmepunkt von f im
Innern eines Dreiecks liegt, dass ein Dreieck hochstens einen Ausnahmepunkt ent-
hilt und dass je zwei Dreiecke mit Ausnahmepunkten punktfremd sind. Dieser
Triangulation von f entspricht eine Zerlegung von F in endlich viele gefaserte Voll-
ringe. Wir definieren in den Vollringen, die Ausnahmefasern enthalten, wie soeben
eine zyklische Schiebungsgruppe der Ordnung g, ebenso auf den noch iibrig bleiben-
den Fasern, die sich in die Eckpunkte der Triangulation abbilden und die nicht
schon auf den Ausnahmevollringen liegen. Als erzeugende Bewegung Z der Gruppe
betrachten wir immer die Schiebung, bei der die gewdhnlichen Fasern um mdoglichst
wenig im positiven Sinne in sich verschoben werden. Ist nun K der gefaserte Kreis-
ring, der sich in eine bestimmte Strecke der Triangulation abbildet, so liegt K ent-
weder auf einem der Ausnahmevollringe; dann ist die Schiebungsgruppe auf K schon
definiert. Andernfalls ist die Schiebungsgruppe nur auf den beiden Randkreisen
a und b von K festgelegt. Wir bilden dann K so auf einen gleichbezeichneten
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Kreisring der euklidischen Ebene ab, dass die Fasern von K konzentrische Kreise
werden und dass ¢ und b von Z starr in sich gedreht werden. Diese Drehung er-
folgt durch den Winkel 2—;7 in demselben Sinne, da Z die Bewegung ist, die eine
Faser um den kleinsten moglichen Betrag in sich verschiebt und weil ¢ und b in K
homolog sind, wegen der gleichmiissigen Orientierung der Fasern von F. Durch diese
euklidische Drehung erfihrt dann der Kreisring K eine Schiebung Z der Ordnung ¢
in sich, die auf dem Rande mit der vorgegebenen Schiebung iibereinstimmt. Es
bleibt noch iibrig, die Schiebung Z in das Innere der gewdhnlichen Vollringe fortzu-
setzen, die sich in die von Ausnahmepunkten freien Dreiecke der Triangulation von
S abbilden. Auf der Randringfliiche II eines solchen Vollringes V ist die Schiebung
schon erklirt. Wir denken uns V als Rotationsvollﬁng im euklidischen Raume ge-
legen, sodass die Fasern von V bei Rotation um die Rotationsachse in sich ver-
schoben werden. Die Oberflliche IT von V bilden wir vermoge einer fasertreuen Selbst-
abbildung 4 so auf sich ab, dass die Bewegung Z auf IT in eine starre Drehung

T
von II um die Rotationsachse durch den Winkel 2 iibergeht. Das ist immer mog-
g

lich, da niimlich die Schiebung Z auf den drei gefaserten Kreisringen, aus denen IT
besteht und die sich in die drei Seiten eines Dreiecks der Triangulation abbilden,
homéomorph einer starren Drehung eines euklidischen Kreisringes durch den Winkel

27
7 ist, so ist die Schiebung Z auf IT homémorph einer starren Drehung einer Ring-

fliche des euklidischen Raumes um ihre Rotationsachse. Man kann 4 immer so
wiihlen, dass jede Kurvenklasse auf IT in sich iibergeht. Wie auf S. 167 gezeigt,
lisst sich dann 4 in den Vollring 7 hinein zu einer fasertreuen Selbstabbildung von
V fortsetzen. Man kann daher V so auf einen rotationssymmetrischen Vollring V'
des euklidischen Raumes abbilden, dass die Fasern von V' bei Rotation um die Ro-
tationsachse in sich gedreht werden und dass die Bewegung Z auf IT in eine eukli-

disch starre Drehung der Oberfliche II' von ¥’ durch den Winkel L iibergeht. In
g

V' definieren wir als Schiebung Z die starre Drehung von V' durch den Winkel

27
; Damit ist in ganz F eine Schiebung Z der Ordnung g erklirt, womit Satz 14

bewiesen ist.

Wir werden jetzt zeigen, dass man durch Identifizieren der hinsichtlich
einer Schiebungsgruppe iiquivalenten Punkte eines gefaserten Raumes F wieder
einen gefaserten Raum F’ erhiilt, d.h. dass der Diskontinuititsbereich einer
Schiebungsgruppe von F wieder ein gefaserter Raum ist. Zur Vorbere‘itung be-
stimmen wir den Diskontinuititsbereich einer Schiebungsgruppe innerhalb eines
gefaserten Vollringes V. Ist V ein gewohnlicher Vollring, so zerfillt er bei der
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Schiebungsgruppe in g dquivalente zylindrische Stiicke; in jedem ist Grund- und
Dachfliche unverschraubt zugeordnet, d.h. der Diskontinuititsbereich ist wieder
ein gewdhnlicher gefaserter Vollring. Sei jetzt V ein Vollring mit einer Aus:
nahmefaser der charakteristischen Zahlen w,». Es kann dann sein, dass es in
der Schiebungsgruppe ® eine von der Identitit verschiedene Untergruppe 1 gibt,
bei der die mittlere Faser punktweise fest bleibt. 1 ist zyklisch von der Ord-
nung #. Schneidet man 7 zum euklidischén Vollring auf, so werden bei einer
Bewegung von 11 Grund- und Dachfliche des Zylinders im allgemeinen nicht in
sich iibergehen. Man kann jedoch einen Meridianschnitt finden, der bei 1l in
sich abgebildet wird. Sei FE; die Kreisscheibe, in der der Zylinder V von seiner
mittleren Ebene geschnitten wird, E,, F,, ... E.— die Bilder von FE, bei der
Gruppe . Wir nehmen an, dass kein F; Grund- oder Dachfliche des Zylinders
V' durchsetzt. Andernfalls brauchte man niimlich ¥ nur durch einen konzen-
trischen diinneren Zylinder zu ersetzen, in dem diese Annahme zutrifft. Jede
achsenparallele Strecke wird also von den FE,, £, ... E.1 in u Punkten
getroffen, von denen natiirlich einige zusammenfallen kénnen. Wiihlt man auf
jeder Strecke den obersten dieser # Punkte aus, so erhilt man einen Meridian-
schnitt £ von V, der bei U in sich iibergefiihrt wird.?** Man kann also den
Vollring ¥ lings F zu einem euklidischen Zylinder aufschneiden, in dem die
Untergruppe U als eine Gruppe starrer Drehungen um die Achse, verbunden mit
Schiebungen der achsenparallelen Strecken in sich erscheint. Der Diskontinui-

titsbereich ist ein Zylindersektor vom Offnungswinkel 27“, also ein Keil, in dem
die beiden Seitenflichen zugeordnet sind, sodass er zu einem gefaserten Zylinder

wird. In diesem sind Grund- und Dachfliche, um den Winkel 2—?’ verschraubt,

einander zugeordnet; dabei ist y'sga ¢ und v sind somit teilerfremd. Der

26 Dass K bei U in sich iibergeht, folgt so: Angenommen, es gibt eine Abbildung B in 11,
bei der ein Punkt P von E in einen Punkt P’ iibergeht, der nicht auf E liegt. Dann ist der Punkt
@', in dem die durch P’ gehende achsenparallele Strecke des Zylinders V von E getroffen wird,
# P’. Nun geht die Strecke P’ Q" bei B—1 iiber in eine Strecke P, wo @ ein Punkt auf einem
der Flichenstiicke ¥, ist. Da aber P auf der durch P gehenden achsenparallelen Strecke der
oberste von allen » Schnittpunkten mit den Flichenstiicken E,, ... E,_; ist, so enthilt P @ einen
Punkt R der Dachfliche von V, dessen Bildpunkt bei B ein bestimmter Punkt R’ auf der Strecke
P’ @ ist. Lisst man nun P auf E stetig nach der Zylinderachse riicken, so éndern sich P’,Q’, R
stetig, und da schliesslich P’ und ¢ zusammenfallen, so muss R’ einmal mit P’ oder @’ zusam-
menfallen, d.h. es gibt eine Abbildung B—! aus 11, bei der ein Punkt eines gewissen K in einen
Punkt der Dachfliche iibergeht. Das wurde aber ausgeschlossen.
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Diskontinuitatsbereich der Untergruppe 1l ist also ein gefaserter Vollring ¥’ mit
einer :ffachen Ausnahmefaser.

Die Schiebungsgruppe & von } bildet sich nun in eine Schiebungsgruppe
®" von ¥’ ab. ' hat die Ordnung v :?1 und enthiilt ausser der Identitit keine

Bewegung, die die mittlere Faser von V' punktweise festlisst. Der ¥’ ent-
sprechende euklidische Zylinder wird dann durch die v—1 Bilder der Grundfliche

in v dquivalente Teile zerlegt. Grund- und Dachfliche eines jeden Teiles sind,
44
. . . 2Ty . [T
um einen gewissen Winkel ~—;~ verschraubt, einander zugeordnet (x”, »”) = 1.
u

Der Diskontinuitidtsbereich D von (' innerhalb ¥’, das ist zugleich derjenige
von & innerhalb V, ist somit ein gefaserter Vollring, der von V' u-fach unver-
zweigt iiberlagert wird. Da die Fasern von D denjenigen von V7’ umkehrbar
eindeutig entsprechen, so liegt die Zerlegungsfliche von 7’ unverzweigt iiber der
Zerlegungsfliche von D. Nach S. 196 ist daher (¢, v)= 1, also nach Formel

(1) 8. 196, '=4”, d.h. die Ausnahmefaser von D ist eine p'-fache. Nun ist

(9, &) = (uv, up') = ulv, &)= u und v:%: (ga#) Die Zahlen %, v sind also
durch die Ordnung ¢ von & und die Vielfachheit u der Ausnahmefaser von FV
bestimmt.

Ergebnis: Der Diskontinuititsbereich einer Schiebungsgruppe & der Ordnung
g innerhalb eines gefaserten Vollringes V mut einer p-fachen Ausnahmefaser ist ein

gefaserter Vollring, dessen mittlere Faser die Vielfachheit M hat. Ist (e, 9) =1,

(1, 9)

so ist die Uberlagerung des Diskontinuititsbereiches durch V vergwergt, und zwar
ist die wmittlere Faser von V eine (u, g).fache Verzweigungslinie. Daraus folgt,
dass der Diskontinuititsbereich einer Schiebungsgruppe & von F' ein gefaserter
Raum F” ist, der von F im allgemeinen verzweigt iiberlagert wird.

Die Faserinvarianten von I’ wollen wir jetzt berechnen. Sei F der Raum
(Oo; p|b; @y, B1; ... 3). Nach Ausbohrung seiner Ausnahmefasern und einer
beliebigen gewdhnlichen Faser bleibt das topologische Produkt F aus einer (r+ 1)-
fach gelochten Fliche vom Geschlechte » und einer Kreislinie. Auf den Rand-
ringflichen II, IT, ... II, legen die Querkreise @,, ¢y, ... @, die nur die Be-
dingung erfilllen miissen, dass sie zusammen mit den Fasern H, H,, ... H, —

alle Fasern von F sind gleichmissig orientiert — auf den Ringflichen IT,, IT,,... I1,
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Orientierungen bestimmen, die den von F induzierten entgegengesetzt sind,
und dass

Q+ @+ -+ ~o0 (in F)

ist. F' wird erhalten, indem man die Kreise Q,+bH,, o, @+ 8. H,, ..., o, Qr+3- H,
zu Meridiankreisen der Verschlussringe V,; macht. Nun ist der Diskontinuitits-
bereich F’ von & innerhalb F offenbar wieder ein topologisches Produkt aus
einer (r+ 1)-fach gelochten Fliche vom Geschlechte p und einer Kreislinie. Die
Orientierung von F iibertrigt sich auf F’, ebenso die Faseroriéntierung. Sind
Qs @, ... Q- und H,, H, ... H, die Bilder von Q,, @, ... @, Hy, H,, ... H, in
F', so sind Q,, @, ... Qr Querkreise auf den Randringflichen ITo, ITi, . .. II,
von F’, wihrend H; eine bestimmte Faser H; von Il; g mal tiberlagert:
H,—=gH; Zwischen @, @, ... Q. besteht auch in F’ die Homologie

@0+é1+"'+é7~~0 (inF'),

und die Orientierung, die @; und H; auf IT; bestimmen, ist derjenigen entge-
gengesetzt, die von der Raumorientierung von F’ auf IT; induziert wird. Kennt
man noch die Meridiankreise M{~ @ Qs + 8 Hi, bez. Mo~ Q, + bHo der Ver-
schlussringe V}, durch die ¥’ zum gesuchten Diskontinuitiitsbereich F geschlos-
sen wird, so kann man aus 7), o, éi die Faserinvarianten von F’ leicht berechnen.
Da der Meridiankreis M; des Verschlussringes. V; nullhomotop in V; ist, so ist
der Bildkreis M; nullhomotop im Verschlussringe V;, der auf II; zu setzen ist.
Mit andern Worten: aus

M;~ a; Q; + 8: H; (auf IT;)
folgt . _ . .
Mi~c;Q+8:Hi~e; Qi + ig Hi (auf IT))
~ 0 (in V;).
Daher ist auch schon
M;~ 0!,'/(0![, g) @1 + ﬂfg/(a,-, g)H; = Qi + [Zéi Hi~o (ill V;)’

und da & und B teilerfremd sind, so ist M; Meridiankreis von Vi Entspre-
chend ist . . .
My~ Q,+ bgHo~ @, + bHj

Meridiankreis von V. b, @, @- sind noch nicht die gesuchten Faserinvarianten

von F’ da BL- im allgemeinen noch nicht die Normierungsbedingung o = [o;,- <a

erfiillen wird. Fiihrt man aber anstelle der Querkreise @, . .. Q, die Querkreise
28—32511. _Acta mathematica. 60. Imprimé le 20 décembre 1932.
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Qi ~Q, +x Hi, .... Qf ~ Q- + x, H,. anstelle von ¢, den Querkreis @y~ Qy—
—{&; + -+ + x,) Hy ein, so besteht anch zwischen den )} noch die Homologie
@+ Qi+ -+ @Q~o0 (in 1),

und die Orientierung, die Q; zusammen mit H; auf IT; induziert, ist dieselbe
wie die, die @; zusammen mit H’; induziert. In den neuen Basiskurven driicken
sich nun die Meridiankreise M '; folgendermassen aus:

Ill;~&i Q,l + (ﬂ;-—&Ll‘z)H;:Cl; Q: + [&H; (i:I, 2, P '7‘),
Mo~Qo+(b+ax + - +ax)Ho= Qo + U Hy.

Man kann z; immer so wihlen, dass 0 << «; wird. Dann hat man in
b, i, 8 die Faserinvarianten von F’, wenn man noch die Wertepaare «;, 8
streicht, fiir die «; =1, also 3 = 0 ist. — Ist F ein nichtorientierbarer Raum
(Nu1; k|b; «, 8;; ..., 3). so fiihrt eine ihnliche Uberlegung zum Ziel.

Als Beispiel wiihlen wir den Dehnschen Kleeblattschlingenraum (Oo; o]—1;
2,1; 3,1; 5, 1) von S. 210 und als Schiebungsgruppe die Gruppe der Ordnung
g=5. Jetzt ist

(ala g) =1, (a:.’v g) = Iv (613, g) == 57
&126(1/‘(0.'1,9):2. &2:31 &3217 V:bg:—s;
(él = pg/ay, 9) =5, téz =5, Ava =13

demnach z,=2, z,=1, x;==1. Also ist der Diskontinuititsbereich '’ der Raum

(O0;0|b"; o, 81; a3, 32) =(00; o}—1; 2, 1; 3, 2).

Der Ausdruck
A =b dlah + 81 as + af Ib’-lg

(vergl. 8. 208) wird hier =1. F” ist also die Hypersphire, und die Fasern sind
Kleeblattschlingen (S. 206). Insbesondere ist die 5-fache Ausnahmefaser von I7
in eine gewdhnliche Faser von F’, also in eine Kleeblattschlinge iibergegangen.
I ist daher s-facher verzweigter Uberlagerungsraum der Hypersphire mit einer
Kleeblattschlinge als Verzweigungskurve.

Dies Ergebnis lisst sich wesentlich verallgemeinern. Sei I ein beliebiger
Poincaréscher Raum

(00; O|b? ag, By - @, ﬁr)
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Notwendig und hinreichend dafiir, dass es sich um einen Poincaréschen Raum
handelt, ist nach S. 208, dass die Determinante

1 o.. .0 b
o @ . . .0 f
A= . . . . . .. =TI
o o . . . B
1 I .. .1 O

ist. Der oben mit F’ bezeichnete Raum ist hier das topologische Produkt aus
einer (r-+1)fach gelochten Kugel und einer Kreislinie. Die Erzeugenden der
Homologiegruppe von F’ sind (éo, Cél, ce. @, und eine beliebige Faser H’, und
es besteht die eine Relation

Qo+ (él+ S @7'“0-
Durch die Schliessung von F’ zu F’ treten die »+ 1 Relationen hinzu
Q+bH =&, Q + B H = =& Q.+ 8 H ~o.

Darin ist b=bg, c;=ai(a;, g), fi=B:9/(c:, 9). Die Koeffizientenmatrix der Homo-
logiegruppe von F’ lautet also

1 O .0 b
o a .0 B
o o Ldr B
[ I 1 I ©

und die Determinante 7' dieser quadratischen Matrix ist

I o ... 0 bg
, o ¢fle,9) ... o0 B 9/(ey, g)
A =1 . . L. . =
6 o o Olr/(d,-, g) ﬂ"g'/ ((Z,-, g)
T I A | o]
g . 9

(s 9) - 9)? ~ F ey 9w 0) - (an 9)

F’ ist nur dann wieder ein Poincaréscher Raum bez. die Hypersphire, wenn

A=+ 1 ist. Da a, ay, ... a, paarweise teilerfremd sind, so hat man
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(@, 9las, 9) . (ar, g9) = (e ay ... a, g),

und 7" ist dann und nur dann = * 1, wenn g ein Teiler des Produktes «,c, ... ar
ist. Die Vielfachheiten der Ausnahmefasern von I’ sind durch die von 1 ver-
schiedenen Zahlen «,, a,, ...« gegeben. Durch diese Zahlen ist F’ charakteri-
siert nach Satz 12 (S. 209).

Es gilt also

Satz 16: Der Diskontinuititsbereich I’ ciner Schiebungsgruppe eines gefaserten

Rawmes F mit den Fasertnvarianten
(Oo; plb; @, 315 ... an, 30) bez. (Nu1; kl|b; «y,8y; ... an B)

ist wieder ein gefaserter Raum derselben Klasse, dessen Faserinvarianten duwrch die-
Jenigen von I wund die Ordnung der Schiebungsgruppe bestimmt sind. Ist I der
Poincarésche Raum mit r Ausnahmefasern der Vielfachheiten ay, ay, . .. ar, soist F'
dann und nur dann wieder ein Poincaréscher Rawum oder die Hypersphdire, wenn
die Ordnung g der Schiebungsgruppe ein Teiler des Produktes « c, ... a, ist. In
diesem Falle ust I’ der Poincarésche Raum, dessen Ausnahmefasern zu Vielfach-

heiten die von 1 verschiedenen wunter den Zahlen

‘11/(“1, g); a,.,/(a._,, g)’ - a,/(a,, 9)

haben. Die Uberlagerung von F’' durch F ist verzweigt, und ziwar sind die Ver-
zweigungslinien diejenigen Ausnahmefasern von F, fiir die (a;, g) > 1 st; («; g)
gebt die Vielfachheit der Verzwceigung an.

Durch Spezialisierung gehen hieraus die weiteren Sitze hervor:

Satz 16: U'bt man auf den Poincaréschen Rawm F mit r Ausnahmefasern der
Vielfachheiten ay, «,, . .. ar eine Schiebungsgruppe der Ordnung g: ¢y Gy . .. G aus,
so st der Diskontinuitdtsbereich F' ein Poincaréscher Rauwm oder die Hypersphdre
mit den Ausnahmefasern der- Vielfachheiten a;i1, ¢iva, ...

Satz 17: Gegeben sind r = 3 paarweise teilerfremde Zahlen = 2

€y, Wy ... Gy
und r—2 Torusknoten
ki kyy oo o kra

die so in der Hypersphdre liegen wie r—2 gewdéhnliche Fasern einer Hypersphdren-
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Jaserung. Thre Knoteninvarianten m, n (S. 160) seien zwei beliebige unter den
Zahlen «y, ...a. Man streiche diese beiden Zahlen aus der Rethe o, ... or aus
und ordne die 4breg blesbenden wmkehrbar eindeutig den Knoten ki, ... ko 2u.
Man bilde ferner die verzweigte Uberlagerung der Hypersphére, die die Knoten
kyy ... kr—a zu Verzweiqungslinien hat und die folgende Eigenschaft E besitzt: Ein
Weg w des Uberlagerungsraumes, der iiber einem geschlossenen, die Knoten meidenden
Wege w der Hypersphdre liegt, ist dann und nur dann geschlossen, wenn die Ver-
schlingungszahl y; von w mat dem Knoten k; durch die Zahl a; teslbar ist, die dem Knoten
k; zugeordnet st (giiltig fiir ¢=1, ... r—2). Diese Uberlagerung ist e, . .. a;/m -n-
bléittreg, und wir behaupten: sie ist esn Poincaréscher Raum, der immer der gleiche

wst, wie man auch die Zahlen m, n aus der Reihe der e, ... ar ausgewdhit hat.

Beweis: Wir denken uns die Zahlen ¢, ...« so numeriert, dass m=q,_i,
n=qa, wird und dass «; dem Knoten k; zugeordnet ist (i=1, ..., r—2}. Uben wir
dann auf den Poincaréschen gefaserten Raum F' mit r Ausnahmefasern der Vielfach-
heiten e, ... @, eine Schiebungsgruppe der Ordnung g=d; ... &,—y aus, so ergiht
sich nach dem vorigen Satz ein gefaserter Raum F’ mit zwei Ausnahmefasern der
Vielfachheiten «,_; und ¢, der die Hypersphire sein muss, da nach Satz 1z ein
Poincaréscher gefaserter Raum mindestens drei Ausnahmefasern hat. Die Faserung
der Hypersphiire besteht aus Torusknoten mit den Invarianten m=—a,—1, n=c, (§ 3).
Nach Satz 15 wird F' verzweigt von F iiberlagert, und zwar sind die Verzweigungs-
linien in F die Ausnahmefasern der Vielfachheiten e, ... @, die sich in gewohn-
liche Fasern von F’ abbilden, also in r—2 Torusknoten ki, ... k—s mit den Knoten-
invarianten m=ea,—,, n=a, Die Vielfachheit der Verzweigung ist nach Satz 15
durch (7, g)==a; gegeben, d.h. ein Weg, der sich im Uberlagerungsraum F gerade
einmal um die i-te Verzweigungslinie herumschlingt, bildet sich in einen Weg des
Grundraumes F’ ab, der «; mal den Knoten k; umschlingt. Da nun die Uberlagerung
von F' durch F regulir und die Deckbewegungsgruppe zyklisch von der Ordnung
g=¢, ... ar—9 ist, so ist nach dem Hilfssatz des Anhanges ein Weg w von F, der
iiber einem die Verzweigungslinien nicht treffenden Weg w von F’ liegt, dann und
nur dann geschlossen, wenn fiir jedes 7 die Verschlingungszahl von w mit %; durch
@; teilbar ist, und durch diese Eigenschaft, also durch die Eigenschaft E des Satzes 17,
ist ¥ als Uberlagerung von F’ eindeutig bestimmt. Der durch die Eigenschaft
festgelegte Uberlagerungsraum der ‘Hypersphéi,re ist also der gefaserte Poincarésche

Raum mit » Ausnahmefasern der Vielfachheiten «,, ... @,. Da dieser aber durch
die Zahlen «y, ... a, nach Satz 12 bestimmt ist, so muss es gleichgiiltig sein, welche
der Zahlen ¢y, ... a, wir zu den Knoteninvarianten m und n der Verzweigungslinien

der Hypersphéire ernannt haben.
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Satz 17 ist deshalb bemerkenswert, weil er eine Aussage macht iiber die
Homéomorphie gewisser Uberlagerungsmannigfaltigkeiten, die sich unabhingig
von allen Faserungen charakterisieren lassen. Denn die Forderung, dass die
Knoten £, ... k> gewohnliche Fasern einer Hypersphiirenfaserung sein sollen,
kann ebenso gut durch folgende ersetzt werden: %, ... k—s sind doppelpunkt-
freie, einander nicht schneidende geschlossene Kurven auf einer Ringfliche, die
die Hypersphiire in zwei Vollringe zerlegt, und diese Kurven sind in keinem der
beiden Vollringe nullhomotop. Man kann dann beweisen, dass es eine Hyper-
sphirenfagserung gibt, die diese »—2 Kurven als gewdhnliche Fasern enthiilt.

Der Sonderfall, den man aus Satz 17 fiir =3 erhiilt, verdient hervorge-
hoben zu werden. Wir bezeichnen als g-fache zyklische Uberlagerung eines Kno-
tens % der Hypersphiire die verzweigte Uberlagerung folgender Bigenschaft:
Liegt ein Weg i des Uberlagerungsraumes iiber einem Wege « der Hypersphiire,
der den Knoten nicht trifft, so ist « dann und nur dann geschlossen, wenn die
Verschlingungszabhl von « mit dem Knoten ein Vielfaches von g ist.?” Der
Sonderfall lisst sich dann so aussprechen:

Zusatz zu Satz 17: Sind «,, «,, ay drei paarweise relativ prime Zahlen = 2,
so ist die ayfache zyklische Uberlagerung des Torusknotens mit den Knoteninvarian-
ten m=«a,, n=a, etn Porncaréscher Raum. Denselben Rawm erhdlt man, wenn man

€y, @, ¢y thre Rollen belicbig vertauschen ldsst.

Dieser Poincarésche Raum ist nimlich der gefaserte Poincarésche Raum
mit drei Ausnahmefasern der Vielfachheiten «, @s, ¢;. So kann man z. B. den
Dehnschen Kleeblattschlingenraum, der auf S. 212 durch Ausbohren und Schlies-
sen einer Kleeblattschlinge erhalten wurde, auch als fiinffache zyklische Uber-
lagerung einer Kleeblattschlinge oder als dreifache zyklische Uberlagerung des
Torusknotens m=2, m=35, oder als zweifache zyklische Uberlagerung des Torus-
knotens m==3, m==45 erhalten.

¥ Man kann die zyklische Uberlagerung auch so charakterisieren: Man schneide die Hyper-
sphiire lipgs einer in % eingespannten singularititenfreien Fliche zu einem (dreidimensionalen)
»Blatte» auf und hefte g solche Blitter zyklisch an einander. Herrn H. Kneser verdanke ich die
Mitteilung, dass es ausser dieser zyklischen Uberlagerung im allgemeinen noch weitere g-fache
Uberlagerungen eines Knotens gibt, die auch die Eigenschaft haben, dass ein kleiner Kreis, der
den Knoten einmal umschlingt, erst nach g-maliger Durchlaufung im Uberlagerungsraum geschlos-
sen wird. Die zyklischen Uberlagerungen spielen eine Rolle in der Knotentheorie. Dort dienen
die Torsionskoeffizienten der Uberlagerung dazu, die Knoten zu unterscheiden. Vgl. K. Reidemeister,
Abh. Hanih. Sem. V 1927 ¥. 7 und Knotentheorie ‘Berlin 1932).
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Endlich kann man jeden gefaserten Poincaréschen Raum mit den Faserin-
varianten (Qo; o|b; «;, Bi; ... ar, ) als ¢ a, ... a,fache verzweigte Uberlagerung
der Hypersphiire erhalten. Ubt man niimlich auf I’ die Schiebungsgruppe der
Ordnung g=a, «, ... ar aus, so ergibt sich ein gefaserter Raum ohne Ausnahme-
fasern, der mnach Satz 16 notwendig ein Poincaréscher Raum oder die Hyper-
sphire und mnach Satz 12 die Hypersphire ist. Nun kennen wir die von Aus-
nahmefasern freie Faserung der Hypersphire; sie wird durch Kreise bewirkt
(S. 161), von denen je zwei einfach verkettet sind. Die Verzweigungslinien in
der Hypersphire sind die Bilder der » Ausnahmefasern, also » solche Kreise, d. h.
r spezielle unverknotete, paarweise verkettete geschlossene Kurven. Die Viel-
fachheiten der Verzweigungen sind «;, bez. a,, ..., -

§ 15. Unfaserbare Riiume.

Wenn ein Raum gefasert ist, so lassen sich seine topologischen Higen-
schaften, wie wir in den letzten Paragraphen sahen, weit genauer festlegen, als
wenn er nur als topologische Punktmannigfaltigkeit gegeben ist. Wir wollen
jetzt eine notwendige Bedingung dafiir angeben, dass eine Mannigfaltigkeit sich
fasern ldsst, und Mannigfaltigkeiten aufzeigen, die diese Bedingung nicht erfiillen.
Auch offene Mannigfaltigkeiten lassen wir wieder zu.

Ist W ein geschlossener Weg in einem gefaserten Raum, der einen auf
einer gewohnlichen Faser H gelegenen Punkt O zum Anfangs- und Endpunkt
hat, und fithrt man die durch O gehende Faser H lings W einmal herum, so
ist die Endlage der Faser H die Faser H'=H=*' Fasst man 7 und H als
repriasentierende Wege gleichbezeichneter Wegeklassen, also als Elemente der
Fundamentalgruppe auf, so ist H = W—'H W, also W'H W=H=*!. Die
Gleichung besagt, dass das von der Faser repriisentierte Element der Fundamen-
talgruppe bei Transformation mit irgend einem anderen Element W in sich oder
sein Reziprokes iibergeht. Soll sich also der Raum fasern lassen, so muss die
Fundamentalgruppe ein Element H enthalten, das diese Bedingung erfiillt. Die
Bedingung gewinnt erst dadurch einen Inhalt, dass man zeigen kann: die ge-
wohnliche Faser H kann nur dann das Einselement der Fundamentalgruppe
reprisentieren, wenn der gefaserte Raum die Hypersphidre oder ein Linsenraum
von besonderer angebbarer Faserung ist.*® Insbesondere ist H sicher dann vor

Binselement verschieden, wenn die Fundamentalgruppe unendliche Ordnung hat.

28 UUber Linsenriume vergl. man DB II, § 1.
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Um dieses Ergebnis zu gewinnen, leiten wir zuerst einen vorbereitenden
Satz ab.

Satz 18: Ein offener einfach zusammenhdngender Rawm ldsst sich nicht fasern.

Beweis: Liesse sich ein solcher Raum F' fasern, so wire seine Zerlegungs-
fliche f eine offene einfach zusammanhingende Fliche, also homdomorph mit

dem Kreisinneren. Wir unterscheiden zwei Fille:

a) Bs gibt keine Ausnahmefaser. Da F einfach zusamwmenhiingend ist, so
ist insbesondere die Faser H nullhomotop, also Rand eines unter Umstidnden
singuliren Elementarflichenstiickes FE. Dieses bildet sich auf der Zerlegungs-
fliche f als (singuliires) Elementarfliichenstiick e ab, das man von einer Zerlegungs-
umgebung o vollstindig uberdecken kann, weil f offen und einfach zusammen-
hingend ist. FE wiirde ganz in der w entsprechenden Faserumgebung £ liegen,
d.h. die Faser H der Faserumgebung £ wire in dem gefaserten Vollring Q
nullhomotop, was nicht der Fall ist.

b) Bs gibt mindestens eine Ausnahmefaser. Durch Ausbohren einer a-fachen
Ausnahmefaser erhilt man einen berandeten Raum I, dessen Zerlegungsfliche f
das gelochte Kreisinnere ist. Die Homologiegruppe von I ist die freie Gruppe
von einer Erzeugenden; die Erzeugende ist der Meridiankreis M des Bohrkernes,
der sich in den e-mal durchlaufenen Lochrand ! von f abbildet, ¢ = 2. Durch
die Abbildung von F auf f ist eine homomorphe Abbildung®® der Homologie-
gruppe von I' auf die von f hergestellt. Dabei geht das erzeugende Element
M der Homologiegruppe von F' in ein erzeugendes Element der Homologiegruppe
von f, und da die Homologiegruppe von f ebenfalls die freie Gruppe von einer
Erzeugenden ist, gerade in + [ iiber, wilhrend wir doch sahen, dass sich M in
ol abbildet mit « > 1. Damit ist auch im Falle b ein Widerspruch hergeleitet.

Aus Satz 18 folgt nebenbei bemerkt, dass sich der euklidische Raum
-nicht in dem hier benutzten Sinne fasern lisst. Projizieren wir wie in § 3 eine
der Faserungen der Hypersphire stereographisch in den euklidischen Aquator-
bildraum, so wird dieser zwar mit Kurven ausgefiillt, die einer Faserung sehr
nahe kommen. Nur eine Kurve, die 2z-Achse, erfiilllt die Bedingung der Ge-
schlossenheit nicht.

Satz 18 ermoglicht nun den Beweis des folgenden Satzes.

% Vergl. 8. 201.
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SBatz 19: Ist in einen gefaserten Raum F eine Faser H oder ein endliches
Vielfaches der Faser nullhomotop, so ist ¥ geschlossen und die Fundamentalgruppe
ist endlich.

Beweis: Die universelle Uberlagerungsmannigfaltigkeit von F' ist nach § o
Nr. 6 ein gefaserter Raum f?’, der wegen seines einfachen Zusammenhanges nach
dem vorigen Satze geschlossen (und nach Satz 11 daher sogar die Hypersphiire)
ist. Die Ordnung der Fundamentalgruppe von F' ist dann gleich dér Anzahl
der Punkte von F, die iiber einem Punkt von F' liegen. Das sind endlich viele,

da sie andernfalls wegen der Geschlossenheit von F einen Héufungspunkt hitten.

Die gefaserten Ridume endlicher Fundamentalgruppe sind in Satz ¢ 8.
203 aufgezihlt worden. Unter ihnen bestimmen wir jetzt diejenigen, in denen
jede gewdhnliche Faser H nullhomotop ist, indem wir sie einzeln durchmustern.
Beginnen wir mit den gefaserten Riumen, deren Zerlegungsfliche die Kugel
ist und die 7==3 Ausnahmefasern enthalten! Ihre Fundamentalgruppe hat nach
S. 201 die Relationen

QH' = QuHA = Qe Hfr = Qu HPs = @y @, @y @y =1

- : (1)
QJ'HQ]' = H (j=o,1,23)

@y, @y, ¢z sind eines der platonischen Wertetripel. Eliminiert man ¢, und nimmt
man die Zusatzrelation H?==1 hinzu, so erhilt man eine Quotientengruppe der

gegebenen Fundamentalgruppe (1) mit den Relationen
é?lﬁ‘yl = @gz ]?JQ = @0353 ﬁd} = él é? é3 Iv{d“a :gg =, Q”Lﬁé;—l:H\Jy (2)

worin 0y, d,, dg, d,—0 oder =1 ist, je nachdem bez. 8, 8, 85, b gerade oder un-
gerade ist. Durch Einfihrung neuer Erzeugender kann man stets erreichen, dass
d,=d,=dz=1, d,=~0 wird. In den platonischen Tripeln e, a,, ¢, ist niimlich
stets einer der Exponenten, sagen wir «,=2. Dann ist S,=1 wegen der
Normierungsbedingung o << §; < «;, also von vornherein d,=1. Ist aber z. B. ¢
ungerade, ist also B, moiglicherweise gerade und dann d,—=o0, so filhre man die
neue Erzeugende ¢'; durch die Gleichung ¢,= ', H ein. Die Relation Q= Hh=1
geht dadurch iiber in Q@ H®*%—=1 und hierin ist «,+d,—e, ungerade, also
Het+%=H. Wir diirfen daher annehmen, dass notigenfalls nach Ausfithrung
solcher Transformationen die Exponenten J;, ds, 0, in (2) dem Wert 1 haben.

d, hat dann durch diese Transformationen moglicherweise einen neuen Wert
29 — 32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 20 décembre 1932.
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erhalten. Ist er =1, so wird die neue Erzeugende ¢', durch die Gleichung
Qg:Q'gfi eingefithrt. Dadurch wird §, zu o, wihrend sich wegen «¢,=2 an den

iibrigen Relationen nichts iindert. Man hat also das Relationensystem erreicht:
QIT':QI?:Q,?:Hv Qll Q,QQ,:%:I’ szl' (3)

Die Gruppen, die diese Relationen definieren, sind fiir die nach Satz g allein in
Betracht kommenden platonischen Wertetripel die biniiren platonischen Gruppen,
die man in Math. Ann. 104 8. 26 aufgezihlt findet. Dort ist gezeigt, dass das
Element H die Ordnung 2 hat. Also hat auch H nicht die Ordnung 1 und ist
daher nicht nullhomotop.

Wir gehen zu dem Falle iiber, dass die Zerlegungsfliche die projektive
Ebene, also r=1 oder r=o0 ist. Wenn r=1 ist, so lauten die Relationen der

Fundamentalgruppe nach 8. 201 (3) und (4)

AHAT7 H=1, @ Q,=4% H@'=H, (j=o0, 1) (@)

' 4
QOHb: Q"lﬂHﬁl = 1.

Eliminiert man ¢, und nimmt man die Zusatzrelation H®=1 hinzu, so lauten

die Relationen der dadurch abgeschiedenen Quotientengruppe

0 rt o — g BT — 1, =

A =0 G HQ =1
Eliminiert man hieraus ¢,, so bleibt die Abelsche Gruppe tibrig: H2=1, A?® Hos=1.
d,, 4, 0, haben den Wert o oder 1. In dieser Abelschen Gruppe hat ﬁ, ob nun
0;=0 oder =1 ist, nicht die Ordnung 1, also ist auch in der urspriinglichen
Gruppe H nicht das FEinselement, also die Faser nicht nullhomotop. Gleiches
ergibt sich, wenn 7r=o0 ist, also Ausnahmefasern fehlen. In diesem Falle hat
man ndmlich nur in den vorstehenden Relationen «,=1 zu setzen; auch dann
ist noch H # 1.

Es bleibt noch der Fall iibrig, dass die Zerlegungsfiiche die Kugel ist und
hochstens zwei Ausnahmefasern auftreten. Die Zerlegungsfliche kann man dann
in zwei Halbkugeln zerschneiden derart, dass die beiden etwa vorhandenen Aus-
nahmepunkte in verschiedenen Halbkugeln liegen. Dem entspricht eine Zer-
schneidung des gefaserten Raumes in zwei gefaserte Vollringe V', und V,. Durch

Aufeinanderkleben zweier Vollringe entsteht nun immer ein Linsenraum oder das
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topologische Produkt aus Kugélfliche und Kreislinie. Im topologischen Produkt
ist H nicht nullhomotop nach Satz 19, weil die Fundamentalgruppe des topo-
logischen Produktes unendliche Ordnung hat. Zu jedem Linsenraum dagegen
lassen sich unendlich viele verschiedene Faserungen angeben, in denen jede ge-
wohnliche Faser H nullhomotop ist. Ein Linsenraum ist vollkommen bestimmt,
wenn man weiss, wie sich der Meridiankreis M, des Vollringes V, auf der Ober-
fliche II, des Vollringes ¥V, abbildet. Sind also M, und B, der Meridiankreis

und ein Breitenkreis von II,, so ist der Linsenraum durch die Homologie
M, ~pB, + qM, (auf I1,), (5)

also durch die teilerfremden Zahlen p, ¢ bestimmt. Dabei ist p # o, da fiir p=o0
M, ~ + M, wiirde. Durch Aufeinanderkleben von ¥, und V, erhielte man dann
das topologische Produkt aus Kreis und Kugel und keinen Linsenraum. Man

fasere nun den Vollring V, so, .dass fiir die Faser H die Homologie besteht
H~pB, + z M, (6)

wobei nur x 7 ¢ und teilerfremd zu p gewihlt sei. 7, kann man nunmehr als
einen gefaserten berandeten Raum auffassen, der durch den Verschlussring V,
geschlossen wird, wodurch nach Hilfssatz VI 8. 166 eine Faserung des entste-
henden Linsenraumes eindeutig festgelegt ist. In ihm ist die Faser H null-
homotop. Aus (5) und (6) folgt niimlich H ~ M, — qM,+xM,; M, und M, sind
aber im Linsenraum nullhomolog.

Damit ist das Ergebnis gewonnen:

Satz 20: Unter allen offenen oder geschlossenen Mannigfaltigkeiten sind die
Linsenrduwme die einzigen, die Faserungen zulassen, deren gewdhnliche Fasern
nullhomotop send.

Von den einfach zusammenhingenden Mannigfaltigkeiten ist, wie die Sitze
1 und 18 besagen, nur die Hypersphire faserbar. Wenn dagegen die Funda-
mentalgruppe nicht nur aus dem Element 1 besteht, so kénnen wir jetzt die
Faserbarkeitsbedingung angeben:

Satz 21: FEine notwendige Bedingung fiir die Faserbarkeit einer offenen oder
geschlossenen Mannigfaltigkeit, deren Fundamentalgruppe nicht aus dem Einselement
allevn besteht, ist, dass ein vom Finselement verschiedenes Element vorhanden 1st, das
bev Transformation mit jedem beliebigen Element in sich oder auch in sein Reziprokes
ibergeht, '
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Entweder nidmlich repriisentiert jede gewoéhnliche Faser H eines gefaserten
Raumes mit vom Einselement verschiedener Fundamentalgruppe das Einselement
der Fundamentalgruppe. Dann liegt eine Faserung eines Linsenraumes vor, und
die Fundamentalgruppe ist zyklisch, erfiillt also die Bedingung des Satzes. Oder
die gewdhnliche Faser reprisentiert ein vom Einselement verschiedenes Element H.
Dann muss, wie wir zu Anfang des Paragraphen sahen, H ein Element der
Fundamentalgruppe von der geforderten Eigenschaft sein.

4 Auf Grund dieses Satzes kann man unendlich viele, auch geschlossene Man-
nigfaltigkeiten angeben, die sich nicht fasern lassen. KEs sind die topologischen
Summen zweier Mannigfaltigkeiten. Die topologische Summe zweier Mannig-
faltigkeiten R4 und Ry erhidlt man, indem man aus jeder der Mannigfaltigkeiten
ein Elementarraumstiick entfernt und die beiden berandenden Kugelflichen auf-
einander klebt, was auf zwel verschiedene Arten moglich ist. Sind A und B
die Fundamentalgruppen von R, und Rp, so ist die Fundamentalgruppe der
Summe das freie Produkt von U und B.** Das freie Produkt zweier Gruppen
ist so erklirt®: Element ist ein beliebiges Produkt von endlich vielen Elementen
von U und B, die Faktorelemente des Elementes heissen. Jedes solche vom Eins-
element verschiedene Element ldsst sich auf eine Normalform bringen, in der
vom Einselement verschiedene Elemente von U und B miteinander abwechseln.
Zwei BElemente des freien Produktes stimmen dann und nur dann tiberein, wenn

ihre Normalformen Glied fiir Glied ubereinstimmen. Es ist z. B. nur dann

Ai By AyB;, ... A, Bj, = Ay B A, B, .. A B,

wenn einzeln

Ay=As, B,=PH,, ...B, =B,

r Jr

ist. — Die Multiplikation der Elemente erfolgt durch Aneinanderreihen der Fak-

toren der zu multiplizierenden Elemente. Nun benutzen wir den

Hilfssatz VIII: Das fireie Produkt zweier nicht allesn aus dem FEinselement
bestehender Giuppen W wnd B hat dann und nur dann ein vom FEinselement ver-
schiedenes Element H, das bei Transformation mit jedem Element in sich oder auch
wn sein Reziprokes iibergeht, wenn die Gruppen U und B beide die Ordnung 2 haben.

% Der Beweis fiir diese Behauptung findet sich in der anf S. 200 angefiihrten Arbeit
S. 36.

3 Vgl. O. Schreier, Die Untergruppen der freien Gruppen. Abh. a. d. Math. Sem. Ham-
burg, V {1927), 8. 161.



Topologie dreidimensionaler gefaserter Rdume. 229

Beweis: H kann nicht Element von U sein, da ein Element von 9 bei Trans-
formation mit einem Element =1 von B nicht wieder ein Element von ¥ liefert. Ebenso-
wenig ist H Element von B. Ein nicht in U enthaltenes Element H des freien
Produktes ist mit einem Element 4 von ¥ nur vertauschbar,lwenn A=r1 ist, weil
andernfalls 4 H A~ nicht dieselbe Normalform wie H hat. Daher muss A HA '=H"
sein. Ist 4'(£ 1) ebenfalls ein Element von U, so ist auch 4" HA'=H™! also
A'A HA A" '=H, daher 4’ A=1. Jedes Element 4" (5 1) von U ist daher =4,
insbesondere auch das Element 4. Das besagt aber, dass ¥ die Ordnung 2z hat.
Gleiches gilt von B.

Aus Satz 21 folgt jetzt unmittelbar

Satz 22: Die topologische Summe zweier dreidimensionaler Mannigfaltighkedten

ldsst sich mwicht fasern, ausgenommen wenn berde Mannigfaltigheiten eine. Funda-

mentalgruppe der Ordnung 2 oder auch 1
haben.
Dasgs im Ausnahmefalle die Summe
sich unter Umstinden fasern lisst, da- ‘

7 \k,
entsteht, wenn man auf der Randkugel- ‘#
fliche einer Vollkugel Diametralpunkte \
identifiziert. Die Summe zweier projek-
tiver Ridume erhilt man, wenn man auf

fiir ist ein Beispiel die Summe zweier

2

j

W

projektiver Rédume. Der projektive Raum

den beiden Randkugelflichen K| und K,

einer Hohlkugel (in Fig. 15 im Schnitt Fig. 15,

gezeichnet) Diametralpunkte identifiziert.

Das ist deshalb der Fall, weil die Hohlkugel durch eine konzentrische Kugel-
fliche (im Schnitt gestrichelt) in zwei gelochte projektive Riume zerschnitten wird.
Die Fasern bestehen aus den Radien, die die Hohlkugel durchziehen, und zwar
setzen sich immer zwei diametrale Stiicke dieser Radien zu einer Faser zusam-
men. Die Invarianten der Faserung sind, da die Zerlegungsfliche die projektive
Ebene und der Raum als Summe zweier orientierbarer Riume orientierbar ist,
(On;1|o); dass in der Tat b==0 -ist, folgt z B. daraus, dass der Raum eine
fasertreue Selbstabbildung mit Umkehrung der Orientierung zulisst, nimlich die
Spiegelung an der mittleren (gestrichelten) Kugelfliche. Es ist daher nach Satz 6
(On; 1]16)=(0n; 1|—b), also b=—b,
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Das einfachste Beispiel eines nicht faserbaren Raumes ist die Summe aus
zwei topologischen Produkten aus Kreis und Kugel, die man aus einer vierfach
gelochten Hypersphire durch paarweise Zuordnung der Randkugelfiichen (nach
der ersten Art) erhiilt.

Wir haben folgende Moglichkeiten der Faserbarkeit von Réumen kennen
gelernt: 1.) Der Raum ist {iberhaupt nicht faserbar (Summe zweier Produkte aus
Kreis und Kugel). 2.) Er lisst sich auf eine einzige Weise fasern (Poincarésche
Riume). 3.) Er gestattet unendlich viele verschiedene Faserungen (Hypersphiire).
Im letzteren Beispiel ist fiir alle die verschiedenen Faserungen die Zerlegungs-
fiiche die gleiche, nimlich die Kugel. Wir wollen noch ein Beispiel eines Rau-

I mes geben, der zwei Faserungen mit verschiede-

3 2

ner Zerlegungsfliche zulisst. Es ist das der
Quaternionenraum, dessen Fundamentalgruppe die
Quaternionengruppe ist. Er entsteht aus einem
Wiirfel, indem man je zwei gegeniiberliegende

. N T .
Seitenflichen um 15 gegeneinander verschraubt

einander zuordnet.
Da die Quaternionengruppe, die von den
I Elementen + 1, +4, +j, + k gebildet wird, ein
Element, nimlich — 1 hat, das mit allen ver-

tauschbar ist und ein zweites, z. B. 7z, das bei
Fig. 16. Transformation mit * 1 und =+ ¢ in sich, bei
Transformation mit * j, + & in —<¢ ibergeht,

s0 wird man vermuten kidnnen, dass sich der Raum dementsprechend auf zwei
verschiedene Weisen fasern lisst. Dies ist wirklich der Fall. Um die Faserungen
bequemer darstellen zu konnen, deformieren wir den Wiirfel, zu dem der Qua-

ternionenraum aufgeschnitten ist, in einen Zylinder, in dem Grund- und Dach-

s T .. . .
fliche, um b verschraubt (etwa vermoge einer Rechtsschraubung) einander zu-

geordnet sind, withrend der Mantel des Zylinders durch vier Mantellinien in vier

Seitenflichen zerlegt wird, von denen je zwei gegeniiberliegende, ebenfalls um

T .. . . .
, vermdge einer Rechtsschranbung gegeneinander verschraubt, zugeordnet sind

(Fig. 16). Bei der Zuordnung werden die Seitenflichen deformiert, sodass eine
Mantellinie in einen Viertelkreis der Grund bezw. Dachfliiche iibergeht. = Denkt
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man sich die Grundfliche des Zylinders durch eine stetige Linksschraubung
um den Gesamtwinkel ;j in die Dachfliche iibergefiihrt, so beschreibt jeder Punkt

der Grundfliche eine Schraubenlinie, inshesondere der Mittelpunkt der Grund-
fliche die Zylinderachse. Diese Schraubenlinien bilden die erste Faserung des
Quaternionenraums. Fs gibt drei zweifache Ausnahmefasern, die eine ist die
Achse, die beiden anderen sind die Diagonalen der paarweise zugeordneten Sei-
tenfliichen.

Die zweite Faserung geht aus dieser ersten durch Spiegelung an einer durch
die Achse gehenden Ebene hervor, wird also von Rechtsschraubenlinien gebil-

det. Ausnahmefasern treten nicht auf (Fig. 17).

5_..-]1--.. 2

Dass die beiden Zerlegungsflichen wirklich ver-
schieden sind, sieht man daran, dass im ersten
Falle sich die Fasern gleichmissig orientieren lassen,
was im zweiten Falle nicht moglich ist. Nach Satz g
ist also die Zerlegungsfliche der ersten Faserung
die Kugel, die der zweiten die projektive Ebene.
Das kann man auch direkt bestdtigen. Im ersten
Falle kann man als Zerlegungsfliiche einen Halb-
kreis der Grundfliche ansehen, in welchem die be-

I
grenzenden Radien und Viertelkreise einander zu-
geordnet sind. Im ‘andern Falle ist es die ganze P % S
Grundfliche, in der Diametralpunkte des Randes Fig. 17.

zu 1dentifizieren sind.

Anhang: Verzweigte Uberlagerungen.
1. Definition der verzweigten Uberlagerung.

Zwei euklidische Kugeln £ und E vom Radius 1 seien auf Polarkoordina-
ten bezogen: ¢ geographische Linge, & Polhohe und ¢ Radius sind die Koordi-
naten von K,

T
o=ep<z2x, —

[\N]

und durch Cirkumflexe mégen die Koordinaten von F bezeichnet sein. Wir
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nennen E eine p-fache verzweigte Uberlagerung von E, wenn E und E durch
folgende Abbildungsfunktionen auf einander bezogen sind:

=29, @=pp (mod2n) (p > 1).

e=e
Den Durchmesser zwischen Siidpol und Nordpol bezeichnen wir in & sowohl wie
in E als Verzweigungsachse. Sind K und K hombomorphe Bilder von E und
E, so ist K auf dem Umwege iiber E und E auf K eindeutig und stetig abge-
bildet. Wir nennen dann auch K eine p-fache verzweigte Uberlagerung von K
und die Linien in K bezw. K, die bei der topologischen Abbildung auf E bezw.
E in die Verzweigungsachsen von FE und E iibergehen, heissen die Verzwei-
gungsachsen von K bezw. K. Ist K auf K topologisch abgebildet, so sprechen
wir auch von einer unverzweigten U berlagerung von K durch K.

In einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit M mdgen endlich viele ge-
schlossene Kurven £, ....k. liegen, die wir Knoten nennen und die folgende
Eigenschaft haben: Zu jedem Punkt P eines Knotens %; gibt es eine Umgebung
Up in M, die ausser mit &; mit keinem anderen Knoten Punkte gemeinsam hat
und die sich auf das Innere einer euklidischen Vollkugel topologisch so abbilden
lasst, dass die Punkte, die k; mit Up gemeinsam hat, einen Durchmesser dieser
Vollkugel ausmachen. Up heisse dann eine normale Umgebung von P und das
Stiick von £4;, das zu Up gehort, der Durchmesser von Up. Liegt P nicht auf
einem Knoten, so verstehen wir unter einer normalen Umgebung jede Umgebung,
die hom6omorph dem Innern einer Vollkugel ist und mit keinem Knoten Punkte
gemeinsam hat. Unter einem zuldssigen Wege in M verstehen wir das eindeu-
tige, stetige Bild einer gerichteten Strecke, von der hochstens der Endpunkt
gich in einen Knotenpunkt abbildet.

Sei M eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit, die auf M vermoge einer
eindeutigen und stetigen Abbildung U abgebildet ist. Wir sagen, der Punkt P
von M liegt iiber dem Punkt P von M und P ist der Spurpunkt von P, wenn
P durch %A in P ibergeht. Ein zulidssiger Weg in I ist ein Weg, der sich
durch % in einen zulissigen Weg von M abbildet. M heisst eine verzweigte
Uberlagerung von M mit den Verzweigungslinien %,, ... k., wenn Folgendes zu-
trifft (vgl. auch S. 194):

I. Uber jedem Punkt P von M liegt mindestens ein Punkt P von M.

II. Sind 131, P,, ... die simtlichen iiber P liegenden Punkte, so gibt es
eine normale Umgebung Up in M und Umgebungen Up, Up, ... in M, die alle
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iitber Up liegenden Punkte erschopfen und noch folgende Eigenschaft haben:
a) Ist P Knotenpunkt, so wird Up von Up, verzweigt oder unverzweigt iiberlagert,
wobei der Durchmesser von Up Verzweigungslinie wird. b) Ist P kein Knoten-
Punkt, so ist die Abbildung A von Up, auf Up topologiéch.

Neben M betrachten wir die offene Teilmannigfaltigkeit N, die aus M durch
Fortlassen aller Knotenpunkte hervorgeht, neben B3/ die Teilmannigfaltigkeit N
von ]l~[, aus der alle sich in Knotenpunkte abbildenden Punkte entfernt sind.
Dann gelten die folgenden Sitze, die wir ohne Beweis anfiihren:

I. N wird unverzweigt von N itberlagert (§ o).

2. Ist P=P(i), o=t =1, ein zuliissiger Weg in M, der von einem Punkt
P(0) nach einem Punkt P(1) fithrt, und ist P (o) ein iiber P(0) liegender Punkt,
so gibt es genau einen von P (o) auslaufenden Weg P(#) in M der Art, dass
P(f) itber P(f) liegt.

3. Ist w ein geschlossener Weg von N und ist der entsprechende Weg
von N in einen Punkt deformierbar, so ist auch # in N in einen Punkt de-

formierbar.

4. Liegen fiiber einem Punkt von N genau = Punkte, so liegen iiber
jedem Punkt von N genau n Punkte (n-blittrige Uberlagerung).

2. Die Untergruppe $ der Fundamentalgruppe 3.

& sei die Fundamentalgruppe von N, % die von N. Wiihlt man den An-
fangspunkt O fiir die geschlossenen Wege in N iiber dem Anfangspunkt O der
geschlossenen Wege in N, so bildet sich eine Klasse ineinander deformierbarer
Wege von N in eine ebensolche Klasse von N ab. § wird damit isomorph
auf eine Untergruppe © von & bezogen. $ wird die zur gegebenen Uberlagerung
gehorige Untergruppe von § genannt. Freilich ist dabei zu bedenken, dass §
noch von der Auswahl des iiber O gelegenen Anfangspunktes 0 abhiingt; diesen
denken wir uns ein fiir allemal festgewiihlt. (Ubergang zu einem anderen der
iiber O liegenden Punkte wiirde Ubergang von © zu einer ihnlichen (konjugier-
ten) Untergrnppe von § bedeuten.) Ein. geschlossener, von O ausgehender Weg
in N gehort dann und nur dann zu 9, wenn der dariiber liegende, vom Punkt
0 ausgehende Weg in N geschlossen ist. Zerlegt man & in die Restklassen
nach 9,

F=D+0F, +HF; + -,

30—32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 21 décembre 1932.
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so lassen sich diese Restklassen umkehrbar eindeutig den iiber O liegenden Punk-
ten folgendermassen zuordnen: Man wiihle einen Weg w aus der Restklasse £ I';
aus und konstruiere den dariiber liegenden von 0 ausgehenden Weg . Sein
Endpunkt ist der der Restklasse © F; entsprechende Punkt. Die Zuordnung ist
offenbar unabhiingig von der Auswahl des Grundweges w innerhalb der Rest-
klasse § F;. Ist insbesondere die Uberlagerung von N durch N endlichblittrig,
so ist die Blitterzahl hiernach gleich dem Index von § in §.

3. FEindeutige Bestimmheit von M dureh $.

Es ist fiir die folgende Betrachtung zweckmiissig, sich auf ein bestimmtes
Umgebungensystem des Uberlagerungsraumes zu beschriinken. Im Uberlagerungs-
raum gibt es zu jedem Punkt eine Kugelumgebung, die eine normale Umge-
bung des Grundraumes verzweigt oder unverzweigt iiberlagert. Als Umgebungen
eines Punktes P im Uberlagerungsraum betrachten wir nun nur alle zu einer
solchen Kugel konzentrischen (kleineren) Kugeln, deren jede ebenfalls eine nor-
male Umgebung des Spurpunktes P verzweigt oder unverzweigt iiberlagert. Diese
konzentrischen Kugeln, gebildet fiir alle Punkte des Uberlagerungsraumes, machen
ein Umgebungensystem aus, das dem Umgebungensystem aller offenen Mengen
des Uberlagerungsraumes iiquivalent ist.

Sind Il~[1 und JIQ zwel verzweigte Uberlagerungen von M, zu denen dieselbe
Untergruppe § von § gehort, so sind sie homéomorph, genauer lassen sie sich so
topologisch aufeinander abbilden, dass entsprechende Punkte den gleichen Spurpunkt
wn M haben. Der Blldpunkt P, eines Punktes P, von M, wird in M, dadurch
erhalten, dass man P, auf irgend  einem Aulass1gen Wege @; mit 0, verbindet
und iiber dem Spurwege a von @, in M den von 0, ausgehenden Uberlaoerungs
weg in ﬂI zieht; sein Endpunkt ist P,. Der Punkt Pg ist durch P1 eindeutig
bestimmt und hingt nicht von der Wabl des Verbmduugsweo'es d, ab. Liegt
nimlich P, nicht iiber einem Knotenpunkt und ist b, ein zweiter Verbindungs-
weg von P1 mit 01, so ist der Weg ulbl !in III1 geschlossen, sein Spurweg in
M ist also in der Untergruppe $ von § enthalten, und da zu M2 dieselbe Un-
tergruppe gehort, ist auch der Uberlagerungsweg a, Z;l im Mg geschlossen; man
gelangt also von 62 auf @ zum selben Endpunkt wie auf 52. Liegt aber 13]
itber einem Knotenpunkt, so deformiert man den Weg 4, b" innerhalb einer be-
liebig kleinen Kugelumgebung {/ von P1 in einen zulidssigen Weg und zwar

folgendermassen: Man wiblt auf &, kurz vor 131 einen Punkt 21, sodass die
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Strecke f_fl 131 auf 4, ganz zu ffl gehort, ebenso auf 171 einen Punkt El kurz
vor P, und verbindet A, mit 1§1 durch einen Weg v, der ganz innerhalb U, verliuft
und die Punkte der Verzweigungsachse der Kugelumgebung vermeidet. Die entspre-
chende Ablésung kann man im Grundraum M vornehmen. Die Kudelumgebung
U1 bildet sich in eine normale Umgebung ab, die Punkte A1 und B in zwei
auf @ und b kurz vor P gelegene Punkte, und der abgeloste Spurweg gehort als
Bild eines zuldssigen geschlossenen Weges in Z;[1 zu . Da man die Umgebung
U, beliebig klein wihlen kann, so lisst sich also der Weg ab~! innerhalb jeder
beliebig kleinen normalen Umgebuna von P in einen Weg von § ablosen. An-
genommen, @, und b fithren von O zu verschiedenen Endpunkten P2 und QZ,
80 kann man zwei punktfremde Kugelumgebungen U2 und V2 von P2 und Q2
angeben. Die entsprechenden normalen Bildumgebungen U und V von P in M
baben eine Umgebung W gemeinsam, innerhalb deren man die Ablosung des
Weges ab~' vornimmt. Ubertriigt man nun den Weg @ von O bis 4 in den
Uberlagerungsraum JIIQ, so erhilt man einen Weg, der von 62 nach einem Punkt
A, fihrt. Liuft man von A weiter auf v nach B, so gelangt man in M, nach
einem Punkt ]§2, der zu 572 gehort. Léuft man anderseits von O auf & nach B,
so fiihrt der dariiberliegende Weg in ]IIZ von O, nach einem Punkt von f/g.
Dieser Punkt muss aber, da der abgeloste Weg ab~! zu  gehort, mit B, iiber-
einstimmen. Es konnen also die Umgebungen (72 und 172 nicht punktfremd
sein, und daher muss Qg mit I~’2 zusammenfallen.

Damit ist gezeigt, dass die konstruierte Abbildung von ]1[1 auf J~l[2 umkehz-
bar eindeutig ist. Um zu zeigen, dass sie topologisch ist, muss man zu einer
vorgegebenen Umgebung ffl von 131 eine Umgebung ifg des Bildpunktes j’g an-
geben, die bei der eineindeutigen Abbildung in eine Teilmenge von E’, iibergeht.
Ist U, die normale Umgebung von P in M, die von f'] verzweigt oder unver-
zweigt uberlagert wird und a ein Weg von O nach P, dem in M ein 'Weg von
01 nach P1 entspricht, so fiihrt jeder Weg von O nach einem Punkt P’ von U,
der mit ¢ bis zu einem Punkt A kurz vor P iibereinstimmt und dann ganz in
U, bleibt, in JV[1 von (51 nach einem Punkt von I~I1. Man wihle nun. als l72
eine Kugelumgebung, die sich in eine normale Teilumgebung U, von U, abbil-
det. Der iiber a liegende in 02 beginnende Weg @, fiihrt nach f’g, und man
kann ]eden Punkt P2 von U erreichen auf einem Wege, der mit @, bis kurz
vor P, iibereinstimmt und dann ganz in U verliuft. Im Grundraum gehort
dieser Weg zu den zuvor erwihnten Wegen von ( nach einem Punkt P’. Ihm
entspricht daher in ]l~[1 ein Weg von 0, nach einem Punkt von U, Die Ab-
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bildung von M, auf 3, ist also stetig, und da man dieselbe Uberlegung in
Richtung von Zf/[l auf Jflg vornehmen kann, ist sie topologisch.

Hiermit ist die eindeutige Bestimmtheit der .'Uberlagerung M von M durch
die Untergruppe $ bewiesen. Die Existenz einer Uberlagerung Zl~[, zu der
eine vorgegebene Untergruppe $ von endlichem Index gehort, lisst sich ebenso
nachweisen. Wir unterdriicken den Beweis, da wir im Text von den Uber-

lagerungsmannigfaltigkeiten ausgehen.

4. Reguliire Uberlagerungen.

Eine Deckbewegung von 3 ist eine topologische Selbstabbildung, bei der
jeder Punkt P iiber seinem Spurpunkt P liegen bleibt. Sind 1, 2, ... die iiber
O liegenden Punkte (O mége mit 1 zusammenfallen), so ist eine Decktransforma-
tion D vollkommen bestimmt, wenn man weiss, in welchen Punkt ¢ sie den
Punkt 1 iiberfiihrt. Ist niimlich P ein beliebiger Punkt von M, so verbinde man
ihn mit 1 durch einen zulissigen Weg . w, geht bei der Deckbewegung in
einen von z ausgehenden Weg 4, iiber, der iiber dem gleichen Weg w von M
liegt wie ,. Dann ist aber w; eindeutig durch seinen Anfangspunkt ¢ und w
bestimmt. Der Bildpunkt von P ist also der eindeutig bestimmte Endpunkt von
w;. Die Gesamtheit der Deckbewegungen, die M zulisst, bildet offenbar eine
Gruppe, die Deckbewequngsgruppe. Gibt es nach Auswahl eines beliebigen Punktes
¢ immer (genau) eine Deckbewegung, die den Punkt 1 in ¢ iberfiihrt, so heisst
die Uberlagerung reguldr.

Ist M reguliire Uberlagerung von M, so ist die zu i gehorige Untergruppe
$ invariant in § enthalten. Ist nimlich « ein Weg aus 9, ¢ ein beliebiger Weg
aus §, so ist der iiber twt—! liegende im Punkte 1 begonnene Weg in I ge-
schlossen. Man durchliuft zuniichst in 1 beginnend den iber ¢ liegenden Weg
t bis zum Punkt 7, dann den iiber w liegenden Weg ;, der nach ¢ zuriickfithrt,
da w; aus dem iiber w liegenden, von 1 ausgehenden geschlossenen Wege w,
durch eine Deckbewegung hervorgeht, schliesslich liuft man von z auf dem Wege
£~' nach 1 zuriick. fw ¢! ist also wieder ein Weg aus 9, d.h. 9 ist invariante
Untergrippe von 3.

Die Deckbewegungsgruppe T ist 1-tsomorph zur Quotientengruppe F/$H. Wir
haben gesehen, dass die Restklassen der Zerlegung § =9 + HFo+ HF, + -
umkehrbar eindeutig den Punkten 1, 2, ... entsprechen: ¢ ——  F;. Anderseits

. gehort zu 2 die Deckbewegung D;, die 1 in ¢ iiberfithrt, sodass man eine Zuordnung
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hat. Sind nun w;, w; Wege aus $ F; bezw. H Fj, so filhren die in 1 beginnen-
den Wege w;, {vj nach ¢ bezw. j; der iiber w;uw; liegende, in 1 beginnende Weg
wird also erhalten, wenn man erst ; von 1 bis ¢, dann den Weg w; durchliuft,
der aus w; durch die Deckbewegung D); entsteht. Der Endpunkt von 7 w;; ist also
derselbe Punkt x, in den 1 iibergeht, wenn man erst D); und dann D; ausiibt.
Es ist also einerseits D,= D;D; (erst Dj;, dann D), anderseits fiithrt der iiber
wiw; liegende Weg von 1 nach x, d.h. w;w; gehort der Restklasse  F, an, w;w;
liegt aber in der Restklasse  F;- HF;. Die Zuordnung (1) ist also isomorph,
denn sie ordnet dem Produkt D; D; = D, das Produkt HF;- O F;= D F, zu.

5. Hilfssatz iiber verzweigte Uberlagerungen der Hypersphiire mit abelscher
Deckbewegungsgruppe.

M sei die Hypersphidre mit den Knoten £, ... % und I eine regulire
endlichbliittrige verzweigte Uberlagerung mit abelscher Deckbewegungsgruppe
der Ordnung g==¢,...a. Ist C; ein kleiner Kreis, der %; gerade einmal um-
schlingt, so seien die iiber Cf liegenden Wege von b7 geschlossen.?® Dann folgt:

Ein Weg w von M, der iiber einem die Knoten nicht treffenden geschlossenen
Wege w von M liegt, ist dann und nur dann geschlossen, wenn fiir jedes ¢ die
Verschlingungszahl 3; von w mit k; durch «; tedlbar ¢st. Da hiernach die zu M
gehorige Untergruppe © von & festliegt, so gibt es nach Nr. 3 nur eine Uber-
lagerung M mit der obigen Kigenschaft.

Beweis: Jeder Weg von § liegt in einer bestimmten Restklasse von £ in §.
Ein nullhomologer Weg w aus § gehort immer zu . Er ist nidmlich Produkt
von Kommutatoren, und jeder Kommutator von § liegt in 9, da F/H abelsch
ist. Damit liegen je zwei homologe Wege aus & in derselben Restklasse. Nun
ist die Homologiegruppe von N die freie Abelsche Gruppe mit den Erzeugenden
O, ... C. Jeder geschlossene Weg w von XN ist also homolog einer linearen

Kombination Z/z C;, worin yz; die eindeutig bestimmte Verschlingungszahl von
=1
w mit %; darstellt (bei richtiger Orientierung von %;). Insbesondere ist w dann

und nur dann nullhomolog in N, wenn alle seine Verschlingungszahlen verschwin-

** Es gentigt zu verlangen, dass es wenigstens einen iiber C;7 liegenden geschlossenen Weg

gibt, wegen der Regularitit der Uberlagerung sind dann alle anderen ebenfalls geschlossen.
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den. Wir konnen also sagen: Wege aus § mit denselben Verschlingungszahlen
% Hegen in derselben Restklasse von O in §. Die Wege (; gehen im allgemei-
nen noch nicht von O aus und gehdren daher nicht zu ; deshalb verbinden wir
O mit einem Punkt von C; durch einen zulissigen Weg v; und gewinnen in
v; Civ; ! einen Weg ¢; von §, der in N homolog C; ist und dessen ate Potenz
zu §) gehort. ¢% hat aber mit 4 die Verschlingungszahl e;, mit allen iibrigen
Knoten die Verschlingungszahl o. Infolgedessen gehéren alle Wege von 3,
deren Verschlingungszahl y; durch «; teilbar ist (fiir jedes ¢) zu . Zwei Wege
w und w’, deren simtliche » Verschlingungszahlen kongruent sind:

Li = zlf’ (mod (1[) (i:I.' e Z)

liegen daher in derselben Restklasse von § in §. Da es im ganzen ¢, ... a,
inkongruente Systeme von Verschlingungszahlen gibt, und ebensoviele Restklas-
sen, so erfillen die simtlichen Wege von 3§, deren Verschlingungszahlen'mit den
Knoten %, ...k, Stick fiir Stiick einander kongruent sind, eine Restklasse von
9 in §. Insbesondere besteht § selbst aus der Gesamtheit der Wege, deren
Verschlingungszahlen y,, ... zx durch «,, bezw. «,, ... bezw. a, teilbar sind. Der
Satz ist also richtig fir die von O ausgehenden Wege w. Dann gilt er aber
auch fiir die iibrigen Wege, denn man kann jeden Weg w aus N ohne Uber-
schreitung der Knoten in einen durch O gehenden Weg deformieren, und dabei
indert sich weder seine Verschlingungszahl mit #; noch seine Eigenschaft, Spur-
weg eines im Uberlagerungsraum geschlossenen Weges zu sein.



