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UBER GEWISSE TRINOMISCHE KOMPLEXE ZAHLEN 

V O N  

K. S C H W E R I N G  
i n  C O E S F E L D .  

Seien p und 2 irgend zwei reelle ungerade Primzahlen, x eine Wurzel 
der Gleiehung 

~ P ~ - ~  I~ 

eine solehe der Gleiehung 

wo aber x----- I u n d  ~---- I ausgesehlossen werden soil und 

io ---- 2n,~ + i. 

Ferner mSge g eine primitive Wurzel (mod p) sein. Setzen wir dann 

(~, x) = x + ~ .x  ~ + ~ .  J + ~3.z~3 + . . .  + ~-~.x~,-~,  

so ist die yon C. G. J. JACOBI eingeftlhrte r dureh die Glei- 
ehung gegeben: 

Mit der Theorie dieser r haben sieh die hervorragendsten Ma- 
thematiker besehaftigt. Insbesondere hat sehon JAcom gezeigt, dass sieh 

die Anzahl der wirklieh versehiedenen r stets auf 2 (in runder Zahl) 

redueiren lasse, und Herr L. KI~O~CKEa hat in einem sehr interessanten 
Aufsatze Zur Theorie der Abel'schen Gleichungen ( J o u r n a l  f a r  die re ine  
und a n g e w a n d t e  M a t h e m a t i k ,  Bd. 93, Seite 338 ft.) bewiesen, dass 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  10, l m p r i m d  le 2 .'Xtai 1887, 
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die Darstellung des Ausdruckes (~, x) ~ dutch Produkte konjugirter ( , - -  
mit gewissen Eigenschaften der trinomischen komplexen Zahl 

~'/ ,~m. ,r,-l(),-- 1 ) I . +  + I = o  

zusqmmenhi~ngt. Diese Untersuehungen KnOXECK~R'S zwingen zur Dar- 
stelhmg der Norm jener komplexen Zahlen, und so trat mir in einem 
hochst interessanten Specialfalle jene in theoretischer und besonders in 
praktischer Beziehung so wiehtige Aufgabe entgegen, die Norm einer tri- 
nomischen koml;lexen Zahl anzugeben. Das blosse mechanische Ausrechnen 
der Norm ist nieht allein zeitraubend, sondern auch von gar geringem 
allgemeineren VorteiI. Ich stellte mir daher dir Aufgabe, ein Verfithren 
zu erm, itteln, welches (lie Norm einer trinomischen komplexen Zahl sehnell und 
sieher zu /inden gesta#et. Die Losung ergab sieh dureh Darstellung der 
Norm als algebraisehe Form. Diese Formen seheinen eine genauere Be- 
achtung zu verdienen, da ihre Koeffieienten viele merkwiirdige Eigen- 
sehaften zeigen und die Zahl der wesentlich versehiedenen Formen in ge- 
nauem Zus:unmenhange mit der dureh L. KROXECKEn gegebenen Zuri;~ek- 
fi'dwung der ~.r,-Funktionen sieh befindet. 

I .  

Sei 2 eine Primzahl und a eine komplexe Wurzel der Gleiehung 
~;'-----x. Wir betrqehten die Zahl z + ~ - - a ~ . l ,  wo v eine der Zahlen 
|, 2, 3, . . . ,  2 - - 2  ist. Wir suehen die Norm dieser Zahl, also: 

.,v(~ + ~ - -  ~ ,+,)  = (.~ + ~ - -  ~v+,)(z + ~ - ~ , . , + , ) . . .  (~ + ~ , - ,  - -  r  ~,,), 

o d o r  
N ( ,  + ~ -  ='~')  = I I ( ~  + ~ " - - ~ " ' + " ) .  (,,=,~ ..... , - , ,  

Zu diesem Zweeke gehen wit naeh der NEWTO~--WAulXC;'sehen Methode 
zu Werke. Wir bilden aus den Potenzsummen der a ~  i Grt~ssen 
- - a ' +  ='~(~+" die Koeffieienten der Gleiehung (2 - -  I) t~'* Grades, deren 
Wuezeln sie sin& Wenn man setzt: 

/,'(=) = a 0 + a ,=  + a , = '  + . . .  + a~._,~ ~- ' ,  
'~r ~rO,- 1) F(a' )  = a  0 + al~" + a ,=  + . . .  + a~._l 



dann ist 

l~ber gewisse t, rin_omisehe komplexe Zahlen. 

~'(=) + F(= ~) + . . .  + F(=', ' ) =  E,,~'(,~') 
1 

und, well I -[- a +  a ~ + . . . +  s  
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E , . F ( ~ ' )  = (a - -  ,)<,o - -  ~, - -  <,~ - - . . .  - -  <,,_, 
1 

= ; , . , 0 -  F(1). 

Wir haben also: 
),--1 

(5) z ~ ' ( ~ , )  = ~ % -  F( , ) .  
1 

Wenden wir diese Schliisse jetzt auf  unsere Potenzsummen an. Die 
Summe dcr h t~ Potenzen ist: 

(2) 

Entwickeln wir 
Wel-deIl: 

J.--I 
E r ( _ _  ~r .~ 0[r('J+l))h 

1 

nach dem binomischen Lehrsatze, so wird das k t~ Glied 

h ( h - -  I) . . .  (h - -  1r + I). a,c,,+,~ ) ( -  I )  h+k 
�9 I , 2 ,  . . k  " 

Wie Formel (i) zeigt, haben wir nun zunachst dasjenige k zu ermitteln, 
fiir welches h q - k ~  teilbar durch 2 wird, denn dieses Glied verdient die 
Bezeiehnung a 0. Da h > k  und h < ) , ,  so hat d ieKongruenz  h -4 -k ,~ - -o  
(rood),) nur eine AuflOsung, es entsteht .nut ein solehes Glied. Zudem ist 
F(~)----o,  da F(u) - - - - - ( - -~  + a"+l) h. Folglich liefert uns (~) folg~,a~n 

Wert :  

(3 )  s,, = ~ . ( - -  ~) "+~.  ~ (~  - ' )  (h - k + , )  
I . 2 . . . k  

wo zu dem gegebenen h das zugeordnete k so zu bestimmen ist, dass wird: 

h + k~ - -  o ( rood ~,), 

(4) 1, > k. 

Zur Auffindung der Zahlenpaare h, k geben wit  nun folgende Vor- 
schrift: ~lan  schreibe alle Zahlen yon I his 2 - - I  nieder. Unter jede 
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schreibe man den kleinsten positiven Rest  der betrel~bmlen mit ~ multiplicirten 

Zahl. Dann  addire man die ~ibereinander stehenden Zahlenpa~u'e. Is t  die 

Summe gr6sser als 2, so verwerfe man das Paar. Ist  die Summe kleiner 

als 2, so hat ,man ein Zahlenpaar 9ewom~e~. Denn die betreffende Zahl 

der ersten Reihe ist l,: und (tie darm~ter ,~tehemle Zahl (let" zweiten Reihe 

gibt yon ), subtrahirt h. 

Beweis. Ist die Zahl der ersten Reihe k, so ist die darunter  ste- 
hende Zahl r.~ der zweiten Reihe so beschaffen, dass r ~  ~,~ (mod 2) und 
zugleich r , ~ + k < 2 .  Dann ist also ) , - - r ~ + k v - - o ( m o d 2 )  undzugle ieh  
2 - - r ~  > 1,. Folglich besitzt 2 ~  r~ 1)eide in (4) angegebenen Eigen- 
schaften der Zahlen h. Man erhMt auch sdmtliche h dutch d~s obige 
Verfahren. Denn h muss gleieh ) , - -J '~  sein, um der Kongruenz 
h + kv----o (rood 2) zu gent'tgen und h > k zieht 2 > r~ + k naeh sieh. 

) , - -  I 
Die Anzahl  der Zahlenpaare h, k ist genau gleieh 2 

Beweis. Zu jedem Zahlenpaare h, k. geh0rt  ein zweites ) , - -  h, ), - -  k, 
welches auch der Kongruenz ), - -  It + ,~(), --/ , ' )  ~ o (rood 2) geni'~gt.. Aber 
der zweiten Bedingung (4) genfigt es nicht. Denn, wenn h > k, so ist 
), ~ h < ) , -  k. Zu jedem ))passenden)) Zahlenpaare h, k geh0rt ein ))nicht 
passendes)). Also ist die Zahl der ))passenden)) die Halfte der samtlichen, 
w. z. b. w. 

Diese Zahlenpaare h, k treten im wesentlichen schon bei E. KUMMER 
auf; sie erscheinen ihm bei Zerlegung der Funktion r  in ihre idealen 
Primfaktoren. Vergl. aueh BACH.~m~XX, die Lehre yon der Kreisteilung, 

(Leipzig, Teubner I872 ) S. 274. 
Gehort zu einem h kein passendes k, so ist a 0 = o, also s h -  o. 

Also: 
Die HCilfte aller auftretenden Potenzsummen hat den We f t  N u l l .  

Z a h l e n b e i s p i e l :  ), = t i ,  ~ = 2. 

19 2, 3, 4,  5, 6, 7, 8,  9, XO, 

2, 4, 6, 8, IO, I, 3, 5, 7, 9" 

k =  I, 2, 3, 6, 7, 

h =  9, 7, 5, Io ,  8.  
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S 1 ----- 82 = 8~ = 84 = 8 G ~ 0 ; 8~ = I I �9 I O ,  87 = - -  I I . 2 I ,  

88 = - -  I I . 8 ~  89 ~ I I .9~  81o ----- 1 1 . 2 1 0 .  

Noch eine wichtige Bemerkung fiber die h, k miissen wir machen. Die 
Summe beliebig vieler h, welche kleiner als ), ist, wird immer wieder 
eine Zahl h und die Summe der zugeh0rigen k ist das zur Summe ge- 
hsrige k. Denn aus 

h a + k l V - - o ,  h~ + k 2 v - - - - o ,  . . . , h , . + k ~ v ~ _ o  ( r o o d 2 ) ,  

h i > k 1 , h~ > k~ , . . . , h,. > k~ 

folgt: 

h I + h 2 + . . .  + h~ + v ( k  I + ~ + . . .  + It,.)----0 (naod ~), 

h 1 + h  2 + . . .  + h , . > k ~  + k  2 + . . .  + k ~ .  

Die Summen erf•llen beide Bedingungen (4), sind also Zahlenpaare aus 
der Reihe der h, k. Hieraus folgt, dass die Summe von Zahlen h, so 

lange sie kleiner als 2 bleibt, niemals zu einem ))nicht passenden)) Zahlen- 

paare flihren kann, also nicht zu einem Zahlenpaare, dessen Sh verschwindet. 

Und eine Zahl h, deren zugeh6riges k die Einheit ist, kann niemals als 
Summe anderer Zahlen h erscheinen. 

B e i s p i e I :  ), = 2 9 ,  v = I I .  

h = 7, IO, 13, 14, 17, 18, 20, 2I, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 

k =  2, 7, I2,  4, 9, I, 14, 6, 19, I I ,  3, 24, 16, 8. 

7 + 7 + 7 = 2 I  

2 + 2 + 2 =  6 

lO + 13 = 2 3 I 

7 + I2 = 19 I' 

7 + 7 27 10 = 2 4 

2 + 2 +  7 = II 

(5) 

w 2. 

Setzen wir jetzt: 

.N(z 4 0 ~  - -  ~'~+1) = Z )'-1 + p ,Z  )~-2 + p2 •  ) ' - 3  + �9 . *  + P ) , - - I '  
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Dann lautet die WAm~'~'schc Formel:  

(6) 
~ ,. 1 )). l+ L .+ . . .+ ) . ,  .;,, 

p ,  = , . ,  - -  . , .  . . . 

Dabci ist die Summation auf  alle Wcrtsystcmc ),~, ),~, . . . ,  ),, zu er- 

strccken, welche dcr Gleichung genOgen: 

(7) i = ~,, + 2),., + . . .  + i),,. 

D i e  ~ �9 WAllI~'Gsche Formel  geh~)rt zu den bekanntesten Gleiehungen der 

Algebra. Man kann ihre Riehtigkeit  folgendermassen darthun.  Sei 

v(~ , )  = (z - -  z ,)( . ,  - -  ~.~) . ... ( . , -  z,,) = z" + p , z " - '  + . . .  + ~,,,. 

Dann ist: 

Nun ist: 

,?,- 

-2) "~' 
Z I Z l I Z'~ I Zt 

l O g  I - -  - -  = 
�9 z 2 z "  3 Z :~ 

h ~h ~.h Daher wird, wenn wir s,, = zl + ..~ + . . .  + ~,, einft'lhren, 

F(z) I I I I I 
og ~ --  s~. s~. �9 

Z 2 Z "z " " h ,  " Sh " Z h . . . .  

also: 
~ ( Z )  , 1 1 1 1 

_ _ . . .  - 7 ,  ~ ' ~  
- - - = e  s ~ . ~ . e - ~ , ~ . ~  . e  

Z n 

F(z) 
Mithin erscheint als Produkt  folgender Faktoren:  

Z u 

I I ~ I I ~ I I ! 3 I 
(h=  !,  2, 3, ...) 

I 
Man erhMt also far  F(z) eine nach Potenzen von - geordnete unendliche 

Z n Z 

Reihe. Multipliciren wit  mit  z", so entsteht links eine ganze Funktion 
von z; also muss die unendliche Reihe die Eigenschaft haben, dass sie 
beim n ten Gliede abbricht,  dass also die Koefficienten der Potenzen mit 
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negativen Exponenten verschwinden. Ordnen wir nach Vollzug der Mul- 
tiplication, so erhalten wit Gleichung (6). 

Diese Herleitung der WA]~Isg'schen Formel hat ausser ihrer Kfirze 
und Einfachheit den Vorteil, dass sic eine Methode angibt, die Koeffici- 
enten p~ hbersichtlich aufzuschreiben. 

Da in unserm Falle die Hrdfte alier s,, Null ist, so ist die Anzahl 
der AuflOsungen der Gleichung (7) eine sehr beschri~nkte. Wir mflssen 
nhmlich, um p~ darzustellen, die Zahl i als Zahl h auffassen und aus 
Zahlen h dutch Addition zusammensetzen. Es handclt sich hier um 
Zahlen, die kleiner als ), sind; und wir haben gesehen, dass die Addition 
solcher Zahlen h, deren Summe auch .kleiner nls ;l ist, immer wieder 
Zahlen derselben Reihe h ergibt. Zur Bildung eines p;, dessen zugehoriges 
s; verschwindet, liefern also nicht verschwindende & keinen Beitrag. Solche 
p~ (i eine ))nicht passende)) Zahl) verschwinden also ebenfalls. Folglich: 

In  N(z + a . - - a  ~+~) ist die eine H(dfte aller Koefficienten der 130- 
tenzen yon z gleich Null. 

Wenn wir zur Bestimmung der einzelnen Koefficienten iibergehen, 
so erscheint es zweckm'~ssig, die Entwicklung nach steigenden Potenzen 
von z vorzunehmen. Man finder folgende Ergebnisse: 

I. Das yon z freie Glied ist 2. Denn setzen wir 

Z ~ ' -  I 
- -  

Z - -  I 
- - ,  + z + z  ~ + . . . + z  ~'-', 

so ist. 
~.--1 ).--.1 

Far die folgenden Satze geben .wir den Beweis an spi~terer Stetle. 
Man bilde den humerus socius von v, n'~mlich # mit der Eigenschaft: 

/~ ~ I (rood 2). 

Dann wird 
2. Des l(oefficient yon z in N(z + ~ - -~ '+ ' )  

) , A - - -  2tt - -  I 

2 
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3- D e r  K o c f f i c i e n t  y o n  z ~ in  N(z + a - - a  ~+~) is t  e n t w e d e r  

o d e r  

)`(2 - -  3,'* - -  ')(), - -  3!' - -  2) 
2 . 3  , w e n n  n & m l i c h  2 # < 2 ;  

)` (2)` - -  3,'z - -  I ) ( 2 ) , -  3,t~ - -  2) 
2 . 3  

, w e n n  2 p > 2 .  

4.  D e r  K o e f f i c i e n t  y o n  z '~ in  N(z + a - - a  '~+~) i s t  

(~) 2()` - -  4!Z - -  I)()` - -  411 - -  2 ) ( ) ,  - -  4 /Z  - -  3) 
2 . 3 . 4  

, w e n n  2 # < ) ` ,  3 p < ) ` .  

(b) 

(c) 

), (2 - -  4/~ - -  i)(2 - -  4/J- - -  2)(2 - -  4,,~ - -  3) + )~(2 - -  3!~ - -  t )(2 - -  3/* - -  2) ,  

2 . 3 . 4  2 . 3  

w e n n  2 p < 2 ,  3 #  > 2 .  

),(22 - -  4,,z - -  ,)(22 - -  4/, - -  2)(2,~ - -  4,,~ - -  3) + ),2( ,~ - -  2/z - -  i ) '  

2 . 3 . 4  8 ' 

w e n n  2 p  > 2,  3 #  < 22.  

(d) 2(3), - -  4,u - -  ')(3). - -  4/~ - -  2)(3). - -  4,,z - -  3 ) ,  w e n n  2 #  > 2, 3/* > 2),. 
2 . 3 . 4  

A u s  d i e s e n - W e r t e n  e r k e n n t  m a n  d e u t l i c h  d e n  C h a r a k t e r  d e r  z u  e r -  

w a r t e n d e n  R e s u l t a t e .  

E s  i s t  

w 

N ( z  J(- ( 2 - - .  r  = . N ( z ~ t  . . . .  1 ql._ ot -~ ,  _ _  i )  

E r s e t z e n  w i r  j e t z t  d i e  E i n h e i t  d u r c h  x u n d  b i l d e n :  

2V(.r - -  r - -  ~ + ' .  4 

Z u  d i e s e m  Z w e c k c  m f i s s e n  w i r  w i e d e r  d i e  P o t e n z s u m m e n  der"  W u r z e l n  

b i l d e n  u n d  d a n n  n a c h  W A R I N G ' S  F o r m e l  v e r f a h r e n .  E s  is t  b i e r  

),--1 

s,, - -  E (~"' + ~,('+'"z)". 
1 ; 'k  
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Entwickeln wir nach dem binomischen Lehrsatze 

65 

F(=) = (r + r 

so wird das allgemeine Glied: 

h(h- -  I ) . . .  (h-- 'k  + I).a~l,+k.Z~:" 
1 . 2 . . . k  

Wie wir in Gleichung (i) gesehen haben, kommt es auf die Bestimmung 
desjenigen k an, welches bewirkt, dass vh + k = o  !rood 2) wird. Wir 
haben schon oben # dutch die Kongruenz eingefahrt: 

(8) #v ~- I (mod 2). 

Es wird also k so zu bestimmen sein, dass die Kongruenz stattfindet: 

(9) h +p]c~_o  (rood2). 

Zugleich muss h > k sein. Damit sind wir denn auf diejenige Norm 
gefahrt, in welcher v durch # ersetzt ist, ni~mlich auf N(z + a -  ot"~+~). 
Nu/~ ist nach Gleichung (i) 

2,-1 
h(h  - ~ ) . . .  (h - ~ + i)z~ _ ~q + zV,.j 

! . 2 . . . k  

Hier bedeuten h, k die zur Norm N(z + a - - a  ,'~+~) gehorigen Zahlenpaare. 
Wenn man nun z dutch ~ z  ersetzt und beiderseits mit ( - - I )  h multi- 
plicirt, so erhalt man: 

'~1 r ( - ~ v ' ' 2 1 -  (l(v+l)r'z)h~ ( - - I )h+k'~h(]b--I ) ' ' ' ( ] t - -k  + I  . 2 . . . k  I ) ] ' ~  ( ~  I -1- z ) a '  

oder mit Erinnerung an Formel (3) 

~. -1 ),--1 
~ , ( -  r + r + ( - ,  + 4" = z, x.(-~ r + r 

Wenn nun nach der WARI•G'schen Formel aus den Potenzsummen 

it--1 

~1,(- r + r 
Acta mathematica. 10. Imprim6 le 2 Mai 1887. 



66 K. Schwering. 

die Gleichung gebildet wird, so erhalt man N ( x  q - a -  a"L+l), welches 
etwa die Form haben mSge: 

N ( x  -F ~ ~ ~,~+T) = x~.-, -F q ,x  ~-~ q- q~.~-3 q_ . . .  + q~_, , .  

oder wie wir von jetzt ab immer schreiben werden: 

(xo) N ( x  + ~ -  ~"+') = x ~-~ + Zq,,x~-~-'; 

wenn aber aus den Potenzsumraen z~]~( - u"-t-a":'+~)Y ' die Gleichung 
gebildet wird, so kommt zu jedem qh noch der Multiplikator z* hinzu. 
Dies ist zweifcllos, wenn q~ nur yon sh einen Beitrag erhMt. Ist dagegen 
]~ auch aus kleineren h durch Addition zusammengesetzt, so muss man 
sich erinnern, dass dann die Summe der zusammenselzenden h die Summe 
der entsprechenden k als k besitzt. Wir haben nun: 

2--1 ).--I 
~'v+ 1)r .)1, ~)" O/* 1 ~" 0if'( '~ + 1 ))h ( i , )  ~,(-~,+ . ,  + ( - ,  + = + ~ z ( -  + 

Links und rechts befinden sich 2 Summanden und deren I t~ 2 re, . . . ~  2 - -  I tr 
Potenzsummen stimmen t'lberein. Bilden wir also nach WARI~(~'S Formel 
die zu beiden gehSrenden Glcichungen, wobei wir auf dcr rechten Seite 
jedem qh den Faktor z L beifi~gen mfissen, so entsteht eine Identitat. Selbst- 
verstandlich muss daf{ir gesorgt werden, dass eine Wurzel der links ent- 
stehenden Gleichung Null sei. Wir erhalten dann links die Grssse: 

(.r--- z + ,)~(~r + ~ ' ~ - - r  z ) ~ : ( ~ - -  ~+' .z)  

oder mit Erinnerung an die Funktion ~(z),  Seite 63: 

Daher die Identitat:  

(,2) (~+ , - - ~ ) N ( x + r 1 6 2  ~ -  ~ =x~+Zq~x~-*z  ~, 

[ # , ~ - ,  (,nod),), h-l-pk-----o (mod2), h > k ! .  

Zu h = ) , - -  I gehSrt k ~ u ;  denn 2 - - I  q - p u ~ o  (rood2) u n d 2 - - I  > v .  

Ersetzcn wir noch z und x dutch z und x_, so wird: 
Y Y 
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Die Summation erstreckt sich auf alle Wertepaare h, k, welche den Be- 
dingungen geni~gen: 

(~ 4) ~ - -  ~ (, .o~ ~), h + #k - o (moo ~,), 1~ > k, 1,, < ~. 

Die Gleichung (i 3) enthdlt ein Hauptresultat unserer Untersuchungen. 
Ersetzen wir noch a durch a .'~, so wird 

( '5)  (x -F y - - z ) N ( x  + ay--at'+'.z) + z ~ - - ! f - - x ~ =  Xqhx~'--h.y"--".Z ~. 

Die qh sind dureh die Gleichung definirt: 

N ( Z  .Of- r _ _  #+1)  = Z )~-1 + Xq,,Z ~,-1-n. 

Ist bei den Summen nichts anderes ausdriicklich bemerkt, so gelten immer 
die Bedingungen (r4). Du si~mtliche q~, den Faktor 2 cnthatten, so kann 
man ihn abtrennen und die arithmetische Form F(x, y, z) Xt,~ Ordnung 
mit drei Variablen durch die Gleichung definiren: 

(,,6) )..F(x, y, Z)= Xqhx"-h.y"-*.z *. 

w  

Nehmen wit in Gleichung (i2) x = -  ,, so wird, wenn man zu- 
gleich z durch - - z  ersetzt, 

( , 7 )  N ( ~  + ~ - -  ~'+') = ~ - ,  + X ( - -  , ? + ~ + ' . q ~ . ~ - ' .  

Anderseits ist: 
lv(~ + ~ - ~ + ' )  = ~,~-' + Zp, ,z  ~-h- ' ,  

h + ku = o (rood 2), h > k. 

Die vorige Summe erstreekte sieh auf die h, k, welche den Bedingungen 
genfigen h + k # ~ o  (modk), h > k .  Nun is, abe, 

- -  k + ~ ( a - -  h) - o ( ,nod ~), a - -  h, > a - -  ~, 
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sobald h + k # ~ o ,  h > k ist. Daher kann man die letzte Summe auch 
so schreiben: 

(18)  i~/(Z A I- g - - ~ t  y+') = Z a'-I + / - . i0 ,_t .~  , 

(h + k~--o, h>k). 
Demnach erhglt man:  

(19) l'~-, = ( - -  '?+'+'.q~. 

Dies ist ein zweites Hauptresultat. Es wird sp'ater fiir die praktisehe Be- 
reehn,tn9 der q yon hervorragender Bedeutung sein. 

blehmen wir in (12) x = z, so wird 

N(z + ~ -  ~'~+'.z) = ~ + Z ~ z  - + ' .  

N ( I  -Jr- a". ~ a ~+~) ----- N(~ -4- ~-- a ~-~') 

Also 

z-Z+1 _}_ ~qhz -h+*+l, 

oder: 

(20) 

Aueh 
dabei 
Sei nun 

(~I) 

Dann ist 

N ( z  + a - -  ~ - ~ )  = z ~-' + Y . q h z - - - '  

hieraus kann man eine der Gleichung (I9) analoge ableiten. Die 
auftretende ist aber praktiseh yon geringerem Nutzen als (19). 

(~  -~- I)  ~ ~ I (,nod),). 

N(z + a - -  a 1'+') = N(z + a s - -  a). Also nach 
formungen: 

(22)  N ( z  n t- a - - ~  r = z z - '  n V ~ . , ( - -  I)n.  q n . z  ~'-l-h. 

Dureh ahnliehe Schlixsse finden wir, da 

(2 - -  p)(), - -  v) ---- x (,nod 2), 

(v + i ) ( ~ -  e -4- ,) ----_1 (rood),), 

(23) N(z + a - - a  ~-~) = z ~-' + IF_.(-- ,)h-'+'qh.z~-'-' 

(24) N(Z + a -  ~-~+') = z ~-' -4- X ( - -  , )"q, .z ' - ' .  

leichten Urn- 
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D;e 6 Xo , - , ,~ ,~  . '~(z + ~ - -  ~."~'), l V ( z  + ~, - -  ~"+') ,  _~'(z + ~ - -  ~',-,~), 
N(z + a - -  =~-"), N(z  + a - -  ~'-'), N(z  + a - -  =~'--+') sind auf  einander 
zariickfi&rbar und k0nnen in einer Berechnung  gefunden werden.  Wol l te  
man  jede selbstrmdig durch  Zahlenpaare  h, k und WARING'S Formel  
bilden,  so warde  man  finden: 

t. N ( z - J r - a ~  ~;"+~) gehSrt  an das Paar  h, k; d. h. 

h -5 #k =_ o (rood ~), h > k. 

2. N(z  " 4 - a - - a  "+1) gehSrt  an ) , - - k ,  ) , - - h ,  

weil  ~--k-f-u(2--h)--o (mod2) 

und , ~ k > ~ h .  

3. N(z  -4- a - -  a ~-") gehSrt  an ~ ~ h -k- k,  k,  

well 2--h-I-k-i- (2 - -# - -  ~)k--o (mod2) 

und 2--h-4-k>k.  

4. N(z-4-  a - - a  ~-~) gehSrt  an ) t - - h  + k, 2 - - h ,  

weil  2 - - h - l - k A -  ( 2 ~ - -  ~ ) (2 - -  h) -- o (rood2) 

und  2 - - h  A- k > ,~---h.  

5. N(z "4- a ~ a r gehi)rt an h, h - -  k, 

,veil h q- ( ~ - -  , ) (h - -  k) --  o (mod,~) 

und h > h - -  k. 

6. N(z  + a - - a  ~'-~+~) gehsr t  an 2 ~  k, h ~ k, 

weU ~ - -  k + (a - -  ~)(h - -  k) ---- o (rood ~) 

und 2 - - k > h ~ k .  
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Stellen wir ferner die Gleichungen zusammen, welche 
der 6 Funktionen ausdrfmken. 

die Beziehungen 

(:5) 

I'. X(z + ~ -  ,f,+]) 

3. N(z + ~ - -  a'-") 
4" N(z + a--~P'-') 

5" N ( z + = - - : { 9  

6. N(z 

: z a-1 + ~qhz  ~'-l-h, 

= 2 it-1 71- X ( - -  I ) h + I + l q h .  Z k - l ,  

: za-1 + ~qJ,--k--1, 

= :  g ' - 1  -1- X ( - -  I ) h + ' + l . q l , .  Z h - ' - l ,  

= Z ' - 1  7 I- X ( - -  I )hqh �9 Z ) ' - h - 1  , 

+ ~ -  {~'.--~+1) = Z).--1 + Z ( - -  I ) h q h .  Z k- lo  

Dabei ist 

(:6) / I P ~ - - , ,  (/1 -~- I ) ~  I ,  (), - -  /1)(), - -  P ) ~ -  I ,  

(,~ + ~)(~,- ~ + i ) = i  (,.od ~,). 

Zahlenbeispiel. ), = I I ,  /1 = 2,  P =-- 6, $ = 4.  

I. h--~ 5, 7, 8, 9, io]  

k =  3, 2, 7, I, 61 

2. 2 - - k - - 8 ,  9, 4, lO, 51 
z u  N(z + ~--~); 

~h-----  6, 4, 3, 2, I} 

3. 2 - - h  or- k = 9, 6, Io, 3, 71 
z u  N(z + ~--C); 

k =--o, ~ 2, 7, I, 6] 

4. ~ - - h + k = 9 ,  6, *o, 3, 71 
2 - - h =  6, 4, 3, 2, ,I  zu N ( z +  a - - a ~ ) ;  

5. h = 5, 7, 8, 9, Io] 
h - - k - - - -  2, 5, I, 8, 41 zu N ( z +  a - -a ' ) ;  

6. 2 - - k - - - -  8, 9, 4, IO, 51 

h--k----  a, S, ,, 8,41 zu N ( z + a - - ~ ) .  

~ ~ - -  2 .  I I ,  (17 ~ 3 "  I I~ (/,~ ~--- I . I 1~ ~],} ~ ~ I . I I ,  

q lo  ~ I . I I .  
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l )aher hat )nan die Normen: ( a~- - -  - I) 

X(Z  -Jr- o~ - -  (~7) = zlO -JI- I I (  2 z  2 N t- 3 z  -J- z ~ -3 I- I - -  z'~), 

j3~]'(~ _Jr_ 0[ - -  ~9) = , 10  "Jl-- I 1 ( - -  2Z + 3Z 4 "3 I- I - -  Z 7 _31_ Z3), 

N ( z + ~ - - ~ ~ 1 7 6  ~,( 2, + 3 z ' + ~  + z ' - - z ~ ) ,  

N ( z  + ~ - - = ~ )  - -  z '~ + ~ (  2z ~ -  3., ~ + ~, + z + ~), 

-L~*(Z "3 I- ~( - -  =8) = z l 0  "di-- I 1 ( 2Z = - -  3Z -J-- Z 6 --[- I "li-- Y45) �9 

71 

w  

Wir  wollen jetzt i~ber die Anzahl der verschiedenen, nicht auf  ein- 

ander zur(ickfiihrbaren komplexen Zahlen yon der Form z n t- a ~ a  ,'~vj cinige 
Untersuchungen durehfrlhren. 

Fi?v # = I wird ,~ = I; ferner ) , -  ,~ ---- ) , - / ,  --= 2 -  1 und 

2 + I  

Die drei Zahlen z n  t- = - - ~ ,  , q -  ~ = > ' - ' ,  z Jr- ,x~=}~ bilden eine 
&'eigliedrige Gruppe mit Normen, die in einer Bereehnung gefimden 

werden. Dabei ist bemerkenswert,  dass I -  = -  ~--~ immer eine kom- 

plexe Einheit  ist. Denn (vergl. KImXECKm~, de unitatibus eompleJcis, J o u r n a l  

f a r  d i e  r e i n e  u n d  a n g e w a n d t e  N a t h e m a t i k ,  Bd. 93, S. 23) es ist 

I " - -  ~ "31- 2 ~--- I n t'- (Z a 
I + a  

E s  i s t  a l s o  N ( z  21- (~ - -  ~2) = i f['ll? z = - -  i ,  oder Z ( - -  I)"qh = o ,  wenn 

h + k ~ o 0nod 2), h > k. Daraus ergibt sieh die interessante Gleichung: 

(27). , + ~ ( _  ,)~+,(;.-k-,)(a-~-2)...(;.-~+,)2.3...~ = o . . . . .  (~=~,~,', T)>-' 

So ist far ; t =  ix und ) , =  13 beza~ich  

I - - 4 + 7 - - 5 +  I = o ;  I - - 5 +  I 2 - - 1 4 +  7 - - I = o .  
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Scheiden wir die dreigliedrige Gruppe aus, so bleiben fhr 2 yon der 
Form 2 =  6k-{- 5 in der Reihe z, 3, . . . ;  ) , ~  I noeh 6k Zahlen t:tbrig. 
Wir erhalten also N ( z  .if- a ~ a~), welches 3 Normen vertritt und ausser- 
dem 6k Normen, die in k Gruppen zerfallen. Im ganzen finden wir also 

6 Gruppen. Die eine enthalt 3, jede der iabrigen 6 verschiedene 

Normen. Ftir 2 -~  6k q - I  dagegen ist eine Zahl 3 angebbar, so dass 

~2q_ 3-4- I ~ o  (mod2). Dann wird ft~r # = 3 ,  u = ~ ,  2 - - # = 3 ~ q  - i, 
2 - - v  = 3 q -  i ,  ~ = 2 - - 5 ,  2 - - ~ q -  I = 3 - F  i. Folglich erhalten wir 

nur zwei verschiedene Normen in dieser Gruppe, namlieh N(z  . 4 - a ~  a ~'+~) 

-~ + 5 Normen- und N ( z - 4 - a  ~ ~("~+~). Hier erhalten wir also im ganzen 6 

gruppen. Die eine enthMt 3, eine zwelte 2, die rlbrigen je 6 Normen. 
Mit  dieser Grulgpirung der Normen trinomischer komplexer Zahlen be- 

findet sich die Gruplairung der JaeOBfschen ~l,(a) in vollkommenster {)ber- 

einstimmung. Man vergleiehe meinen kleinen Aufsatz im J o u r n a l  f i i r  
die re ine  und  a n g e w a n d t e  M a t h e m a t i k ,  Bd. 93, S. 337. 

An dieser Stelle wollen wir noeh einige Bemerkungen t'lber die qh 
beifiagen. 

I. Sie haben st~mtlich den Faktor 2, weil alle sh den Faktor 2 haben. 
2. Die Kongruenz h q - k # - ~ o  (mod2) liefert fctr k = x den Wert 

h = 2 ~ l  ~. Daraus folgt s ~ _ , ~ = ( ~  x) ~'-~+~.2(2~#). Und da h nieht 
aus kleineren h zusammengesetzt ist, weil k = ~, so folgt 

= ( - -  I):'+'.2; 

Gleichung (x9) liefert daher p>,_~ = 2. In allen diesen Normen ist also, 
wit wir schon oben feststellen konnten, das von z freie Glied 2. Wie 
Gleichung (25 n ~ 5) zeigt, ist in N(z  + a ~ a ~) der Koeffieient yon z :'-~ 

ebenfalls (--~)hq,_,, also gleich 2. Und nun ist in N ( z - [ - ~  ~ a ' ~ )  der 
Koefficient yon z ~-~ ebenfalls 2, da wir nur $ mit # + i zu vertauschen 
haben, um N(z  + a ~ a ~) in N(z  + a -  a :'+~) •berzufnhren. Also: 

In  N ( z - 4 - a  ~ a .'~+1) erscheint unter den Koefficienten qh d r e i m a l  tter 

Wert  2 .  Der Koefficient yon z r'-~ ist ( ~  1)."-~2; der Koefficient yon z: -2 
und das yon z freie Glied sind 2. In N(z + a ~ a  2) tritt 2 nur zwei- 

real auf. 
3- Ahnliche Schlt~sse gelten ft~r k ~ 2. Die Kongruenz h-}- kl~ =_ o (rood 2) 
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liefert h = 2 ~ 2 p ,  wenn 2 # < 2  oder h =  22~2I~  , wenn 2 /~>2 .  Ist 
2 - - 2 #  < 2, also 2 = 2/L + i, so fehlt das betreffende Glied, also ist 
q~-----o. Im Falle h = 2 ~ 2/~ ist f~r Gleichung (7) nur eine Aufl0sung 
vorhanden, also h nicht zusammensetzbar aus kleineren h. Demnach ergibt 
sich unmit te lbar  qh aus sh. Im Falle h =  2 2 ~ 2 / t ,  2# > 2 ist fflr (7) eine 
zweite Aufl6sung vorhanden, namlich 2 ~ #  + ) , ~ #  ~ 22 ~ 2p. Die 
WARING'sehe Formel ist also in diesem Falle zweigliedrig, abet die Aus- 
reehnung ergibt dasselbe Resultat  wie im ersten Falle. Wir  haben das 
Resultat schon zu Ende des w 2 mitgeteilt:  Die ~brigen dort gegebenen 
Werte findet man dutch Betraehtung der Falle k----3, 4. 

w 

Wir  wollen jetzt in einigen einfachen Fallen p---- I, 2, 3 die Normen 
als Reihen darstellen und eine allgemein gtiltige Entwickhmg geben. 

Nach unsern Bezeichnungen ist pv ~ I (rood),), und wir dtirfen v > / t  
voraussetzen. Denn die FMle # =  I, ~ = I;  p = 2 - -  I, v = 2 ~  I 
oder #-----v werden in besonderer Betrachtung erledigt. Die Kongruenz 
h + #k---_--o (rood 2) kann durch folgende Gleiehungen ersetzt werden: 

h ~- ~ ~.-~- i)~ [ 

h+~k----- 2), 
�9 �9 . �9 . . �9 �9 . . | [ "  

I h + pk =/~2 

(h > k) 

Man hat also fiar die r te Reihe h = r 2 - - # k ,  und da h > k ,  so folgt 
(p + i)k < r2. Anderseits ist h < 2, also pk > ( r - -  I)2. Wir erhalten 
also far  die k der r tea Gruppe die Grenzen 

r), > k > ( r - - I ) 2  (29) +--5 

Betrachten wir nun die erste Gruppe genauer. Seien hx, k 1 und h~, k 2 
z~vei derselben angehSrende Paare, so ist h 1 + h 2 + # ( k l  + k~)-----22. 
Also gehsrt  h 1 + h 2 entweder der zweiten Gruppe an oder es ist nicht 
vorhanden. Letzteres wiirde ffir hi + h~ > ), stattfinden. Hieraus folgt, 

A c t a  m a t h e m a f ~ c a .  1 0 .  I m p r i m d  l e  4 M a i  1 8 8 7 .  1 0  
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dass die h der ersten Gruppe nicht aus kleineren h als Summanden zu- 
sammengesetzt sein kSnnen. Mithin gelingt fi'w die erste Gruppe un- 
mittelbar die Bildung yon qh aus sh. Dutch Anwendung von (3) schliessen 
wir daher sofort: In N ( z - + - a -  a'+~) kommt eine Reihe von Glicdern 
F a v o r ,  welche gegeben sind dutch (lie Gleichung: 

-/~ = ) , ( - -  I): '+'Z " - I  "Jl- ) , Z  jr(--- I) L'i+l)'()'-[21;- l)(),--[2/*'--2)...([J~'--/e-l- I).~.,,k--I 
' 2 .  3 . . . k  ~ " 

2, 3 , - . ' ~  E (  
), 

k----- 
[2+ I ]  

Ftxr die zweite Gruppe ksnnten wir zwar einen ahnliehen Ausdruek 
bilden; abet sie wird yon Gliedern der ersten Gruppe beeinflusst und 
zwar nieht in einfach angebbarer Weise. Dieses Ziel erreiehen wir dureh 
eine andere Gruppirung folgendermassen. Wir  beweisen leieht aus (29) 

(30) ~/~ - - r  .3v i) ,~ > 2 . -  k > ( / t  - -  r -'b I ) ~  
[2 / ~ + i  

Daraus entstehen folgende Gruppen: 

(31 ) 

2 ~ > 2 _ k >  2~, 
[2 [ 2 +  I 

3~2 > ) ,__k > 3), 
[2 It-{- I 

[2~ > ) , - - k  > [2;̀  
I ~ / t + I 

Diese Gruppen haben nun die Eigenschaft, dass immer zwei Zahlen 2 - - k  
der s ten und t ten Rcihe in 

ergeben. Man addire nur 
Zahlen h liefern aber, wie 
Bilden wir also: 

~" ~ )' - -  I ) h + ~ + l " ~ -  k 

r2 r2 
- - > ) , ~ k > - -  
11 # + i  

ihrer Summe eine Zahl der (s + t) ~ Reihe 
die 8 te und t t~ Ungleichung. Die ) , - - k  als 

wir in w 4 gesehen haben, N(z + a--a~+~). 

_ _  ( 2 - -  k ) ( 2 - -  k - -  [)  . . .  ( h - - -  k + I ) .z_~,+~ ' 
, . 2 . . . ( ~ - - h )  

; 
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N(Z -Jr" a -  a ~+1) egl+r162 R 
Z),_ 1 ~ ) 

75 

wo R aus dem zu Anfang des w 2 Gesagten als eine unendliehe far 
unser Resultat unwesentliche Reihe klar ist. Daher ist 

( ' )  /~(Z "-~ (~ - -  q v+l) ---- Z]t--1 "4- Z)'--l" 9,1 + z)'-I 9,2 -t-- ~ 9,~ 

+ z~-~(9,3 + 9,19,2 + 69,~) + . . . .  

Die Klammern umschliessen Glieder, deren Zahlen 2 - - k  van 2-, 3-, ...- 
facher Zusammensetzung sind aus kleineren Zahlen 2 - - k .  Die umst~nd- 
lichste gechnung warden die Glieder #-facher Zusammensetzung erfordern. 
Aber far diese Glieder wenden wit Formel (~9) an und erhalten sie so 
unmittelbar. Daher gelangen w i r  zu folgendem Schlussergebniss. 

))Man bilde: 

I )  "h h (h  I ) . . .  (h k + I) Z-  h 
I . 2 . . . k  " 

~)'> h > ~ /~ /~ + ~  ; k = ),r - -  # h  ; 

r=l,2, ..., ~--1) 

y I h(h-- : ) . . . ( h - - k  + :)zk_ 1 
f~ = 2  ,~ 1 . 2 . . . k  ' 

k =  I 2, . . . ,  ; h = 2 - - l ~ k .  

Dann ist: 

(32) ) .N(z  71_ ~ x -  ~t v+l) ~-  z 2-1 --~ fl  + z)'-l" 9'91 .3[_ z ~.-1 9,2 .3f_ 2 9,1 

( , )  ( i i 
+ z~-I 9,3 -t- 9,~9,1 -t-~9,~ + z  ~-1 9,4 +9,~9,1 -t-79,~-t-79,~9,~+~9,~ + . . . ) )  
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Als  Be i sp ie le  t e i l en  w i t  die G l e i c h u n g e n  mi t :  

N(z + ~ - -  ~ )  = z ~-' + it + i t ~  ( a -  k -  O .  ( a -  2k + ~)z~_~ 
2 . . . k  

k =  2, 3, " " ,  z 

~n k(,~__ 2k__ U . . . ( , a ~  3k + i) 
_,V(z + ~ - -  ~ )  = ,~- '  - -  itz + i t ~  2 . . .  k 

2 

n 

-'1- itz:~-~ q" i t Z  (an + k - -  l ) . . .  (3k)Z2._~k 
z . . . ( 2 n +  [ - - 2 k )  

w e n n  it-----6n n t- I. 

N ( z  -}- a - - a  3) = z a - ' - - 2 z  - l - Z ,  ~ a -  2 k -  t)..z...k.(),--3k + , ) (__  x ) ' . z " - '  
2 

n 

..11 - ,;~=n .q_ i t Z  (2n  n t- k ) . . .  (3 k -  t).z~._~k§ 
k 2 . . . ( 2 n - - 2 k +  3) 

w e n n  it = 6n  -1- 5. 

F i i r  # = 3, it = I2n-Jr- I e r h a l t e n  w i r :  

y ( ,  + = _  = , ) =  ,,,-1 + it(f, + ~, + +). 
Hie r  ist :  

/ , l _ _ z  ~ + a - 7 . z ~ +  
2 2 .  3 

(a - -  to)(,~ - -  i l) z 8 -Jr- ( 2 -  I 3 X 2 -  x4 ) (2 -  IS).zll + . . .  

2 . 3 . 4  

,~i = it -Jr- (4n --- 2)(4n - -  3)(4n - -  4) z a jr_ 
2 . 3 . 4  

(4~ - -  3) -. �9 (4n - -  8)Zs 
2 . . . 7  

+ ( 4 n - -  4 ) . .  �9 ( 4 n - -  I2)z9 jr_ . . . 
2 . . .  IO 

//e __~ _ _  (2n Jr- I)Z 2 r- (2n ~ t) ix6n'  + 8on '  - -  2xn - -  3o, z43 + . . .  
I5 

Die  R e i h e  ~ e n t h a l t  d ie  zweifach z u s a m m e n g e s e t z t e n  qh. Das  B i l d u n g s -  

gesetz  is*t n i ch t  e r k e n n b a r ,  u n d  d a r u m  t h u t  m a n  wohl~ an  de r  R e i h e  (32) 

f e s t zuha l t en ,  
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w 

Eine andere  Methode  zur  B e r e e h n u n g  der  qh e rg ib t  sieh folgender-  
massen.  

W e n n  m a n  in G le i ehung  (15) z = x d - Y  setzt, so wi rd :  

�9 ~ ) , - - h  I h - k  (;~ .y  . + y ) ' .  

N e h m e n  w i t  also y = I,  so e rha l t en  wir  die e infaehe Gle iehung :  

(33) (x-Jr- , f - - - x ~ - ] -  ~ -4- Zqhx~--h@ '4-[)~. 

E n t w i e k e l n  wir  nun  rechts  und  l inks naeh Po tenzcn  von x ,  so erha l ten  

wir  Reku r s ions fo rme ln  yon der  Gestal t :  

) ,--  I 
q~-.~ -k- kl.  q~-i = ), 2 

q~-3 + k~.q~_2 + k,(k, - -  l) ( , t - -  ~)( ,~-  2) 
- q ~ . - 1  = )t 1 .2  2 . 3  

Hie r  bedeu t e t  kr das zu h = 2 - - r  gehOrige k,  so dass 

r=_ /~k,., k,,=_ ,~r (rood 2). 

So wird  also ka = ~ ;  k~ = 2~ oder  - -  2 ~ - - ~ ;  k 3 = 3u oder  ~-- 3 ~ - - 2  
oder  = 3 ~ - - 2 ; l ;  u. s. w. 

H i e r n a e h  lassen sieh die Resu l t a te  des w 2 woh l  am einfaehs ten  ab- 

leiten. Verg le ichen  wi r  die h6chsten Exponen ten ,  so e rha l t en  wir  Glei- 
c h u n g e n  v o n d e r  F o r m  

qh, ~-- 2, 

q~, -1- kl .  qh, = 2 i -  I 
2 

--:z~2'(/~ 71- ki(]~1I .--2 I)qh, : ~(~ -- I)(~-- 2) + qh. 
2 . 3  
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Hier  bedeutet k~ das zu h,. gehOrende k und gehorcht der Kongruenz 

k~ -- - -  O" (rood 2), 

so dass k~ ~ 2 - -  $; k~ = 2 - -  25 oder ---- 2 ) , - -  25 ist; u. s. w. 

Man kann auch die Gleichung erhalten 

(34) (.~ + ,)'--~,,~ + ,  + X ( - -  ,)"..,;'. (.," + ,) '- ' . 
Dann erhMt man ein ahnliches System yon Rekursionsformeln. Die erste 

wird 
q,._,, - ( - -  I)" ~'. ),. 

Man sieht, dass so von drei Seiten her dcr Zugang zu den q~ erSffnet 
ist. Und dadurch erhalt  unserc Methode den Charakter vollkommenen 

Absehlusses; denn der Wer t  2 tritt unter  den qj, im allgemeinen an drei 

Stellen auf. 
Da ) , ~ h  entweder gleich flk oder gleieh I ~ - g ) ,  ist, wo g eine 

ganze Zahl bedcutet,  so haben wir noch 

(x + 0; = x" + i + Zq,,x-';'(.,;"~' + ~')', 

oder, wenn wir  x durch a ersetzen, 

(35) (~ + , ) ~ =  -~ + Xq,,(~ "+' + ~")~. 

Da die Gleichung ( 2 - - I )  t'n Grades, welche a bestimmt, irreduktibel  ist, 

so kann man aueh aus der letzten Formel  eine Methode ableiten, welche 

die Werte  der qh finden li~sst. 

w 

Wit  wollen jetzt einige weitere Eigenschaflen unserer Normen aufziihlen. 

Vertauscht man z mit  - - z ,  so fi~hrt Gleichung (I5) zu nachste- 

bender Beziehung: 

(3 6) (x  4-  Y 4 -  z ) N ( x  4 -  ya  4 -  za ~'+~) - -  x ~ - -  y~ - -  z ~ 

= Z ( -  ~)' .q.~-~.v~-' .z  ~. 
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Analog erhalt  man dutch Vertauschung yon a mit  a ~ und y mit z 

(37) (ix + y + z)N(x + yo~ + za ~ ) - x  ~ - y ~  - - z  ~ 
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Andere Formeln erh~lt man ohnc Mohe in ahnlicher Weise und zwar 

(38) (x + y + z ) N ( x  + 7f~ + z~ ~+~) - -  x ~ - -  y~ - -  z ~ 

: Z ( - -  i) k. qh" xl'" yh--k. Zi,--h 

(39) (x + y + z)N(x + y~ + z,2 -~+') - - ~ - - y ~ ' - -  z ~ 

= Z ( - -  ~)~. q,,. x ~ . y~-", z"-", 

(40) (x + y + z ) N ( x  + y~ + za ~-'~) - - x  ~ - -  y ~ - - z  ~ 

= Z ( - -  i )  ~ . q , . .~"--~ .  ~?-".  z ~, 

(4,) (x + y + z) N ( x  + y~ + z~ ~-~) - - -  x ~ - -  y~ - -  z ~ 

= Z ( - -  , )" .  q~. z, ~-~ . y~.  z ~-~. 

Iffehmen wir  x = y ~ z ~ I, so erhalten wir aus einer dieser 6 Formeln  

(4 2 ) 

Es ist also ~ ( - -  x) ~ . qh immer durch 3 teilbar. 
So ist ffir 2 =  I I ,  #----  2 

Z ( - -  I )~ .qh = I I ( 2  2 I - 3 -  I 71- I "71- I) ~--- 6 .  I I .  

Diese Bemerkung ist als l~echnungsprobe nicht ohne Wert.  

Die Gleichung (4 2) zeigt, dass die 6 Normen, welche links ent- 
stehen, wenn man ffir p + I  die Werte  P'3f"I, $, 2 - - / 1 ,  h - - l ; ,  ) , - -~ '31- I  

setzt, identisch sind. Man besti~tigt dies auch durch unmit te lbare  Be- 

t r a c h t u n g  der komplexen Zahl I -{- u -I- ~+1 ohne Milhe. Und hierin 
liegt vielleicht ein Hinweis, wie unsere Untersuchungen ('lber die trino- 
mischen Zahlen hindus verMlgemeinert  werden ksnnten. 

) , - - I  
Fill' N(a 3r u'~-t-a~), wenn 3 3 - - I  (mod)~) erhalten wir nur  

3 
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verschiedene Faktoren.  D e n n a  -4- a ~ q- a ~ ist eine Periode der  Kreisteil- 

ungsgle ichungen.  Bildet  man also nach unserem Ver fahren  die Norm 
N ( I  -4- a ';-~ q- a a~-~) - -  N ( I  -4- a -4- aa+~), so erhdilt man einen volls&~ndigen 

Kubus. So ist ftir a a ~ =  I, N ( I  + a + a  ~)--=- 5 ~ Ist p = 3 ,  so ist 
auch 2 - - u = 3 +  I, ) . ~ $  + t -----3+ 1, wie wir  w 5 g e f u n d e n h a b e n .  

Daher  e rha l ten  wi t  aus (25) drei Ident i ta ten,  welche uns zeigen: 

q,, = ( - -  = ( - -  

falls h + & =  o (mod 2), 5 '  -4- a -F i ~ o  (,nod 2). 

Die dre imal ige  

So wird filr 2 =  3 I ,  (~----- 5: 

qG = qa0 = q2~ ~-~ 3 I �9 I , 

q~l = q2* = ~ q ~ r  = 3 I " 3  ~ ' 

q~2 - - = -  q2.~ = q2~ ~ 3 t . IO , 

ql~ ~ q~8 = q~s = 31 �9 35 , 

Wiederkehr ,  welehe a l lgemein  nur  fi~r 2 stat tf indet ,  t r i t t  

h ier  bei jedem Koeffieienten ein. 

w  

Es sollen jetzt  die Beziehungen der  vor l iegenden Unte r suchungen  zu 

den oben erw~.hnten Forschungen  L. KROSECKER'S darge legt  werden.  

Sei r eine pr imi t ive  Wurze l  (mod 2), so kann  man setzen: 

oder  
p - - - r ' ,  p + i =~a (mod ~), 

m = i n d # ,  1 = i n d ( #  + I). 

Daraus  folgt  leicht:  

- - p = i n d ~ ,  1 - - m = i n d ( ~ +  I); 

- - 7 - -  a t- m = ind (2 ~ p), 2 

2 - - I  

2 

_ _ ) " - X + l ~ i n d ( 2 - - # - -  I), 
2 

- - + l - - m = i n d ( 2 - - ~ - -  t), 

m = i n d  0 , - u ) ;  __)'--x + m _ _ l = i n d ( ~ _ _ 1 ) ,  - - l = i n d ~ ;  
2 

1 = ind (2 - -  r m - -  1 = ind (2 - -  ~ + ~). 
2 
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Hiernach haben wit 6 Exponentenpaare yon 7; und diese 6 Paare  sind 
es, weIche dutch die komplexe Zald 

I - - ~ 1 - ~  7 '' 

(oder die andern 5 entsprechenden) die r 

= r  

charakterisiren. Genau diese 6 Paare zhhlt KROSI,:CKEI~ auf. ( J o u r n a l  

f a r  d ie  r e i n e  u n d  a n g e w a n d t e  M a t h e m a t i k ,  Bd. 93, S. 357.) 
,~'/ e~'m.. ~ ) , - - 1  Wi~hrend also KIIONECKER zeigt, dass die Zahl I - -  ~ + . , ~ - -  - - i  

die r  charakterisirt,  haben wir die Norm der Zahl z + a - - a ~ "  ; 

~ " =  I ins Auge gefasst. (Man beaehte  den Exponenten m, weleher in 
7 "~ und 2 - - i ,  welches in ), t~bergeht.) 

Die einfaehste Beziehung nun, welche zwischen unserer Zahl 2 und 

der yon Kt:O~ECKFA~ betraehteten Primzahl n, die wir p nennen wollen, 
bestehen kann, ist die, dass 

p---- 2 ) , +  , 

genommen wird. Dann mhssen beide Zahlen p und 2 yon der Form 

6n + 5 sein. Demnaeh erhalten wir, wenn wir alle Paare  ,m, 1 bilden, 

p + i nieht auf einander zurfiekffdarbare. Formen wit nun i + * ' - -  *' in 
q 

I + ( - -  I)"~q. ' ' -  ( - -  I)'~', wo ~ = I ist, urn, so erhalten wir eine der 
Zahlen i + ~ ~ =,,.+1 oder I + ~ + ,~,,~-1. Da nun i + 7" -- ~"~ o (rood1)), 

(y ist bier eine primitive Wurzel  der Primzahl p und m u n d  1 bestimmen 
sieh dureh die Kongruenz 7 ' - - i  + i'"' (rood p)) so enthalten die obigen 

komplexen Zahlen einen oder mehrere  Pr imtei ler  von p ;  ihre Norm ist 

durch p oder eine Potenz yon p teilbar. Es gibt also p + ' solcher 6 
Formen trinomiseher komplexer  Zahlen, welche einen (oder mehrere) 
Primtei ler  yon p enthalten. Nun ft',hrt jede Zahl I + a - - :~ : '+ '  zu drei 
im allgemeinen versehiedenen Normen, wie (25) zeigt, n',imlich: 

+ Zqh, , + 
Acta melthematic,~. 10. l m p r i m 6  le 10 M a i  1887. 

h ~ , + Z(--  ,) q,,. 
11 
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ferner  f t ihr t  die Zahl  I + a + a '+1 n u r  zu einer N o r m  

,3 

Also ff ihren die frlr ), v o r h a n d e n e n  ~ seehsgl iedr igen G r u p p e n  z + ~ + a  ,'4~ 

zu 4 .  ~ --6 5 im a l l geme inen  verseh iedenen  Normen .  Die F o r m  z + a_+ ~ 

ist, auszusehliessen.  Ebenso  sehen wir  yon m = %  l =  i ,  welches  zur  F o r m  

2 - -  r fi~hrt, ab und  e rha l t en  also n u r  i~ - -  5 Zahlen,  deren  N o r m e n  dureh  
6 

p te i lbar  sin& Mithin sind un te r  den  i l b e r h a u p t  fiir unsere  F r age  vor- 

h a n d e n e n  4 2 - - 2 0  N o r m e n  2 2 - - 4  oder  in r u n d e r  Zahl  die H~ilfte d u r e h  
6 6 

p te i lbar .  

Ist p = 2). + I und p und ), jedes Primzahl, so ist die HCilfle aller 

nicht auf  einander zur~ickfi~hrbaren Normen N( I  + ~ +_ a ''4 ~); a z ---- I durch 

p teilbar. 

Merkwfi rd iger  Weise haben  die Zahlen  p---- 2 2 +  I des ersten H u n d e r t  

alle die Eigenschaf t ,  dass sich N o r m e n  angeben  lassen, wclche  Potenzen  
p- -1  

yon p sind, also p~'---- N( I  + a 4-_ a"+l); a - T  ----- I. 

Als  Beispiel wahlen  wir  p = 83, also 2 --=- 4 I .  N e h m e n  wir  ~------ 2 

als p r imi t ive  Wurze l  (rood 83) , so e rha l t en  wir  fo lgende  14 Zah lenpaa re  m ,  1 

r e = o ,  I, 72, 2, 27, 73, 8, 3, 62, 28, 4, 56 , 63, 47 

1----i, 72, 2, 27, 73, 8, 3, 62, 28, 24, 55 , 63, 47, 29. 

Die un t e r  e inande r  s tehenden Paa re  gehs ren  zusammen .  Beispielsweise 

---- ~'~ oder  da " - -  a ~ l iefert  m---- 73, 1 8 die Zahl  I + ~ ; 3 _ _ ~  , , - - - - a ,  = x 

ist, die Zahl  ~ -  a "~ - -  a 8, welehe g l e i ehwer t ig  m i t  i + ~ 2 4  a.~a oder  

m i t  x + a - - a  ~ ist, wenn  w i t  n u r  die B e r e e h n u n g  der  N o r m  ins A u g e  

fassen. So e rha l ten  wir  fo lgende  13 Zahlen,  deren N o r m e n  die Pr im-  
I 

zahl 8 3 als F a k t o r  en tha l t en  miissen: 

I + a + a', wo r ~  34, 26, 37;  

I + ~ a ' ,  wo r =  I5,  8, 38 , -"7, 15, 34, 36 , I4,  3 t, 2o. 

2 -  ~ haben wit  ,~n~geschlos.~en; r =  x 5 tritt zufiill ig zweimal  auf. 
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Fiir ), = 4 i erhalten wir folgende Zusammenstel lung:  
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[1 = I~ 2~ 3, 4, 5~ II~ I2  

= I, 21, I4, 3 r, 33, 15, 24 

# + I = 2, 3, 4, ,5, 6, I2,  I3 

,a + I = 2, 2% 15, 32, 34, I6, 25 

~ =  2I, 14, 3 I, 33, 7, 24, 19 

) , - - #  = 40, 39, 38 , 37, 36 , 3o, 29 

; ~ - - v  = 4o, 2o, 27, IO, 8, 26, 17 

) , ~ - [ - I  = 2 I ,  28, II~ 9, 35, I8, 23. 

Die in vertikaler Reihe stehenden Zahlen bilden eine Gruppe; .jede Gruppe 
fiihrt zu 4 Normen N(I  + a + ~:~+'). Schliessen wit die erste Gruppe 
aus, so bleiben 2 4 Normen, deren Hiilfte (i2) durch 83 teilbar ist. Die 
genauere Ausrechnung ergibt, dass die Zahlen I + ~ - - a  '~, i + a - - q .  ~7 

i + a - - u s ,  I + a - -  ~3~, i + a - - a 3 ~  die Norm 571 787 = 8 3 . 8 3 . 8 3  
liefern. Die Zahlen geh0ren der dritten und ft~nften Gruppe an. 

An dieser Stelle erlaube ich mir, die folgenden Worte des Herrn 
L. KnONECKnn aus seinem Aufsatze Zur 1'heorie der Abel'schen Gleichungen: 

J o u r n a l  fi~r M a t h e m a t i k ,  Bd. 93, S. 559 anzuftihren" 

))Dass, wie JAcom vermutet  zu haben scheint, die yon ibm mit 
(a, x) ~" bezeichneten Kreisteilungsausdri~cke stets als Produkte konju- 
girter r  darstellbar sein sollten, ist nach den oben dafor 
gefundenen Bedingungen kaum anzunehmen; denn darnach miisste 
stets eine Zahl m existiren, ftir welche jede der komplexen Zahlen 

I --~ ~ ' k m  ~kind(l+g"); (k=l,3 ..... ).--2) 

wo ~ eine Wurzel  der Gleichung ~-�89 + I = o bedeutet, entwedcr 
eine komplexe Einheit oder aber t in  Produkt  konjugirter alge- 
braischer Primteiler yon ), ist. Ich habe jedoch noch ft~r keinen 
Weft  yon ~ feststellen k~3nnen, dass diese Bedingungen nicht er- 
ffillbar sind, Die erste Primzahl,  welche in dieser Beziehung zur 
Untersuchung geeignet erscheint, ist ~ = 83.)) 
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Ersetzen wit  ), in dieser Dar legung KRONECI,iEI(S dureh p ,  so haben 

wir gesehen, dass sogar 5 vcrschiedene Werte ft'w m angegeben werden 
konnen, welche f~:lr 83 jene Bedingungen  erft'dlen. Dagegen sind sie 

schon far  die n~chste Pr imzahl  89 ~dcht erfi'dlbar, jedoch ftir 97 wieder 

erf~llbar.  Die erste Pr imzahl ,  welche zur weiteren Un te r suchung  ein- 

ladet, dfwfte p----- to7  sein. 

IO. 

Wenden wi t  uns sehliesslieh der  Frage zu, welche Teiler die Normen 

zulassen, so werden wir finden, dass nur' die Pr imzahlen yon der  Form 

1 ' =  ~_m). + I 

in unz~hliger Menge als Teiler yon N ( z  + a - - a  :~+') vorkommen.  Zu 

diesem Resultate ge langen wir leicht au f  dem yon E. KUM.~t~ bei ~thn- 

lichen Unte r suchungen  betretenen Wege. Es besteht ft'w jede Gr~sse x 

die Kongruenz:  

(43) z ) . . .  (:,.--j, + ,) (,,,o,lj,). 

Diese sehr bekannte  Beziehung kann anan wohl am einfachsten du tch  

Einfr~hrung tier pr imi t iven  Wurzel  g und Dars te l lung der Zahlen I, 2, 

. . . ,  p - - ~  (lurch die ihnen kongruenten  Potenzen von g bestatigen. 

Nehmen wir nun  p = 2m2 + n,  x =  z ' +  a -  q p.+l setzen kurz 

so wird 
+ .v(.,), 

(z -I- a - -  a,,.+l),, __ (z -k- a - -  a:'+') -- a" - -  a "e'+*) - -  a + a ''+1 (rood p), 

Bisher land ieh: 

N(I + a - - a  ~~ ~-~ Io7.243589, 
N~  + a - -  a ~ "~ = 1o7. I81579, 
N(I + a -  a ~ = Io7.246769~ 
N ( t  + a -  a~!---- IO7.27773 , 
N ( I  + a - - t z  3"-') = I o 7 . 1 o 7 . 7 1 o 3 .  a ~ s =  I. 

Abet ke,_'ne grinomisehe Zahlform ! + a -  a ,'~+1 hat mehr als zwei versehiedene Prim- 

teiler yon 1o 7 im Bereiehe der 53 s~'" Einheitswurzeln. Daher ist die Darstellung you 

lO7a als Norm einer solehen Zahlform nieht sehr wahrseheinlieh. 
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also 
~X" - -  ~X n(!~+l) - -  ~ 4- ~t '~+1 

~ ( , 8 - ~ ' - 0 t - - ~ ' + l ) ( , 8 - - I  ~ - ~ X - - G ( v ' + l ) . . . ( z - - p ' - ~  I "~-~X--~(TM) ( m o d p ) ,  

mithin: 

(44) N ( r  r - -  ~ + r 

--N(z).N(z-- I ) . . . N ( g - - p  Dr- I) (ID.odl)). 

Diese Kongruenz gilt  allgemein, fc~r jeden Wer t  yon z. Nehmen wir an, 
N(z) enthalte den Teile_r p,  so muss sein 

(45) N(~" - -  r  - -  ~ + ~,"+9 - o (moo p )  

Will man also alle Primzahlen p = 2m), + ~ erhalten, welche als Teiler 
der unendlich vielen Normen N(z + a - - a  '~+') auftreten konnen, so 

braucht  man nur  die linke Seite der Kongruenz ( 4 5 ) z u  bilden. Ft~r 
n =  i gelten diese Schltisse nicht. Pr imzahlen yon der Form p =  2m2 2i-I 

kOnnen daher in unbegrenzter Menge auftreten. Die Indukt ion besti~tigt 

diese Schlt~sse. Fast alle Normen, welche ich berechnet habe, lieferten 
Teller von der Form 2m,~-{-i. Nut  fiir 2----31 traten wiederholt  die 

Divisoren 2 ~ und 53 auf, U m  auch ein Beispiel fi~r )t----6n-I- I neben 
dem obigen zu geben, teile ich die folgende Zusammenstel lung mit. 

2 = 3 1 .  

# = I, 2, 3, 

Y = I~ 16, 2I~ 

~--- I6 ,  2 I ,  

2 ~ p = 3 o, 29, 

2 - -  v = 3o, I 5, 

i ~ - - ~ +  I = 1 6 ,  XI,  24, 

Die erste Gruppe liefert 3 Zahlen, nlt, mlich 

z -a t- a t -  ~ ,  z -a t.- ~ x -  ~x 1G, 

4~ 5~ I I 

8, 25, 17 

8, 25, 26, 13 

28, 27, 26~ 20 

IO, 23, 6, I 4  

7, 6, I9. 

s -~- ~ t -  Ot 3~ 
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Die fon f t e  l iefert  nu r  2 Zahlen:  

z- l -  ~ a  ~ z q- a ~ 2 ~ .  

End!ich geben wir eine Norm:  

~ ( z  q- a m a ~) = z 3o q_ 3x(z 2 ~ _  4 : z  1"~ + 9z 10 q- 91z 1~ q- 466z ~ 

D5~za~ + ~2z ~ q- 77oz s + I x z T D  I73 z5 q- II2Z4 ~ Z 3 - ~  - 5 ~ ' 3  L 7 z +  I). 

Die vier  bTormen ft~r z = x find (vergl. w 9) 

38o69,  46439,  6263, 5953- 

I m  Janua r  x887. 


