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0. Introduction

Soient G un groupe de Lie réductif dans la classe de Harish-Chandra, o une involution
de G, 8 une involution de Cartan de G commutant & o, H un sous-groupe ouvert du
groupe des points fixes de o, K le sous-groupe des points fixes de 8 et D(G/H) 'algébre
des opérateurs différentiels G-invariants sur G/H. Soit ay un sous-espace abélien maximal
du sous-espace des éléments de g anti-invariants par la différentielle de o et celle de 6.
Si P est un sous-groupe parabolique of-stable de G, contenant Ay =expay, on note
P=M}ApNp sa g-décomposition de Langlands ot Mp=M}Ap est le sous-groupe de
Levi #-stable de P et ApC Ay. Soient M, M’ des sous-groupes de Levi f-stables de sous-
groupes paraboliques o6-stables de G. Soit 7 une représentation unitaire de dimension
finie de K. On dispose de la version T-sphérique des fonctions IIj,(A) relativement & M
(voir [6]) et on considere ’espace engendré par leurs combinaisons linéaires quand A varie.
On le note I} (G, M, 7). On introduit méme un espace plus gros ﬁ/'hol(G, M,7) afin d’y
inclure la multiplication des intégrales d’Einsenstein par un polynéme convenable (cf.
[6, proposition 2]). Si F eﬁhol(G , M, ), elle définit en particulier une famille de fonctions
7-sphériques sur G/H, tempérées, D(G/H)-finies, paramétrée par ia};, A—F(A). On
suppose, pour simplifier 'exposé introductif, que ay ne rencontre le centre de g qu’en 0.
Soit T'€ag, régulier par rapport aux racines de ag dans g. On définit SpCG/H par:
k{exp X)H €87 si et seulement si X appartient & I’enveloppe convexe de T sous le groupe
de Weyl de a5, pour k€K, X €ag. On note 1g, 'indicatrice de S7. On prouve, par une
démonstration calquée sur celle d’Arthur [1, théoréme 8.1], que, pour F'€ll}1(G, M', 1),
Pexpression :
OEFAN)= [ 1 @) (FN) (@), F (V) (@) da
G/H

est asymptotique & une fonction analytique en (), '), wT(F, F', A\, X'), quand ||T| tend
vers +oo et T reste dans un cone fermé privé de {0} et contenu dans une chambre de Weyl
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ouverte. La fonction w”(F, F’, X\, \') a une expression explicite en fonction du terme con-
stant de F(X) et F'(X') le long de certains sous-groupes paraboliques. Nous remplagons
l'utilisation par Arthur de la formule de Plancherel par un lemme simple sur les paquets
d’ondes (lemme 9). Lorsque M =M’ et dimay =1, lanalyticité de wT(F,F/, A\, X) se
traduit par les relations de Maass—Selberg (du moins celles qui ne résultent pas d’un trans-
port de structure). Retournant au cas général et utilisant des propriétés d’holomorphie de
F(X), F'(X) et de leurs termes constants, nous donnons une expression de w?(F, F', A, \')
a 'aide de transformées de Fourier d’indicatrices de cones. Ceci nous permet finalement
de donner une expression de l'intégrale sur G/H du produit d’un paquet d’ondes, formé
a partir de F, avec F'()\'). Tous ces résultats ont une traduction pour les intégrales
d’Eisenstein qui sera développée dans [9]. Dans le cas des groupes, notre travail donne
un point de vue nouveau sur certains résultats d’Harish-Chandra [13].

1. Notations. Choix des mesures

On utilise les conventions de [10, §1.1] (par exemple si S est un groupe de Lie, S® désigne
sa composante neutre, e ou eg son élément neutre, etc.).

Soient G un groupe de Lie réductif dans la classe de Harish-Chandra, ¢ une involu-
tion de G, 6 une involution de Cartan de G commutant avec ¢, H un sous-groupe ouvert
du groupe des points fixes de o, K le sous-groupe des points fixes de 8. Soit 5 (resp. q) le
sous-espace propre de la différentielle de 8 (resp. o), notée encore de méme, pour la valeur
propre —1. Si P est un sous-groupe parabolique o8-stable de G, on note Mp ou M son
sous-groupe de Levi stable par o et 6, i.e. Mp=PnNO(P), dite composante de Levi, Np
son radical unipotent et P=M!ApNp sa o-décomposition de Langlands. En particulier
on note G=G'Ag la o-décomposition de Langlands de G. Ici Ag est le sous-groupe de
la composante déployée de G formé des éléments a de celle-ci tels que o(a)=a~!. On
Pappelle composante o-déployée de G. Clairement, si P est un sous-groupe parabolique
of-stable de G, (Mp, 0 a1, 0 011, HNMp) vérifie les mémes hypotheses que (G, 0,0, H),
et de méme en remplagant Mp par M}. On dispose d’une application Hg de G/H dans
ac qui, & gH, associe loga€ag ou g=g'a avec g'€G', ac Ag. Notez que H est contenu
dans G'. De plus, on a:

(G'/H) xag est difféomorphe & G/H par l'application (z,X)+~ (exp X)x (1.1)

On se fixe dans toute la suite de l'article un sous-espace abélien maximal de sNq, ag.
On note My le centralisateur dans G de ag. C'est la composante de Levi d’un sous-
groupe parabolique of-stable minimal. Il admet pour o-décomposition de Langlands
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Mp=MLAy ott Ag=expag. On a G=KMgH. Soit P un sous-groupe parabolique o6-
stable contenant Mg. Alors My est contenu dans M (=Mp) et Ap est contenu dans Ag.
On note X p ’ensemble des racines de ap dans np. On peut aisément définir I'ensemble
des racines réduites, L%, ainsi que 'ensemble Ap des racines simples de £p. On note
af={Xcap|a(X)>0,a€Ap}. Si Q est un sous-groupe parabolique of-stable de G con-
tenant P, on note Ag les éléments de Ap qui sont des racines de ap dans Palgebre
de Lie ng du radical unipotent du sous-groupe parabolique gf-stable PNMg de Mg.
On appelle o-sous-groupe de Levi de G, toute composante de Levi d'un sous-groupe
parabolique of-stable contenant My. Si M est un o-sous-groupe de Levi de G, on note
L(M) I'ensemble des o-sous-groupes de Levi de G contenant M, P(M) 'ensemble des
sous-groupes paraboliques of-stables de G dont la composante de Levi est égale & M,
F(M) I'ensemble des sous-groupes paraboliques c6-stables de G dont la composante de
Levi contient M. Si M =Mg, on notera L au lieu de £L(Mg), etc.

On se fixe dans toute la suite de P’article un ensemble de racines positives, ¥,¢, du
systéme de racines de ay dans la sous-algébre de Lie de g, g°%, formée des points fixes
de of. On note Py (st pour standard) le sous-ensemble de P formé des PEP tels que
I’ensemble des racines de az dans p contienne £,9. Pour ML, on note Ps;(M) (resp.
Fst(M)) Pensemble des éléments de P(M) (resp. F(M)) contenant un élément de Pet.
On ajoutera L en indice supérieur dans tout ce qui préceéde, si on remplace G par un
élément L de L(Mg). Tous les ensembles ci-dessus sont finis, mais contrairement au cas
des groupes, Py n’est pas nécessairement réduit 3 un élément.

On se fixe une forme bilinéaire B sur g, (Ad G)-invariante telle que la forme quadra-
tique sur g, X+ || X||?:=~B(X,0X) soit définie positive. On suppose en outre que B est
invariante par o et 6, coincide avec la forme de Killing sur [g, g] et que le centre 3 de g
est orthogonal & [g,g]. Si M€L, on notera a§; I'orthogonal de ac dans aps pour B. Si
PeP(M), on note 6p la fonction sur M/MNH définie par:

6p(m) =e2er(Hu(m) = e M/MNH,

oll pp €Eap est la demi-somme des racines de ap dans np, comptées avec leurs multiplicités.
La forme B détermine un produit scalaire sur azs, MeL, ce qui détermine une
mesure de Haar sur aps. On munira ia}, de la mesure duale. Précisons cette notion.
Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et dX une mesure de Haar sur E.
Pour f élément de I'espace de Schwartz S(E), on définit sa transformée de Fourier rela-
tivement & dX, f€S(iE*), ot E* est le dual de E, par:

f)= /E f(X)e~ M dx, ANeiE*.
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On identifie 4(iE*)* & E en posant {(X,\))=—()\, X), pour X€FE, A€iE* (car i?=—1).
La mesure duale de dX est la mesure de Haar sur :E*, dA, telle que notant encore -
la transformée de Fourier relativement & d\, de S(iE*) dans S(E), on ait f=f pour
f€S(E). La transformée de Fourier s’étend naturellement aux distributions.

L’espace symétrique ML /MLNH est compact et on le munit d’une mesure M}-
invariante de masse totale 1. Utilisant 'isomorphisme (1.1), en y remplacant G par Mg
et notre choix de mesure sur ag, on en déduit un choix de mesure invariante par Mg sur
Mg /MgNH.

On note Hy au lieu de Hyy,. Si Py€Ps, on note:

(Mg/MgﬂH);o ={m€Mg | a(Hg(m)) 20, QEAPO}.

Si a€Xp,, on note p, sa multiplicité dans 979 et q, sa multiplicité dans sNhdENg. On
définit une fonction Dp, sur Mg /MgNH par:

Dpy(m)= [ lex(He(m) _e-alHam)jpa |galiiam) | g=alHs(m)z.
a€Xp,
si me (Mg/MgNH)}, et Dp,(m)=0 sinon.

On choisit une mesure G-invariante sur G/H, dz, telle que:
f@de= Y / / Dry(m) f(kmH)dkdm, feCo(G/H). (1.2)
G/H Po€Ps: K Mz/MgﬁH

Ici la mesure sur K a été normalisée & 1. Un tel choix est possible d’aprés [11, théo-
réme 2.6]. On remarque que ce choix, joint & notre choix d’une mesure sur ag, conduit &
un choix de mesure sur G'/G*NH, grace & 'isomorphisme (1.1).

Le lemme suivant est obtenu de fagon analogue au lemme 1.1 et au corollaire 1.2
de [1].

LEMME 1. — Soit PoePy et PEF contenant Py. Soit 6>0. Alors:
(i) Il existe des constantes strictement positives, C et ¢, telles que :

| Dpy(m)*/2 =6p(m)"/? Dpyriage (m) /% < Cop, (m)H/2e Mo (™l

pour tout élément m de (Mg /MgNH)}, tel que a(Hy(m)) 26| Ho(m)|| pour o élément
de Ap,—AE,.

(ii) Il existe une constante positive, C’, telle que :

Dp,(m)V/2 < C'8p,(m)"/?, me(Mg/ManNH)E, .



TRONCATURE POUR LES ESPACES SYMETRIQUES REDUCTIFS 45

2. Préliminaires & la troncature

Nous allons rappeler certains résultats de [1, §3], nécessaires dans la suite. La différence
est que nous utilisons des sous-groupes paraboliques c8-stables, mais cela ne change rien,
car les résultats de [1, §3], pourraient étre énoncés seulement 4 l'aide d’un systéme de
racines et de parties paraboliques. Ici le systéme de racines est celii de az dans g.

Soit M<L. Un ensemble de points de apr indexé par PEP(M) :

Y=Yu={Ypeay|PeP(M)}

est dit (G, M)-orthogonal (on devrait dire (¢, G, M)-orthogonal) si et seulement si, pour
tous P, P'€ P(M), o-adjacents (cf. [8, §5.2] pour la définition) dont la fermeture des cham-
bres de Weyl dans aps ont en commun le mur déterminé par o élément de ApN—Ap:,
on a Yp—Yp:=rp p/& pour un réel rp p:. Rappellons que & est la coracine de a€Ap.
Plus précisément si M =My, ¢=2(c, @) la, ol a}y est identifié & ay grice au produit
scalaire sur ag. Maintenant si M est quelconque, P€P(M) et a€Ap (donc simple), on
choisit Fy€P, contenu dans P. Il existe un unique élément de Ap,, 3, tel que Bja,=0.
On note & la projection orthogonale de 3€ag sur ap, qui ne dépend pas du choix de Py.
Pour Y un ensemble (G, M)-orthogonal, on définit :

d(Y) = {inf a(Yp) | PEP(M), a€ Ap}. (2.1)

Si QeF(M), yﬁ::{YpmMQ (:=Yp)|PeP(M), PCQ} est un ensemble (Mg, M)-ortho-
gonal. Si L est un élément de £(M) et Q un élément de P(L), on note Yy la projection
sur az, de Yp, ot P est un élément quelconque de P(M) tel que PCQ. Alors Yy est
indépendant de P et Y, ={Yg|Q€P(L)} est un ensemble (G, L)-orthogonal. On notera
Sum(Y) Penveloppe convexe de la projection de Y sur apr/ac.

Soit T un élément de ay régulier par rapport aux racines de ag dans g. Si PyeP,
soit Tp, 'unique conjugué de T, sous le groupe de Weyl, WS, du systéme de racines
de ap dans g, qui est un élément de af; . Alors {Tp,|Po€P} est un ensemble (G, My)-
orthogonal, qu’on notera simplement 7. On a:

dT)<a(Tp), PeP,aclp.

On notera u(-,T) l'indicatrice de I’ensemble des x€G/H de la forme kmH avec k€K,
mEMg/MgNH tels que la projection de Hy(m) dans ag/ag soit dans Sar, (T).

On note Ap={w,|ac€Ap} la base de (a§)* duale de {&|acAp}. Soit M un
élément de £ et Q un élément de F(M). On note 7o (resp. 7g) l'indicatrice dans
ag de {X€ag|a(X)>0 (resp. 20), a€Ag}, et si PEP(M), on notera wp l'indicatrice
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dans ap de {X€ag|w(X)<0,weAp}. Ici on a prolongé a€Agq (resp. weAp) par 0
sur l'orthogonal de ag (resp. a$;) dans ag. Soit Y un ensemble (G, M)-orthogonal tel
que d() est strictement positif, ce qui veut dire que chaque Yp appartient & a‘;. Alors
d’apres [1, lemme 3.1], on a:

Pour tout PeP(M),

SM(JJ)ﬂa;={X€u1+,|w(X~Yp)<O,weAp}. (2.2)

712 +
On pose, pour tout élément Y de a7,

Tp(X, Y) =Tp(X)(pp(X—Yp), Xecagy,

(2.3)
et de méme en remplacant 7p par Tp.

Soit PEP(M), Sp,Tpeaf. Soit Qe F(M) avec PCQ. On note Sg (resp. Tq) la projec-
tion orthogonale de Sp (resp. Tp) sur ag. On note:

(pg:=<pMan, Tg:=TMQnP, f,?::fMan, (2.4)

ol les seconds membres sont définis en remplagant G par Mg.
Alors, d’aprés [1, lemme 3.2 et (3.14)], nous avons les propriétés suivantes, pour
Sp,Tpe a}t :

7p(X,Sp+Tp)= Y 7P(X,8p)7q(X-50,Tq), X€ag, (2.5)

QEF(M)
PCcQ

ep(X—-Sp)= > @R(X)1e(X,S), Xecas. (2.6)

QEeF(M)
PCQ

3. Fonctions II;

On utilise les notations habituelles :
=enh+i(snh), s?=sng+i(kNg), g?=ei4+s%

On note o (resp. %) la restriction 4 g¢ du prolongement C-linéaire de 6 (resp. o) a gc-
On choisit un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie g¢, pour lequel le sous-groupe
analytique d’algébre de Lie £¢, K¢, est un sous-groupe compact maximal et 6¢ est une
involution de Cartan. Un sous-espace abélien maximal a? de s¢, stable par o? et tel que



TRONCATURE POUR LES ESPACES SYMETRIQUES REDUCTIFS 47

ug:zadﬁsﬂq est contenu dans ag, sera dit sous-espace de Cartan standard de s?. On
notera ad:=a?Ni(¢Nq). On notera parfois a au lieu de al. Si a? est un sous-espace de
Cartan standard de 5%, on note W, le groupe de Weyl de (g2, a%) et 4« I’isomorphisme
d’Harish-Chandra entre 'algebre D(G/H), des opérateurs différentiels G-invariant sur
G/H et lalgébre S(a?)Wee, des fonctions polynomiales sur (a?){, invariantes sous Wa.
Si f est une fonction C™ sur G/H et A€(a?)g, on dit que f est un vecteur propre (resp.
vecteur propre généralisé) sous D(G/H) pour la valeur propre A si et seulement si:

(D=4 (D)(A\))*=0, pour n=1 (resp. pour un n€ N*) et tout De D(G/H).

Un élément M de £ sera dit sous-groupe de Levi (o-)cuspidal si M!/M'NH admet une
série discrete. On note Leusp 'ensemble des sous-groupes de Levi cuspidaux. Un élément
P de F sera dit cuspidal si Mp€Leysp. Il résulte de la description des séries discretes
(cf. [15]) que M€ Leysp si, et seulement si, il existe un sous-espace de Cartan standard
qu'on notera ad; tel que (a%,),=ap.

On se fixe désormais une représentation unitaire de dimension finie de K, (, V). Si
MeL (resp. P€F), on notera 7 (resp. 7)p) la restriction de 7 & KNM (resp. KNMp).
Soit M€ Leysp et ad; comme ci-dessus. Si A€((ad,),)* (donc réel sur (ag,),) est régulier
par rapport aux racines de (a%,), dans (m!)c, on définit les fonctions 7-sphériques ITj,; (A)
sur G/H comme dans [6, définition 2]. Pour M€ Leysp, on définit 'espace 11, (G, M, 7),
ou I}, (M, 7) en abrégé, comme le sous-espace des fonctions C* sur G/H, T-sphériques,
engendré par les fonctions IT; ;(A), lorsque A décrit ’ensemble des éléments de (ad,);
réguliers par rapport aux racines de (a%,), dans (m!)c. Alors I}, (M, 7) ne dépend pas
du choix de ad;. Si M¢ Lysp, on pose 1L, (M, 7)={0}.

Des propriétés des fonctions IIj, (A) (cf. [6, §4]), on déduit immédiatement des
propriétés similaires des éléments de 11}, (M, T) que nous allons décrire.

Si Fell, (M, ), F détermine pour tout A€ia}, une fonction r-sphérique, D(G/H)-
finie et tempérée, notée F()\). Pour Q€F, on dispose du terme constant, Fg(A), de
F()) le long de @ (cf. [7]). Un prolongement holomorphe de Fg au voisinage de ia},
existe et sera noté encore Fy. On note, pour M et LeL, W(az,ap) 'ensemble des
applications linéaires de az, dans aj; induites par un automorphisme intérieur de gc. On
note W{an )=W(an, apr).

On se fixe 4,y un sous-espace abélien maximal de 5 contenant ag (il est automa-
tiquement o-stable ) et a? (resp. a’%) un sous-espace de Cartan standard contenant ar,
(resp. apr). Pour tout s€W(ar, axr), on peut choisir un élément ks de K¢, resp. k, de K,
qui induit s sur ar et tel que Adk,(a’)=a?, resp. Adk.(amin)=0min ([12, §5, corol-
laire 2]). Si M€ Lysp on définit alors W%(ay,aps), comme Pensemble des éléments s de
Wi(ar,apr) tels qu'il existe un sous-espace de Cartan standard ag de s% contenant ay, et



48 P. DELORME

k. élément de K® vérifiant :

Adk, induit s sur ar,,
Adks(af) = a3y, (3.1)
Adk,(a,)=ap, ol a;,=a’NsNg et Adk,(ad) = (ad))e

On notera M, le centralisateur de a, dans G. Si M ¢ Lcysp, on pose Wo(az, ap)=2.
Si M€ Leusp, LEL, A€(ad))e (resp. Ae(am)e), sSEW(aL,an) et ks satisfait (3.1), on
notera A°=A-Ad ksla‘,f,,, (resp. A*=MXes).

Alors d’aprés [6, lemme 4], on a pour QEF et F élément de IT} (G, M, 7),

FoN= > F5,(x), Aeiay, (3.2)

sEW(ag,an)

ol F§  €ll} (Mg, M,,7)q) si seW%(ag,an) et nulle sinon. Plus précisément F§ , est
I, (A®) si F est I} ;(A). On notera aussi :

Fo,s(\)=F§ ,(X°), Aeiay,.

Remarque 1. — La décomposition (3.2) est unique grace & I'indépendance linéaire
des a—a*’, pour X générique, et aux propriétés d’holomorphie des F§ ;- Il en résulte que
F—Fg s est linéaire.

Nous allons préciser certaines propriétés de WC(ar, anr).

LEMME 2. — (i) Si P et Q sont des éléments de F conjugués sous G, il le sont par
un élément k de K qui normalise ap et amin tel que Adk(ap)=ag.

(il) Si L,MecL sont g-associés, c’est @ dire que ar et ap sont conjugués par un
élément de K, ils le sont par un élément de K qui normalise ag et amiy.

(iii) Pour L,M éléments de L, W(ar,an) est égal d {w)a, |wEWg, w(ar)Can}.
En particulier W(ag)=Wy.

(iv) Soit MELoysp et LeL. Alors WO(ar,an) est non vide si et seulement si L
contient M'€ Leysp 0-associé & M. Alors WO(ar,apr) est égal & {w)q, |weW(ap,ar)}.
En particulier, si les dimensions de aps et ay, sont les mémes, W°(ar,anr) est non vide
si et seulement si on a LELcysy et L, M sont o-associés et dans ce cas WO(ar,ap) est
égal ¢ W{ar,an).

Démonstration. — (i) Si P et @ éléments de F sont conjugués par un élément
de G, ils le sont par un élément de K car G=KP. Soit Py;, un sous-groupe parabolique
minimal de G contenant exp(ami,) et contenu dans P. D’apres [4, lemme 2.5], il existe
k€K normalisant ay et amin tel que QF (:=kQk~!) contienne Ppyin. Alors P et Q*,
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qui sont conjugués et contiennent Py, sont égaux. Comme Adk envoie la composante
déployée de (Q sur celle de P et préserve ag, on a aussi Ad k(ap)=ag. D’ou (i).

(ii) Soient M et L des éléments de £ qui sont o-associés, k€ K tel que Ad k{ar)=ay,
Q€P(L). Montrons que P:=Q* est élément de P(M). La seule chose & voir est que P
est of-stable. Pour cela il suffit de revenir & la définition de ['algébre de Lie de @ (puis de
P par transport de structure) en terme de sous-espaces poids sous ar, (resp. azs). Alors
(ii) résulte de (i) appliqué & P et Q.

(ili) D’abord Wy est égal au quotient du normalisateur Nk (ag) de ay dans K
par son centralisateur dans K, Zx(ag). Donc W(ay,ans) contient les restrictions a ay,
des éléments de Wy qui envoient ay dans aps. Montrons l'inclusion inverse. Soient s&
W{(ar,an) et k€K tels que Adk induise s sur ay. On note L' le centralisateur dans G
de Adk(az). Montrons que L'eL et ar,=Adk(ar). Pour le voir on choisit QeP(L) et
on montre comme dans (ii) que Q'=Q* est dans F, vérifie Mg/=L' et ag' (=ar/) est
conjugué sous K & ag (=ar). Mais ar contient Ad k(az). Pour des raisons de dimension
on a donc azs=Adk(ay). Alors L et L’ sont c-associés et la preuve de (ii) montre que
Q'=Q* pour un élément k' de Nk (ap) tel que Adk'(ar)=az . Alors k= 'k’ normalise Q
et ar. Donc k1K’ est dans KNQ, donc dans L, et il induit Pidentité sur az,. Alors Ad &’
induit s sur ay, comme désiré et (iii) est prouvé.

(iv) Soient M€ Lensp, LEL, seW°(ar,apr). On choisit a? un sous-espace de Car-
tan standard de 5% et k,€ K¢ comme dans (3.1). On note M, le centralisateur dans G
de as. On voit facilement que M, E€Lcysp €t est contenu dans L puisque a, contient ay,.
De plus la restriction de Adks & apr, (=as) est un élément de W (aus,,ap). Elle est in-
duite par un élément de K. Donc M, vérifie les conditions voulues. Réciproquement si
M'€Leysp est contenu dans L et o-associé & M, il existe, d’apres (ii), k€ Nk (ag) tel que
Ad k(aps)=uaps, donc induit sur ap un élément s de W(aps, aps). Comme M, M’ € Leysp,
il existe ks élément de K¢, tel que Adk,(ad; )=ad, et Adk, induit s sur aps. Mais par
ailleurs Ad k,(ans)=ap et par orthogonalité Ad ks(ad,, ), =(a%,),. Donc se WO (apy, anr),
de méme que la restriction s’ de s & ay, définit un élément de W°(ay,, aps). On a donc bien
caractérisé le fait que W%y, aps) soit non vide. Les autres assertions de (iv) résultent
de la démonstration ci-dessus. O

Si g€G, on rappelle que Og(gH) est égal & Eg(go(g~1)) /2, ot Z¢ est la fonction
de Harish-Chandra. On écrira parfois © au lieu de ©¢. On note Np(gH):=(1+|[X|[)?
si g=k(exp X)h avec X €agy, k€K, he H et Npy(A)=(1+|A)? si Ae(ag)s, peN. On
notera aussi |(A, z)|=N1(A) N1 (z) ot z€G/H, M€ (ag)E.

LEMME 3. — Soient M€Lcysp et F un élément de 11} (M, 7). Soient QEF et
PyeP tels que PyCQ. Alors:
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(i) Il existe un réel positif C et un entier positif k tels que :
[Fo(A\, m)|| <CI(A,m)|*Op,(m), A€ia}y,, meMg/MoNH.

(ii) Soit & un réel strictement positif. Il existe des nombres réels strictement positifs
C et e et un entier positif k tels que:

180 (m)* /2 F (A, m) = Fg(A,m)|| < CNk(X) Orrg(m)e<IHatmli
pour tout A€iay, et mG(M,Z,/MgﬁH)IJS0 tels que:
a(Hg(m)) > 8| Ha(m)|l, pour a € Ap,—AF .

Ici on regarde My /MgNH comme un sous-ensemble de Mg /MgnH.

Démonstration. — (i) résulte de la décomposition (3.2) du terme constant et de la
définition des fonctions Iy, (Mg, My, 710).

(ii) On va appliquer le théoréme 4 de [7]. On écrit ag=a$®ag, aQ=ag®ag. On
définit une application linéaire de az dans ag qui & X élément de ag associe 1’élément Y’
de ag tel que la composante de Y dans ag est égale & celle de X et vérifiant a(Y)=a(X),
pour tout a€Ap, —Ago. La continuité des applications linéaires implique qu’il existe des
constantes C1, C] positives telles que :

YI<GlIX|, IX-YI<CX], Xeaq. (3:3)

De plus si X est élément de ﬁ;o (chambre positive fermée) on a Ye 6.5. En outre X -Y
est élément de ﬁ;o. En effet, si a€Ap, —Ago on a a{X —Y)=0 par définition de Y, et si
aEAgO, a(X ~Y) est égal & a(X) car Y€ag et 'on a bien a(X—-Y)>0 pour a€Ap,.
Soient § et m satisfaisant les conditions de I’énoncé. On note X =Hg(m). On peut écrire
m=mj exp X (MgNH) avec miEMyzNK car Mpg=(MzNK){expag)(MzNH). On ap-
plique le théoréme 4.b de [7] on 'on prend a égal & exp(X —Y') et 'on remplace X par
Ye ﬁg, aprés avoir prolongé l'inégalité aux éléments de 65 par continuité. Alors ten-
ant compte du fait que F (resp. Fp) est 7-sphérique (resp. Tjo-sphérique), on prouve
I'existence de k€N et C2>0, v>0 tels que:

18 (m)!/2F (A, m)— Fo(A,m)|| < C2e~"P2 () N3ty 5(Y) Ni(X —Y) Ni() 6pynntp(a) /2
(3.4)
pour A€iaj},, ou 'on a noté Bo(Y)=infaen,a(Y). Mais d’apres les propriétés de X,Y
et celles de m on a:
Bo(Y) > 61X],
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et par suite:
e~ 1Be(Y) ¢ o=87IIXI (3.5)

D’autre part grace & (3.3), on voit qu'il existe £>0 et C3>0 tels que:
C3Naj, 3(Y) Ny (X =Y) e IXI < Cgeel XN, (3.6)

En tenant compte de ’égalité 6p,na,(a)=0p,nm,(m) (puisque Y€ag), on en déduit de
(3.4), (3.5), (3.6):

18@(m)"2F (X, m)—Fo(A m)|| < Cs8pnng(m) /2 Ny (X) eI Hatml,
Par ailleurs on sait (cf. [5, proposition 17.2]) que
6P00MQ(m)—1/2 < eMQ (m)

car me (Mg /MgNH)}, est contenu dans (Mg /Mg ﬂH);qu. D’ol I'inégalité voulue. O

COROLLAIRE DU LEMME 3. — Soient F, Py, Q comme dans le lemme. Pour § stricte-
ment positif, on peut choisir des constantes strictement positives C, € et k€N tels que:

1D, (m)'/2 F (A, m) = Dpyrintq (m) /2 Fo(A, m)|

soit majoré par
CNi(N)eclHam

pour A€iag, et m comme dans le lemme 3 (ii).

Dérmonstration. — Gréce au lemme 1 (i) et au lemme 3 (i), on voit que
1Dp, ()2 F (A, m) —bg(m)"* Dpyrnto (m) 2 F(A, m)| (3.7)

est majoré par :
Cy Ni, (M) (Spo(m)l/?e——sﬂlHta(m)]] Oc(m)

ou C1,e1>0, k1 €N ne dépendent pas de m et A vérifiant les hypotheses de ’énoncé. Par
ailleurs (cf. [5, proposition 17.2]), il existe C3>0 et d;€N tels que:

8p,(m)?8c(m) < Co(1+|| Ha (m)||)* (38)
pour m comme dans ’énoncé. Donc (3.7) est majoré par

C3 Ny (A) e~ =21 Ha(ml (3.9)
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ou C3,e2>0. D’aprés l'inégalité du lemme 3 (ii), on a:
6@ (m)"? Dyrntq (m) /2 F (A, m) = Dpyniarg (m) /2 Fo (A, m) | (3.10)
qui est majoré par
CaNi; (\) Dpyintg(m)!/? O (m) e ss1He ()l (3.11)
ou Cy,e3>0 et ko €IN. Appliquant (3.8) et le lemme 1 (ii) & Mg, on voit que
Dpynivto(m)' 2 Oa1g(m) < Cspynntg(m)'/2 Ong(m) < Co(1+| Ho(m))"  (3.12)

ol C5,Cs>0 et doeN* sont des constantes. Alors (3.11), et & fortiori (3.10) est majoré
par une fonction du type (3.9). Grace & I'inégalité triangulaire et & la majoration de (3.7)
par une fonction du type (3.9), on obtient le résultat voulu. O

Nous aurons besoin de I’estimation suivante de Fy, pour F' comme dans le lemme 3 :

Il existe C >0 et k €N tels que IIDpoan(m)l/zFQ()\,m)H <C|(A,m)k,

(3.13)
pour m€ Mg/MoNH, A€ia)y,.

Cela résulte du lemme 3 (i) et de (3.12).

4. Opérateurs différentiels invariants

Sur C°(G/H) on définit une forme bilinéaire symétrique, (-, ) (resp. sesquilinéaire
hermitienne, (-,-)), & 'aide de la mesure G-invariante de G/H. Si DeD{(G/H), on
note D le transposé de D par rapport a (-,-) et D* l’adjoint (formel) de D par rap-
port & (-,-). Ce sont des éléments de D(G/H). On fait de méme pour CX(G) et les
éléments de U(g). La transposition se réduit & 'antiautomorphisme principal de U(g).
Soit D D P’automorphisme antilinéaire de U(g) égal & I'identité sur g. Alors D*=(D)?.
De plus si DeU(g)*, notant D ’élément de D(G/H) correspondant, on a (D)*=(D?) et
(D)*=(D*). On confondra souvent DeD(G/H) avec un représentant de D dans U(g)¥.

LEMME 4. — On se fize un sous-espace de Cartan standard a® de s¢. Alors

Yat(D*)(X) =764 (D)(X), DeD(G/H), A& (o) ®i(ag)".

Démonstration. — Soit T une involution C-linéaire de gc qui commute & o et @ et
préserve a?. Alors revenant & la définition de 44, voir par exemple [10, §2.1], on établit
facilement que:

Yad 0T =T°Yqd- (4.1)
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De méme (4.1) est vrai si 7 est une involution antilinéaire de gc commutant & o et 6 et
préservant a%, ce que Pon utilise pour la conjugaison complexe de gc par rapport a g.
On sait par ailleurs que si DeU(g)¥,

D= (D) (4.2)

car o est I'involution de Cartan de g¢, dont I’ensemble des points fixes est € (cf. [14,
chapitre II, corollaire 5.3]). En utilisant (4.1), on en déduit que

Yad (Dt) = U(’Yad (D))

d

et comme ¢ vaut —1 sur a® on a, pour A comme dans 1’énoncé,

Yat (D) (X) = Yaa (D)(= ). (4.3)

Mais D* est égal & tD, ot la conjugaison est par rapport 3 la forme réelle g de gc. On
utilise encore (4.1) pour voir que

Yat (DF)(X) = 7aa (D*) (V)

ol A est le conjugué de A par rapport & la forme réelle (a¥)cNg de (a%)c. Mais si A est
comme dans 1’énoncé, A=—\ car:

a‘éﬂg = ia‘g@u‘;.

Tenant compte de (4.3), on obtient le résultat voulu. O

5. Une décomposition de Aiemp(G/H, T)

Dans ce paragraphe on note (-) pour (G/H,t) (resp. (G/H)) et (-)! pour (G'/H,T)
(resp. (GY/H)).

On définit I'espace Aiemp(-) des fonctions ), T-sphériques (resp. K-finies & valeurs
dans C) sur G/H qui sont D(G/H)-finies et telles que pour tout DeU(g), il existe C>0
et meN vérifiant :

ILpY(2)|| SONm(z)Oc(z), zeG/H. (5.1)

Si 9 est une fonction C™ sur G/H, r-sphérique (resp. K-finie) et D(G/H)-finie, % est
un élément de Aiemp(-) si et seulement si ¢ est tempérée au sens de [10, définition 2],
ceci d'apres [2, théoréme 6.1] et [5, proposition 17.2].
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Nous allons voir que:
D(G/H) opére sur Agemp(-)- (5.2)

En effet d’apres {3, lemme 4], si v est élément de Aiemp(-), Lp ¥ est élément de Atemp(-)
pour DeU(g). Mais I'estimation (5.1) pour D'y, D'eD(G/H), résulte de ce fait et du
lemme 1.7 de [3] qui majore ||(D'¢)(z)]| en fonction de ||Lp,¢(z)|| pour une famille finie
d'éléments D; de U(g).

On note C(-) I'espace des fonctions ¢, C* sur G/H, T-sphériques (resp. K-finies &
valeurs dans C) telles que pour tout DeU(g), n€N, on ait :

prp(¥):= sup O(z) N, (z)((Lp¥)(z)| < +oo. (5.3)
r€G/H

D’aprés [5, théoréme 17.1] et [2, lemme 7.2],
D(G/H) opére continument sur C{-), (5.4)

lorsque celui ci est muni des semi-normes p, p. D’autre part d’apres [5, corollaire 17 6],
il existe meN tel que:

N 16%c L(G/H), (5.5)

ce qui implique :
z— (p(z),¥(x)) est élément de L'(G/H), ¢€C(-), ¥ € Atemp(-), (5.6)

et on note (yp, %) I'intégrale de cette fonction. Si eC>®(-) et X €ag, on définit yXe
C>(-)! par:
X(z) =y((exp X)z), z€G'/H. (5.7)

Soit 1€ Atemp (). Si z1 est un élément de G'/H, Papplication ¢, de ag dans V (resp. C)
qui & X associe ¥((exp X)) est annulée par un idéal de codimension finie de S{ag),
indépendant de z; car ¢ est D(G/H )-finie donc S(ag)-finie. Donc 9, est contenu dans
un espace vectoriel de dimension finie, F, de fonctions sur ag a valeurs dans V; (resp. C),
stable par S(ag), formé d’exponentielles polynémes, indépendant de x;. L’ensemble des
applications linéaires de F dans V; (resp. C), evx, X €ag, ol evx est ’évaluation en X,
engendre un espace vectoriel de dimension finie, car F' est de dimension finie. De plus
Xw—evx est une exponentielle polynéme & valeurs dans Hom(F,V;) (resp. F*) car F
est engendré par des exponentielles polynémes. Considérons 1’application C* de G'/H
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dans F, 91, qui & z; associe v,,. Alors evx ¥;=1%% pour X €ag. De ce qui précéde on
déduit :

Les éléments de Agemp(-)!, ¥X, X €ag, engendrent un espace
vectoriel de dimension finie, et X — ¢X est une exponentielle (5.8)
polyndéme sur ag a valeurs dans un sous-espace vectoriel de di- )

mension finie de Asemp(-)*.

On définit le sous-espace vectoriel Az(-) de Atemp(-) formé des éléments 1 de ce
dernier tels que :

z— (YX(x),%*(z)) est intégrable sur G}/H, Xcag. (5.9)

Nous allons voir que:
D(G/H) opére sur Ax(-). (5.10)

On se rameéne, grace & (5.8) et & I'isomorphisme entre D(G/H) et D(G'/H)®S(ag),
au cas ol ag={0}. Le point important dans (5.8) est le fait que les /X engendrent un
espace de dimension finie. On suppose donc ag={0} et il faut montrer que si ¥ € Atemp(-)
vérifie (5.9) avec X =0, il en va de méme pour Dy, DeD(G/H). Or:

Si ag ={0}, A2(-) est inclus dans C(-) (5.11)

d’apres [2, théoréme 7.3]. Donc, avec nos hypotheses, D est dans C(-) d’apres (5.4) et
vérifie (5.9) d’apres (5.3) et (5.5), ce qui prouve (5.10).
- On ne suppose plus ag={0}. Remarquons que pour € Atemp(-), p€A2(-) et X €ag,
(,9X) est bien défini d’apres (5.6) et (5.11).
On note Agemp,c(+) le sous-espace de Atemp(-) formé des éléments ¢ de ce dernier

vérifiant :
(¢X’80):0, XGC‘Ga‘PEAz(')l- (512)

LEMME 5. — Soit a® un sous-espace de Cartan standard de s°.

(i) L’espace Az(-) est la somme des sous-espaces propres généralisés de Atemp(-)
pour les valeurs propres qui sont réelles sur adﬂg}; et réquliéres par rapport auz racines
de a? dans gc (réelles et réguli¢res en abrégé). De plus si ag={0}, on peut remplacer
sous-espace propre généralisé par sous-espace propre.

(i) Si YE€Awemp(-) la forme linéaire sur C(-) définie par p—(p, 1) est continue.
De plus on a:

(D, ) = (¢, D*¢), 9 €C(:), ¥ € Atemp(+), D € D(G/H),
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ou D* est ladjoint formel de D.

(iii) Atemp,c(*) est la somme des sous-espaces propres généralisés de Aiemp(-) qui ne
sont pas contenus dans Ax(-). En particulier D(G/H) opére sur Atemp,c() €t Atemp(-)
est la somme directe de Aiemp o(-) et Aa(:).

Démonstration. — On supprime (-) des notations. On note Ay la somme des sous-
espaces propres généralisés de Aemp pour des valeurs propres réelles et régulicres. Mon-
trons que Ag=.45. D’abord, Ay étant invariant par D(G/H), tout élément de A est la
somme de vecteurs propres généralisés sous D(G/H) et éléments de A;.

Traitons le cas ag={0}. D’aprés [10, lemme 15 (i)], les vecteurs propres généralisés
sous D(G/H) dans Ay sont des vecteurs propres pour des valeurs propres réelles et
réguliéres d’apres la description des séries discretes de G/H (voir [15] et aussi [10, propo-
sition 8] pour le passage du cas connexe au cas général). Donc A est inclus dans Ay.
L’inclusion inverse résulte du lemme 15 (ii) de [10].

Supposons ag non réduit & zéro. On remarque que si Y€ Aemp st vecteur propre
généralisé sous D(G/H) pour une valeur propre réelle et réguliere, il en va de méme
pour %%, X €ag relativement 4 D(G/H). Donc 1 est élément de A, d’aprés la premiere
partie de la démonstration. Donc Ag est inclus dans A3. On obtient de fagon similaire
I'inclusion inverse en utilisant le fait que tout élément de A, est somme de vecteurs
propres généralisés dans Aj, sous D(G/H). Ceci prouve (i).

(ii) Soient p€eC et YeAs. Alors (p,1)) est défini d’apres (5.6). De méme il résulte
de (5.1), (5.3) et (5.5) que pour ¥ fixé, p— (g, ) est une forme linéaire continue sur C.
Etudions maintenant (D, ) et (p, D*y). Clairement ces deux expressions dépendent
continument de ¢ dans C, d’apres ce qui précede et (5.2), (5.4). Pour démontrer que ces
deux expressions sont égales, d’aprés la densité de C° dans C (cf. [5, théoréme 17.1] et
[2, lemme 7.1]), on peut supposer que ¢ est & support compact. Soit x une fonction C'*°
4 suppport compact, valant 1 au voisinage du support de ¢. Alors on a:

(Do, )= (D, x¥) et (p,D"Y)=(p, D" x¥).

L’égalité voulue résulte de la définition de D*.

(iii) On note A, la somme des sous-espaces propres généralisé sous D(G/H) de
Atemp qui ne sont pas contenus dans Ajp. Clairement Agemp est la somme directe de A,
et Ag, d’apres (i) et (5.2). Par ailleurs l'intersection de A¢emp,c €t Az est réduite a 0
(on le voit en revenant aux définitions). Donc pour prouver (iii) il suffit de prouver que
Atemp,c contient 4. Il suffit pour cela de voir que que pour tout €A, et p€A(-)! on
a (¢,¥*%)=0 pour tout X élément de ag. Pour cela, grace & la stabilité sous D(G/H)
de A, (resp. grace & (i)), on peut supposer, par linéarité, que ¥ (resp. @) est vecteur
propre généralisé (resp. vecteur propre) sous D(G/H) (resp. D(G'/H)) pour une valeur
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propre A (resp. ). Notons A la restriction de A & a®N(g; )c. On peut supposer ¢ et ¢ non
nuls. Alors, d’apreés (i), les caractéres de D(G'/H) correspondant & A1 et u, X», €t Xu,
sont distincts. Il en résulte que pour X €ag, il existe DeD(G'/H) vérifiant :

Dy*=0 et x,(D)#0.
Alors (@, D) est nul. D’aprés (i) et (5.11) on a:

(Qoa D"/}X) = (D*(Pa wX)7

d’ou:
Xu(D* Y, ™) =0. (5.13)

On a aussi, d’apres (ii) et (5.11):

(D, ) = (v, D).

D’ot1 'on déduit 1'égalité de x,(D) et x,(D*). Comme x,(D) est non nul, on déduit de
(5.13) que (i, 7% ) est nul comme désiré. O

On étend la forme sesquilinéaire sur Ay (-)!x Az(-)! donnée par (¢,) en une forme
sesquilinéaire sur Agemp(+) X Atemp(+)! notée de méme, qui est nulle dés que ¢ ou ¥
est élément de Apemp,c(+)!. Si YEAtemp(-)! et A€ial; on note 1 I'élément de Aiemp(-)
défini par

al(exp X)z,) = Ey(x1), Xeag, 1€ GYH. (5.14)

Remarque 1. — Soit * égal & temp, 2, ou temp,c. On définit le sous-espace A3°
de A.(-) engendré par les éléments de la forme 1 ot A décrit iafy et ¥ décrit A. ().
Le lemme 5 (i) et (iii) reste valable si on remplace A, par A%°. Cela résulte du lemme
pour GY/H.

LEMME 6. — Soient M€ Leysp et F un élément de I, (G, M, 7). Soit QEF.

(i) Si ag n’est pas conjugué (resp. est conjugué) & ap par un élément de K,
FQ(A), FQ,s(\) sont éléments de AfS,, .(Mq,7q) (resp. Aa(Mg,7q)) pour tout A
élément de iy, et sSEW (ag,anr).

(ii) De plus si ag est conjugué & ap; par un élément de K, il existe e>0 tel que
Uapplication A—(Fg s(\))° soit une application holomorphe de (a3s).={A€(a};)cl
|Re A||<e} dans Uespace .Az(Mé,TM(}?).

Démonstration. — (i) On remarque que si M#G, F(A) est un élément de

temp,c{G,T) pour A dans I'ouvert dense de a3, formé des éléments non nuls sur a$, ceci
d’apres les définitions des fonctions ITj ; et le lemme 5 (iii). C’est vrai encore pour A€ia},
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par passage & la limite, ceci d’aprés la définition des fonctions II}, et (5.5), (5.11). Si
M =G, on voit que F(\) est élément de A3*(G, 7) pour A€ia},, grace au lemme 5 (i). Ceci
démontre le lemme pour Q=G. Passons a Q élément quelconque de F. Si W(ag, apr) est
vide, les assertions du lemme sont triviales. On le suppose non vide. Il suffit de démontrer
les assertions sur les Fg 5, se W%(ag,anr). Si M, est égal & Mg (resp. différent de Mgp),
on a Fg 5()) élément de A$*(Mg,71q) (resp. Afsn, (Mg, 7|@)) d’apreés la premiére partie
de la démonstration. Mais M, est égal & Mg si et seulement si ag et aps sont conjugués
par un élément de K. D’otut (i).

(i) On connait I'’holomorphie de A—(Fg s(2))° comme application de (a},).
dans C*(M§/MLNH, Tuy) d'aprés la définition des fonctions 1} ,(G, M, 7). Mais
Aa(G/H,T) est un sous-espace fermé de C°(G/H, ) car de dimension finie (cf. appen-
dice). Comme (Fg s(A))?, A€ia},, est élément de cet espace d’aprés la premiére partie
de la démonstration, on a le résultat voulu.

6. Produits scalaires

Soient Me L et P€P(M). On se fixe A€aj, tel que Re A(&) soit strictement positif pour
tout o élément de Ap. Soit Z élément de ag. On note (G/H)Z 1'ensemble des éléments
z de G/H tels que Hg(z)=Z. On note:

aZ = {X+Z|Xecaf},

qui est un sous-espace affine de aps, que 'on munit de la mesure de Lebesgue associée
a la structure euclidienne de aps. Alors (M/MNH)N(G/H)? s’identifie, grace a (1.1)
pour M au lieu de G, & (MY/M'NH)xa%,. Par transport de structure et nos choix de
mesures, on en déduit une mesure sur (M/MNH)N(G/H)%.
Si Ae(am)g et YeC=(M/MNH), on note ¥, la fonction C*° sur M/MNH définie
par:
PYa(m) = MMy (m),  me M/MNH.

Cela est cohérent avec nos notations antérieures (cf. (5.14)), si 'on convient d’étendre
les fonctions sur MY/MINH en des fonctions Aps-invariantes sur M/MNH. Soit T un
élément de af, régulier par rapport aux racines de ap dans g. On confond 7' avec la
(G, Mg)-famille orthogonale qu’il définit. Soient 1, ¢’ € A2(M, ) et X€ap. On note

(%, 9")* = (%9 %).

Si X est nul, on notera (1,1’) au lieu de (3, ’)°. Cette notation présente le défaut de
confondre 1) et ' avec leurs restrictions & M!/MNH, mais est plus légeére. On définit
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alors

rL(apn, )7 = / ()Y op(X—Tp) A0 dX, e As(Mympr),  (6.1)

z
M

ol pp désigne (la restriction & ap de) Pindicatrice de {X €ag| w(X)<0, weAp}. Mon-
trons que l'intégrale est convergente. Utilisant la condition de tempérance sur ¢, on voit
que les exponentielles polynémes de (5.8) sont & croissance polynomiale car c’est vrai
déja pour les éléments de F. Il en résulte que (1,9’')X est & croissance polynomiale. Ce
que ’on cherche en résulte, grace a notre choix de A. On remarque qu’avec nos choix de
mesures, on a aussi :

rE@Wa, ¥ = / (wa(m), ¥ (m))op(Has(m) —Tp)e ™) dm. (6.2)
(M/MNH)N(G/H)Z

De plus si 1,9’ sont des éléments de As(MY/MINH,7pp1) et A, X des éléments de ia},,

ona:

rh(($a)a, ¥h)? = (3, ) e A=) / M Xpp(X~Tp)dX,  (6.3)

G
L]

ol 1y et 9}, ont été définis en (5.14).
Un calcul immédiat donne :

/ X pp(X)dX =0p(A)7, (6.4)

iy

ol fp est la fonction sur (a},)s définie par

0N =c5' [[ 2@, re@ie (6.5)
acAp
Ici cp est la valeur absolue du déterminant de la matrice exprimant la base {&|a€Ap}
de af; dans une base orthonormée de cet espace. C’est aussi le volume du quotient de
af,l par le réseau engendré par les &, a€Ap. Alors (6.3) devient :

rE((Wa)a, Wi )Z = (1,9 )ePFA—NIEHTR)g o (A4 X N) 72, (6.6)

Le second membre est méromorphe en A. Par sesquilinéarité, on en déduit que
rL(a,¥')? est méromorphe en A pour 1,1’ éléments de A3*(M/MNH,7y). Lorsque
celle-ci est définie pour A=0, on note r5(1),4')Z sa valeur en 0. Dans (6.6), cette condi-
tion est vérifiée des que A— ) est Ap-régulier et dans ce cas, avec les notations de (6.6),

ona:

rB(n, W) Z = (1,9") XA EHTR) g o (A N) 1, (6.7)
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On note r5(3,4’) au lieu de r5(3,%’)°. Tenant compte de l'extension de (-,-) de
Ao(MYM*NH, Tpn1) & Avemp(MY/MNH, Tan), on peut étendre par sesquilinéarité la
définition de r5(va,v')? & 1,9’ éléments de A, (M/MNH, 7)) de telle sorte que

(6.1) reste encore vrai. Cette expression est nulle dés que ¢ ou ¢’ est dans A¥,, . et elle
est méromorphe en A. On étend alors la définition de r5(3,4')Z. La formule (6.7) est

encore vraie pour 9,9’ éléments de Asemp(MY/M'NH).

7. Produit scalaire tronqué de fonctions II}

Soient M (resp. M') un élément de Leysp, a3, (resp. ad,,) un sous-espace de Cartan
standard de s¢ tel que ayr=ad,NsNq (resp. apr=0a%,,NsNq). Soit F (resp. F') un élément
de 1T, (G, M, 7) (resp. I} ,(G, M’,7)). Si ap et ap sont conjugués par un élément
de K, on note M le complémentaire dans ia},;xia}, de ensemble H® des (A, X) tels
que A—X'® soit régulier par rapport aux racines de aps dans g, ceci pour tout s élément
de W(apr,ap). On pose H=9 sinon. Alors H est, dans tous les cas, la réunion d’une
famille finie d’hyperplans.

LEMME 7. — Soient Z€ag, PeF et T comme au paragraphe précédent.

(i) Si ap n'est pas conjugué sous K & apr et ap, ro(Fp(X), Fo(N))Z est bien défini
pour (A, X')€iay, xiay, et identiquement nul.

(ii) Siap est conjugué sous K a ap et app (qui sont alors conjugués sous K), pour
tout (A, N)eHE, rL(Fp(X), Fp(N))Z est bien défini et égal d la somme sur seW (ap, anr),
S'EW(GP, CLM/) de:

(FP,S()‘)7 F}’,s’ ()\/))e()\s—)\'sl)(Z+Tp) 9}3()\3 _)\Is')—l .
Ici (Fps(X), Fp (X)) vaut pour (Fps(A), Fp o, (N))°.

Démonstration. — (i) est clair grace & la définition de 7% (cf. §6) et au lemme 6.

Pour (ii), si aps,apr,ap sont conjugués sous K, ils sont de méme dimension. On
remarque que si (A, \')€HE, A*— X' est Ap-régulier pour s€W(ap,ar),s' €W (ap,an)
car A*— XN =(A=X*5"")s on s'os~1 est un élément de W (aps, ar). Par ailleurs pour
3,8', A, X' comme ci-dessus, Fp () (resp. Fp (X)) est un élément de A$°(M, 7p) (resp.
A$* (M, 7ar)) d’apreés le lemme 6. On déduit le résultat voulu de (6.6) et de la décom-
position (3.2) du terme constant. ]

On rappelle que F; (resp. Pgt) est 'ensemble des éléments standards de F (resp. P).
Pour LeL, on notera P5={PNL|PcPs}. On définit grace au lemme précédent une
fonction sur H® par:

wh, (F,F')\X)2= 3" rB(Fp(\), Fp(N)?, (A N)eH". (7.1)
PeFs
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On supprime Z de la notation si Z est nul. On déduit du lemme 7 que pour (A, X)eHe,
cette fonction est égale la somme sur P€Fy, seW(ap,ap), S€W(ap,ay) de

(Fpa(X), Fp oy (X)) e =N @ TR g (xox1o) 1, (7:2)
De plus:
Si ap n’est pas conjugué sous K & aps et aps, les termes

. (7.3)
correspondant & P dans (7.2) sont nuls.

On rappelle que la fonction u(-,T) est la fonction indicatrice d’une partie de G/H.
Avec les notations du §6, on note
QF (F,F )2 = / (F(\)(z), F'(N)(z))u(z, T) dz. (7.4)
(G/H)Z
Il est clair que QF _(F, F’,-,-)Z s'étend en une fonction holomorphe de (A, —\') au voisi-
nage de ia},xia}, , grace a la définition des fonctions IIj, (cf. [6, définition 2]).

THEOREME 1. — Avec les notations ci-dessus :

(i} La fonction sur H¢, ""7T>st(F’ F' )\ X)), s’étend en une fonction analytique sur
tayy Xiay,, qu'on note de la méme fagon.

(i) Soit §>0. Il existe des constantes C,e>0 et k€N telles que la différence :

AL (B, F' A\ XV =QF (F,F A\N)2—uwh (F,F',\N)2.
soit majorée en module par :
CN,(\, N )eellTl

pour tout (A, N')€iay,xiay,, Z€ag et tout T vérifiant d(T)>6||T)|.

Début de la démonstration. — La démonstration est calquée sur le modele de celle
de Arthur dans le cas des groupes ([1, théoréme 8.1]).

On procede par récurrence sur la dimension de G/H. On suppose le théoréme vrai

pour tous les espaces symétriques réductifs de dimension strictement inférieure & celle
de G/H.

LEMME 8. — Pour §>0,7>0, on peut choisir C,e>0, keN tels que:
IATES(F, P A N)=AF, (B, F', A, N)|| < CN(X) Ni(X) eI

pour (A, X') €élément de H®, Z€ag, T comme dans le théoréme 1 et Sca§ régulier par
rapport aux racines de ag dans g tel que S et T soient dans la méme chambre et vérifient
ISII<r(|T-

Démonstration. — La démonstration est essentiellement la méme que celle du
lemme 9.1 de [1]. Elle n’en différe que par les références et de petits changements. Ceux-ci

sont suffisamment nombreux pour rendre nécéssaire une réécriture compléte.
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Soient T et S comme dans I'énoncé. Siz=kmeG/H avec ke K et mE(M,Z,/M,gﬁH);0
pour Py€Py, on a, grice a (2.2):

u(z, T+8)=7p,(Ha(m),Tp,+Sp,)-

D’apres la formule d’intégration (1.2), QgIS(F, F/ N\ X) est égal a:

/ Dy (m) 7 (Ho (), Ty + S1,) (F(N) ), Y/ (X) 0m)
PocPy, ¥ (Ma/MaNH)N(G/H)Z

(7.5)

Dans cette expression on substitue le développement (2.5) de 7p,(-,Sp,+1p,).

On obtient la somme, sur PyePy et sur Q€Fy contenant Py, de l'intégrale sur me
(Mg /MgNH)N(G/H)? du produit de

Dpy(m) (FO)(m), F'(N)(m)) (7.6)

avec
78 (Ha(m), Tr,) To(Hq(m)— T, Sq). (7.7)
On a remplacé Hg(m) par sa projection Hg(m) sur ag, grace aux propriétés de 7q.

On fixe Py et Q comme ci-dessus et me(My/MzNH)N(G/H)? tel que (7.7) soit

non nul. On note {0, |a€Aq} la base de af duale de la base Aq de (a)*. Il est aisé,

en utilisant la définition des fonctions 'F?.O et Tg, de voir que

Hy(m)=Tp,— Z c5ﬁ+ Z do@a+2

ﬁEAIQ’U a€lg

ou cg,d, sont des nombres réels positifs ou nuls. Ici 8 est la coracine de 8. Soit o un
élément de ApO—AjQJO et €A sa restriction & ag. Comme (3)<0 pour tout 3 dans
Ago nous avons :

a(Hg(m)) 2 a(Tp,)+da > a(Tr,) 2 6||T |, (7.8)

grace aux hypothéses sur T. De plus 7p,(Hz(m),Tp,+Sp,) est égal a 1, d’apres la non
nullité de (7.7) et I'égalité (2.5). Ceci implique, grace & (2.2):

|He(m)| < IS+TI < (X+7)||IT|.
D’oui I'on déduit :

a(Hg(m)) > 61||Ha(m)|l, ou &=6(1+r)"t. (7.9)
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On peut donc appliquer le corollaire du lemme 3 qui nous dit que, pour m tel que (7.7)
soit non nul:
1D, (m) /2 F(X)(m) = Dpynag (m) /2 Fg (N) (m) |

est bornée par une fonction de la forme CNy(\)e~¢IHz(™)ll On a une majoration simi-
laire pour F’. Alors pour m tel que (7.7) soit non nul, la différence entre (7.6) et

Dpynmg(m) (Fq(X)(m), Fo(X')(m)) (7.10)
est majorée en valeur absolue par une fonction de la forme :
CNLA)Ni(N) (1+ || Hg (m)]))ecl Ho (Il

En effet on applique 'inégalité (3.13) (pour @ et G) pour tenir compte des termes croisés.
On note pour Py, Q) comme ci-dessus WgO’Q(m) le produit de (7.10) par 'FI?O(H a(m), Tp,).
Si @=G, les expressions (7.6) et (7.10) sont égales et l'intégrale de W;‘%Q(m) est précisé-
ment la contribution de Py et @ & 'expression (7.5). Supposons @#G. On peut choisir
aeApo—AgD et d’apres (7.8), si (7.7) ne s’annule pas, on a a(Hg(m))=26||T||. On en
déduit aisément que l'intégrale sur (Mg /MgNH)N(G/H)? du produit de (7.7) par une
fonction de la forme (14 || Hg (m)||)%e~c1H2 (™ est bornée par Cy e~ 1Tl pour C1, 1 >0.
On a donc montré que la différence de (7.5) avec

2. 2

PyePst QEFu /(MG/ME NH)N(G/H)?
PyCQ

1q(Ho(m)—Tg, So) W2 (m) dm. (7.11)

est bornée en valeur absolue par une expression de la forme voulue :
CNi(A) Ny (X)e eIl (7.12)

On note ag le sous-espace affine de ag formé des éléments de ag dont la projection
orthogonale sur ag est égale 4 Z. On intervertit la somme sur Py et @ dans (7.11). On
fixe @} et on écrit la somme

/ ra(Ho(m)~To, 5) W (m) dm
Prcp., J (Mo/ManH)N(G/H)?
PyCQ

sous la forme:

/ i ( / W2 (m) dm) (X -Tg, Sg) dX.
uQ PoEP (Mg/MgﬂH)ﬂ(MQ/MQﬂH)X
PoCQ
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Substituant I'expression (3.2) de Fg, F, dans (7.10) et utilisant (1.2) pour changer de
variables, on voit que:

/ WIZ:)’Q (m)dm
PocPa ¥ (Ma/MaNH)N(Mo/MoNH)X
PycQ
est égal a
> Q0o (FY 0 Figar X X)X (7.13)

5,8’

ou s décrit W(ag,an), s’ décrit W(ag,apn) et 'PSQtz{PoﬂMQlPOGPst}. Supposons
Q#G. Alors, par notre hypothese de récurrence, la différence entre (7.13) et

> wpa(F§ o, FSa s, XX (7.14)

8,8’

est majorée par une fonction du type (7.12). Par ailleurs l'intégrale sur aCZ2 de

17Q(X —Tg,Sg) est & croissance polynomiale en ||Sg|| et donc en | T|. Si Q=G la diffé-
rence entre (7.13) et (7.14) est juste égale & AL (F,F', A, X)Z. Mettant tout cela en-
semble, on conclut que la différence entre

QLS (F, F/ \XN)Z - AR, (F,F', 0 N) (7.15)

et la fonction obtenue par la somme sur Q€Fy; de lintégrale sur X Eag du produit de
1Q(X —Tg,Sg) avec (7.14) est bornée en module par une fonction du type (7.12). Par
sesquilinéarité, I'expression (7.14) peut étre simplifiée. Elle est égale a:

> rE (o) (FO(N)R,)X

RlePs‘f

Notons P; I'unique élément de Fy tel que P,CQ et PiNMg=R;. En appliquant la

transitivité du terme constant, cette expression s’écrit aussi:

Y Th(FR (), Fp, (X))

RiePS
Finalement (7.14) s’écrit :
Y rhoneEr (), Fp(A)X. (7.16)
Pl E-Fst

hcQ
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Pour revenir & la fonction qui est asymptotique & (7.15) on doit multiplier (7.16) par
170(X —Tg,Sq), intégrer sur X€ ag et prendre la somme sur QQ€Fg. On intervertit la
somme sur ¢ et P;. Cela devient la somme sur P, €Fy de

> [, 70X ~To, Sa) o (¥, ¥)¥ X, (717)
QEFs %Q
PiCQ
ou ¥=Fp,(A),¥'=Fp (\). En remplagant, dans (7.17), ¥ par ¥4, avec A€ap tel que
A(&)>0 pour a€Ap,, appliquant la définition de T}\F/IQO p, et utilisant (2.5), on trouve
que cette nouvelle expression est égale a

ngs(\:[lj\, \I/')Z.
On en déduit que (7.17) est égal &
rh S (Fp (), Fp,(X))%.

La somme de (7.17) sur P € Fy est donc égale 3 wg:s (F,F',\,X')Z. C’est notre aproxi-
mation de (7.15). On en déduit que Ag:;s(F, FI NN AT (F,F', A, X)? est majorée
par une fonction du type (7.12). O

Suite de la démonstration du théoréme 1. — On écrit lim_, o, pour décrire la limite
&
quand ||T’|| tend vers l'infini en vérifiant d(T") >6||T'||. Alors on déduit du lemme précédent,

comme dans [1, preuve du lemme 9.2], que la limite

AR (F,F A N)E = Jim AL (F,F',\N)?
5

existe unifomément pour (A, ') dans un compact de H¢. De plus il existe C,e>0, keN
tels que

|AS (F, F', A, X2 = AL (F, F', )\, X)Z| < CNp(A) Ni(X) eIl

pour tout (A, M)EHC et Z,T comme dans le théoréme 1.

On note F, 'ensemble des couples (A, ') éléments de ia}, X ia},, qui appartiennent
a He et tels que X soit régulier par rapport aux racines de ay; dans g.

Rappelons que si a est un élément de C2°(ia},) ou méme S(ia},), on dispose du
paquet d’ondes F, (noté W, g dans [6]) et défini par:

Fu(z) = / aN)F(\)(z)d\, zeG/H. (7.18)

*
i},
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En outre F,(z) est un élément de C(G/H,7) et 'application qui & a associe F, est
continue de S(ia},) dans C(G/H, ) d’aprés [6, théoréme 1]. Alors pour tout ' €ia},

(Far F'(V)) = /G B F 00z da (7.19)

est bien défini et continu en a€S(ia},) car F/'(N)€Atemp(G/H, 7). On note Ty cette
distribution sur ia},. On définit de méme (Fy, F.,) pour a’cS(iaj},;, ) et le théoreme de
Fubini peut s’appliquer, d’apres les majorations de F”, qui est IIj,.;, pour donner :

(FosFu)= [ (Fod )P (X)) a¥ (7.20)
ia;u,

Comme nous ’avons dit, la démonstration du théoréme 1 va se réduire au point (ii) du

lemme suivant, dont le point (i) évite le recours & la formule de Plancherel sur G/H.

C’est heureux, car c’est celle-ci qu’on cherche!

LEMME 9. — Avec les notations précédentes :

(i) Soit N un élément de ia},,, régulier par rapport auz racines de ay dans g. Si
ap et ape ne sont pas conjugués par un élément de K, Ty est nulle. Sinon le support
de Ty est contenu dans {N'S|seW (ap,anm)}.

(i) Sia (resp. a’) est une fonction C™ a support compact sur iay, (resp. ia}, ) pour
lesquelles le support de a®a’ est contenu dans F., (Fy, Fyr) est nul.

Démonstration. — Pour démontrer le lemme, on peut, par sesquilinéarité, supposer
que F (resp. F') est I} ,(A) (resp. I} ;(A’)) ot A€(ad,); est régulier par rapport aux
racines de (ad;); dans mc et A’ vérifie des conditions similaires. Montrons (i). Soit A’
comme dans 1’énoncé. Soit DeD(G/H). On a, d’apres le lemme 5 (ii) :

(DF,, /(X)) = (Fa, D*F'(X)). (7.21)
Par ailleurs, D peut s’écrire, sur un ouvert dense, O, de G/H sous la forme:

Zfi(x)Lum uiEU(g),

il
olt I est fini et les f; sont C* (cf. [3, preuve du lemme 1.7]). On applique alors le
lemme 5 (i) de [6] pour conclure, que pour z élément de O, on a:

(D(Fo))(z) =(DF)a(x),
puis, par continuité, on en déduit :

D(F,)= (DF)a. (7.22)
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Par ailleurs :
D(F (X)) =ag, (D)(A+A) F(X) (7.23)

et:
D™ (F'(X)) =7a2,,(D*)(A'+X) F'(X).

Du lemme 4, on déduit que, pour XN €ia},, :
D*(F'(X)) ="aa ,(D)(N +X) F'(X).

Mais il résulte de (7.21), (7.22) et (7.23) que la multiplication de T, par toute fonction
sur iay, de la forme y,q (D)(A—{—/\)—'yaid,(D)(A’ﬁ—X), DeD(G/H), est une distribution
nulle. Le support de T est donc contenu dans Pensemble S des zéros communs de toutes
ces fonctions. D’aprés nos hypotheses A’+ )\’ est régulier par rapport aux racines de a?w
dans gc¢. Par suite, appliquant le lemme 2 de [7], si A est élément de S, ar et app sont
conjugués par K et il existe un élément s de WO(aps, apr) tel que X'*=XA. Donc (), )\')
est un élément de H. On rappelle que H est vide si ap; et app ne sont pas conjugués
sous K. Ceci démontre (i).

Prouvons (ii). Soient a,a’ comme dans énoncé. 11 suffit, d’aprés (7.20), de voir que
a(N)(F,, F(V)) est identiquement nul. Raisonnons par I’absurde et soit ) tel que cette
expression est non nulle. Alors X est élément du support de a’ et I'intersection du support
de T/ avec le support de a contient au moins un élément A. Alors ceci implique d’aprés
(i) que ap et apr sont conjugués sous K et qu'il existe un élément s de W%(ans, aps)
tel que X=X, Donc (A, X') est élément de H, donc non élément de F,, et est élément
du support de a®a’. Or celui ¢i est contenu dans F, par hypothése. Cette contradiction
acheve de prouver le lemme. |

Fin de la démonstration du théoréme 1. — On se rameéne facilement au cas ou
ag=1{0}. Alors Z=0 et on le supprime de la notation. Comme dans la preuve de {1, théo-
reme 8.1, p. 65|, on voit qu'il suffit, pour prouver le théoréme, de voir que A% (F, F', X, X)
est nul sur un ouvert dense de iaj},xia};. On va voir que I'ensemble F, des éléments
(A, A') de H® tels que ) soit régulier par rapport aux racines de ays dans g convient.
En effet, soient acC°(ia},) et a’'€C(ia}, ) avec a®a’ a support dans F,. Alors:

f AT (F,F' X X)a(A)a(N)drdN
iaysXxiay,
est égal a4 la différence de:

/ (Folz), For(z))u(z, T) dz (7.24)
G/H
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avec la somme sur PePy, seW(ap,apr), s'€W(ap,an), du produit de:
a(A)a(X) (Fps(A), Fpgr (X)) 0p(As = X'*) 1 (7.25)

par:
X =N)(Tr) (7.26)

Dans (7.24) on a utilisé le théoréme de Fubini. Le théoréme de convergence dominée et les
propriétés des paquets d’ondes montrent que (7.24) converge vers [ y g (Fa(z), For(x)) dx
quand T—é»oo. Cette intégrale est nulle d’apres le lemme précédent. Par ailleurs, avec nos
hypotheses sur le support de a®a’, (7.25) est C* & support compact sur iaj,Xiay,,.
Sa transformée de Fourier étant une fonction dans ’espace de Schwartz, on conclut que
'intégrale sur ia},Xxia},, du produit de (7.25) avec (7.26) converge vers 0 quand T—6>oo.

On conclut que:
/ a(N)a' (N) A (F, F', A X )dhdX =0,
iay,xial,,

puis que AY (F, F', A, X') est nulle pour (A, X')€F, comme désiré. O

On veut étendre les résultat du théoreme 1 & une classe plus large de fonctions. Si
MeL, on définit I'espace ﬁ/'hol(G, M, 1) des familles de fonctions 7-sphériques sur G/H
paramétrées par A€ia},, de la forme F(A)szeW(QZ)Fw()\“’"I), A€iay,, ol Fy, est un
élément de IIj (G, M, 7). Nous ne nous intéressons pas a 1'éventuelle unicité de cette
écriture. En utilisant la décompositon (3.2) du terme constant des fonctions I1},;, on voit
que pour Fellho (G, M, 7) et MEL, on peut écrire

FoW= Y Fo.() (7.27)
seW(ag.anm)
ou
Fg s(N) € Atemp(Mo/MgNH, T) (7.28)
et
(Fo.s(M)°%)as = Fg.s(A), (7.29)

et de plus pour tout me Mg/MgNH,
A Fg s(A)(m) est continue sur ia},. (7.30)

Une telle décompositon est unique. En effet, 'indépendance linéaire des caractéres de Ag,
a—a*’, seW(ag, apr), pour X générique et (7.29) impliquent Punicité de la décomposition
(7.27), pour X générique fixé. La condition (7.30) permet de conclure. Cette unicité
permet de conclure & la linéarité de Fi—Fgp ;. Les lemmes 6 et 7 sont encore valables
pour les fonctions fIJ’hol(G, M, 7). De méme, on a immédiatement par sesquilinéarité et
transport de structure:
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COROLLAIRE DU THEOREME 1. — Le théoréme 1 est encore vrai pour

FEﬁ-;ho[(G,M,T) et F/EEPhol(G,M',T).

8. Relations de Maass—Selberg en rang 1 pour les fonctions IT},,

Soient MeL et PEP(M). Si z€G, on notera P* au lieu de zPz L. Soit W}/ le sous-
groupe du groupe de Weyl WS (noté aussi Wg) du systéme de racines de ay dans g, formé
des éléments de Wy qui fixent les éléments de aps. Cest aussi le quotient du normalisateur
de ag dans KNM, Nxknm(ag), par MgNK. Si z est un élément de Nk (ag), P* ne dépend
que de I'élément w de W qu’il représente. On le note P™. Il ne dépend que de la classe
a gauche modulo W) de w.

LEMME 10. — (i) Soient M€ L et PEP(M). L’application de Wo /W) dans F qui
associe P¥ o wW! est une bijection entre Wy /W et les éléments de F conjugués sous
GaP.

(ii) On note WX U’ensemble des éléments de Wy ayant un représentant dans KNH.
Si P et Q sont des éléments de Fy, conjugués par WL, ils sont égauz.

(iii) Soient M€ Ly et PEPs(M). Dans chaque (WL, WM)-double classe w dans Wy,
il existe un unique élément wp de Wy /WM tel que PP soit standard. On note Wp le
sous-ensemble de Wy /WA formé par les wp lorsque w décrit WE\Wy /WM. L’appli-
cation qui & = élément de Wp associe P* est une bijection entre Wp et l’ensemble des
éléments de Fg conjugués ¢ P.

Démonstration. — (i) Soient w, w'€ Nk (ag) tels que P* et P*’ soient égaux. Alors
Pww' ™! agt égal & P. Donc ww'~?! est élément de KNP donc de KNM. Ceci prouve que
l’application étudiée est injective. Elle est surjective d’apres le lemme 2 (i).

(ii) Soient P,QeFy et yeWE tels que @ soit égal a PY. Montrons que P=Q.
Soit P79 (resp. Q?%) 'intersection de P (resp. Q) et G°°, ot G est le groupe des points
fixes de 8. Soit P le sous-groupe parabolique minimal de G?? contenant Ay et déterminé
par . Alors P79 et Q?% sont des sous-groupes paraboliques de G°? contenant Py, (car
P et Q) sont standards). En outre, comme ils sont conjugués par un élément 3y’ de KNH,
représentant de y, ils sont égaux et y'€ KNP C KNM. Donc y centralise ay; et PY=P.
D’ou l’assertion voulue.

(iii) Soient M€ Ly et PEPx(M). Soient z€ Wy et w la (W, WA)-double classe de
z dans Wy. On note @=P*. L'intersection P?? (resp. Q°%) de P (resp. Q) avec G°? est
un sous-groupe parabolique de G°%. Alors P?? contient Py (voir (ii)) et Q°° contient un
sous-groupe parabolique minimal de G?%, qui est conjugué & Py par un élément yc Wk .
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Alors P¥* est standard. D’oli I'existence de wp. L’unicité résulte de (ii). Donc wp est
bien défini. Le reste de (iii) résulte de (i). O

Hypothése jusqu’a la fin du paragraphe. — On suppose que M€ L yopMN Ly est tel
que dim a§;=1.

Alors P(M) est réduit & deux éléments et on note P I'unique élément de Ps(M).
On a W(an) (=W (ap,anr)) qui est égal & WO(aps) d’apres le lemme 2 (iv). Ce groupe a
au plus deux éléments. On note Wp I’ensemble des représentants de W& \ W, /WM décrit
au lemme précédent. Si weWp, w™! détermine un élément de W(ag, ar) ot Q=P est
un élément de F.

THEOREME 2. — Pour toute fonction Fellpo(G, M, ) et avec les notations ci-
dessus on a:

(i) Si W{an) posséde deux éléments, 1 et s, les égalités suivantes sont vérifies

Z “F‘P"",‘w‘l ”2 Z ”FP“’ sw—? (A)”2

weWp wEWp

pour A€iay, :

et

D (Fpow-1(A), Fpu gu1(sA) = Y (Fpu su-1(A), Fpu,y-1(s))).
weEWp wEWP
(i) Si W(ap) a un seul élément, on note P le sous-groupe parabolique opposé a P
et l'on a, pour A€iaj, :

> WFpe w1 VIF= Y 1Fpe s VI
weEWp wEWPp
Dans (i) et (ii) on a noté |Fpu -1 (N)]|? pour (Epw ,-1(A), Fpw 4-1(A))°, etc. En
d’autres termes on restreint les fonctions ¢ (M™)Y/(M*)'NH et on intégre.

Démonstration. — Si Q€ Fy; est tel que ag et ap sont conjugués sous K (c’est a
dire que @ et P sont o-associés), @} est conjugué & P ou P.

(i) Si W(aps) possede deux éléments 1 et s, P et P sont conjugués, donc ) comme
ci-dessus est conjugué a P. Il est de la forme Q=P" avec wEWp d’aprés le lemme
précédent. Alors w™! définit un élément de W(ag,anr), l'autre élément de W(ag, anr)
étant égal & sw™1. Alors, d’apreés (7.2) et (7.3), wgst(F, F A X') est égal & la somme sur
weWp de la différence de:

(Fpu,w-1(A), Fpu -1 (X)) A X)(TP)

avec:
(F‘P"’,sw—1 ()‘): 1'?P"~",sw—1 (A))e()\l_)‘)(TP)
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multipliée par :
913(/\—)\/)_1
additionnée a la somme sur w€Wp du produit de la différence de:
(Fpuw w1 (A), Fpu,_gup-1 (X)) eAFX)TP)
avec :
(Fpu suw-1(N), Fpu yp-1(N))e” A+3)(Tr)
multipliée par:
Op(A+X)7L.

Pour obtenir cela on a utilisé les relations suivantes: s=-1, Opw ()\w_l)zb?p()\),
0p(\)=—8p(—A) (car Ap n’a quun élément), X" (Tpw)=MTp) pour A€ia},. Les
relations du théoréme résultent de l'analyticité de wi (F,F’,,X) (cf. corollaire du
théoréme 1) respectivement au voisinage de (A, A) et (A, —A).

(ii) Si W(aps) est réduit 4 un élément, P et P ne sont pas conjugués. Si Q€ Fy est
tel que W(ag, arr) est non vide avec P et @) o-associés, () est conjugué soit & P soit
a P. Soit wy un élément de K NH qui normalise ag et qui transforme ¥4 en —X,4. Si Q
est conjugué a P, il est de la forme P¥, weWp. Si Q est conjugué & P, le parabolique
opposé a Q, Q est tel que QW0 " est standard et conjugué & P, puisque c’est le cas pour Q.
Donc Q%o est de la forme P¥ avec we Whp et (Q est égal & P¥o¥. En utilisant la relation
0p=—0p (car Ap est réduit & un élément) et les faits déja utilisés dans (i), on déduit de
(7.2) et (7.3) que wi (F,F, ), X) est égal au produit de la somme sur weWp de:

(Fpw,u-1(A), Fpu,w-1 (X)) = (Fpuow, (wow)-1 (X); FPuwow, (wow)-1 (X)) (8.1)

par:
e TG (A— X)L,
L’analyticité au point (A, A) de wh, (F,F, A, X) implique:
La somme sur w € Wp de (8.1) est nulle pour X' = \. (8.2)
Mais wqy est élément de KNH. Donc
F(\ wogwy 'H) =7(wo) F(\,gH), g€G.
On déduit alors de la définition du terme constant, que, pour Q€F, on a:
Fguo (A, womwy H(Mgue NH)) =7(wp) Fg(\,m(MgNH)), me Mg,
puis que:
Fgwo, (wow) -1 (A wormwg * (Mguwo NH)) =7(wo) Fg u-1 (A, m(MgNH)), me M.

Joint & (8.2), cela termine la démonstration du théoréme, puisque 7(wg) est unitaire. [
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9. Une description de wgst(F, F’, )\, X)? comme distribution sur ia},

Commencons par quelques faits élémentaires. On munit R de la mesure de Lebesgue dz.
Le dual de R, noté R*, s'identifie naturellement & R et {R est muni de la mesure duale
dX de dz. C’est la mesure de Lebesgue sur iR divisée par 27. La transformée de Fourier a
été définie au §1. Ces choix fixent des identifications des fonctions localement intégrables
& des distributions. On considére pour A€ R\ {0} la distribution sur iR=iR*, T, définie
par la fonction C*°, (A+A)~!. Alors

lim Th=Tg 9.1
Jim, Ty =T (9-1)
ot la limite est une limite forte dans D’'(R) et

Ty (resp. Ty ) est la transformée de Fourier de Y, (resp. Y_) (9.2)

ou: Y, (z)=1si 220 et 0 sinon, Y_(z)=1 si <0 et 0 sinon.

11 suffit de prouver que la limite est une limite faible car I’espace décrit par A est
métrisable, et toute suite de distributions qui converge faiblement converge fortement.
Soit e C>(iR). Calculons, pour A>0, Ty (¢) —Ta(y). Un calcul immédiat donne :

@ =m0 = [ ([ e e 00 r)ax.

On note Y5 (X)= [z (e X —e~+MX)p(X) dA. Alors [¢pa(X)| est majoré par 2|G(—X)|
qui est clairement intégrable. Par ailleurs on voit que 15 converge simplement vers 0
quand A tend vers 07 par une simple application du théoréme de convergence dominée.
Une autre application du théoréeme de convergence dominée montre que (TA—TO+ ) ()
tend vers 0, si A tend vers 0. On étudie de méme Th —T; pour A<O.

Soient MeL et A€a},, régulier par rapport aux racines de aps dans g. Pour P
élément de P(M) on notera ¥4 I'indicatrice de:

CA={X €df;| wa(X)A(&) >0, a € Ap},

que 'on regarde comme une mesure sur ap portée par af,,, grace & notre choix de mesure
sur a$;. Soit B4 le nombre d’éléments o de Ap tels que A(&)<O0.

LEMME 11. — Avec les notations et hypothéses ci-dessus, on note pour t>0, T; la
distribution sur ia}, associée & la fonction C™®, p(A+tA)~1. Avec ces identifications
T; converge fortement vers (—1)'3%12;’}., ot JJZ‘, est la transformée de Fourier de 5. On
notera (6%5)7" cette limite.

Démonstration. — On décrit facilement T; en écrivant aM=af,,+uG et en utilisant
la base &, a€Ap, de a;. Les calculs seffectuent grace & (9.1). La constante cp qui
intervient dans la définition de #p disparait en raison du changement de variable. a
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Nous aurons a utiliser quelques propriétés simples des fonctions holomorphes et des
distributions. Soit £ un espace vectoriel normé de dimension finie muni d’une mesure de
Haar, © un ouvert de E, V une boule ouverte de E centrée en 0. Soient f une fonction
holomorphe sur 24iV et A un élément de V. On note pour t€[0,1], 7; la distribution
sur 2 associée & la fonction C* sur Q qui & z€Q associe f(zx+tA). Alors:

T; converge vers Tp, quand ¢ tend vers 0, pour la convergence 9.3)
des fonctions C'* et la convergence forte des distributions.

Par ailleurs si (T,,) (resp. (f)) est une suite de distributions (resp. fonctions C*)
sur © qui converge fortement dans D’(§2) vers T (resp. convergeant dans C*®({2) vers f)
on a:

La suite (f,T,) converge fortement dans D'(2) vers fT. (9.4)

En effet (f,) est bornée dans C*°(2), de méme que 7}, dans D’(2). Ecrivant :
fnTn_fT=(fn_.f)T‘i'fn(Tn'—T)a TLEN,

’assertion (9.4) résulte alors de I'hypocontinuité de la multiplication des distributions
par les fonctions C* (cf. [16, chapitre V, §2, théoréme IV et chapitre III, théoréme XI}).

THEOREME 3. — On reprend les notations et hypothéses du corollaire du théoréme 1.
On fize N €ia},, et A€ay, régulier par rapport auz racines de aps dans g.

L’application analytique sur ia},, qui & A associe w%st(F, F' M\ X)% est égale, au
sens des distributions, & la somme sur:

(a) les éléments Q de F (M) tels que Mg est o-associé & M et M,

(b) les éléments s (resp. s') de W (ag,an) (resp. W{ag, anm)), des distributions sur
iahs (en A):

(FQ.s(N), Fo o (N))(=1)%° (4 104 2)” (A=N""7")

ot 1/J$S,TQS 1z est Vindicatrice, dans ap;, de Cgs —Tg:—Z (translaté de C’és par
—(Tg-+2)).

Démonstration. — La fonction de Aeia}y, wh (F,F’', A, X)? étant analytique au
voisinage de ia},, on peut appliquer (localement) (9.3) & son prolongement holomorphe
au voisinage de ia},. L'expression du prolongement de cette fonction est donnée par
la méme formule (cf. (7.2)) car F (resp. F') est un élément de fI7h01(G, M, ) (resp.
I'ho1(G, M, 7)). En utilisant les propriétés de F', F’ et (9.4), on est ramené & étudier les
distributions fg((A+tA)*—N*)~1, quand ¢ tend vers 0% et & tenir compte du facteur
eX=N)NTe+2) | Ceci est facile grace au lemme précédent et aux propriétés élémentaires
de la transformation de Fourier. O
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10. Produit scalaire entre une fonction II; ; et un paquet d’ondes

THEOREME 4. — On retient les notations et hypothéses du théoréme précédent. On sup-
pose M élément de Ly et on choisit PEPs (M) et Acay,, strictement Ap-dominant.
Si a est un élément de Uespace de Schwartz S(ia},) et N €ia}y, Uexpression :

(Fa, F/(X)) i= / (Fa(@), F'(V)(z)) da (10.1)

G/H

est nulle st M et M' ne sont pas o-associés et si M=M', elle est égale d :

> aW) (Fpu,w-1 (V) Fpu gyt (X)) (10.2)
weWp
z€W{(axr)
Démonstration. — D’abord par continuité de (10.1) et (10.2) relativement & a, on

peut supposer que a est C™ & support compact. En outre par une intégration partielle
sur Ag dans (10.1) et une intégration partielle sur iaf, dans la définition de F;, on se
raméne aisément au cas ol ag={0}, ce que l'on suppose désormais. On fixe 7' comme
dans ’énoncé du théoréme 1. Alors (Fy, F'(X')) est égal a la limite de:

/ (Fa(z), F'(N)(z))u(z,nT) dz,
G/H

quand n tend vers l'infini. Mais on peut appliquer le théoréme de Fubini 4 cette intégrale
qu’on regarde comme une intégrale double en introduisant la définition de F,. En effet,
a et u(-,nT) sont & support compact. Done (Fy, F'(X’)) est égal & la limite, quand n
tend vers I'infini dans N, de Vintégrale sur ia}, de a(\) Q%% (F, F/, A, X'). Mais d’apres
le corollaire du théoréme 1, cette limite n'est pas affectée si on change € en w. On se
propose d'utiliser le théoréme 3 pour déterminer cette limite. D’abord si M et M’ ne
sont pas o-associés, w,@st(F ,F', )\, \') est identiquement nul d’aprés le lemme 7 (i).

On suppose désormais M=M’. Commengons par une remarque sur les indicatri-
ces de cones. Soit C' un cone ouvert de azs et S un élément de aps. Si S est élément
de C, lindicatrice de C—nS converge vers la constante 1 dans &’'{(as) quand n tend
vers +00. Si S n’est pas dans 'adhérence de C, I'indicatrice de C—nS tend vers 0 dans
&S'(apr) quand n tend vers +oo. Cela résulte du théoréme de convergence dominée et de
I'égalité C—nS=n(C—S). Dans le premier cas C—S est un ouvert contenant 0. Dans
le deuxieéme cas 0 n’est pas dans 'adhérence de C'—S et il existe une boule ouverte de
centre 0, B(0,7), >0, telle que B(0,r) ne rencontre pas C—S. Alors C'—n.S est contenu
dans le complémentaire de B(0,nr). L’application de ceci montre que les seuls termes
de P'expression de wg;“(F ,F', A, X') donnée au théoréme 3 et qui contribuent & la limite
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cherchée sont ceux pour lesquels () et s sont tels que Tgs appartient & Cés, c’est a dire
Q*=P puisque A est strictement Ap-dominant. Mais alors @ est standard et conjugué
a P, donc de la forme P¥, weWhp, et s est égal a la restriction & ag de w™!. Alors:

W (ag,an) ={zw™" |z € W(apm)}.

Compte tenu de nos remarques sur les indicatrices de cones, la contribution de Q=P* 3 la
limite étudiée est égale & la somme sur €W (aps) de a{X' ) (Fpw, -1 (N'?), Fpw gy-1(X)).
D’oui le théoreme. a

11. Appendice
On utilise les notations du corps de Particle.

PROPOSITION 1. — On suppose que ac={0}. Alors A2(G/H,T) est de dimension

finie.

Démonstration. — Soit GY,, la composante neutre du sous-groupe dérivé de G et 7°
la restriction de 7 & KNGY,,. Alors la restriction des fonctions de G & GY,, détermine une
injection de A3(G/H, 1) dans Ax(GY,,/(GS,NH), 7°). En effet d'une part (G, ,NH)°
est d’indice fini dans (G, NH) et, d’autre part, G=KGY, Ag, ou Ay est Dintersection
de la composante déployée de G avec H, car ag={0}. On est ainsi réduit & démontrer
la proposition pour G semi-simple connexe, de centre fini et H connexe. Enfin on peut
supposer 7 irréductible. On fait toutes ces hypothéses dans la suite. Par ailleurs, on sait
que A2(G/H,T) est la somme directe, sur les caracteres xy de D(G/H), de A2(G/H, )y,
qui désigne le sous-espace propre de Ax(G/H,r) correspondant au caractére propre x
(cf. lemme 5 (i)). Par ailleurs A3(G/H, 7), est de dimension finie d’apres [3, lemme 3.9].
Il s’agit donc de prouver que 'ensemble X, formé des x tels que Ax(G/H,T), #{0} est
fini. Si un tel y existe, application d’une forme linéaire, convenable, sur V,., a un élément
non nul de A>(G/H, ) montre l'existence d'une série discréte pour G/H, ce que nous
supposerons dans la suite. Rappelons certains résultats de T. Oshima et T. Matsuki. Avec
les hypotheses ci-dessus, on peut choisir un sous-espace abélien maximal, t, de g contenu
dans ¥Nq. On notera a?=it qui est un sous-espace de Cartan standard de s¢. On compléte
t en une sous-algebre de Cartan de &, t¢, que ’'on compléte en une sous-algébre de Cartan
o et O-stable de g, j. Alors on dispose d’identifications canoniques de (t*)c et (a%)& 2
des sous-espaces de j&. On fixe des ensembles de racines positives compatibles pour a¢,
jic (dans gc), £(a%), (jc) et te (dans £c), T(ts). Pour A€(a%)*, £(a%)-dominant, soit
Va Tespace formé des éléments ¢ de C(G/H) qui sont K-finis et D(G/H )-propres pour
la valeur propre A. Alors d’aprés [15, théoréme 1], V est non nul si et seulement si A est
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élément d’un ensemble discret de (a?)*, L. L'important ici est que L est discret. De plus
VA est un (g, K)-module semi-simple. On introduit aussi:

L* ={A€L|A+pn est L(jc)-dominant },

ol o, est la demi-somme des éléments de X(jc) nuls sur t. Alors il résulte de I'étude des
K-types minimaux (dans le sens de [17]) des sous-modules irréductibles de Vi, AcLt
(cf. [15, preuve du théoréme 3 (ii), p. 380]), qu’il existe C >0, tel pour tout A€ Lt et tout
K-type v intervenant dans V), de plus haut poids noté encore v, on ait :

71l = 1Al -C. (11.1)

La constante C provient des décalages par des « ¢» intervenant aussi bien dans [15] et [17].
Par ailleurs on peut choisir p€jg, plus haut poids d’une représentation de dimension
finie de G, (7, F,,), possédant une forme linéaire non nulle, invariante par H et tel que
p#+0m soit L(jo)-dominant. On peut prendre par exemple pour p la restriction a udc
d’un multiple assez grand de 4p o g est la demi-somme des éléments de L(jc). En effet
si u1€jg est le plus haut poids d’une représentation (7,,, F,,) de G, 2/,L1|a% est le plus
haut poids d’une représentation de G, possédant une forme linéaire non nulle, invariante
par H, et qui se réalise comme sous-représentation de 7,,®(}, c0). Alors pour A€ L, on
sait, d’aprés Vogan (voir par exemple (10, proposition 7 (i)]) que Vo4, ®F, contient Vj
comme sous-représentation. En particulier A+p€L et, en tenant compte des propriétés
de i, on a méme A+peL™. Donc

HOIIIK(V-,-,VA)SdimK(VT®F;,VA+”). (11.2)

On note 71, ..., 7, les sous-représentations irréductibles de K qui décomposent V,®F, -
On note de méme leurs plus hauts poids. Mais si x€X,, on a xy=xa avec A€L et
Hompg (V;, Vj)#{0}. Donc, d’apres (A.2), il existe i€{1,...,n} tel que:

Homg (Vr,, Vayn) # {0}.

Mais d’aprés (A.1) on a alors: ||7;||2||A+pu||—C. Comme A appartient & l’ensemble
discret L, cela ne laisse qu’un nombre fini de possibilités pour A. Donc X est bien un

ensemble fini comme désiré. O

COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 1. — La multiplicité d’un K-type dans la partie
discréte de L2(G/H) est finie.
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