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Introduction 

Le present travail  a pour but  essentiel l '~tude des probl~mes mixtes an sens de 

M. Hadamard .  Rappelons tr~s bri~vement le probl~me : on donne un ouvert  ~ de 

R n et sur cet ouvert  un op~rateur diff~rentiel elliptique D, lin~aire, ~ coefficients con- 

stants ou variables; on consid~re le eylindre ~ •  t variable de temps; on cherche 

u ( x , t ) ,  xE f~ ,  t>_O, solution de D x u ( x , t ) +  u = O  ou D x u ( x , t ) + ~ - ~ u = 0  pour 

( 0 ) 
t>O,  les fonetions u ( x ,  0) resp. et en ou t re -~ tu (x ,  0) 6rant donnges (conditions 

initiales) et u (x, t) ~tant assnjetti ~ eertaines conditions aux limites sur la fronti~re 

P x (t > 0), P = fronti~re de f~ (exemple : u (x, t) est donn~ sur I '  x (t > 0)) (voir dans la 

bibliographie les t ravanx  cit6s d 'Hadamard ,  Courant-Hilbert,  Bureau, Petrowsky).  

I1 existe classiquement deux mgthodes de r6solution pour ces problgmes (sans 

parler de la m~thode des differences finies): 

1 ere mdthode. On effectue une transformation de Laplace en t (Doetsch [1]); on 

est ramen6 s l '6tude de problbmes aux limites attaches s l 'op6rateur elliptique D + ~, 

= param~tre. 

2 ~'~e mdthode (M6thode des fonctions propres; cf. Bureau [1]). On suppose que D 

est auto-adjoint, que l 'ouvert  ~ est born6 de fronti~re (( r~gulibre ~) de sorte que les 

fonetions propres de l 'o l~rateur  D (Duk=XkU~)  forment un systbme orthonormal 

eomplet dans L 2 (~) (espace des fonctions de earr6 sommable ~sur ~); on cherche alors 

u sous la forme : u (x, t) = ~ uk (x) Xk (t). 
k=0 

Ces deux mfithodes sont applicables sous des conditions diff~rentes, mais il y a 

toujours essentiellement les deux retirees difficult~s: 
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(I) Etude des probl~mes aux limites relatifs s l 'op6rateur D + ~. 

(II) Si l 'on a une fonction u obtenue par transformation de Laplace inverse (ou 

d6veloppement en s6rie de fonctions propres) la fonction u ainsi obtenue est-elle bien 

solution du probl~me, et notamment  est-elle une lois (resp. deux lois) continfiment 

diff6rentiable en t? 

Le chapitre I de ce travail  est une 6tude syst6matique des probl~mes aux limites 

attach6s s un op6rateur <~ elliptique ~> D + M, le chapitre I I  apporte une contribution 

au probl~me (II) par utflisation des r6sultats du chapitre I. 

C H A r l T ~  I 

Soit V e t  Q deux espaces de distributions sur un ouvert ~ quelconque de R n, V 

~tant un espace de Hilbert, contenu dans Q; on donne sur V une forme ((u, v)), qui 

d6termine ~ la lois un opgrateur A (op~rateur diff~rentiel dans les applications) et 

des conditions aux limites relatives & A (la donn~e de cette forme revient ~ se donner 

une formule de Green). On donne alors au N ~ 2 une condition suffisante tr~s simple 

permet tant  d 'affirmer que A est un isomorphisme de N sur Q', oh Q' est le dual de 

Q et N u n  espace construit ~ part ir  de ((u, v)) et Q. Ce th~or~me, de d~monstration 

facile, donne le crit~re le plus important  du Chapitre I; il contient entre autres un 

th6or~me de ,Gs (r~solution du probl~me de Dirichlet); c'est d'ailleurs le travail  

de Gs (cf. G~rding [1] s [4]) qui a 6t6 le point de dgpart du present travail. 

L'op~rateur inverse de A, soit G, est l 'op~rateur de Green de la Iorme ((u, v)). Di- 

verses propri~t6s de ces op~rateurs sont 6tudi~es aux N ~ 4 ~ 7: syst~mes complets 

de fonctions propres, stabilit~ et rSgularit6 des opgrateurs de Green. 

L'id~e de se donner la forme ((u, v)) avant de se donner l 'op6rateur A n 'est  pas 

nouvelle; elle est d 'usage courant dans la thSorie variationelle des probl~mes aux 

limites : voir Courant-Hilbert [1], Chap. VII ,  et les t ravaux de H. Weyl, Pleijel, Fried- 

richs, Aronszajn, Soboleff, etc.. .  La  m6thode suivie est donc une syst6matisation, 

possible grs s l 'usage des distributions de Schwartz, de ces m~thodes classiques. 

Bien entendu, le problbme pratique ne se pose pas de la m6me fa~on : on donne 

l'op6.rateur A ainsi que des conditions aux limites; il s 'agit de voir si le probl~me 

aux limites correspondant admet  une solution ou non. I1 est donc ngcessaire de donner 

une classe g~nSrMe d'op6rateurs 2~ auxquels on sache syst~matiquement at tacher des 

formes ((u, v)) sur des espaces de Hilbert convenables. C'est l 'objet des N o 8 ~ 12 du w 1. 

Le N ~ 13 g6n6ralise les notions prSc6dentes : au cas des syst~mes diffgrentiels. 

Les resultats de ce N ~ sont g6n~ralis6s, suivant une idle de M. L. Schwartz, dans 

un court article, suivant ce travail. 
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Le w 2 donne les exemples principaux : probl~mes aux limites relatifs ~ des opgra- 

teurs diff6rentiels d'ordre 2 (s coefficients born6s non continus, s coefficients non 

bornds, etc.. .),  puis probl~mes aux limites relatifs s des op~rateurs d 'ordre 2m,  m 

quelconque; le cas de A2+ 1, A=laplacien,  est 6tudid de plus pr~s. On consid~re en- 

suite des probl~mes aux limites sur un espace de Riemann. Pour finir, est ~tudi~ un 

syst~me de conditions aux limites faisant intervenir des d~riv~es d'ordre arbitrairement 

grand, pour un op~rateur diff~rentiel d 'ordre 2 (par exemple). 

Quelques probl~mes utiles dans la pratique, pouvant  ~tre r~solus par des m~thodes 

voisines, n 'ont  pas ~t6 donn6s, pour ne pas allonger outre mesure : ces probl~mes font 

l 'objet  d'articles s paraltre. 

De fa~on g~ndrale tout ce chapitre est dl~mentaire; il suppose seulement connu 

les fondements de la th~orie des distributions de Schwartz (Schwartz [1], [2]). Rien 

n 'est  suppos~ connu de la tr~s vaste litt~rature consacrde aux probl~mes aux limites 

(saul en quelques points precis, pouvant  ~tre passgs). I)ans le w 2 on utilise certaines 

propri~t~s d'espaces fonctionnels, variantes de l 'espace de Beppo Levi utilis6 en 

th~orie du potentiel (Deny [1], Brelot [1]); ces propridt~s sont d~montrdes dans Deny- 

Lions [1] ou Lions [3] (voir aussi Soboleff [1], [2]). 

Une m~thode voisine a ~t~ donn4e inddpendamment par  Browder [4] qui porte 

surtout son effort sur la diffdrentiabilit~ au sens usuel des s o l u t i o n s -  probl~me non 

abord~ ici, off routes les d~rivations sont effectu~es au sens des distributions. 

Une autre m~thode, bas~e sur la thdorie des prolongements d'op~rateurs non 

continus dans un espace de Hilbert,  a ~t~ utilisge par  Friedrichs [1] et Krein [1] puis 

Visik [2] pour les op~rateurs d'ordre 2 (voir aussi Jennings [1]). Les t ravaux de Visik 

peuvent  d'ailleurs ~tre simplifigs et g~ndralisds pax" utilisation des r6sultats de Gs 

ou des notres. 

C I t A P I T R E  I I  

Une fois en possession des notions du Chapitre I, on peut poser de fagon ri- 

goureuse le probl~me mixte au sens de M. Hadamard;  c'est le probl~me mixte fin 

(w 2, N o 1). I1 y a lieu de modifier alors ce probl~me suivant la m6thode de Schwartz 

pour le problbme de Cauchy; on est ainsi conduit aux probl~mes qui suivent. De 

fagon g6n~rale on d6signe ~+ (t, X) l 'espace des distributions en t ~ valeurs dans un 

espace de Banach X, de supports en t limit6s ~ gauche (le strict essentiel concernant 

ces espaces et no tamment  la g6n6ralisation du produit de composition en t est rap- 

pel6 dans le w 1; pour plus de ddtails on se reportera s Schwartz [6], [7] et Grothen- 

dieck [1] et [2]). 
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On pose alors le probl~me suivant : on donne A d~fini par la forme ((u, v)), ee 

qui d~finit N; puis on donne K, ~16ment de l'espace 9+  (t, s (N; Q')). Trouver u dans 

9+  (t, N), solution de 

A u + K ~ u = T ,  

off T e s t  donn~e dans ]0~ (t, Q'). 

Pour rdsoudre ce probl~me on distingue deux cas. Dans le 1 er cas on suppose que 

K admet une transformde de Laplace en t. On donne au No 2 du w 2 une condition 

suffisante g6n6rale pour que l'opdrateur A + K* (K*= op6rateur de composition en t par 

K) soit un isomorphisme de ~)+ (t, N) sur 9+ (t, Q'). On montre que la solution de 

l '6quation propos~e est fournie par u = ~ ~ T, off ~ est dans 9+ (t, I: (Q'; N)) et admet 

une trans/ormde de Laplace en t. La distribution ~ est dite : distribution de Green de 

l'op6rateur A + K*. On donne ensuite deux th6or~mes d'application du th~or~me du N o 2, 

et on 6tudie la stabilit~ des distributions de Green. Ces th~or~mes sont ensure ap- 

pliquds aux op~rateurs diff~rentiels les plus importants de la physique math~matique 

(d'ailleurs consid~rablement g~ndralis6s); c'est l 'objet des N ~ 5 s 10. Les resultats des 

N ~ 2 s 10 sont les plus importants de tout  ce travail. 

On consid~re ensure le 2 ~me cas : celui off K n 'admet  pas de transform~e de La- 

place en t; un r~sultat gdn~ral pour ce cas est donn~ au N o 12. 

Une lois en possession de la distribution de Green, on constate au N ~ 13 qu'elle 

permet de r~soudre une nouvelle cat~gorie de probl~mes mixtes : les probl~mes mixtes 

(( explosifs )). 

Les N ~ 14, 15, 16 revienncnt sur les probl~mes mixtes initiaux : les probl~mes 

mixtes fins. Le N o 14 utilise pour cela la th~orie des semi-groupes (ttille [1] et 

Yosida [1]). Les N ~ 15 et 16 utilisent une transformation de Laplace (bien entendu 

ces m~thodes sont tr~s voisines l'une de l'autre). Le N ~ 17 ~tudie la r~gularit~ des 

noyaux de Green, i.e. des noyaux (au sens de Schwartz)des  applications T - > ~  ~ T. 

Enfin le N o 18 6tudie rapidement la r~flexion des ondes dans le cas du classique 

op4rateur des ondes. 

L'essentiel de ce travail a ~t~ r~sum6 dans les notes (I) et (III)  de Lions [1]. 

Quelques probl~mes mixtes utiles ne sont pas r4solus ici, comme par exemple les 

probl~mes mixtes avec conditions aux limites d6pendantes du temps, le cas d'op~ra- 

teurs s coefficients variables en t; ces probl~mes feront l 'objet d'articles prochains. 

Je suis heureux de pouvoir remercier vivement ici 1~. L. Schwartz qui n 'a  cess6 
de me prodiguer ses conseils et ses encouragements; je lui suis redevable de tr~s 

nombreuses am61iorations, tant  dans le fond que dans la forme. 
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Je  remercie aussi M. H.  G. Garnir qui m ' a  fai t  b~n@ficier de sa profonde con- 

naissance des probl~mes aux limites. 

Je  remercie M. le Doyen P@r~s, M. M. Jane t  et M. H. Cartan qui ont accept@ 

de se joindre s M. L. Schwartz pour constituer le jury  auquel cette th~se a @t@ 

soumise. Ma reconnaissance va  @galement ~ M. J .  Hadamard ,  qui a bien voulu pr@- 

scnter rues notes aux Comptes Rendus de l'Aead@mie des Sciences. 

Avant  de donner la table des mati~res, pr@cisons qu 'au cours d 'un mgme N o 

(example : No 10) les th@or~mes, propositions, etc.. ,  sont not@s : Th@orbme 10.1, Th@o- 

r~me 10.2 . . . . .  Proposition 10.1, etc. . .  

2--553810. Acta Mathematica. 94. Imprim6 Iv 28 octobre 1955. 
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CHAPITRE I 

Probl~mes aux l imltes pour une  classe g~n~rale d'op6rateurs de type elliptique 

w 1. Th$orie g~nSrale 
1. Hypotheses et probl~me 

On d@signe toujours par  ~ un ouvert  quelconque de R =. On d6signe par  On 

( ~  lorsqu'il n ' y  a pas d'ambiguit6) l 'espace des fonctions ind6finiment diff~rentiables 

sur ~ ,  i valeurs complexes, i support  compact, muni  de la topologie de limite in- 

ductive de Schwartz; on d6signe par  ~0~ (ou ~ ' )  son dual (muni en g6n@ral de la 

topologie forte), espace des distributions sur ~ ;  on d@signe par  En (ou ~) l 'espace 

des fonctions ind6finiment diff6rentiables sur ~ ,  sans conditions sur les supports, 

muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout  compact de ~ des fonc- 

tions et de chacune de leurs d6riv~es; on note E'a (ou ~ ' )  l 'espace dual, espace des 

distributions /~ support  compact sur ~ ;  on d6signe par L v (~) (ou L v) l 'espace des 

classes de fonctions de puissance p~me sommable sur ~ ,  pour la mesure de Lebesgue 

c l x = c l x i . . . d x ~  ( x = ( x l , . . . , x ~ ) f i R ~ ) ;  si u E L  v (~), sa norme usuelle est notre  

II u 
Sauf indication expresse du contraire, toutes les ddrivations sont e]/ectudes au 

sen~ de ~'~. 

On donne maintenant  un espace vectoriel topologique localement convexe (1) 

s~par~, Q, avec :  

les injections (~) O ~ - ~ Q  et Q-~  D~ 4rant continues et O~ ~tant dense dans Q. 

Toute forme lin@aire continue sur Q, soit T, d4finit par  restriction une forme lin~aire 

continue sur O ~ ,  donc une distribution T E O~ ; on a donc une application canonique 

du dual Q' de Q dans ~)~, et cette application est biunivoque : si T = 0, e'est que 

T e s t  nul sur O, donc, O @rant dense dans Q, T = 0 .  On peut donc identifier Q ' k  

un sous-espace vectoriel de O ' ;  on a :  

(1} Tousles espaees topologiques utilis6s sont localement convexes ; on ne le r6p@tera plus. 
{2} Si E e~ F sont deux espaces vectoriels topologiques, avec E c F ,  l'injection de E dans -~ 

est l'application identique e--> e do E dans F. 
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O c  Q ' c g '  

les in jec t ions  d t a n t  cont inues  et  9 ~ tan t  f a ib lement  dense dans  Q'. 

L ' e space  Q' sera  mun i  de la topologie  for te  de dual .  Lorsque  Q est  un  espace 

de H i l b e r t  (cas f r6quent  dans  ]es appl ica t ions)  il  y a gv idemmen t  un i somorphisme 

canonique en t re  Q e t  Q' qui p e r m e t  d ' i den t i f i e r  ces deux  espaces ;  mais  sau l  dans  le cas 

pa r t i cu l i e r  off Q = L  ~ (~) ,  nous  n 'e f fec tuerons  pas  cet te  ident i f ica t ion.  

Si T E ~ ' ,  T d~signe ]a d i s t r ibu t ion  complexe  conjugu~e de  T(  1~. On suppose  

que si T e s t  dans  Q, alors T e s t  aussi  dans  Q; m~me chose pour  Q'. 

On donne  m a i n t e n a n t  un  espace  de H i lbe r t  V, avec : 

9cVcQcO' ,  

les in jec t ions  ~ tan t  continues.  On suppose  que si T e s t  dans  V, T y est  aussi. 

L'espace ~) n'est pas en gdndral dense dans V; si 9 n ' e s t  pas  dense dans  V, on 

n ' i n t r o d u i r a  pas  l ' espace  dua l  V', qui n ' e s t  pas  un  espace de d is t r ibu t ions .  L ' e space  

V est  g~ndra lement  mun i  d ' une  topologie  s t r i c t emen t  plus  fine que celle indui te  pa r  

Q, m~me lorsque Q est  un  espace de t t i l be r t .  Lorsque 9 est dense clans V, on prendra 

Q=V. 
On donne  ensui te  une forme sesqui-l in~aire (~ continue sur V• V, s o i t :  

(L1)  (u, v) -~  ((u, v)), u,  v e V. 

L a  donn~e de ce t te  forme est  fondamenta le .  

Comme 9 est  contenu  dans  V avec une topologie  plus  fine, pour  u fix6 dans  

V, la  forme semi-l in~aire ~0-+ ((u, ~)) est  cont inue  sur  9 ,  donc du  t y p e :  

(1.2) ((u,~))=(Au,~), ueV, ~eg, 

le crochet  d~signant  la  dual i t6  en t re  ]0' e t  9 ;  (1.2) ddfini t  A u, dldment  de 9 ' ;  on 

a donc ddfini une app l i ca t ion  l in6aire : u - +  A u de V dans  9 ~ ,  qui  est  cont inue 

(si u - + 0  dans  V, alors ((u, (p))-~ 0 un i fo rmdment  pour  (p d e m e u r a n t  dans  un en- 

semble  born~ de 9 ,  donc A u--> 0 dans  9 '  fo r t ) ;  p a r  consequent  : 

(1.3) A e s (V; D~) (a). 

(1) D6fini par T (~v)= T (~). 
(2~ i.e. ((u, v)) est lin~aire en u, et semi-lin6airo on v, e'est-~-dire : ((u,)~ v))=~ ((u, v)) pour 

tout nombre complexe ;t, ~ = complexe conjugu~ de ;t. 
(a} Si E et F sont 2 espaces vectoriel topologiques, ~ (E; 2') d~signe l'espace des applications 

lin~aires continues de E dans F.  Cot espace est g~n~ralement muni de la topologie de la convergence 
uniforme sur les parties born6es de E (topologie qui fair de ~ (E; F) un espace de Banaeh, si E et 
F sent des espaces de Banaeh). 
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D ~ F I N I T I O N  1.1. L'op6rateur A d4fini par  (1.2) est dit :l'opdrateur dd]ini 

t~lr h~ /orme ((u, v)); r6ciproquement on dit que la forme ((u, v)) est une forme atta- 

ch(e ~ A. 

L'op6rateur A sera le plus souvent dans la pratique un opdrateur diffgrentid. 

R EM_~RQUE 1.l. 

La forme ((u, v)) d6finit A, mais la r~ciproque est g6n6ralement inexacte : l a  

connaissance de A, 616ment de • ( V ;  ~ ' )  d~termine ((u,~))  pour tout  uEV,  et 

q" E ~ ,  mais, sauf si ~ est dense dans V, ne d6t6rmine pas ((u, v)), pour tout  u E V 

et v e V; il est facile d'ailleurs de donner des exemples (cf. ci-apr~s) de formes ((u, v)) 

diff6rentes et d6finissant le mSme op6rateur A. Notons que si ~ est dense dans V, 

alors A est dans l 'espace s (V; V'). 

Les probl~mes  

Notre but  est de donner des conditions suffisantes por tant  sur ((u, v)) permet tant  

de construire des espaces X, Y, tels que A soit dans E (X; Y), et soit un isomor- 

phisme de X sur Y. 

E x e m p l e s  s i m p l e s  de tormes  ((U, v)). 

EX]~MPLE 1.1. 

On d6signe par  ~[ ,  (~) l 'espace des (classes de) fonctions u, u e L~(~), ~xi u e 

L 2 (~) pour tout  i = 1, . . . ,  n, muni de la topologie la moins fine telle que les applica- 

0 
tions u - +  u et u - - > - - u  soient continues de ~ ,  (~) dans L 2 (~) ;  si u, v, sont dans 

x~ 
s (~) ,  on  pose  : 

vl b = ( u ,  v �9 
f=l  ~X/ L* 

L'espaee ~ ,  (~) est alors un espace de Hilbert  (cet espace a 6t6 introduit  par  

Gs cf. G&rding, [1] ~ [4]; cf. aussi : Schwartz [3]; le fait que El,  soit un espace 

de Hilbert  est imm6diat ;  c 'est d'ailleurs un cas particulier de le proposition 9.1 

ci-apr~s). 

Ceci pos6, on prend : V= E~, et la forme : 

( (u ,v ) )=b(u ,v )L~  i=1\~ ~u'  ~ L' 

L'op6rateur A d6fini par  cette forme e s t :  

n ~2 
A = - A + b, A - ~=1 ~ (Laplacien). 
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EXEMPLE 1.2. 

On prend V =  E~, comme dans l 'exemple 1.1. On utilise en outre le f a r  suivant 

(Cf. Deny-Lions [1]) : on suppose que la fronti~re de f~ contient un morceau F de 

vari~t~ une lois continuement diffgrentiable de dimension n -  1; on suppose F born6; 

on peut alors prolonger la fonction u (d~finie dans f2) sur F;  soit ~ u  cette fonction 

prolong~e. Elle est ddfinie de fa~on precise comme s u i t : o n  peut  d~finir une applica- 

tion lin~aire continue et une seule, u -+ ~ u, de E~, (~) dans l 'espace L 2 (F) des classes 

de fonctions de carr~ sommable sur F pour la mesure superficielle, de telle sorte que 

~ u  coincide presque par tout  (pour la mesure superficielle) avec les valeurs de u sur 

F, lorsque u est continue dans f~ 0 F. On prend alors sur V• V la forme : 

((u, v)) = b (u, v)L, + ~ ~x~ u, ~x~ r., + 
F 

k = constante complexe, d s = mesure superficielle sur F. L'op~rateur A d~fini par  cette 

forme est encore - A  +b,  comme dans l 'exemple 1.1. 

On volt  done bien qu'~ des formes diff~rentes peuvent  correspondre des op~ra- 

teurs A identiques. 

2. Le th~or~me d'isomorphisme 

ESPACE W. 

On d~signe par  ~/ l 'espace des uE V, tels que A u  soit dans Q';  on le munit  

de la topologie la moins fine telle que les applications u - +  u et u--> A u soient con- 

tinues de ~/ dans  V e t  Q' respectivement. 

Si ~ est dense dans V, on prend V=  Q, alors ~/ coincide avec V. 

On notera que si Q (done Q') est un espace de Banaeh, il e n e s t  de m~me 

pour :I/. Pa r  ailleurs, si /9 n 'est  pas dense dans V, l 'espace ~/ peut ~ priori ~tre 

r~duit ~ {0}. 

ESPACE N. 

On d~signe par N le sous-espace vectoriel de :~ form~ des fonctions u qui 

v~rifient : 

(2.1) ( A u ,  ~ = ((u, v)) pour tout  vE V, 

le crochet d~signant la dualit~ entre Q' et Q. L'espace N e s t  un sous-espace vectoriel 

ferm~ de ~/ que l 'on munit  de la topologie induite par ~/. 
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Si  0 est dense dans V, l'espace N coincide avec V. En  effet, par  d~finition de 

A, la relation (2.1) a lieu pour tou t  v=~v E D, done pour  t o u t  v E V par  prolongement .  

Pa r  contre si ~ n 'es t  pas dense dans V, la relation (2.1) n 'es t  pas vraie en 

g~n6ral pour  u E 74 et v E V. 

E X E M P L E  2.1. 

On prend V e t  ((u, v)) comme d~ns l 'exemple 1.1, p. 4. On prend Q = L  ~(~) ;  

~/ est alors l 'espace des u E V, tels que A u soit dans L ~, et qui v~rifient : 

i . e .  : 
( - A u + b u, v)L, = ((u, v)) pour  tou t  v E V, 

u, v pour  t ou t  v E V. 
f=l  ~Xt L ! 

Cette relation n 'es t  pas vraie en g6n6ral pour  u E 74, v E V; elle n 'es t  vdrifi~e que 

pour  les u dont  la ddriv~e normale  (dans un  sens gdn~ralis~, car aucune hypoth~se 

n 'es t  faite sur la fronti~re de ~)) est nulle sur la fronti~re de ~ .  

On a donc d~fini des espaces 74 et N tels que A soit un  op~rateur lin~aire 

eontinu de 74 (ou N) dans Q'. On va  main tenan t  donner  une condition suffisante 

simple pour  que A soit un isomorphisme de N sur Q'. Pour  cela il est utile de 

d~eomposer ((u, v)) en sa part ie  hermitienne et anti-hermitienne : 

(2.2) 

o~. : 

On pose alors la 

((u, v)) = flu, v)h + i  flu, v )h ,  

((u, v))l  = 1 ( ((u, v)) + ((v, u)) ) 

((u, v))2 = ~ i ( ((u, v))  - ((v, u)) ). 

D ] ~ F I N I T I O N  2.1. La  forme ((u, v)) est elliptique s'il existe a > 0 ,  tel que pour  

tou t  u E  V, on a i t :  

(2.~) ((u, u))~ >~ a II ull~ ,x,. 

Cette not ion ne d~pend done que de la partie hermitienne de la forme ((u, v)). 

I1 r6sulte de la d~finition 2.1, que si ((u, v)) est elliptique, ((u, v)) 1 dgfinit  sur 

V un produit  scalaire hilbertien de norme correspondante ~quivalente s II u H v- 

On a alors le 

'x' I I~ ] l~=~or~o  do ~ dans V; de fagon g6n6rale, si E es~ un espace de Banach, et si eeE ,  
I1~ I1~ = n o r ~ o  d o  o. 
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THI~OR]~M]~ 2.1. Si la /orme ((u, v)) est elliptique, l'opdrateur A dd/ini par cette 

[orme, est un isomorphisme (topologique) de N sur Q' (17. 

DI$.MONSTRATION. 

a) Soit s r6soudre 

(2 .4)  A u = 1, 

/ donng dens Q', u cherch6 dens N. Si (2,4) admet une solution, elors, pour v quel- 

conque dans V, on e :  

(2.5) ((u, v))= (f, ~). 

Rdciproquement, si u est dans V e t  v~rifie (2.5) pour tout  v E V, alors (2.5)a en 

particulier lieu pour tout  v =~0 dens O, donc :  

((u, ~0) )=(Au,  ~ ) = ( / ,  ~ )  pour tout  ~ e O ,  

donc A u = / ,  ce qui montre d~js clue u est dens ~4. Mais alors, puisque A u = / ,  on 

a, pour v quelconque dans V, ( A u ,  ~) = ([,  ~)  = ((u, v)) (per (2.5)), donc u est dens 

At; donc (2.4) ~quiveut s (2.5), u E V. 

R~MARQUE 2.1. 

Si O est dense dens V, alors lg= V, Q'= V', et l'6quivalence de (2.4) et (2.5) 

est dvidente. 

b) Pour ] fix4 dens Q', le forme semi-linda[re : 

est continue sur V, espace de Hilbert pour ((u, v))l, donc :  

(2.6) ( [ ,  ~ ) =  ((J[, v))l, 

ce qui d6finit J ,  616ment de s (Q'; V). 

Pour u fix6 dens V, v ~ ((u, v)) 2 est une forme semi-lin~aire continue sur V, donc : 

(2.7) ((u, v)h = ((Hu, v))l, 

ce qui d6finit H, ~ldment de /~ (V; V), op4rateur hermitien pour le produit scala[re 

((u, v)h .  

Alors (2,5) gquivaut s  

(2.8) (1 + i l l ) u = g / ,  

(1~ Noter que eeei entralne que N (done afortiori ~)  n'est pas r6duit h {0}. 
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qui admet une solution unique, H 6rant hermitien, donn6e par 

(2.9) u = G/, 

avee : 

(2.10) G = (1 + i H -~ J ,  

27 

ce qui d6finit G eomme 616ment de E (Q'; V). Mais en outre G op~re lin6airement 

de Q' dans N, et continfiment; ell effet, si / - + 0  dans Q' alors u-->0 dans V, et 

eomme A u = / ,  u--> 0 dans ~ ,  donc dans N, donc :  

(2.11) H e s (Q' ; N). 

Le th6or~me est done d6montr6. 

On a en outre construit un inverse bilat~re G de A;  on a les relations ; 

~ A . G = I ,  1 E s  Q'), 
(2.12) ( G . A = I ,  1 E L ( N ;  N). 

D]~]~INITION 2.2. L'op6rateur G est d i t :  l'opdrateur de Green de la forme 

((u, v)). 
En raison de son importance, explicitons dans le cas particulier off ~ est dense 

dans V, l'6nonc6 correspondant du th6or~me 2.1 : 

TH~ORi~M~ 2.2. Si ~ est dense dans V, et si la /orme ((u, v)) est elliptique, 

l'opdrateur A est un isomorphisme de V sur V'. 

R~MARQU~ 2.2. 

Comme A est 616ment de E (~ ;  Q'), on peut consid6rer le compos6: 

(2.13) G. A = P, 616ment de E (:I/; 2V). 

On a :  p 2 _ p ,  done P est un pro]ecteur de ~ sur N. A ce projecteur est associ6 la 

d6composition en somme directe topologique de ~ donnde p a r :  

ou encore:  tout uE ~ s '6cri t :  

~4= P ~ 4 +  ( l - P )  W, 

u = P u + ( 1 - P ) u ,  

P u  est dans /V, et A P u = u ,  done si v = ( 1 - P ) u ,  on a :  Av=O,  on a donc la 

d6composit~on en somme directe : 
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(2.14) ~ =/V + 74A, 

oh ~ h  d6signe l'espace des u E ~/ solutions de A u = 0. 

Lorsque A est fixe, les formes ((u, v)) attach6es s A 6tant variables, alors ~A 

est fixe et N est un suppl6mentaire variable de 74A dans ~4. 

3. Probl~mes  a ux  l imi tes  

On ddsigne par ~( un espace vectoriel topologique, contenant ~ ,  et on suppose 

donnd un prolongement de A, encore appelg A, tel que pour tout u E 3~, A u soit defini, 

et soit dans Q', de sorte que :  

(3.1) A E s  Q'). 

On peut toujours prendre ~ = ~/ mais on pourra tr~s souvent prendre pour 3~ 

un espace beaucoup plus grand que ~ .  

On pose alors le 

P ~ O B L ~ M ~  3.1. Trouver U dans ~(, solution de 

(3.2) A U = F, 

off F est donn6 dans Q', avec les conditions aux limites (1) 

(3.3) Y - h E N ,  

off h est donn6 dans ~ .  La condition (3.3) ne change pas si l 'on remplace h par 

h +  v, v quelconque dans N. 

On a tout  de suite le 

TIt#~OR~ME 3.1. Si la /orme ((u,v)) est elliptique, le probl~me 3.1, admetune 

solution unique, /ournie par: 

(3.4) U = h + G (F - A h). 

D]~MONSTRATION. 

Posons : u = U -  h. L'~quation (3.2) donne alors : A u = / ,  / = F -  A h, done est 

dans QP, et on eherche u dans N ;  done, d'apr~s ]e th~or~me 2.1, u = G / ,  d'ofi le 

th6or~me. La fonction U donn~e par (3.4) ne change pas si l 'on remplace h par 

h§  ~EN,  ear ~ - G A ~ = 0 .  

(1) Ceci est une d~finition. 
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R E M A R Q U E  3.1. 

Si • est dense dans V e t  si ~/( est un espace str ictement plus grand que V, la 

condition (3.3) se r6duit g :  
U - h E F .  

On pose la 

D ~ , ~ x ~ I T x o ~  3.1. Si ~ est dense dans F, le probl~me 3.1 est dit : / e  prob/~me 

de Dirichlet relativement h ((u, v)), ou ~ A.  

Dans le cas g6n6ral on pose :  

D~r  3.2. Le problbme 3.1 est d i t :  le 2 ~ r ~  aux limites rdati~- 

,~ a, l o r ~  ((~, v)). 

E x ~ , M I " L  ~, 3.1.  

On prend les hypotheses et notations de l 'exemple 1.1, p. 23, et exemple 2.1, 

p. 25 ; A = - A + b; on suppose b > 0; alors, on constate tout  de suite que la forme 

((u, v)) est elliptique. On prend pour  espace ~ l 'espace des distributions u telles que 

A u soit dans L z, espace que l 'on muni t  de la topologie la moius fine telle que les 

applications u - >  u et u - >  A u soient continues de ~ dans 9"  et dans L z (~) respec- 

t ivement  (cet espace est beaucoup plus grand que l 'espace 7/). Le probl~me 3.1 est 

alors /e prob/bme de Neumanu (g~n~ralis6) relat ivement ~ l 'op6rateur - A + b, b > 0; 

fl admet  une solution unique. 

4. Application de la  th~orle de F.  Riesz 

On suppose dans ce N ~ clue les hypoth/mes suivantes ont lieu : 

(C 1) Q c  L* ~ Q' 

(C 2) L'injection de V clans Q" est compl~tement continue. 

On donne la forme ((u, v)) sur V • V e t  l 'on d6finit la forme sesqui-lin6aire 

adiointe, flu, r))*, par : 
flu, r))*= flu, v ) ) l - i  flu, v)h- 

Cette forme d~finit un ol~rateur  A*, ad~oint de A,  par: 

( A ' u ,  ~ )  = ((u, ~))* pour tout  ~ E D .  

On considbre alors l"esi~ce N* d~fiui ~ par t i r  de ((u, v))* comme N l 'est  ~ tmrtir de 

flu, v)) : u E N* si u e V, A* u ~ Q' et  v~rifie : 
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~A*u,  ~ = ((u, v))* pour tout  vE V. 

Notons que la forme ((u, v))* est elliptique en mdme temps que ((u, v)). On pose 

alors les probl~mes suivants : 

PROBL~ME P(4)  (reap. P0(4)). 

Trouver u E N, solution de 

(4.1) A u + 4 u = [  (resp. / = 0 ) ,  

oll / eat donn6 dana Q', et 4 un nombre eomplexe donn6. 

PROBL~mE P*(~) (reap. Po (~)). 

Trouver u 'E  2V* solution de 

(4.2) A* u' + ~ u' = 1' (resp. / '  = 0), 

oil / '  est donn6 dans Q', ~= eomplexe eonjugu6 de 4. 

On a alors le 

TH]~OR~ME 4.1. On suppose que (C l) et (C 2) ont lieu et que la /orme ((u, v)) 

eat eUiptique. Alors : 

a) La condition ndceasaire et au/fisante pour que le probl~me P (4) (reap. P* (~)) 

admette une solution unique, eat que le probl~me Po (4) (reap. P~ (~)) admette aeulemeut 

la solution nuUe. II en eat ainsi sau/ pour un ensemble ddnombrable de valeura de 4 

(le spectre du probl~me). 

b) Si 4 eat dana le spectre, le probl~me Po (4) admet un hombre fini v (d6pendant 

de 4) de solutions lindairement inddpendantes dans V, soit ul , . . . ,  u, .  Le probl~me P~ (~) 

en admet le m$me hombre; aoit u't, . . . ,  u; ces solutions. La condition ndcessaire et su//i- 

saute pour que le problhme P (4) (reap. P* (~)) admette une solution eat que l'on air : 

(4.3) 

(reap. 

(4.4) 

DI~MONS TRATIOtff. 

( ] ,  u , ' ) = 0  pour i = 1  . . . .  ,~ 

(]',  ui ) = 0 pour i = 1, ..., v). 

On utilise les op6rateurs J e t  H introduits p. 26. On d6signe par J1 la restric 

tion de J s l 'espace; J1 est compos6 de l'injection de V dans Q' et de J EL:(Q'; V). 

Comme l'injection est compl~tement continue par hypoth~se, J1 est compl~tement con- 

tinu. En outre, ((J1 u, u ) ) l = ( u  , a ) =  l[u]l~->0, donc J1 est un opdrateur hermitien 

positif pour la structure ((u, v)) 1 . 
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Si u eat solution de (4.1), alors pour v quelconque dans V on a :  

(4.5) ((u, v))+ ~ (u, ~>=(1, ~>. 

R6ciproquement si u eat dans V, et v~rifie (4,5) pour tout  v dans V, alors u eat 

solution de (4.1), done est dana ~ ,  puis on constate que u eat dans N, donc (4.1) 

6quivaut ~ (4.5) et cette derni~re dgalit~ dquivaut ~ :  

(4.6) (1 +i H + 2J1) u=J/ .  

De m~me (4.2) 6quivaut s  

(4.7) (1 - iH+~JOu'=J / ' .  

On transforme (4.7) eomme su i t :  on pose:  

(1- iH)u'=U',  (4.8) 

qui 6quivaut 

(4.9) 

Alors (4.7) 6quivaut ~ (4.8) et 

u'=(1-iH)-~U ". 

(4.10) U' + i J 1  (1 - i l l )  -1U'=JI'. 

Si l 'on pose :  K=(1 +ill) 1J1, son adjoint K* eat donn6 p a r :  

K* = J~ (1 - i H)  -~ , 

et par consequent (4.6} (reap. (4.7)) ~quivaut 

(1 + 2K)u= (1 +iH)-' J] (4.11) 

(reap. 

(4.12) (l+~g*) U'=JI'). 

Comme J1 eat compl~tement eontinu, il e n e s t  de m~me de K, done les th~or~mes 

de F. Riesz sent applicables aux 6quations (4.11) et (4.12). Donc :  

a) La condition n~cessaire et suffisante pour que (4.11) ou (4.12) admette une 

solution unique eat que l '6quation sans second membre n 'admette  que la solution 

nulle; il en est ainsi saul pour un ensemble d6nombrable de valeurs de 2 : le spectre 

du probl~me, i.e. le spectre de K. 

b) Soit 2 un 61gment du spectre; soit u s , . . . ,  u~ une base de l'espace des solu- 

tions de l'~quation homog~ne correspondant ~ (4.11); de m~me U' I , . . . ,  U~' pour (4.12). 
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La  condition n&essaire et  suffisante pour clue (4.11) air une solution est que : 

( ( l + i H ) - l J f ,  U~))I=0 pour i = 1  . . . . .  ~, 
soit : 

( ( J / ,  (1 -- i l l ) - '  U~)h = 0 .  

Mais si l 'on pose : u ~ = ( 1 - - i H )  -1U~, {u~} constitue une base de l 'espace des solutions 

de Po (~), et  f inalement la condition n6cessaire et  stfffisanto devient : ( (J[ ,  u~))l=0, 

soit (f, u ~ ) = 0  pour tout  i, c 'est  (4.3). 

L a  condition n~cessaire et  suffisante pour clue (4.12) admet te  une solution est : 

( ( J r ,  u i ) ) l = 0  pour tout  i, done : (J ' ,  ~ ) = 0 ,  pour tout  i, c 'est (4.4). 

5. Syst~mes eomplets de fonetions propres 

On fair encore les hypoth&es (C 1) et (C 2), p. 29, et en outre on suppose que 

la forme ((u, v)) est  hermitienne : ((u, v)) = ((v, u)) pour  tout  u, vE V. On la suppose 

aussi elliptique (ddf. 2.1, p. 25). 

On cherche les fonctions propres et  valeurs propres de ro l~ ra t eu r  A relat ivement 

la forme ((u, v)), i.e. les solutions dans N de 

(5.1) A u =  ~ u, pour des ~t convenables (valeurs propres). 

Soit J l 'op~rateur d6fini p. 26, et comme au N ~ pr~c4dent, J1 la restriction de 

J ~ s  V). Alors (5.1) 6quivaut 

(5.2) u = ~ Js  u. 

Or grace s (C 2), J1 est compl~tement continu, et c 'est un op~rateur hermitien 

positif; il a un ensemble d~nombrable de valeurs propres, et  les fonctions propres 

eorrespondantes forment  un syst~me comldet dans V. 

Soit : 
0 < ~h_< ~_< -.. _< g~_< ... 

la  suite croissante des valeurs propres, chaque valeurs propre 6rant compt~e au tan t  

de lois que sen ordre de multiplicitY; seit uk les fonctions propres correspondantes, 

complbtemeng d6 te rmin~s  si on leur impose la condition de former un syst~me ortho- 

norma/ dans L" (f~); on a :  

(5.3) ((u~, u~))= ;t~ (=~, uk),.. 

On a l e  

T H g O R ~ M E  5.1. SOUS /es hypotheses (C 1) et (C 2) du N ~ 4, la /orme ((u, v)) 

complet darts L z (resp. clans V pour le produit scalaire ((u, v)) ). 
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D ] ~ M O N S T R A T I O N .  

Le systbme u~ est complet dans V; par (5.3), le syst~me u k / ] / ~  est orthonormal. 

Enfin comme V e s t  dense dans L 2 (puisque V contient ]0) le syst~me u~ est com- 

plet dans L z d'oh le r~sultat. 

Donnons la variante suivante du r4sultat pr~e~lent : 

P R o P o s I T I 0 ~ 5.1. Mgmes hypoth~e~ qu'au TMor~me 5.1, et en outre Q = L*" ( = Q'). 

Alors le syst~me uk est or~honormal eomple~ darts N ,  espace de Hilbe, rt l~our le 

produit scalaire : 

(u, v )N=( (u ,  v))+ (Au,  AV)L.. 

D ~ M O N S T R A T I O N .  

Soit J2 la restriction de J ~ s (N; N). L 'ol~rateur  J~ est eompl~tement eontinu 

(il ma~it m~me pour  eela que l'injeetion de N dans L 2 soit eompl~tement continue). 

Par  ailleurs : 

(J2 u, u)N = ((J~ u, u)) + (u, A u)L. = H U ][SZ. + ((U, U)) 

donc J~ est un opdrateur hermitien positif dans N, espace de t t i lbert  pour la struc- 

ture (u, v)~. L'opdrateur J~ poss~le un syst~me complet de fonctions propres, systbme 

u ~  est orthonormal; o r :  qui n 'est  autre que uk; reste ~ montrer  que ~2k +2~ 

2 2 #~2 

d'oh le rdsultat ca). 

6. Propri~t~s de regularit~ des noyaux de Green 

On revient aux hypothbaes g6n6rales du N ~ 2, sans hypothbse de complbte con- 

tinuit6. On a ddfini p. 27, l 'opdrateur de Green G E s  N)  de la forme ((u, v)), 

supposde elliptique. Cet opdrateur G ddfinit en particulier une application lindaire 

continue de Z) dans Z)'; cette application est ddfinie par un noyau distribution Gx, u c~ 

(cf. Schwartz [5]) 616ment de l'espace ]0nx• des distributions sur ~xx~)~. 

{1~ Si ~ e s t  dense  dana  V, alors  Q= V, Q'= V" (et (C 1) s 'dcr i t  : V C L 2 C  V'); A es t  u n  i somor-  

p h i s m e  de  V su r  V" d ' i nve r s e  J ;  s i  u ' ,  v '  s o n t  clans V', on  pose : (u', v ' )v ,=((Ju ' ,  Jr ' ) ) ,  ce qui  d6f ini t  

su r  V'  u n  p r o d u i t  scalaire  h i lber t ien .  Alors ~-~k uk eat un syst~me orthonormal com~plet darts V" {pour 

la  s t r u c t u r e  (u ' ,  v ')v,) .  E n  e f f e t  il e s t  comple t ,  car  V es t  dense  darts V', e t  

(l/c~k u~,  ]/r~-k u ~ ) v , = 2 k  ((Ju~, J u k ) ) =  1. 

{2) O n  no t e  avec  des  indices  on  b a s  les d i s t r i bu t ions ,  des  indices  en  h a u t  les fonc t ions .  

3 - 553810. Acta Mathematica. 94. Imprim6 le 26 octobre 1955. 
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Rdciproquement si l 'on connalt la restriction de G ~ 9 ,  et si ~ est dense dans 

Q' (fort), alors G est complgtement d~termind. 

On pose la 

D ~ F I N I r I 0 N 6.1. Le noyau distribution Gx, y correspondant ~ l'opdrateur de Green 

G est dit : le noyau de Green de la /orme ((u, v)) (ou de l 'op6rateur A pour la forme 

((u, v)) ou encore de l'op~rateur A sans plus lorsque ~ est dense dans V). 

On veut  ~tudier la rdgularitd de G~, ~ (cf. Schwartz [5], pour la notion de r~- 

gularit~). 

On introduit comme au N ~ 4 la forme adjointe ((u, v))* de ((u, v)), qui d~finit 

A* adjoint de A. On fait l 'hypoth~se (la forme ((u, v)) dtant elliptique) : 

(R 1) Toute solution dans iV de A u = / ,  / donn~ dans Q'N ~ est dans N N E. 

(R* 1) Toute solution dans N* de A ' u * = / ,  / donn~ dans Q'N ~ est dans IV*N ~. 

EXEMPL~. 6.1. 

On donne ((u, v)) comme dans l'exemple 1.1 (p. 23). A l o r s : A = A * = - A + b  

(on suppose b>0) .  Alors (R 1)= (R* 1) a lieu, car toute solution distribution de 

- A  u § b u =/ ,  est ind~finiment diff~rentiable 1s off le 2 ~me membre l 'est (cf. Schwartz 

[1] et [2]). 

De /afon gdndrale : (R 1) et (R* l) seront v~rifi6s lorsque A et A* seront des 

op~rateurs diff~rentiels elliptiques s coefficients ind~finiment diff6rentiables, par ap- 

plication des th~or~mes de Petrowsky [1], Friedrichs [1], John [1]. 

On d~signe par G* rop6rateur  de Green de la forme ((u, v))*. L'op~rateur G est 

donn6 par : G = ( I + i H ) - I J ;  alors : G * = ( 1 - i H ) - I J .  

D'apr~s la propri~t6 (R 1), G op~re lindairement de Q'N E dans iv N E (et G* 

de Q'N E dans IV*N E). Munissons tous les espaces intersection consid6r~s de la 

topologie borne sup6rieure. I1 faut  voir si dans ces conditions, G op~re contin~ment 

de Q'N E dans iv N E. C'est vrai si le th~or~me du graphe ferm~ est applicable s 

ces espaces; en effet il suffit alors de montrer eeci:  si / E Q ' N  E tend vers 0 dans 

Q 'n  E, et G ] ~ X  dans iV ~ E, alors X = O  ce qui est ~vident, vu que /-->0 dans Q', 

ce qui entraine G/ -*0  dans iv, donc X = O .  

Pour pouvoir appliquer sans difficult~ le th6or~me du graphe ferm~ on est con- 

duit s l 'hypoth~se : 

(R 2) L'espace Q est un espace de Banach. 

Alors iV est un espaee de Banach, ainsi que Q', ce qui f a r  que les espaces 



PROBL~MES AUX LIMITES EN THI~ORIE DES DISTRIBUTIONS 35 

N N E et Q'fi E sont des espaces de Frdchet, done le th~or~me du graphe ferm6 leur 

est applicable (cf. Bourbaki, [1], cor. 5, p. 37). 

En r~sum~ : 

TH]~OR~]ME 6.1. SOUS les hypotheses (R 1) (resp. (B* 1)) et (B 2 ) l a  /orme 

((u, v)) dtant elliptique, l'opdrateur de Green G de ((u, v)) (resp. G* de ((u, v))*) est dans 

l'espace : 1: (Q' n E; N N E) (resp. s (Q' fi E; N* N E)). 

En particulier : 

GEs n E; Qn E) (6.1) 

et 

(6.2) G*es n E; Q n E). 

On introduit maintenant (en vue d'une transposition de (6.1) et de (6.2)) l'espace 

dual de Q fl E, que l 'on note Q' + E', pour la raison suivante : route distribution T 

de l'espace dual de QN E est de la forme : T = f + S ,  /EQ' et S EE ' ;  cet espace est 

muni de la topologie forte de dual. On suppose maintenant que Q est rd/lexif (i.e. 

le dual de Q' fort est Q); alors le dual de Q'N E est notd Q+ E'; route distribution 

de ce dual est somme d~un ~l~ment de Q et d 'un ~l~ment de E'. On aura besoin du 

L E M ~ E  6.1. L'espace Q' est dense dans Q'+ E'. 

D ] ~ M O N S T R A T I O N .  

I1 faut approcher un ~16ment T de E' par des ~l~ments de Q'; or, par r~gularisa- 

tion par exemple, T e s t  limite dans E' d'~l~ments de 9 ,  d'oh le r~sultat. 

Ceci pos~, transposons (6.2); on d~finit tG*, ~l~ment de s (Q '+E ' ;  Q +  E'), p a r :  

(6.3) ('G* S, f} = (S, G* i~ 

05 S eQ'+ E', / eQ 'n  E, le premier crochet d~signe la dualit~ entre Q+ E ' e t  Q'N E, 

le 2 ~me entre Q' + E' et Q n E: tG* n'est pas un transpos~ au sens habituel k cause de 

la presence dans (6.3) des complexes conjugugs. 

On a maintenant le 

L E ~ M E  6.2. Pour tout f dans Q', on a : 

(6.4) tG* f = G/. 

D ~ M O N S T R A T I O N ,  

Soit fl quelconque dans ~0; il faut montrer clue: 

('G* 1, 5~)--(G/, 5). 
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Or le 1 cr membre,  par  d~finition de tG*, v a u t  : ([, G* [i). Si l 'on pose : u = G[, u* = G* [1, 

u (resp. u*) est solution dans hr (resp. dans N*) d e :  

A u = [ (resp. de A* u* = h)- 

I1 fau t  mont re r  que : 

(6.5) <u, 5> = (~, 2*> = (~1, ~>- 

Or 

~,  ~*>= ((U, U*)), ~1, U> = ((U*, U)) *=  ((•*, U)) 1 ~-i ((U*, U))2= ((U, ~*)) 

d 'oh  le r~sultat. 

Done G et tG* coincident sur Q', et Q' et dense dans Q ' + E '  (Lemme 6 . 1 ) d o n e :  

TH~ORi~M~. 6.2. SOUS lee hypotheses (R 1), (R* 1), (R 2) l'espace Q dtant en 

outre rd/Iexi/, l'opdrateur de Green G de ((u, v)) se prolonge en un opdrateur (encore 

not6 G) dldment de l' espace s ( Q' + ~'; Q + ~'). 

R~sultat  analogue pour  O*. (1~ 

REMARQUE 6.1. 

Le noyau  Gx, y est tr~s rdgulier au sens de L. Schwartz;  il pout  s'~erire Gx (y) 

ou G (x)~; G~. ~ est une fonct ion ind~finiment diff~rentiable de x, y, pour  x:4=y. On a :  

G~(y)=G(O~(y)) ,  oh ~x (y) d~signe la d/str ibution en x ( E ~ x  ) masse 1 au point  y E ~  

(donc : ~ ( y ) E Q ' +  ~') .  Le noyau  distr ibution G~.~ est ce qu 'on  appeUe ordinairement  

la (~ fonct ion ,~ de Green. 

REMARQUE 6.2. 

I l  peut  ~tre utile de consid~rer des hypotheses  moins restrictives que (R 1) ou 

(R* 1), ~ savoir : tou te  solution dans N de A u = /  est m lois con t i n fmen t  diff~renti- 

able si / est dans Q' et m lois con t in fmen t  diff~rentiable (cf. les t r avaux  citds de 

Friedrichs et John).  S i m  = 0 (fonctions continues), on a : G fi s (Q' + ~ '  o; Q + ~, o), 

off ~,0 d~signe l 'espace des mesures s suppor t  compact  sur ~ ,  ce qui suffit pour  

pouvoir  former  G (~x (Y)). 

7. Stabilit~ des op~rateurs de Green. 

On donne l 'ouver t  ~ fixe et sur cet ouver t  les espaces V, Q, Q',/ixes. On donne 

une suite de formes sesqui-hn6aires, nettles ((u, v)) ~, k entier > 1, k-+c~.  On fair 

l 'hypoth~se : 

{1) Note ajoutde d la correction des dlrreuves : M. L. Schwartz a d~montr~ (non publia) clue lors- 
que A eg A* sent elliptiques ind~finiment diff6rontiables, O so prolonge en un ~16ment do l'espaco 
E (Q' + ~ ' ;  N +  ~')  (et non soulement [: (Q' + ~ ' ;  Q+ ~')). 
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((u, v))~-+((u, v)) lorsque k-+ ~ ,  un i fo rm~ment  pour  u et  v 

(S 1) d e m e u r a n t  dans  un  born6 de V; a u t r e m e n t  dit: 

[((u, v ) ) ~ - ( ( u ,  v))i<-~ilull~llvll~, ~-~o si  k - + ~ .  

On suppose ensuite : 

~La  forme ((u, v)) est  elliptique, i.e. : 
(s 2) 

[ i l  existe a > 0  tel  que ((u, U))x>_alluI]~ pour  t ou t  u f iV .  

~qotons le facile 

L~MM~S 7.1. Sous les hypotheses (S 1) et (S 2), /a ~orme ((u, v)) ~ est elliptique 

pour k assez grand. 

D E M O N S T R A T I O N .  

De fagon plus pr6cise, on v a  mont re r  cec i :  

~Pour  tou t  a l > 0 ,  avec a l < a  , il existe k(a l )  tel que pour  k > k ( a l )  on a i r :  
(7.1) 

((u, u))[ >_ al ]l u 115 pour tou~ u e r .  

E n  effet, pa r  (S 1) il existe ko, d6pendant  de a 1 tel  que pour  k > k  o on air : 

[((u, u ) )~ - ( (u ,  u ) ) i I<_a-a  D u e V ,  [[uliv_<l,  
done 

((u, u))~ ~ ((u, u))~--(a--a~) ]]u]]~ 

d'ofi le r~sul tat  avec k (a l )=-k 0. 

La  forme ((u, v)) k d6finit un  op6rateur  A k (par : <A k u, ~ ) =  ((u, ~))~, ~ E ~ ) .  Du  

l emme 7.1 r6sulte que A k est un i somorphisme de N k sur Q', N z 6rant  l ' espaee cons- 

t ru i t  ~ par t i r  de A k et  ((u, v)) * comme N l 'es t  ~ par t i r  de A et  ((u, v)). Soit  G * 

l 'op6ra teur  de Green de la forme ((u, v))~; G ~ est  dans l 'espace s (Q'; Nk), donc en 

part icul ier  dans l 'espaee s (Q'; V). On a le 

T H ~ O R ~ M E  7.1. SOUS les hypotheses (S 1) et (S 2), G~--->Gdans l'espace F~b (F' ;  V). (1) 

D ~ M O N S T R A T I O N .  

Soit / donn6 dans  Q'. On p o s e :  

u k = G  ~], u = G / ;  u ~ (resp. u) est  solution dans N k (resp. dans N) d e : A  k u  k = ]  

(resp. de A u = / ) .  Pou r  tou t  v dans  V on a les r e l a t ions :  

((u k, v))k= <f, ~>, ((u, v ) )=  <f, ~> 

(1) Voir note (1) p. 21. 
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donc ((u ~ - u, v)) k = ((u, v)) - ((u, v))k; si l 'on f a r  dans cette relation : v = u ~ - u, et 

que l 'on prend les parties rdelles des deux membres,  il vient  : 

( ( u  ~ - u ,  u ~ - u ) ) ~  = R e  ( ( ( u ,  u ~ - u ) )  - ( ( u ,  u ~ - u ) )  ~)  ~. 

Le Ier membre  est >_al[ lu~-uH~ pour k > k ( % )  (lemme 7.1) et par  (S 1), le 2 ~m~ 

est major~ en module p a r :  ek 1[ u ]l v II ~ -  ~ II ~, d ' o ~ .  

(7.2) II~-~ll~ < ~11~11~. 

Le th~or~me rfisulte de (7.2) : si I demeure dans un  ensemble bornfi de Q', alors 

u demeure darts un  ensemble born6 de V, et (7.2) mont re  alors que uk---~u dans V' 

uniform4ment  lorsque it demeure dans un born6 de Q', d'ofi le thfior~me. 

On a en outre obtenu,  par  (7.2), une ~valuation de l 'erreur  qui peut  ~tre utile. 

8. Op~rateur D + M 

Comme on l 'a  dSja indiqu6 dans l ' in t roduct ion la si tuation prat ique sera g~n~- 

ra lement  inverse de la si tuat ion pr~c~dente. On donne d ' abord  l 'op~rateur A, et cer- 

taines conditions aux limites; on cherche si les probl~mes aux limites correspondants  

admet tent ,  ou non, une solution. I1 est donc indispensable d 'avoi r  un  proc~d~ syst~- 

matique,  pe rmet t an t  de construire, ~ part ir  d 'op6rateurs  A donn~s assez g~n6raux 

pour  couvrir  les cas pratiques,  les formes ((u, v)) et  les espaces V et N.  On est alors 

conduit  aux notions des N ~ 8 s 13. 

On donne un espace de Hilbert E avec ~ 0 c E c 0 ' ,  0 dtant  dense dans E;  le 

dual de E est un  espace de distributions not~ E',  qu 'on  n' identifie pas ~ E saul si 

E = L  2 (cf. p. 21 et 22). On donne l 'op~rateur A 0 avec : 

(E 1) A o est un  isomorphisme (topo]ogique) de E sur L ~. 

On int rodui t  alors tA0, ~ldment de I:  (L~; E ' ) ,  d~fini p a r :  

(8.1) <tA0/, ~ )=  (/, A 0 e ) =  (/, A~ e)L, 

oh / est dans L ~, e EE,  le 1 er crochet d6signant la dualit6 entre E ' e t  E; tA o n'es t  

pas un transpos~ ordinaire ~ cause des complexes conjugugs. 

On donne main tenan t  v op6rateurs, 

(E 2) Ai E s (E; ]0') et A~ E E (/); L~), i = 1 . . . . .  v. 

11) Voir note (1) p. 21. 
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On introduit tA~, 616ment de s (L~; ~ ' ) ,  d6fini par 

(8.2) (tA,/ ,  ~ ) =  (/, A, cp)L., /EL ~, qoeO. 

On donne ensuite une famille d'opdrateurs gij, go: 

(8.3) g~jE s (52; L2), qo(~ s (L~; L~), i, j =  1 . . . . .  v. 

EXEMPLE 8.1. 

E=L2(=E'); A 0 op~rateur identique de L ~ dans lui-m~me, Ai=opdra teur  dif- 

f4rentiel quelconque a coefficients constants, g~j = op~rateur de multiplication : /-~g~j ], 

par une fonction quelconque gijEL ~ (~) (espace des fonctions mesurables essentielle- 

ment born~es sur ~). 

OP]~RATEUR D+M. 

A partir des donndes pr~c6dentes, on fabrique l 'op4rateur D, 61dment de E (9;  9 ' )  

ddfini par : 

(8.4) D ? = ~. ~A~ (g~ Aj ~) (1). 
t , j = l  

On consid~re ensuite l 'op~rateur : 

(8.5) M = tA o go Ao, 

~16ment de s (E; E'). On pose alors 

(8.6) A = D + M. 

Telle est la classe des opdrateurs A auxquels on va attacher des former ((u, v)) 

sur des espaces V ~ d4finir. 

9. Espaces s (A), O (A), 9'  (A) 

E s P x c E  s  

On ddsigne par E (A) l'espace des fonctions u E E, telles que A, u, ~ priori 6ldment 

de ~ ' ,  soit dans L 2 pour tout  i = l  . . . . .  v; cet espace est muni de la topologie la 

moins fine telle que les applications u-->u et u->A~u soient continues de E (A) dans 

E et L 2 respectivement. Pour u, vE,S(A) on pose:  

(9.1) (u, v)~(A)=(Aou, AoV)L,+ ~ (A~u, AiV)L,, 

(1) I1 est [mm4diat de constater que D est 61~ment de l'espace ~ ( 9 ;  ~ ' ) .  
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(9.2) 

oh 

(9.3) 

et 

(9.4) 

Ilu II u IIo  + II u I1 , 

Ilull = 11-4oull , 

Ilull = llA, ull ,. 
t = l  

Comme d'apr~s (E 2), A~ est dans L: (]0; L2), l'espace ~ est contenu dans E (A). 

On a la 

PROPOSITION 9.1. L'espace ~ ( A )  est un espace de Hilbert pour la structure 

dd/inie par (9.1). L'espace E (A) est contenu clans E avec une topologie plus /ine. 

D ] ~ M O N S T R A T I O N .  

La quantit~ (9.1) est un produit scalaire pr~hilbertien sur ~(A).  Si Ilul[er 

alors A 0 u = 0  donc u = 0  (par (E 1)). On a ~videmment E ( A ) c E  alg~briquement; 

mais si e--~0 dans ~(A) ,  alors A0e--~0 dans L ~ donc, par (E 1), e-+0 dans E. Reste 

montrer clue E (A) est comp/et pour la structure (9.1). Soit uk une suite de Cauchy 

dans ~ (A); donc A0u k et A~uk, i fix~ quelconque, sont des suites de Cauchy dans 

L ~ qui est complet, donc :  Aouk-~vo et A i u k ~ v t  dans L2; mais par (E 1), il en r~- 

sulte que uk-~u dans E, d'ofi rdsulte par (E 2) que A~ uk--~A~ u dans ~)', done v = At u, 

d'oh le r~sultat. 

ESPXCE D(A).  

C'est l'adhdrence de ~) daus E (A). Cet espace est muni de la topologie induite 

par ~ (A), e'est un espace de Hilbert. On peut avoir ~ ) ( A ) = ~  (A) mais les cas les 

plus int~ressants sont ceux oh ~0 n'est pas dense dans E (A). 

EXAMPLE 9.1. 
0 

E = L  ~, A o = l ,  A t = ~ x ,  i = I  . . . . .  n. Alors E(A) est l'espace E~,(~), de l'ex- 

emple 1.1, p. 23. L'espace • (A) est alors note ~0~,(s cet espace est strictement 

contenu dans ~ ,  (~) si et seulement si la fronti~re de ~ n'est pas de capaeit~ nulle 

(Cf. Deny- Lions [1]). 

La proposition suivante est immgdiate : 

PROPOSITION 9.2. L'espace U(A), orthogonal de O ( A )  clans s  pour la 

structure (9.1) est lYspace des solutions de l'dquation 
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(9.5) ~A o A o u + ~ iA, A, u = 0. 

COROLLAIBE 9.1. La condition ndcessaire et su//isante pour que ~ ne soit pas 

dense clans E (A) est que (9.5) admette des solutions non nulles clans E (A). 

ESPACE ~Y (A). 

C'est le dual fort  de O (A); c'est un espace de Hilbert.  On a la 

P ~ O P O S I T I O N  9.3. Toute distribution T E O ' ( A )  s'dcrit de ]aQon unique: 

(9.6) T=tAoAof+ ~ ~Ai A~ f, 
t = l  

oCe l E O ( A ) .  Les conditions ((/-->0 dans O(A)~) et (~T-->O clans O' (A)) )  sont dqui- 

valentes. 

D C . ~ O N S T R A T I O ~ .  

Soit OA l'espace ~ muni de la topologie induite par  ~ 0 ( A ) e t  ~0--~X(~0)une 

forme linSaire continue sur OA. Alors ~-->X (~) est une forme semi-lingaire continue 

sur OA, done ~ 6tant un espace prg-hilbertien, il existe un glSment / et un seul 

dans ~0 (A) tel que : X (q0) = (/, ~)~(A) ou encore X (~0) -~ (T,  ~ ,  T donng par  (9.6). 

On peut  done identifier X et T, d'ofi la repr6sentation (9.6). Pour tout  u dans O (A), 

on a alors : 

(9.7) 

(1 er membre dgsignant 

proposition. 

(9.8) 

oie /o et /~ sont quelconques clans L ~, est clans 9 '  (A). 

(T,  a ) =  (Aof, Aou)L,+ ~ (At~, A~ u)L, 
t = l  

la dualit4 entre O '  (A) et O (A)), d'ofi aussit6t la fin de la 

On d~montrera de la m~me fa~on la 

P B o P o s I r I O • 9.4. Toute distribution du type 

S = ~A o/o + ~. ~At/~, 
i=1 

IO. Espace V, Q; prodults scalalres et ellipticit$ 

On prend pour espace V un sous-espace vectoriel fermd de E (A)contenan t  ~ (A) : 

I)cVcE(A)cD'. 
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On prendra  pour  espace Q l 'espace E sauf si V = ~ 0 ( A ) ,  auquel  cas V=Q, done 

Q ' = ~ ' ( A ) ;  si Q=E, alors Q'=E'. Le cas V = ~ ( A )  correspond au probl~me de 

Diriehlet.  

Pour  u, v E V, on pose, lorsqu'i l  n ' y  a pas de confusion possible : 

(10.1) (u, V)A. o = ~ (g~J Aj u, A~ v)v  + (go Ao u, A o v)v.  
i,j=l 

Sur V• V on prend  alors la forme sesqui-lin6aire : 

(10.2) ((u, v)) = (u, v)A. o- 

On voi t  faci lement  q u e :  

v " g~+gT~A A~v)+ + * (10.3) ( ( u , ) ) I=L ]~ _ I  ( ~ - -  j u ,  /L. " ( ~ - g ~  Aou, A o v) (1, 

L'opdrateur A dd/ini par ((u, v)) e.st D+ M; en effet, 

(g~j As u, A~ ~)z, = (tA* gis As u, ~>, 

par  d6finition de tAi, et 

(go Ao u, A o ~o)v = <tAo go Ao u, ~>. 

E tudions  l 'ellipticit6 de la forme ((u, v)); elle est  elliptique si et seulement  s i :  

(10.4) ,.J2 Aju, A , u / L +  - -  A o u, Aou L>-aHu[J~,~) 
pour  t o u t  u E  V, a > 0 .  

Le m o y e n  le plus simple de r6aliser (10.4) est  de supposer  qu' i l  existe a l > 0  et  

a 2 > 0  tels que : 

(10.5) ~ ((g,j+gTi)Aju, AiU)L,>axJlu[[~ 
L$=I 

(10.6) ((go + go) Ao u, A o u)L, > a 2 II u IIo 

pour  t ou t  u E V. 

On peu t  poser la 

D ~ ~ I N I T I O N 10.1. L 'op6ra t eu r  M = tA o go Ao est  di t  de partie hermitienne stricte- 

ment positive clans V s'il  existe a ~ > 0  tel que (10.6) air lieu pour  t ou t  u E V. 

(1) De fagon g6n6rale, si X est dans ~ (L~; L~), X* d6signe l'adjoint de X. 
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Reste  s regarder de plus pros la condition (10.5). I1 fau t  d ' abord  noter  - -  ce 

qui est impor tan t  ~ qu'un op&ateur donnd D admet en gdngral une infinitd de dd- 

compositions distinctes du type  (8.4), p. 39. Voiei un  exemple : 

E x ]~I~I,L E 10.1. 

On donne,  sur un  ouver t  ~ queleonque de R 2 (coordonn4es xl, x2), l 'op4rateur  : 

~4 ~4 ~2 ~2 

D =  ~x~-t Ox~ Oxl Ox~ Oxl Ox ~" 

Sous cette forme, on prendra  : 

A I = ~ - ~ , A  2 = -  A 3 . . . .  
Xi ~ X 2' ~ Z 1 ~ X 2 

Mais l 'on  pout  4crire D sous la forme : 

D = ~x~ ~" O x~ 2 a x~ O x~ 2 ~ x~ O x~ 

et sous cette forme, il faudra  prendre  : 

(pas d 'op~rateur  Aa). 

On voit  done que (10.5) est une not ion non seulement relative ~ D mais encore 

au mode de d~composition de D - -  ou encore, comme il a d6ja ~t6 signal~, que la 

donn~ de ((u, v)) est davantage  que la donn~e de A, saul  dans le cas du probl~me 

de Dirichlet : ]0 dense dans V, iei V =  ~0 (A) - -  . 

Supposons done D donn6 avec sa ddcomposition; alors la not ion (10.5) d~pend 

encore de l 'espaee V (comme on verra  sur les exemples). F inalement  on pose la 

D ~ F I N I T I O N  10.2. L'opdrateur D dd/ini par (8.4) est dit V-elliptique, s'il existe 

a l > 0  tel que l'on air (10.5) pour tout u E V. 

Cette d~finition ne fair intervenir  que la part ie  hermitienne de D. 

En  r6sume : si l 'op~rateur D est V-elliptique, et M de part ie  hermitienne stricte- 

men t  positive, la forme sesqui-lin~aire ((u, v ) ) = ( u ,  v)A.g sur V •  qui est at tach~e 

i~ D + M,  est elliptique. 

E X E M P L E  10.2. 

a 
On prend A~= ~x~' E=L2 '  A ~  1, done ~ ( A ) =  ~ , ,  et pour  g~j l 'op6rateur  de 
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multipl ication par  g~j que nous supposons 6tre une constante  r6elle, avec g~j=gjt. 

Une condit ion n6cessaire de ~2-el l ipt ic i t6  est alors (voir p a r  exemple Visik [1]). 

. . . . .   .)ea 
t,1=1 

La condit ion est suffisante, et  m6me suffisante pour  assurer la E]~-ellipticit~ (im- 

m6diat).  On voi t  done que dans ce cas la not ion de V-clliptieit6 est en fair ind~- 

pendante  de V. M8me r~sultat  pour  des coefficients variables continus. I1 n ' en  est 

plus de mSme pour  des op6rateurs diff6rentiels d 'ordre  > 2, comme le montre  l 'exem- 

ple qui suit. 

E X a m P L E  10.3. 

On prend sur un ouver t  bornd de R 2, l 'op~rateur D de l 'exemple 10.1, ~erit sous 

la 1 ~rr forme. I1 est ~ (A) elliptique mais non E ( A )  elliptique, e a r :  

~:,,)u ] + --,~u - -  u 
GlXl [ L' ~X2 L' ~ L' 

peut  ~tre nggatif. Exemp]e  : u (xl, xe)=xlx2, fonction de E (A) car s est born6. 

Lorsque D est V-elliptique et M de part ie  hermitienne s t r ic tement  positive, route  

la th6orie f a r e  dans les N o 1 s 7 est valable. Explici tons la construct ion dans ce 

cas de l 'espaee h r. C'est  l 'espaee des uE V (1} tels que ( D + M ) u E Q '  ( = E '  ou 9 '  (A)) 

et qui v~rifient : 

<(D + M) u, ~> = (u, v)A. g pour  tou t  v E V. 

On a donc d'apr~s le th6.orbme 2.1, le 

T~]~OR~ME 10.1. Si l'opdrateur D donnd par (8.4) est V-elliptique et l'opdrateur 

M donnd par (8.5) est de pattie hermitienne strictement positive alors D + M est un iso- 

morphisme de N sur Q' (Q' =E'  si V e s t  different de ~ (A), Q'= ~ '  (A) si V = ~ (A)). 

11. Op~rateurs fronti~res; nouveaux produits scalaires 

La not ion suivante est fondamenta le  pour  les appl ica t ions :  

] ) ~ F I N I T I O N  11.1. Soit F u n  espace de Hilbert  quelconque. U n  op6rateur  7, 

616ment de s (E (A); F),  est dit  opdrateur /ronti~re, si ~ est nul  sur D (A) (et 6ven- 

tuel lement  sur d 'au t res  616ments). 

T o u s l e s  exemples utiles se d6duisent du suivant  : 

(1) On peut prendre ici pour espace ~ l'espace des ~t 61~ments de ~ (A) (et non seulement de V) 
~els que (D + M)u  soit dans Q'. 
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EXEMPLE 11.1. 

On prend, comme dans l 'exemple 1.2, p, 24, E ( A ) =  El ,  (~/) et on suppose comme 

dans cet exemple que la fronti~re de ~/ contient  un morceau F de vari4t4 une lois 

continfiment diff4rentiable et que F est born4; si l 'on prend  : F = L 2 (F), espace des 

classes de fonctions de carr4 sommable sur F pour  la mesure superficielle d s, alors 

on a rappel6 dans l 'exemple 1.2 comment  on pouvai t  d4finir une application <~ pro- 

longement  en moyenne  ~), u--> 7 (u), de El ,  (~/) dans F=L2(F) ;  cette application est 

une application /ronti~re; elle est en effet nulle sur  ~ ,  (~/) (et aussi en g4n4ral sur 

d 'au t res  414ments). 

E X E M P L E  11.2. 

On donne cet exemple ~ ti tre de curiosit4. On suppose que les Ai sent  les op4ra- 

teurs diff4rentiels & coefficients constants  et sans terme constant;  pour  t ou t  ~0 dans 

~ ,  on a : f A ,  qJdx=O. Si l 'ouver t  ~) est de mesure finie, l 'appl icat ion u - + f A ~ u ( x ) d x  

est une forme lin4aire continue sur E (A), nulle sur ~ done sur ]0 (A), et qui d4finit 

done un op4rateur frontibre, avee F =  C, corps des nombres  complexes. 

Soit ma in tenan t  B un  414ment quelconque de l 'espace I:  (F;_F) : 

(11.1) B E E  (F; F).  

On d4finit sur V•  V une nouvelle forme sesqui-lindaire en posant  

(11.2) ((u, v ) )=  (u, v)A. g + (B 7 u, ~ v)F (1). 

La  forme (11,2) dd/init l'opdrateur A = D + M .  E n  effet, si v = ~ E ~ ,  alors 7~0=0,  

done ((u, ~0))= (u, ~)A,g et ceci vaut ,  eomme on a d4ja v u :  < ( D + M ) u ,  ~>. 

On a l a :  

P ~ O P O S I T I O N  11.1. Si l'opdrateur D est V-elliptique, si M est de partie hermi- 

tienne strietement positive, et si B + B* est >_0 ou bien de norme assez petite, la ]orme 

((u, v)) est elliptique. 

D]~MONST RAT IO~ .  

On a en e f f e t : ( ( u ,  v ) ) l=pa r t i e  hermitienne de (u, v)A,g (donn4e par  (10.1)) 

[B + B* 
+ 

L'in4galit4 (10.4) a lieu. Si done ( B +  B*)>_0, on a t ou t  de s u i t e :  

((u, u))~_> a II u [[~<a) pour  tou t  u 6 v.  

(1) (7 u, 7 v)F d~signe le produit scalaire dans F de 7 u eL de 7 v. 
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Darts tous les cas on a d'ailleurs : 

2 ( (u, u) )i >_ a ]I u ]]~ (A) -- c H B § B* ]] ]] u ]l~ ( A), c = c o n s t a n t e ,  

d'ofi la proposit ion dans le cas off la norme de B § B* est assez petite. 

Dans  ces conditions la th6orie des N ~ 1 ~ 7 s 'applique. 

Explici tons encore la construct ion de l 'espace N : c 'est l 'espace des u E V, tels 

que (D + M) u E Q', et qui v6rifient : 

<(D+M)u ,  ~> = (u, v)A ,g+(BTu,  7v)F ,  
soit : 

<Du, ~>~ ~ (g, j A j u ,  A t v ) L , §  Tv)F pour  tou t  vE V. 
t , j = l  

Ceci pos6, on a, d 'apr~s le th6orbme 2.1, le 

TH~.ORhMv. 11.1. Sows les hypoth~se.s de la proposition 11.1, l'opdrateur (D§  M) 

eat un isomorphisme de N sur Q'. 

(12.1) 

D ~ F I N I T I O N  12.1. 

perturbation. 

EXe.  M r L E  12.1. 

12. Op~rateurs de perturbation 

On donne D + M, avec sa d6composition, et on suppose choisi un  espace V c  E (A). 

On donne un op6rateur  P :  

P E s  Q'). 

Un op6rateur P ,  donn6 avec (12.1), est dit  opdrateur de 

off : 

EXEMFLE 12.2. 

On suppose que 

P =  ~ h i A t ,  
t = 1  

hi E s (L~; Q'). 

V = O  (A). On prend alors P comme dans l 'exemple 12.1, et 

on peut  lui a jouter  un terme de la forme : 

P1 = Z ~At ki, /~i E s (O (A); L~). 

D ~ . F I ~ I T I O N  12.2. L 'op6ra teur  de per turba t ion  P e s t  dit  de pattie hermitienne 

positive dans V, s i :  

(12.2) <Pu, 4> + <u, Pu> >-0 pour tou t  uE  V. 
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On prend maintenant  sur V • V l a  forme sesqui-lin6aire : 

(12.3) ((u, v))= (u, v )A .g+(B~u ,  ~ ,v )F+(Pu,  ~) (1~. 

On a la 

P R O P O S I T I O ~  12.1. Si D est V-eUiptique, M de partie hermitienne positive, si 

B + B*>_ O, et si P est de partie hermitienne positive, alors la/orme ((u, v)) est eUiptique. 

La dfmonstrat ion est imm6diate. On peut  remplacer dans cette proposi t ion:  

B + B* >_0 et P de partie hermitienne positive par le fair que ces op6rateurs soient 

de norme assez petite (e). 

Sous les hypotheses de la proposition 12.1, la th~orie des N ~ 1 ~ 7, s'applique. 

L'op6rateur d6fini par  ((u, v)) e s t :  

(12.4) A = D + M + P .  

L'espace N est d~fini comme suit : c 'est l 'espace des u E V tels que D u E Q', et qui 

v6rifient : 

(Du ,  ~)= ~ (g~jAju, A t v ) L , + ( B ~ u ,  ~v)r  pour tout  vE V. 
i,/'=l 

Ici encore, D + M + P est un isomorphisme de !V sur Q'. 

13. Cas des systbmes diffSrentiels 

Soit Z un entier positif fix~ quelconque. Si M est l 'un quelconque des espaces 

vectoriels topologiques consid~rds jusqu'ici, on d~signe par  M z l 'espace vectoriel topo- 

logique produit M z = M x . . .  •  Z facteurs; tout  ~ E M est de la forme 

~ = ( m  1 . . . . .  mx) = (m~ ), m~ e M.  

Consid6rons maintenant  les espaces ~z  et 7D 'z. On donne Q, espace vectoriel 

topologique, avec : 

(13.1) ~Ozc Q c  ~,z,  

les injections de ~ z  dans Q et Q dans D 'z ~tant continues, l 'espace O z ~tant en outre 

dense dans Q; tout  ~EQ est de la forme : ~ = ( q  1 . . . . .  qz), q~eD'; alors q=(q0;  on 

suppose que ~E Q. Le dual Q' de Q est un espaee de veeteurs-distributions : 

(13.2) / ) z c  Q ' c  ~)'z, 

(1) Si l 'on ne peu~ d~finir d 'op~rateur fronti~re raisonnable, supprimer  le 2 ~me terme. 

(2~ Q, qui est soit E" soit 9 '  (A) est toujours un  espaee de Hilbert, done ~ (V; Q') es~ un  
espace de Banaeh.  
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les injections ~tant continues, Oz 6rant faiblement dense dans Q'. On donne main- 

tenant  V, espace de Hilbert, avec :  

(13.3) ~ * c Q c  V c  O,z, 

Oz ~tant dense ou non dans V, toutes les injections ~tant continues; tout  ~ E V est 

de la forme : ~=(u , ) ,  u iEO' ;  alors ~ = ( ~ ) ;  on suppose que ~EV.  

On donne maintenant une forme : ~, ~-->((u, ~)), sesqui-lin~aire continue sur V• V; 

on la d6compose en partie hermitienne et anti-hermitienne : 

(13.4) ((~, ~)) = ((~, ~))1 + i ((~, ~)),. 

La forme semi-lin~aire : ~-~((~, ~)) sur ~0 z est continue donc du t y p e :  

(13.5) ((u, ~ ) ) = ( A ~ ,  ~),  A E E ( V ;  O'z). 

On dit que A est ddfini par la forme ((u, v)). 

ESPACE N .  

C'est l'espace des ~E V tels que A ~ E  Q', et qui v~rifient 

(13.6) ( A ~ ,  ~) = ((~, ~)) pour tout  ~E V. 

On dira, comme s la d~finition 2.1, p. 25, que la forme ((~, ~)) est elliptique 

s'fl existe a > 0  tel que, pour tout  ~E V, on air : 

(13.7) ((~, U))l ~- a ]] ~ ]]~. 

On d6montre alors exactement comme au Th6or~me 2.1 le 

TH~OR~ME 13.1. Si  la ]orme ((~, ~)) est eUiptique, l'opgrateur A dd/ini par cette 

/orme, est un isomorphisme (topologique) de N sur Q'. 

P R O B L ~ M E S  A U K  L I M I T E S .  

Ddsignons par ~/ l'espace des u E V tels que A~EQ' ,  sans la condition (13.6). 

Supposons donn~ un espace vectoriel topologique ~(, tel que : O z c  ~ : ~  ~'~, et 

un prolongement de A s ~(, encore not~ A, tel que A E 1: (:K; Q'). Comme on a pos~ 

le probl~me 3.1 on pose le 

PROBL]~ME 13.1. Trouver UE:K, solution de 

(13.8) A U=/~,  F 6rant donn6 dans Q', 

avec les conditions aux limites : 
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§ § 

(13.9) U - h e N  

(probl~me inchang~ si l 'on remplace h par  h + ~l~ment queleonque de N). 

Sous les hypotheses du th4or~me 13.1, le probl~me 13.1 admet  une solution unique. 

Les th~or~mes des N ~ 4.5, 6.7, se g~n~ralisent aussitSt au cas actuel. 

E XaMP Le .  13.1. 

De fa~on g~n~rale, si A e s (E; F), E et F ~tant deux espaces vectoriels topologiques 

quelconques, on d~finit un ~14ment, encore not4 A, de s (EX; Fz), en posant, pour tout  

= (el . . . . .  e~:) e EX : 

A ~ = ( A e~ . . . . .  A ex) e FX. 

On donne maintenant,  comme au N o 8, un espace de I-]ilbert E, a v e c :  

(13.1o) D c E c D' ,  

et on donne A o isomorphisme de E sur L 2. Alors A o est un isomorphisme de E z 

sur (L~) z, et tAoes (E')z). On donne encore les ol~rateurs A ,  avec (E 2) 

p. 38, donc :  

(13.11) A, eE(Ez ;  ~O'z), e lS(~x;  (L~)X), i = 1  . . . . .  ~. 

On donne maintenant  les op~rateurs 

(13.12) g~J, go E I: ((L2)X; (L2)Z), i, j = 1 . . . . .  v. 

On consid~re l 'op4rateur D d4fini pour ~ e O z p a r :  

(13.13) 'A, (g, A, 
i , j = l  

et l 'op6rateur M :  

(13.14) M = tA o go A0. 

On pose enfin : A = D + M. On introduit les espaces (~ (A)) x, (TD (A)) x, et V, sous- 

espace vectoriel form6 de ~ (A) x, avec : ]O (A)Xc  V c  E (A) x. 

Pour ~, ~E V, on pose : 

(13.15) (~, v)a, o = ~ (g~J Aj ~, As v)(L,)x + (go A0 u, Ao ~)(L,)x. 
t ,J= l  

L'opgrateur  D est V-elliptique s i :  

4-- 553810. Aeta Mathematica. 94. Imprim6 le 27 octobre 1955. 
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(13.16) 

off 

((g~j+gT,)AjTt, A,~t)(t.)z >_a~ II ll. pour tout  ~ e  V 
t , j = l  

Z 

I1 11 = Z Ilu, llt ai>O. 

L'opdrateur M est dit de partie hermitienne strictement positive si 

g 

L'espace N e s t  alors l 'espace des ~ E V tels que A ~ E Q' et qui vdrifient : 

(13.18) (A~t, v ) = ( ~ ,  v)A.g pour tout  ~EV. 

I1 rdsulte du thdorbme 13.1, le 

T H ~ O R ~ M E  13.2. Si l'opdrateur D donnd par (13.13) est V-elliptique, si l'opdra- 

teur M est de partie hermitienne strictement positive, l'opdrateur A =  D + M est un iso- 

morphisme de N sur Q'. 

Ce thdorbme gdndralise le thdorbme 10.1, p. 44. Gdndralisations analogues pour 

les rdsultats des N ~ 11, 12. Exemple : on prend E = L  2, A0=appl ica t ion  identiqud de 

a 
L 2 sur lui-m~me, A~ = ~x, '  i = 1 . . . . .  n. On prend pour gij l 'opdrateur reprdsentd par  

la matrice : 

g.=llg TII, z, . . . . .  z ,  

oh g ~  est opdrateur de multiplication par la fonction g ~  EL ~ (s de m~me on prend 

go~]lg~o'nll, gZomeL~176 (a). 

On a dans ces condit ions:  

avec :  
A ~ = ((A ~)1 . . . . .  (A ~)z) 

- - - - /  Z g~J + ~. ~m.  

REMARQUE 13.1. 

On peut gdndraliser davantage,  en introduisant des espaces de fonctions ~ valeurs 

dans un espace de t t i lbert  quelconque, soit H; le eas prdcddent correspond au eas 

particulier oh H est de dimension finie Z- 
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14. Plan g~n~ral d'~tude des probl~mes aux limites 

On suppose donn6 l 'op6rateur A, sous une forme quelconque. On suppose que 

cet op4rateur peut ~tre mis sous la fo rme:  A = D + M ,  comme au N o 8. Si c'est 

possible, on 4tudiera les probl~mes aux limites suivant le plan qui su i t :  

POINT 1. 

On choisit une d4composition du type D +  M;  s cette d4composition correspond 

un espace ~(A).  On prendra ensure  route8 les d4compositions possibles. Cf. aussi 

Aronszajn [2]. 

I1 faut  alors 6tudier l'espace E (A), et d 'abord : 

POINT 2. 

L'espace O est-il, ou non, dense dans E(A)?  Si ~0 est dense dans E (A), le 

seul probl~me aux limites ~ considdrer (pour A 4crit sous cette forme)es t  le probl~me 

de Dirichlet. Sinon, il faut construire des espaces V interm4diaires entre ~ ( A ) e t  

E (A). Pour cela est n4cessaire l'4tude des deux points qui suivent : 

POINT 3. 

Propri~t4s de sommabilit4 locale et globale des 41~ments de ~(A) .  Exemple : 

cf. Chap. I, w 2, N ~ 1 ei-apr~s. 

POINT 4. 

O4finition d'op4rateurs fronti~res, si possible s partir du prolongement des 414- 

ments de E (A), sur un morceau de la fronti~re de ~ (cf. d4ja, N ~ 1, exemple 1.2). 

POINT 5. 

D6finition d'espaces V (on utilisera souvent essentiellement les propri6t4s du 

point 4). 

POINT 6. 

Propri4t4s de complete continuit4 : l 'injection de V dans Q' est-elle compl~te- 

ment continue ? 

POINT 7. 

Formes sesqui-lin4aires; V-ellipticit4. 

POINT 8. 

Exemples d'op4rateurs de perturbation. 

POINT 9. 

Choix d'un espace ~( (pour la d4finition de ~ ,  cf. N ~ 3). 

POINT 10. 

Conclusions: probl~mes aux limites r~solus 
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w 2. Applications 

l .  Op~rateurs diff~rentiels du 2 ~me ordre a coefficients variables born~s 

On suppose que l 'on donne un op6rateur diff6rentiel D avec sa d~composition : 

(1.1) D = -  -- 
f ,]=l 

oh g~j=fonction quelconque de L ~ (~). On donne ensuite, une fonction M avec 

(1.2) M eL ~ (~l). 

On fair les hypotheses suivantes : 

(1.3) ~ (g,(x)+~,(x)):,~r ~, : = ( ~ 1 , . . . , ~ ) ,  a , > 0 ,  ~ , eC .  
t,J = 1 

(1.4) (M (x) + M (x)) _ a 2 > 0, 

ces deux in6galitOs ayant  lieu presque partout  duns ~.  

P o i n t  1 

L'espace ~ (.4) est l'espace ~ (~)(e l .  w 1, exemple 1.1) des fonctions de carr6 

sommable sur ~ ainsi que routes leurs d6rivOes d'ordre 1; les notations s en t :  

f f j0 r 
On pose souvent : 

P o i n t  2 

La condition n6cessaire et suffisante pour que ~0n soit dense dans E~, (~) est que la 

fronti~re de ~ soit de capacit~ nuHe (cf. Deny-Lions [1]). Exemple trivial : si ~ = R ~, 

~0 est dense dans E~, (R n) (r~gularisation et tronquature).  

P o i n t  3 

Propri~t~s de sommabilit~ locale et g]oba]e. 

On rappelle |a d6finition suivante (cf. Deny-Lions [1]) : 

D ~ F I N I T I O ~  1.1. Un ouvert ~l de R ~, n>_3, conn~e, es t  dit ouvert  de So- 

boleff si pour route distribution T telle que ~ T soit dans L ~ (~) pour tout  i (i.e. 

est dans B L  (~), espace de Beppo Levi sur ~)  il existe une constante C telle que 

+ c e L = 1 / 2 -  
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Notons  que l ' in t roduct ion de C est ~videmment inutile si ~ est de mesure finie. 

Ceci pos6 on a la 

P ~ O P O S I T I O N  1.1. Si  ~ est un  ouvert de Sobole]] dans R n, n>_3 toute ]onction 

u e,S~, (~)  est clans L q (~), l / q  = 1/2 - l / n .  

D ~ M O N S T R A T I O ~ .  

a) Consfiquence de la d4finition si ~ est de mesure finie. 

b) ~ est de mesure infinie. 

Soit u E ~ ,  (~ ) ;  u est donc  dans B L  (~), donc il existe une constante  c avec 

(1.5) v -~ u + c E L q (~"~). 

Soit ~R l 'ouver t  intersection de ~ et de la boule ] x ] < R .  Soit v~ la mesure de ~ a .  

On a :  

et 

L'I R 
Or de (1.5) l 'on d~duit : 

- -  v ( x )  
v/~ 

~R 

if = - -  u(x)dx+c, 
VR 

~R 

d'ofi en faisant tendre  R vers l 'infini : c=O, v = u E L q ( ~ ) ,  c. q. f. d. 

Signalons la propri~t~ de sommabilit~ locale :  tou te  fonction u de ~ .  (~) est 

localement L q s i n  _> 3, localement L ~, p fini quelconque s i n  < 3. 

P o i n t  ~. P r o p r i 6 t & s  d e  p r o l o n g e m e n t  

Soit F1 une port ion de la fronti~re F de ~ ;  on suppose que F 1 est une vari~t~ 

n - 1  dimensions, une lois continfiment diff~rentiable par  morceaux.  Alors (cf. 

d~j~ le w 1, Exemple  1.2), on peut  d~finir une application lin~aire continue et une 

seule, 

de E~, (~) dans L~oo (F1) - -  espace des fonctions localement de carr~ sommable  sur 

I~1, pour  la mesure superficielle ds l ,  espace muni  de la topologie de la convergence 

dans L 2 sur t ou t  compact ,  ce qui en fair un  espace de Fr6chet  (i.e. m~trisable et 

complet) - -  telle que ~1/ coincide presque pa r tou t  sur P 1 avec les valeurs de / sur 

P1 lorsque / est continue clans ~ U F1. 
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On dira dans  ces conditions que le prolongement en moyenne sur F 1 des/onctions 

de ~ ,  est possible, et  que Yl /  est  la prolong~e en moyenne  de / sur F 1 . Pour  plus 

de d~tails, cf. Deny-Lions  [1], Soboleff [2], Nikolsky  [lJ. 

Si F 1 est  borne,  on prend  L~(F1) au lieu de L~oo (F1). Si l 'on prend a lors  

F = L  2 (F1), on a ainsi d6fini un op6rateur  fronti~re Yl- On a, pour  t ou t  / E E ~ , ;  

(1.6) II ~1 / HL'(FO --~ C I]1 / Jill, C = constante.  

Si F1 est  la fronti~re enti~re de f2, t ou t  61~ment u de ~)~, ( f2)v~r i f ie  Yl u = 0. 

R~ciproquement  si u: est  dans  E~, et  v6rifie ~ l u = O ,  alors u est dans  l)1, (pour un 

r~sul ta t  plus precis, cf. Deny-Lions  [1]). 

REMARQUE 1.1. 

E n  fair les fonctions de ~ ,  (~)  sont  de puissance q~me sommable  au voisinage 

de F1, n _> 3, ce qui pe rme t  de prolonger l e s  fonctions de E ~  (~) dans un espace 

plus pe t i t  que L ~ (F1) (au moins loca lemen t ) ,  ~ savoir  l 'espace L q* (F1) , avec : q* = 

n - 1  
= 2 ~  (cf. Deny-Lions  [1]). On ne peu t  utiliser d i rec tement  l 'espace L q* (F1) eomme 

espaee F car ce n ' e s t  pas  un espace de Hi]bert .  No te r  que l 'appl icat ion u-->~l u de 

~ ,  (~)  dans  L q* (F1) n'est pas sur. 

REMARQUE 1.2. 

On a souvent  une ma jo ra t ion  meilleure que (1.6), s savoir  : 

(17) II rs l - II111o 111111 + Illll , = c o n s t a n t e s .  

E X E M P L E :  ~ ouver t  de R n dont  le morceau  I~1 de fronti~re est  port4 par  
0 

l ' hype rp lan  xn = 0 ,  et  ~ con tenan t  l ' ouver t  : 1~1• } 0, e (,  e assez peti t .  

Point  5. Espaces V 

E S P X  C E V 1 : V 1 = ~[, (~'~). Ensui te  on prend 

E S P A C E  V ~ = ~ , ( ~ ) .  

E S P A C E  V a. On suppose que ~2 poss~de un morceau  de fronti~re 1~1 tel que le 

p ro longement  en moyenne  soit possible.  On prend  alors pour  V s l 'espace des fonc- 

t ions u E El ,  (~)  telles que ~ l u = 0  (ce t  espace cont ient  ~ 1  et  est  ferm6), Plus g~n~- 

r a l emen t  : soit ~L, un sous-espace vectoriel  ferm6 de L ~ (P1); on prend pour  espace 

V le sous-espace de E~, (~2) form~ des u tels que y u E ~L~. 

E S P A C E  V 4. On prend  pour  ~2 le cube 10 ,1(  n. On peu t  prolonger les fonc- 

t ions de ~k, (~)  sur la face x ~ = 0  (resp. x ~ =  1); soit yo (resp. y~) l 'opgra teur  de 
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prolongement  en moyenne.  On prend  alors pour  V 4 l 'espace des fonctions de El ,  (~) 

qui v6rifient : ~o (u) = y~ (u). On peut  faire la m~me chose avec ]es autres faces. 

E S P A C E  Vs. 

On suppose ~2 non connexe : ~ = ~1 U ~2~, ~1 et ~2 ouverts  (connexes ou non), 

sans points communs,  ayan t  une port ion de fronti~re en colnmun soit 2~ teile que le 

prolongement  en moyenne  des fonctions de El ,  (~i) et de E 1. (~2) sur F~ soit possible, 

On a alors un op6rateur  {71 (resp. a2) de prolongement  des fonctions de El~ (~1) (resp. 

512 (~2)) dans L 2 (F.) ( toujours pour  la mesure superficielle sur Z). Toute  fonct ion 

u E El~ (~) peut  aussi ~tre consid6r5e comme un couple de fonctions : u =  (Ul, Ue) , 

c l  ~ On prend alors pour  V 5 le sous-espace de El ,  (~) formd des fonetions U~Ea~L ~ i]. 

u = (u 1 , u2) telles que : r (ul) = a a2 (u2), a = constante  (plus gdn~ralement si ZO~ est 

un sous-espace vectoriel fermd de L 2 (F~) on prendra  pour  V le sous-espace des 

u = (u 1 , u~) telles que al (ui) - a ~2 (u2) E ~ ) .  

l~oint  6. P r o p r i 6 t 6 s  de compl&te c o n t i n u i t 6  

On rappeUe le th~or~me suivant,  d6montr~ dans Deny-Lions  [1] : 

T~I~Ol~ i~ l~  1.1. Si ~ est un ouvert de Sobole/~ bornd, l'in~ection de  ~ , ( ~ )  

dana L ~ (~) eat compl~tement continue. Voir aussi Soboleff [2], Couran t -Hi lbe r t  [1]. 

On voit  facilement sur des contre exemples que pour  que le th6or~me 1.1 soit 

vrai, il fau t  imposer ~ ~ deux  conditions : l 'une du genre ~ ~ born6 ~) l ' au t re  du genre 

(( ~ a une fronti~re r6guli~re ~). Cette 2 ~ condit ion disparait  si r o n  veut  seulement 

avoir la complete continuit6 de l ' injection de ~ ,  (~) dana L 2 (~) : 

T H ~ O R ~ I E  1.2. (Cf. Gs [4].) Si ~ eat un ouvert borng, l'in~ection de ~ t  (~) 

dana L z (~) eat compl~tement continue. 

A par t i r  des th6or5mes 1.1 et  1.2 on peut  passer g d '~utres  cas. Exemple  : 

Soit K un  compact  quelconque de R ~ con tenan t  l 'origine, et  B une boule ouvert~e 

I x ] <  R, contenant  K ;  on prend ~ = B N  C K, et  pour  espace V l 's  dans 

~ 1  de l 'espace des fonctions continues dans ~ ,  nulles dans un voisinage (variable) 

de K.  Alors l ' injection de V dans L 2 (~) est compl~tement  continue, l ' injection de 

~l~ dans L ~ pouvan t  ne pas l '6tre, si K a une fronti~re tr~s irr6guli~re, 

P o i n t  7 

Avec les notat ions du w 1, N o 10, p. 26, on a :  

g~j ~xj~x~dX + M n ~ d x .  (1.s) (u, v)A,g =, ,  , 
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La  par t ie  hermi t ienne  de cet te  forme e s t :  

(1.9) (u, V)A,g. ~ = ~ f g~s + YJ~ ~U ~ 
2 Ox~ ~x~ 

dx  + j 2 u ~ d x .  

Grs s (1.3) e t  (1.4) on a :  

(1.10) (u, u)A,o,, -> alllulll~, a = i n f  (a l ,  a~), pour  t ou t  u dans  ~ , .  

F O R M E S  S E S Q U I - L I N ~ A I R E S  A T T A C H ~ E S  .~ D + M .  

Si ~1 est  un o t~ ra t eu r  de pro longement  en moyenne  et  B un 61dment quelconque 

de s (L 2 (1~1); L ~ (P1)), on peu t  prendre,  comme au w 1, N ~ 11 : 

(1.11) ((u, v)) = (u, v)A,g + f (B 71 u) 71 v d s I . 
F1 

Pour  voir  si la forme (1.11) est  elliptique, on uti l isera la prop.  11.1, p. 45. Pour  

fixer les idles,  on pour ra  supposer  : B + B* _> 0. 

Voici quelques remarques  plus sp~ciales g c e  sujet .  

a) On suppose que ~ est  un born~ quelconque, et  V = 0~ ,  (~).  Alors une ma .  

jora t ion  616mentaire (cf. Gs [4]) mon t re  qu' i l  existe une constante  c telle que : 

II u H0 -- c ]] u I]1 pour  t ou t  u dans  ~ ,  (~2) 

(majora t ion  inexacte  sur ~ ,  (~) ;  exemple  : u =  1). Dans  ces conditions Hull1 e t  

IH u I]11 sont  sur  ~0~, (~)  des normes  6quivalentes et  ((u, v)) peu t  &re  ~O~,-elliptique 

(~videmment  il n ' y  a pas  d ' o l ~ r a t e u r  fronti~re s consid6rer) avec une fonct ion M 

telle que M + M  soit nggatif.  

b) Supposons m a i n t e n a n t  que ~ soit un ouver t  de N ikodym,  i.e. un  ouver t  

connexe borne, tel  que route  dis t r ibut ion T e B L ( ~ )  soit dans  L 2 ( ~ ) ( c f .  Deny-  

Lions [1]). Supposons en outre  d~fini un op~rateur  fronti~re ~1- Pour  u dans  E~, (~),  

posons 

PRO P O S I T I  o N 1.2. Si ~ est un ouvert de Nikodym et si on a dd/ini un opdra. 

teur de prolongement ~1, ]]uH~ d#ini  par (1.12) est sur Sl ,  une norme dquivalente h 

Hlull[i. 
D ~ O ~ S T B X T I O N .  

Ddcomposons  l 'espace El ,  en ~ i ,  = ( c ) O  V, ( c ) = e s p a c e  des constantes,  V= es- 

pace or thogonal  pour  la s t ruc ture  hi lbert ienne (u, v)0 + (u, v)l .  Soit alors u dans  
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~ ,  (gs elle se dgeompose de fa~on unique en u= c+ v, c= constante,  v E V. Comme 

est un  ouver t  de Nikodym,  V e s t  isomorphe s B L  ~ (~) - -  quot ient  de B L ( ~ )  

par  les constantes - -  done Ill v ]111 -< cl J[ u [11, < = constantes.  Comme ~1 u = ~1 c + ~1 v = 

= c §  on a :  

]C I m-H rlUlIL.(F~) + H r lV]]L,(F,)~ H~lUHL,(FD + C 2 [[~Jll ,  
done : 

H] ~ ]Ill ~ HI V JIll + ]C [ -~ H r l  ~/~ ][L'(F,) + (Cl + C2)[I *t~ II1 ~ C4 H ~ H s 

d'ofi le r~sult~t, une in~galit~ de type  inverse ~tant dvidente. 

A P P L I C A T I O N .  

Sous les hypotheses  de la proposit ion 1.2, si M = 0 ,  et si B + B *  est s t r ic tement  

positif dans 1: (L ~ (F~); L ~ (F~)), alors la forme sesqui-lin~aire correspondante est ~[ , -  

elliptique. 

P o i n t  8 

On peut  prendre comme op6rateur  de pe r tu rba t ion :  

P ~ h, 0 x, 

off h~ E L  ~ (~). On applique les remarques du w 1, N ~ 12. 

P o i n t  9. E s p a c e  :7( 

Si les g~j et M sont  dans ~, on peut  prendre pour  ~ l 'espace des distributions 

T E O '  telles que ( D + M ) T  (qui a un sens; il n ' en  est plus de m~me si g~j e L ~r (~)) 

soit dans L ~ (~) (ou dans O~1, dans le eas du probl~me de Dirichlet). 

Variantes  4videntes dans le cas oh les g~j et M sont  k lois continfiment dif- 

f~rentiables dans ~ .  

P o i n t  ~0 .  P r o b l & m e s  a u x  l i m i t e s  r 6 s o l u s  

On d~signe par  F la fronti~re de g2. On donne d ' abord  une formule d ' int~gra- 

t ion par  parties. On suppose pour  cela que F est ind~finiment (ou suffisamment) 

diff~rentiable; soit u, v dans E l , ,  les fonctions u et v ~tant  en outre ind~finiment 

diff~rentiables dans ~ .  Soit s E F, n (s) le vecteur  unitaire de la normale int~rieure 

F e n  s. On d~signe par  cos (n (s), xi) le cosinus de l 'angle de n (s) avec l 'axe des x,. 

On d~signe par  ?D (U) la fonction : 

__a u (1.13) s ' - > 7 ~ u ( s ) = ~  g~j(S) (s) cos (n(s), x~) 
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(oh l 'on suppose les g~j continues dans ~) .  La fonetion 7D U est dire : ddrivde nor- 

male de u par rapport h D sur F. On a alors la formule :  

(1.14) (Du, v)L,= ~ g , j~x j~x  dx+ 7 D u ~ d 8  

oh 7 v = v a l e u r s  de v sur F. 

Si maintenant  uEE~, (s vEEr, ,  D u E L  ~, sans aucune hypoth~se sur F, sans 

hypotheses suppl6mentaires sur les g~s la formule (1.14) n ' a  pas de sens:  7 v  n 'a  pas 

de sens, et 7Du encore moins; on peut  seulement utiliser (1.]4) pour obtenir des 

interpr6tations /ormelles des probl~mes aux limites. 

Grs aux hypotheses fares ,  tousles probl}mes aux limites correspondants aux 

espaces c{-apr~s admettent une solution unique. 

E s v A c E  V~ (p. 54). 

C'est le probl~me de Dirichlet au sens de Gs 

E s P ) . c E  V~ (p. 54). 

a) B=O. 

Alors, u E N signifie (formellement, on ne le rdp6tera plus) f ~D u~,vds=O pour 
F 

tout  v E ~ ,  done ~D U = 0. Le probl~me aux limites correspondant est (cf. w 1, N ~ 3) : 

t rouver U dans :K, solution de 

(1.15) 

avee les condit ions:  

(1.16) 

(D + M) U = F, F donn6 dans L ~, 

U - h E N ,  

off h est donn6 dans :K, i.e., grs s l ' interpr6tation ci-dessus : 

(1.17) 7D U = 7D h, 

c'est-~-dire que ~D U, d6riv6e normale de U par  rapport  s D est donnd sur F, 

C'est le probl~me de Neumann. La forme sous laquelle il est posd est celle indiqu6e 

en remarque dans Ghrding [4]. C'est une g6nfiralisation des probl~mes de Neumann 

sous la forme de Courant eL t t i lbert  et Pleijel, 

b) B non nul. 

La condition u E N signifie alors : 

f ~ D U ~ V d s =  f B r l u ~ l v d s  
F F~ 

pour tout  v dans Ek,, done :  
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7 D U = O  sur  F - F 1  

Y D U = B 7 1 U  s u r r  1. 

Le problbme aux  l imites  co r respondan t  rev ien t  s  

{ 7 ~ U  donn6 sur  F -  F1,  

? D U - - B ? I U  donn6 sur  F 1. 

G6n4ral isat ion imm4dia te  aux  cas off l 'on  prolonge sur plusieurs  morceaux  de fronti~re.  

ESl~ACE V a (p. 54). 

On suppose  B = 0 pour  simplif ier .  L a  condi t ion  u 6 N signifie : 

f T D U T v d s =  0 pour  t o u t  v dans  V3; 
r 

comme 7~ v = 0 sur  1~1 res te  seu lement  la  c o n d i t i o n :  

] TD u T v  d s  = 0 
F-F ,  

et f ina lement ,  u 6 N (Va) signifie : 

7DU=0 sur  P - -  P1 

I Y l u  = 0  sur  I l l  . 

Le probl~me aux  l imi tes  co r respondan t  r ev ien t  s  

?D U donn6 sur  F -  F 1, 71U donnd sur  F1; c 'es t  un  probl~me aux  l imi tes  de 

type mdld ( terminologie  de M. H a d a m a r d ) .  

E S P A C E  V 4 (p. 54). 

On prend B = 0, L a  condi t ion  u 6 N signifie : 

m~me chose pour  ]es au t res  faces. (Cf. Minaksh i sunda ram [1].) 

E s ~ A c E  V5 (p. 55). 
L a  condi t ion  u 6 N signi{ie (on p rend  encore B = 0) : 

G 1 U 1 = a a 2 u 2 sur  

Le probl~me aux  

a ~D Ul 

7D Ul = 

?D u~ = 

l imi tes  

+ T D U 2 = 0  sur  Z 

0 sur  ~ ~1 -- Z 

0 sur  a g/2-- Z (a ~ t  = fronti~re de fl~). 

co r respondan t  est  un probl~me de transmission. (1) 

(1) Note ajoutde ~ la correction des dpreuves: ceci ne r6sou~ pas les probl~mes de d6riv6e 
oblique (Bouligand, Giraud); mais on peut adapter la m6thode pr4c6dente de faqon h r6soudre ces 
probl~mes: cf. LIONS, Sur les probl~mes de d6riv6e oblique, C. R.  Aead.  Sc. Paris ,  t. 240 (1955), 
p. 266--268. (Article d~tailll6 k paraitre aux Annals of Math.) 
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l:temarq~es particuli~res 

1) On peut  chercher s r6soudre les probl~mes aux limites relatifs ~ D, M=O. 
Pour cela, cf. Lions [4]. 

2) Consid~rons sur s la forme sesqui-lin6aire : 

((u, v)) = (u, v)A,~ + s (u, v) - f h u ~ dx, 
oh 

~ v e c  

0 
h t e L  ~r ~ x ~ h ' e L  ~ ( ~ ) ,  

fonctions ~ valeurs r6elles, e t :  

1 ~  ~ h, (x). 
h (x) = -2 ,-1 

Ce~te forme d~finit l 'op6rateur : A = D + M + P,  off : 

"2 P = Y. h~ �9 
t=1 i 

Si l 'hypoth~se (1.3) p. 52, a lieu, la forme ((u, v)) ci-dessus sera elliptique sur 

s s i :  
�89 (M + M) - h >__ a~ > 0 prcsque par tout  dans ~ .  

Dans ces conditions la th~orie g~n~rale s'applique. Cet exemple ne rentre 

pas tout  ~ fait dans les exemples des op4rateurs de per turbat ion;  si en effet N e s t  

l 'espace construit s part ir  de cette forme sur V, la condition u E N d~pend non 

seulement de D mais aussi de P ;  il n 'en est pas de m~me dans le cas d 'ol~rateurs  

de perturbation. 

3) On s'est donn6 l 'op6rateur D avec une d~composition fix~e. On va  donner 

au N ~ suivant un exemple simple d 'o l~ra teur  du 2~me ordre avec plusieurs d~com- 

positions. 

2. Nouveaux probl~mes aux limites relatifs ~ A 

On se place sur un ouvert ~ de R 2, n = 2; A est le Laplacien. 

(2.1) AI= ~ + i ~-~x 2, A 2 Oxl ~ (tA2= - A ) I  

on peut  ficrire : 

(2.2) -A=altA1AI+a2tA2A2, al,az>_O, a l + a 2 =  1. 

Si l 'on  pose : 
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On prend M =  ol~rateur  de~ multiplication par  une fonction M E L ~176 avec M (x~ _>/~ > 0  

presque par tout  dans ~ .  

t er c a s  : a 1 et a 2 non nuls 

P o i n t  t .  Espace E (A). 

C'est l 'espace des fonctions u EL  2 (~) te]les que A 1 �9 u et A 2 .u  soient dans L 2, 

donc ~ (A)=  ~ ,  (~). Les points 2 ~ 6 sont alors identiques ~ ceux du N ~ pr~c6dent. 

P o i n t  7. L 'op4rateur  - A donn4 par  (2.2) est ~ (A)-elliptique. Diff~re seulement 

de ce qui precede le 

P o i n t  i t .  Interpretat ion des probl~mes aux limites. 

On a la formule : 

(2.3) ( - - A u ,  v)L,=(u, v ) - a +  - ~  u + i ( a z - a l )  Os ~ d s  
F 

0 0 
0v-- u = ddrivde normale, Os u = d~rivde tangentielle. 

Prenons V =  ~ ,  (~) ;  la condition u E N signifie alors 

0 u + i ( a 2 _ a i )  0 ~-~ ~ s u = O  sur I~; 

le probl~me aux limites correspondant est di[[drent si a s 4 a~ du probl~me de Neumann 
02 02 

relatif & - A  ~crit sous la forme 0 x--~ + 0  x--~" 

2 ~me c a s :  a 2 =  O. 

L'espace s (A) = s (A1) est l 'espace des fonctions u EL ~ (~) telles que A 1 �9 u E L  2 (~). 

Cot espace contient ~ ,  (~). On a : l'adhdrence D (A1) de Dn dans E (A1) est identique h 

~0~, (~). En  effct on volt  directement que pour tout  ~ dans ~ n  on a :  

H x41.~ IlL. = II ~0 [11, 

d'oii l ' identitg de ~ (A~) et ~ ,  (~), completes de ~ a  pour la mgme norme. 

Pour l ' interprgtation des probl~mes aux limites on fair a~= 0 dens (2.3). 

3. Op~rateurs diff~rentiels  du 2 tm~ ordre d~g~n~r~s 

On consid~re l 'op6rateur 

~.J-1 ~xt g~j , K < n ,  sur ~ c R " ,  
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o h :  g i r  ~r (~),  ~ valeurs  r~elles, g~s=g~ (tout  ceci pour  un peu simplifier), et  

l 'op6ra teur  M,  mul t ip l ica t ion pa r  M fi L ~ (s avee 

M (x) > / x  > 0 presque p a r t o u t  dans  s (3.2) 

On suppose : 

(3.3) 
K 

g~j (x) ~, ~j _> ~ I ~ ]2 pour  t ou t  ~ 6 ~n, ~ > 0. 

L ' o l ~ r a t e u r  D est  dit  : op4rateur  elliptique d495n4r6 (ceei parce  clue K < n). 

P o i n t  t .  Espace  ~ (A). 

O 
C'est  l 'espaee des fonetions U s L z (s telles que ~ u soit dans .L (~)  pour  i = 1, . . . .  K 

( 0 0 )  
sans aueune hypoth~se  sur  Ox~-~u, ""'-~x~ " 

P o i n t  2. I)ensi t6 de O n .  

D6signons par  R K l 'espace des (xl,  . . . .  xK) et  R n-~  l 'espaee orghogonal dans  R n. 

Soit ~1 (resp. [~2) la project ion de ~ sur  R K (resp. sur  Rn-K). On a la  

P R O P O S I T I O N  3.1. Si la [ronti~re de s n'est pas de capacitdnulle, l'espace On 

n'est pas dense dans E (A). 

D ~ M O N S T R A T I O N .  

On utilise le corollaire 9.1, w 1, p. 41 : il f au t  mon t r e r  qu' i l  existe u dans  E (A) 

solution non nulle de 

(3.4) ~ 03 
- = ~ x ~  u + u = O "  

0 0 L2 On eonsid~re l ' ouver t  eo = ~1 • s ~s I1 existe U fi L 2 (~o) avee ~ E (co) pour  i_</~, 

non  nul, solution de 
K 03 

(3.5) - , _ 5  u + u = 0. 

E n  effet  la  front i~re de ~)! 4rant  de capacit~ posit ive,  il existe une fonet ion u 1 

non nulle dans  ~ ,  (~1), telle que 

Si alors u~ est  une fonet ion queleonque de I ,  ~ (s la fonct ion U = u ~  | u~ vgrifie 

(3.5). Soit u la restr ict ion de U ~ ~ ;  c 'es t  un 61~ment de ~ (A) non  nul, qui v4rifie 

(3.4) d 'oh  le r~sultat .  
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Po in t  4. Prolongement des fonetions. 

On peut suivre une mfthode analogue s eelle de Deny-Lions [1]; il faudra sup- 

poser que les directions des normales ~ F vdrifient certaines hypothbses de fagon 

pouvoir majorer sans utiliser les d6riv6es en XK+l, . . . ,  x~. 

Po in t  5. Espaces V. Exemples analogues /~ ceux du N ~ 1. 

P o i n t  6. Complete continuit6. 

L'injeetion de E (A) dans L ~ (~) n'est jamais complbtement continue; en effet 

il n ' y  a pas de condition de Lipschitz dans l'espace L 2 pour les translations parall~les 

aux axes xK+l, . . . ,  xn. 

Po in t  7. Grace s (3.3), D est s (A)-elliptique. 

P o i n t  9. Interprdtation des problbmes aux limites. 

On op~re comme au N ~ 1, en utilisant la formule : 

(3.6) ( D . u ,  v)L, = (u, v)D + f ~D U ~ d s  
I" 

off 
K 

(3.7) ~D U = t.j= ~ lg i j  ~ U COS. (n, xt). 

4. Ol~rateurs diff~rentiels du 2 tree ordre h coefficients variables irr~guliers 

On donne dans ~ c  R n l'op6rateur 

oh les fonctions gtj SORt r6elles dans L ~ (~),  g~j=gj~ pour tout  i, j ,  et off les 

al ,  a2 . . . .  , an sont des [onctions quelconques dans ~ ,  une /ois contin~tment di//drentiables, 

dt valeurs rdelles. 

On donne ensuite l 'op6rateur M de multiplication par une fonction localement 

sommable sur ~ ,  avec 

(4.2) 

On suppose que 

M (x )>  # > 0 presque partout dans ~. 

(4.3) ~ g,~ (~) ~ ~J >- ~ I~ I ~, ~ > o, ~ e ~ .  
i , j = l  



64 z .L .  LIONS 

P o i n t  t .  Espace E (A). 

On pose : 

(4.4) ra = VM,  

fonct ion positive loca lement  de carr~ sommable;  la fonction 1/m est dans L ~ (~) : 

0 < l / m  (x) < 1/}/~. On  prend pour  espaee E (w 1, N ~ 8) l 'espace des fonctions it 

du type  : 

1 
f =  r ag ,  off gEL~(~), (4.5) 

muni  de la norme : 

(4.6) Ilitlls 

Alors E est un  espaee de Hilbert ,  contenu dans L 2 (e'est aussi l 'espace des fonctions 

it telles que m it E L 2 (~)).  On prend pour  A 0 l 'op~rateur it--> m it de E--> L ~, isomorphisme 

sur (on a done (E 1)). Le dual E' de E est l 'espace des fonetions F du type  

(4.7) .F=mG, G E L ~ ( ~ ) ( o u  e n e o r e t e l l e s  que 1FEL2)  - -  , 

m 

On a : E c L ~ c E '  ; si it E E,  F E E ' ,  leur  produi t  scalaire est : 

(4.8) 
fl 

On prend pour  go l 'applieation identique.  

O P I ~ R A T E U R S  Ai : 

0~0. 
On prend pour  At l 'op~rateur ~o-->as ~x~' on d~finit bien ainsi un ~l~ment de 

(E;  ~ )  (si i t E E alors it est dans L 9, et  a ~ x  ~ ] e s t  localement clans ~ ,  (~), done 

est dans ~ )  et  de s (~0~; L~), done on a (E2) ,  p. 38. L 'op~rateur  tA~ est d~fini 

pour  it E L ~ (~) par  : 
a 

tAi" / = - - -  ( a s  it).  
x~ 

~U 
Done E (A) est l 'espaee des fonctions u telles que m u E L 2 et  a~ ~x~ E L ~, muni  de la 

norme dont  le carr~ est 

,=, O u r  . 
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P o i n t  2. Densitg de D e .  

On d~signe par  d (x, F) la distance de x 6 ~ /  ~ F fronti~re de ~ .  On a la 

P ~ o P o s I T z o ~  4.1. Si la /onction m est continue et si 

(4.9) a~ (x) < c 1 c 1 = constante, x 6 ~1, 
d ( x , F )  m(x)  - ' 

alors ~ est dense dans E (A). (1) 

D ] ~ M O N S T R A T I O N .  

a) Soit F = ~ I  et F(e)  l 'ensemble des points de R n ~ distance _<s de F ;  on 

ddsigne par  g~ la fonetion caraetdristique de ~ F (2 s) ; si Q 6 ~OR~, ~ (x) >_ 0 de suppor t  

'(:) Ix I < 1, de masse totale 1, on note  ~ ]a fonetion x --~ ~ (x) = e, ~ ~ . Alors ~ --~ d 

t 

( = masse 1 ~ l 'origine) dana ERn, lorsque e ~ 0. Posons  : b, = Z2 ~ ~ ,  fonet ion de 

ERn , = 1 sur ~ F  (3 e), nulle sur F (e) (done nulle au voisinage de F). Soit u donn~e 

darts E (A), et u ,=b ,u .  On voi t  tou t  de suite que mu~---~mu dana L ~ (~). Pour  

0 0 u L~ montrer  que u~-+u dans ~ ( A ) ,  il reste s mont re r  que a ~ - u ~ - - > a ~ -  dans (~1), 
0 Xi O X~ 

ce qui revient & mont re r  que 

a , ( ~ b ~ ) U = ( l a , ~ b ~ ) ( m u ) - - - > O  dans L~(~) .  

Or (on d6signe par  c~ des constantes  diverses) : 

par  eons6quent : 

c 1 a~ 

0 
et eeei pour  x E support  de ~ be, i.e. pour  d (x, F ) <  3 e done grgLee ~, l 'hypoth~se 

(4"9)'la'(O--b~)Ulox, est major~ par  c31mu I et tend vers 0 presque pa r tou t  dans  ~ ,  

done -~ 0 dans L 2 par  le th~or~me de Lebesgue. Done : les [onetions de E (A) nulles 

au voisinage de P sont denses dans E (A) 

at (x) I (1} Si ~ = R  n, il f au t  r emplaee r  (4.9) pa r  : ix  ~ es t  borne .  

5 - 5 5 3 8 1 0 .  Acta .Mathematica. 94. Imprim4 le 28 octobre 1955. 
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b) Ddsignons par  e une fonction de O n ~ , =  1 pour  I x [ < l ,  e t : 0  pour  Ix[ > 2 ,  

ONe(x)<_ 1 par tout ,  et d&ignons  par  ca In fonct ion : x - + c a ( x ) =  e (x /R) .  Soit u 

donnde dans s  posons u a = c n u ;  m u n - + m u  dans L2(f~); pour  mont re r  que 

a i - - u ~ - + a ~  u dans L 2 ~x~ ~x~ (~), tou t  revient  ~ montrer  que 

X = a t  ~x~e~ u =  a t ~ x ~ e ~  ( m u ) ~ O  dans L ~(f~). 

Or ~E e~ 
I 1 

< e 4 ~  e t e s t  nulle sauf pour  R < Ix[ < 2 R .  

X =  a~ m d ( x ~ P )  ~ /  I x l~x~ 

E n  6crivant  : 

c~) (mu), 
on voi t  que ]X(x )  l < c S I m u ( x )  l e t  done X - + 0  dans L 2(~) par  le th6or~me de Le- 

besgue. Combinant  avee l e a ) ,  on a montr~ : les /onctions de s (A) dt supports com- 

pacts dans ~ sont denses clans E (A). 

e) Soit main tenan t  u E E (A) de support  compact  dans ~ .  On veut  l ' approcher  

dans ~ (A) par  une suite de fonctions de ~ a -  Pour  cela on va  r~gulariser u. Soit 
! 

Q~---~ ~ dans ~nn .  On identifie dans le reste de la d6monstra t ion une fonetion ] d~- 

finie dans f2 avec son prolongement  [ ~ R n par  0 hors de ~ .  Avee eette convent ion 

In r6gularis6e de u par  Q, est : u,  = u ~ Q, de support  compact  dans ~ pour  e assez 

petit .  La  proposit ion sera d6montr6e si l 'on prouve que u,---~u dans E (A). Comme 

u , - + u  dans L 2 (f2) en gardant  son support  dans un compact  fixe, u ~ - + u  dans E.  

Reste ~ mont re r  que 

at - -  u~ --> at u dans L 2 ~x~ Ux, (g~), ~-+0. 

Or d 'aprbs le Lemme de Friedrichs sur les (( Mollifiers ~> (cf. Friedrichs [1]) on sait que : 

a~ -)6 Q~- at ~x~ u~ -+ 0 dans (~) 

(puisque u est ~ support  compact ) ;  comme 

( ~ u )  0 L ~ a~ ~x~ ~ e~ -+ a~ - -  u dans (~), x~ 
on a l e  rdsultat.  

Voici main tenan t  un crit~re de non-densit& 

P ~ o P o s I T I O ~ 4.2. On suppose qu'il existe un ensemble ~ portd par P, de eapacitd 

positive, ayant un voisinage co clans ~ sur lequel les /onctions [ a, ] sont borndes in/drieurement. 

Alors ~ n  n'est pas dense clans E (A). 



PROBL~MES AUK LIMITES EN T]~EORIE DES DISTRIBUTIONS 67 

D ~ M O N S T R A T I O N .  

Soit F 6 ~ n n ,  = 1  sur un morceau de eapacitd positive de ~ ,  et soit / sa re- 

striction ~ co. Si 9 a  dtait dense dans E (A), on pourrai t  approcher  la restriction /x 

de F ~ ~-I par  une suite de fonct ions de g o  dans ~ (A); par  restriction h eo et en 

utilisant le fair que les l a~l sont  borndes inf4rieurement sur co, on aura i t  : /= l i r a .  TR 

dans E~, (w), oh les qR sont dans ~ ,  nulles au voisinage de ~,  ce qui est im- 

possible. 

P o i n t  4. Prolongement  des fonctions de E (A). 

On se rambne ~ E~, (~/) : soit F 1 un moreeau de F sur lequel le prolongement  en 

moyenne  est possible (cf. p. 53 et 54); on suppose en outre qu'il  existe un voisinage 

de F 1 dans s sur lequel les fonctions a~ sont borndes infdrieurement. Alors route / 

dans E (A) a sa restriction ~ co dans E~, (w), et prolonger les fonctions de E ( A ) s u r  

F1 revient  s prolonger les fonctions de E~, (m) sur F 1 . 

P o i n t  5. Espaces V. Ici  encore on a des exemples analogues s ceux du N ~ 1. 

Point 6. Propri4t4s de complete eontinuitd. 

Considdrons d ' abo rd  ]e cas f / = R  ~. On a la 

PROPOSITION 4.3. On suppose que : 

(4.10) Les /onctions a~ ne s' annullent ]amais ; 

(4.11) La /onction M (x) tend vers l'in/ini lorsque Ix]-+ oo. 

Dans ces conditions l'in]ection de E (A) clans L ~ (R n) est compl~tement continue. 

D ~ M O N S T R A T I O N .  

Soit B la boule unit4 de E (A); il faut  montrer  qu'elle est re la t ivement  com- 

pacte dans L 2 (R n) done (cf. A. Weil [1]) : 

a) Pour  tou t  e > 0 il existe un  compact  K de R n tel que 

f [/(x) l~dx <_ ~ pour  t o u t / 6 B .  
CK 

b) Pour  t ou t  e > 0 il existe un  nombre  ~ tel que 

< ~ pour  Ih[ < 7 , / 6 B  

( v h / =  translatde de / du veeteur h). 
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Montrons a); on a :  

done 

1 

GK GK 

_< max 1 /m,  x E ~ K ,  

d'ofi le a) grace ~ l'hypoth~se (4.11). 

Comme le a) est d4montr4, pour d6montrer le b), il suffit de montrer ceei:  

on donne un compact K et e; montrer qu'il existe ~ tel que 

/ ] / ( x - h ) - / ( x ) l  2 d x < _ ~ p o u r l h l  -<U et pour tout  / 6 B .  
K 

Or grs ~ (4.10) les fonetions ] sont localement dans ~ , ,  et demeurent dans un 

ensemble born4; l'in4galit4 r6sulte alors de Schwartz [2] th4orbme XVII,  p. 42. 

On peut g4n6raliser la proposition 4.3 comme suit : 

PROPOSITION 4.4. On suppose  que sur un ouvert f2 de R ~ on a (4.10) aiwsi que 

(4.12) 

il existe une partition de l'unitd sur f~ : 

N 

k ~ l  

les applications u--> or u dtant compactes de E (A) daws L 2 (f2) et 

(4.13) 
si F# est la portion de /ronti~re de f2 en commun avee le support de fl, M (x)--* co 

si Ixl-  (xe ) ou si z ra. 

Daws ces conditions, l'in]ection de E (A) clans L ~ (f2) est compl$tement continue cl). 

DEMONSTRATION. 

Soit B la boule unit4 de E (A) ; il faut montrer qu'elle est relativement compacte 

dans L 2 (~), i.e. : 

a) pour tout  e > 0 il existe un compact K avec 

e pour tout 1 6 B  
et 

b) pour tout  ~ > 0  il existe U tel que 

I l rh/- / IIL,(Rn)<_ e pour I l h H < r / e t  1 6 B ,  

[ d4signant la fonction / prolong4e s R" par 0 hors de •. 

Par  utilisation de la partition de l'unit4, on est ramen4 s d4montrer des majorations 

analogues pour les fonctions ~k/, et fl/. Pour ~k /ees  majorations sont vraies, puisque 

{1) La  par t i t ion  de l 'unit6 pe rme t  de passer  du  local au global. 



PROBL]~ES AUX LIMITES EN TH]~OR:IE DES DISTRIBUTIONS 69 

les applications f--> :r f sont compactes.  Pour  fl[ on op~re exaetement  eomme dans 

la proposit ion 4.3, grs s (4.13). 

Les points 7 s 9 sont analogues s ceux des N o prdc@dents. 

P o i n t  10. Probl6mes aux limites r@solus. 

On utilise la formule d ' in t6grat ion par  parties : 

( D .  ~, ~ = (u, vh, + f ~ u ~ d s ,  
F 

et oil 

oll le premier membre  ddsigne le produi t  scalaire (4.8), oh 

/" ~u ~v 
(u, V)D = ~ | g i j a j - - a ~ - - d x ,  

3 ~x~ ~x~ 

7 ~ u  = g~ja~aj u cos  (n, x~). 

On a des rdsultats semblables ~ ceux du N O 1. Pa r  contre les propositions 4.3 

et 4.4 donnent  des r@sultats de complete continuitd diffdrents de ceux du N ~ 1. 

d 2 
Exemple  : on considSre sur R 1 l'op@rateur D = - dx~, et M donn~e par  M ( x ) =  x2§ 1. 

L 'espace E(A)  est donc l 'espace des fonctions u telles que x V x ~ l  uEL  2 ainsi que 

d 
~xx u. L ' inject ion de ~(A)  dans L2(R 1) est eompl~tement continue, done le syst~me 

des fonetions propres : 

d 2 
- ~xx2U~ + (x 2 + 1) uk = )tku~ 

forme un syst~me complet dans L 2(R 1) et mSme dans E(A)  (cf. w 1, N ~ 5, p. 32). 

On re t rouve ainsi le syst6me complet  des fonctions de Hermi te  (cf. T i tehmarsh  [1]). 

Les proposit ions 4.3 et 4.4 eonduisent  done ~ de nomhreux  syst~mes eomplets sur 

L2(R 1) ou sur L2(~) ,  ~ born4 ou non. C'est une gdndralisation des r4sultaSs de 

Ti tehmarsh [1], [2]. 

5. Ol~rateurs diff~rentiels d'ordre 2 m 

On consid~re sur ~ ouver t  quelconque de R ~ l 'op6rateur  d6fini pour  ~ E D a  par  

(5.1) D . T  = ( -  1) m ~ D p (g~q D q ~) 
IPl, Iqlffim 
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off p et q parcourent  t o u s l e s  indices r=(r~ . . . . .  r~) tels que 

off 

n 

Irl = ~ r , = m ,  
t = l  

gpq E L :r (~) .  

On donne ensuite M, opSrateur de multiplication par  une fonction M E L ~ (~), avee 

(5.2) M (x) >_ # > 0 presque par tou t  dans ~ .  

Comparant  avec lcs notat ions du w 1, on a :  A I = D  p (en ordonnant  les indices p). 

t ion 

Point  t.  Espaces E(A). 

On prend E = L  2(~) .  L'espace E(A)  6tant  impor tan t  on lui donne une nota-  

sp~ciale : 

ESPACE E~, (~) ( = ~ (A)). 

C'est l 'espace des fonctions u E L 2 (~), telles quc D p u E L 2 pour  tou t  p a v e c  I P I = m, 

sans aucune hypoth~e sur les ddrivdes intermddiaires. On pose de fa~on g~ngrale : 

Ilull~ = z IIn~ull~, ,~),  I P l = k .  

L'espace E ~  (f2) est muni  de la norme : 

(5.3) II ~11~, = (ll ull~ + II u I1~) ~. 

C'est un  espace de Hilbert (proposition 9.1, p. 40). 

On ddsigne par ET, (~) l 'espace des fonctions u dont  toutes les dgriv6es d 'ordre  

_< m sont  dans L ~ (~), avee la norme 

Lcs espaces E~, (~)  et E~,(F2) coincident localement (et coincident localement avec 

l 'espace des distributions dont  les ddriv~es d 'ordre  m sont localement L2), mais non 

globalement (cf. point  3). 

Point  2. Adherence de ~ dans E~,(~). 

Les topologies induites sur ~ a  par  E~,(~)  et E~,(~)  sont  idcnt iques;  e n  effct, 

si ~ e ~ a ,  les normes ]l~011s~, et IIl~NIm sont ~quivalentes (comme on voit  par  t rans-  

format ion de Fourier  et utilisation du th~or~me de Planchercl). On cn d~duit : 
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TH]~OR~ME 5.1. L'espace O(A)  est identique ~ ~ , ( ~ ) ,  adhdrence de ~ dans 
m ~ .  (~). 

TH]~OR~I~IE 5.2. ~qi la /ronti~re de ~ est de capacitd positive, Oa n'est pas dense 

clans E'~, (~). 

Point  3. Propri6t6s de sommabilit6 globale. 

On peut  trbs bien avoir pour certains ouverts ~ (de frontibre irr6guli~re)l 'espace 

~ ,  (g2) strietement contenu dans EL~ (g2) ce qui conduit ~ poser la 

D ~ F I N I T I O N  5.1. L 'ouver t  ~ est dit:  m-rdgulier m >  1 si route fonction 

u6E~ , (~ )  est dans ~ , ( ~ )  (autrement dit si les espaces E T , ( ~ ) e t  EL~(~)coincident, 

alg6briquement). 

Mais si les espaces E~,(~)  et EL~(~) coincident algdbriquement, comme le 2 ~ "  

a une topologie plus fine que le let, ces topologies coincident (Th@or~me de Banach, 

cf. Bourbaki  [1] p. 37, Cor. 2) et donc :  si ~ est m-r~gulier, pour tout  q avee ]ql<m,  

il existe une constante Aq ne d6pendant que de q, m, et ~ telle que 

(5.5) ]lDqu[l~,<_Aq(l[ull~+ ]]ull2m) pour tout  u6ET,(f~). 

R6ciproquement, soit ~ donnant lieu aux in@galit@s (5.5). Nous ignorons si ceci en- 

traine l 'identitg des espaees ET,(~) et ET,(f~); la question se ram6ne s savoir si 

~T,(~) est dense dans E~,(f2) (voir des problgmes analogues dans Deny-Lions [1]). 

E x e m p l e s  d 'ouverts  m-r@guliers (1~ 

On voit tout  de suite par  transformation de Fourier que ~ = R" est un ouvert  

m-rdgulier, quel que soit m. 

Tout  ouvert  de Nikodym (cf. p. 56) est un ouvert  m-r@gulier; il y a re@me 

alors beaucoup p l u s :  route distribution T dont les d6riv6es d 'ordre m sont dans L 2 

est dans E~, (~) (dvident). Exemple : les boules (ouvertes) sont des ouverts m-rdguliers. 

l~ous d@montrons dans Lions [3] le 

TH~OR~ME 5.3. Soit ~ un ouvert de R n tel que route parall~le dt ox~ coupe D. 

en un hombre fini ou non de segments ouverts, de longueur /inie ou non m a i s >  ~ > O, 

et ceci pour routes les directions d'axes. Alors ~ est m-rdgulier. 

Exemple : les compl@mentaires des boules ferm@es sont des ouverts m-r@guliers. 

~1~ La propri6t6 de m-r@gularit6 est une propri@t@ locale de la fronti@re. 
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P o i n t  4. Prolongement  des fonctions de EL~(~). 

Soit F 1 un morceau de la frontibre F de ~ ,  poss6dant un voisinage oJ dans 

tel que : 

(5.6) o~ est m-r6gulier et le prolongement  en moyenne  sur P 1 est possible (of. p. 53 et 54). 

Si U est dans ET,(~),  sa restriction u s o~ est dans ET, (o ) )donc ,  m 6tant  

m-r~gulier, est dans E ~  (~o) ; on peut donc dd/inir ~j (u) . . . .  , ~1 ( D~ u) po~tr I P ] <- m - 1, 

dldments de L ~ (F1). 

P o i n t  5. Espaces V. 

a) Soit ~ un morceau de frontibre de eapacit6 positive. On prend alors pour  

espaee V l 'adh6rence dans ET,(~)  des fonctions qui sont  identiques s 0 (ou bien dont  

certaines d6riv6es d 'ordre  _ < m - 1  sont nulles) dans un voisinage (variable) de E. 

b) Soit F 1 un morceau de fronti~re, avee (5.6). 

On peut  alors prendre pour  V le sous-espaee vectoriel ferm6 de ET, (~) form6 

des fonctions v telles que : 

71(DVv) = 0, pour  p parcouran t  un ensemble d'indices H, avec [ P ] - < m - 1  (plus 

g6n6ralement, on prend des sous-espaces vectoriels ferm6s 19p de L2(F), p EH,  et 

pour  V le sous-espace des fonctions v telles que Yl ( Dv v) E ~9p pour  p E H). Ce proc6d6 

donne 6videmment  de tr~s nombreux  espaces V; c 'est  la g6n6ralisation naturelle des 

espaees Va (p. 54); on g6n6ralisera de m~me les espaces V 5 (p. 55). 

c) Voici un autre  exemple i m p o r t a n t :  

On suppose que l 'ouvert  ~ est m-rdgulier. On prend pour  espace V l'espace des 

[onctions u E ET~ (~) et appartenant ~t ~ (~), k < m (pour k = m, c 'est  ~ ,  (~)) ; comme 

g2 est m-r~gulier, E ~  (g2) coincide avec ~T,(~) et on d6finit bien ainsi un  sous-espace 

vectoriel /erred de E~,(g2); c 'est  l 'espace des fonctions dont  les ddriv6cs d 'ordre  

< k - 1  sont  nulles en moyenne  sur la fronti~re de ~ .  

P o i n t  6. Complbte continuit6. 

On suppose ~ est m-r~gulier. On est alors ramen6 ~ voir quand  l ' injection de 

~ , ( ~ )  (ou de ses sous-espaces V) dans L 2 (~) est complbtement  continue. On se 

ram~ne ~ m = 1; exemple : si l ' injection de ~ ,  (g2) dans L ~ (g2) est eomplbtement  con- 

tinue, il en est de m~me de l ' injeetion de ~ , ( ~ )  dans L 2 (g2) (6vident). On utilise 

alors les critbres des pages 54 et 55. 

P o i n t  7. V-ellipticit6. 

Explici tons pour  ce cas particulier la d~finition g6n6rale de V-ellipticit6 : l 'op6- 

ra teur  D est V-elliptique s'il existe une constante  ~ > 0 telle que 



PROBL]~MES AUX LIMITES EN TH]~ORIE DES DISTRIBUTIONS 73 

(5.7) f g, (x)D uD  udx  c llull  
IPl,lql~m t~ 

pour tout  u 6 V .  

(Cf. d6f. 10.2, p. 43). 

Par application de la transformation de Fourier on a (Gs Visik) : 

T H e O R i Z E  5.4. Si D est dt coe//icients constants, la condition ndcessaire et su/- 

/isante pour que D soit Dn-elliptique est que 

IPl,lql=m 

Montrons maintenant le 

TH/~ORgME 5.5. Si D est ?t coe//icients constants et si ~ est bornd, la condition 

ndcessaire et su//isante pour que D soit E'Z, (f2)-eUiptique, est que pour tout ensemble de 

hombres complexes ~p, [ p ] = m ,  on air: 

(5.9) ~ gpq~q~p_>cr ~ I~12. 
IPl, lql=m IPl=m 

D E M O N S T R A T I O N .  

I1 est imm4diat que la condition est suffisante. Montrons qu'elle est n4cessaire : 

si (5.9) n'a pas lieu, il existe un ensemble de nombres ~o tels que 

IPl, lql=m 

Soit alors P u n  polynome tel que D P P = ~ ~  [P I=m.  Puisque ~ est borne, P e s t  

dans ET. (~) et (P, P)D <_0, donc D n'est pas E~, (~)-elliptique d'ofi le r~sultat. 

R~MARQUE 5.1. 

En comparant les r~sultats des thfiorbmes 5.4 et 5.5, un volt  que la notion de 

V-elliptieitd ddpend e//ectivement de V. 

Point  8. Opdrateurs de perturbation. 

On peut prendre : 

(5.10) P = 

ou bien, si ~2 est m-r6gulier : 

h~ D ", h~ E s (L ~ ; L~), 
I~l=m 

(5.11) P =  ~ hpD p, hpEs 
I~l_<m 
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On consid~re alors (cf. w 1, p. 46 et 47) :  

( ( u, v) ) = ( u, v) D+ u + ( B g, l U, y l v ) , ( r , )  + ( P u, ~} 
off 

(u, V)D=Z f gpq Dq u DPvdx ,  

(u, V)M ~ f M u ~ d x ,  (u, V)D+M = (U, V)D+ (U, V)M 
El 

et il faudra par  exemple (prop. 12.1, p. 47 et d4f. 12.2, p. 46) clue P soit de part ie 

hermitienne positive. On peut dd/inir V, sous-espace de E~,, par la condit ion:  

(Pu ,  u)L,+(u,  Pu)~,  >- 0 

(et, 6ventuellement, des conditions suppl6mentaires). I1 faut  que V contienne D, done 

il faut,  que pour tout  ep darts D, on nit : 

(5.12) (P ~, ep)L, + (ep, Pep)z, >- O. 

EXEMPLE. 

P=(-I) F ~ D~(a~qDq), apq=aqp=constantes r~elles, 
I~l,lql=r 

Alors (5.12) a lieu s i :  

apq~ p+q ~_ 0 pour tout  ~E. ~.~. 

2 y < _ m .  

P o i n t  9. Espace ~ .  

On suppose pour ce point que 

L 'operateur  D est s coefficients ind~finiment diff~rentiables et M 
(5.13) 

est ind4finiment diffgrentiable. 

On prend alors pour :K l 'espace des distributions T telles que (D + M ) T  soit 

dans L ~ (s ou dans D~T dans le cas du probl~me de Dirichlet. 

Les propridt~s locales des 616ments de ces espaces ne sont pas connues. Signalons 

toutefois le r~sultat simple suivant, du s Friedriehs (1), Th4or~me 1 : Si T e s t  une 

distribution loealement dans E~, (sur ~)  telle que D . T  soit localement de carr~ 

EL,.  Ce r6sultat vau t  en supposant seule- sommable, alors T e s t  localement dans 2m 

ment  les coefficients de D m lois continfiment diffgrentiables. Pour des rdsultats 

voisins, voir Browder [1], [2], [3], [4] et John [2]. 

Rappelons ~galement le r~sultat suivant : si m >  n /2  les fonctions de ET, ( ~ ) s o n t  

(presque partout)  dgales s des fonctions continues (r4sultat imm4diat en utilisant la 

transformation de Fourier). 
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P o i n t  10. Problbmes aux limites r6solus. 

On va  considdrer un op6rateur  D particulier : 

(5.14) D = A  2 = a  Z x ~  + b  5 ~2  

off a > O , b > O , a + b = l .  

L 'espace E (A) est E~, (~). 

L'opdrateur A ~ sous la forme (5.14) est E~,(~)-elliptique. E n  effet, pour  A ~ 4crit 

comme 9i-dessus, on a 

Donc tousles probl~mes aux limites dtudids ci-apr~s ont une solution unique. 

F o r m u l o  d ' int6grat ion  par  part i e s  

On suppose pour  l ' ins tant  que la fronti~re F de ~ est assez r~guli~re, les fonc- 

t ions u et v suff isamment diff~rentiables et peti tes s l 'infini pour  clue routes les int6- 

gra]es ~i-apr~s convergent.  On note s le point  g~n~rique de F, ds la mesure super- 

ficielle e~ n (s) le vecteur  unitaire de la normale  int6rieure ~ I ~ en s. Si ~ est une 

fonct ion une fois continfiment diff6rentiable dans ~ U F, on pose : 

8 ~ / ( s ) =  ~ o ~=~ ~L--/(8)ox~ cos (n(s), x~) (dgrivde normale). 

Oil  a :  

(5.15) (A~u,v).= f ~u~ds-aI(u,v)-b f (Au)~Vgs+(u,v)a~ 
F I" 

oh l 'on a pos6 : 

~--~2 - u cos xs)~--~ds. (5.16) I(u,v)= (ax, x ' ) (n, 
F 

Transformons I (u ,  v); on se rambne au cas oh v est s support  compact  sur ~ ,  de 

fagon ~ pouvoir  prendre des coordonn6es locales au voisinage de ee suppor t  : OR prend 

dans une boule de R n contenant  ce suppor t  un syst~me de coordonn6es locales, 

41 . . . . .  ~n 1, v, de sorte que ~ d6signe la distance de x ~ F ;  on a :  

et on peut  6crire : 

- -  v (8) = cos (n (s), x~) 
a x~ 

l ( u ,  v) = u 

F 

/. --v-- cos (n ,  xA\/ la~k + ~v cos (n, x~) ds. 



76 

On int~gre par  parties en ~z. 

(5.17) T (u) = 

et 

(5.18) 

il vient  : 

J .  L. LIOI~S 

Si l 'on pose 

n cq2 

t,=~OxT~xj' . ~ cos (n, x~) cos (n, xj) 

- \ - - u  cos (n, xs) ~x, | (en coordonnfes locales), / 

I(u,v)= f S(u)Vd8+ f T(u) Vds. 
F F 

On a f inalement la formule : 

(5.19) (A~u,v)L~ = 

F F 

Les fonctions S(u) et T (u) sont ind~pendantes des coordonnges curvilignes choisies 

s cause de l 'unicit6 de la d~composition d 'une  distr ibution en somme de d4rivges 

transversa]es. 

On va  main tenan t  interpreter  quelques-uns des probl~mes aux limites relatifs 

A 2 + M,  M (x) _> # > 0, r~solus par  la th~orie ggn4rale, en util isant /ormellement (5.19). 

E X E M P L E  1. V=E2L~(~ ' I )  (probl~me de Neumann) .  

La  condit ion u6N signifie : 

~---v(Au)-aS(u)=O aT(u)+bAu=O sur e t  F. 

Le probl~me aux limites correspondant  est : t rouver  U dans :K, solution de 

(A~+M)U=F, 

F donn6 dans L ~, avec les conditions aux limites : U - h E N ,  h donn6 dans ~ ,  soit : 

~(AU)-aS(U)=~--v(Ah)-aS(h)  donnd sur I ~ 

et 
aT(U)+bAU=aT(h)+bAh,  donnd sur F 

(par la suite nous n ' interpr6tons plus les problbmes aux limites mais seulement les 

conditions aux limites). 

Les conditions aux limites actuelles g6ndralisent celles de Pleijel [1]. Notons  

toutefois que cette th4orie sous sa forme actuelle ne marche pas pour  M = 0 ,  cas 
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~tudi6 p a r  M. Ple i je l  (pour  M =  0 no t re  m~thode  marche  en u t i l i san t  une gdn6ralisa-  

t ion  de la no t ion  d ' o u v e r t  de Soboleff).  

On peu t  ensui te  faire var ie r  a dans  0 < a ~ 1, (b = 1 -  a). On ne peu t  pas  faire 

a = 0, de sor te  que le probl~me aux  l imi tes  avec les condi t ions  : A u = 0, ~ A u = 0 

sur  F n ' e s t  pas  r~solu pour  l ' i n s t a n t ;  ce t te  lacune es t  combl6e au  N ~ su ivan t .  

E X E M P L E  2. 

On suppose  donnd un  morceau  F 1 de la fronti~re avec (5.6). 

les espaces V du po in t  5, b), p. 72. 

1) v E V  gqu ivau t  ~ 7 1 ( v ) = 0 .  

Alors  u G N signifie : 

7 1 ( u ) = 0  sur  I~1, ~ ( A u ) - a S ( u ) = O  

On ut i l ise  alors 

sur  F - F  1, e t  a T ( u ) + b A u = 0  sur  F.  

2) vEV equ ivau t  g 71 v = 0  pour  i = 1  . . . . .  n. 

Alors u E N (N) signifie : 

71 ~x~ u = 0  sur  F 1 pour  t ou t  i, 

aT(u)+bAu=O sur  F - F 1 ,  ~-v(Au)-aS(u)=O sur  F.  

On peu t  donner  des va r i an t e s  ~videntes  s ces exemples .  

EX~,MPL~ 3. 

On donne  F1,  avec (5.6) e t  sur  F 1 les fonc t ions :  c o cont inue  posi t ive ,  ci une 

lois cont inf iment  diffdrent iables ,  ->0. Pou r  u, v dans  E ~ , ( ~ )  on p o s e :  

(5.20) f f J(u,v)= c~ ~ c'~1 ~x~ rl ~x~ ds. 
~=1 

P F 

On a :  

(5.21) J (u, v)= (B~'l u, 71 v)L,(r,) 

ce qui  d~finit  BEF~(L~(F1);La(F1)), >_0, donc ((U, V))= (U, V),~,+M+ J (u, v) est  el- 

l ip t ique .  

l n t e rp r~ tons  alors l ' espace N.  Pou r  cela t r ans fo rmons  J(u, v). 
simplif ier  v au  lieu de 71v. 0 n  p o s e :  

Ecr ivons  pour  
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(5.22) 

(5.23) 

Alors : 

(5.24) 

Ou 02~ 

0 
Q (u) = .~ ~, ~ ~ cos (,~, ~ , ) .  

P~ F~ 

L a  condition u E N qui est  par  d6finition : 

(A~u, v)L,= (u, v)a,+ (B71u, 71v)L,(r,) pour  tou t  vfiE~,(~)) 

signifie, en ut i l isant  (5.19) et  (5.24) : 

et  

a___ (Au)-aS(u)=] R(u) sur F 1 

~v [ 0 sur F - F  1 

T (u) + b A u = ,] Q (u) sur F1 a 
( 0 s u r  I ~ - F 1 . 

EXV.M~LE 4. 

On prend  V =  ~ ,  (~ )N  E~, (~)  (~  ~tant  suppos4 2-r6gulier; cf. p. 63). La  condi- 

t ion u E N signifie alors : 

u = 0  sur F, aT(u)+bAu=O sur F. 

C'est  la g~n~ralisation des condit ions aux  l imites du probl~me I I  de Pleijel [1]. 

REMARQUE 5.1. 

Si l 'on prend  pour  V l 'espace de la page  72, c), on peu t  prendre  pour  espace Q 

(cf. w 1, N ~ 1 et  suivants)  l 'espace ~ ,  au lieu de L 2 alors Q' ,k ; = O L , ,  et  sous les 

conditions d'ellipticit~ pr6c~dentes, D +  M est  un  i somorphisme de N sur  ~ . ~ .  

R~MARQUE 5.2. 

On peut  considgrer sur E~, la forme : 

((u,v)) = ~ ~ (~,qDqu, DVv)L,. 
o=O Iv[, lql=o 

Si l 'ouver~ ~ est  m-rdgulier, cette forme sera elliptique sur V sous les condit ions 

suivantes  : 
((g~,o m ,  o , +g, ,  ) n  u, D u).>-allluil5 

IPl , lq l=m 
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m-1 
~ ((g~q+g*p)Dqu, DVu)L,>-O 

0=1 [P],lql=q 

((g0+gff)u,u).>-asllull , pour tout u e  v.  

On peut alors appliquer la th4orie g4n6rale. L'op6rateur A d6fini par cette forme est : 

A =  " ~ . ( - 1 )  Q Z D" (g~qDq) �9 
o=o Ivl, lql~q 

R E M A R Q U E  5 .3 .  

On peut consid6rer l 'op6rateur D d'ordre 2m, de m6me nature que (5.1) p. 70, 

ddfini pour ~E ~ a  par 

(5.29) D.  ~ = ( - 1) m Z D" (gpq ap aq D q qJ) 
[pMql=m 

les fonctions gvq dtant les m6mes que pr@6demment, et les fonctions a v &ant rdelles, 

m fois continfiment diff6rentiables sur ~,  pouvant ~tre non borndes ou d'inver~es 

non borndes. On prend par exemple M eomme pr4c4demment. L'espaee ~ (A) est 

l'espace des fonctions u EL  s(~) telles que avDVu soit dans L s(g2) pour tout  p. Tout 

ceci est la gdn6ralisation du N ~ 4 de ce paragraphe. 

6. Autres probl~mes aux limites relatifs a A s +  M 

On 6tudie plus complbtement dans ce N ~ les problbmes aux limites relatifs g 

A S + M ;  au lieu d'derire A s sous la fonne (5.14), p. 75, on l'6erit simplement 

(6.1) A s =  A.  A. 

Comme t(A)= A, cet op6rateur entre dans la forme gdndrale du w 1, N o 8. 

P o i n t  I.  Espace E (A). 

On prend E = L S ( ~ ) ;  E ( A ) = E ( 1 ,  A) est l'espace des [onctions u dans LS(~) 

telles que A . u E L ~ ( ~ ) ,  avec la norme dont le carrd est []u]]os+l[Au[[~. 

P o i n t  2. Espace ~ (A). 

Sur ~ a ,  les normes [[[ ~0 [[[~. et (H �9 I1~ + II A ~0 H~) �89 sont 6quivalentes (transformation 

de Fourier et th6or~me de Plancherel), donc D(A) coincide avec ~ , ( ~ ) ,  adh6rence 

de Dn dans ~ ,  (~). Si la frontibre de ~ est de capacit6 positive, l'espace On n'est 

pas dense dans ~(A).  
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P o i n t  5. Espaces V. 

Soit W un  sous-espace vectoriel s de E~, (g2), contenant  K) 1. (g2), soit 7 un 

opdrateur  fronti~re, ~ E/1 (E~  (~)  ; F),  nul  sur ~ ,  et B u n  op6rateur  hermit ien dans 

/~ (F ;  F).  On fair l 'hypoth~se suivante : 

(6.2) il existe s > 0 assez grand  tel que 

(u, + (B u, ru) +  llull >_ lllulll ,, 

o, pour tout  dans , ' ,  

(voir aussi pour  des consid6rations de ce genre le Chapitre I I ,  w 2). 

On considbre alors l'espace N (W, B, - A) des fonctions u E W, telles que A- u s L 2 

et  qui v6rifient 

( - A u ,  w)L,=(u,w)_~,+(B~u, 7w)F pour t o u t  w e W .  (6.3) 

On a la 

PROPOSITION 6.1. L'espace N(W,  B, - A) est /erred dana E (1, A). (On pout  

done prendre  V = N ( W ,  B , - A )  comme sous-espace veetoriel fermd de E(A) ,  con- 

t enan t  ~ (A)). 

D]~ NION S TRATIOI~I. 

Soit  wk une suite de Cauchy dans E(1, A ) , w k E N ( W , B , - A ) .  Donc wk--->w 

dans L2(~)  et  A . w ~ - + A - w  dans L2(~).  Donc - A w k + s w k = / ~ - - - > - A w + s w = /  

darts L 2 (~). Mais il r4sulte de (6.2) que - A + s est un isomorphisme de N (W, B, - A) 

sur L 2 (~), soit G(s) son inverse. 

On a alors : w k =  G(s ) . / k ,  et comme /k-+  / dans L ~(~), on a : G ( s ) . / k - +  G ( s ) . /  

dans N ( W , B , - - A ) ,  et ndcessairement : G(s) . /=w,  d'ofi le r6sultat. 

EXEMPLES. 

E SPACE V1 : V1 = N (E~,, - A) (B = 0). C'est donc l 'espace des fonctions v E E ~  (~) 

~ v = 0  (notat ion de la page 75). telles que A v E L  ~ et ~v 

E s P A c ~  V2: V = N ( O l , ,  - A ) .  La condition aux ]]mites e s t :  v = 0  sur F. 

ESl 'ACE V 3 . Soit 7 un  op6rateur de pro]ongement  en moyenne  sur 1~1, morceau  

de fronti~re (p. 54); B =  op6rateur  de multiplication par  une fonction b s L r162 (F1), de 

sorte que (6.2) air lieu (si on a l'indgalit6 (1.7), p. 54, la fonction b peut  6tre de 
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signe et de norme quelconques dans L ~ (F1), ef. Chap. II ,  w 2), On prend a|ors : 

V3 = N (E~,, B, - A). Conditions aux limites : 

0 0 
~ - v = b v  sur F1, ~ v v = 0  sur F - F 1 .  

P o i n t  7. L'op~rateur A s sous la forme (6.1~ est ~(A)-elliptique. Toua lea pro- 

blames aux limites ci-apr~s admettent une solution unique. 

Po in t  10. Probl~mes aux limites r~solus. 

On designe par N ( V ,  A ~) l'espace N d~fini ~ partir de Ia forme 

((u, v))= (hu ,  Av)L,+ ( M u ,  V)L,. 

C'est l'espace des u E V avec A2u E L 2 (~) et 

(6.3) (A2u, v )L ,=(Au ,  Av)L, pour tout  v dans V. 

Pour les interprdtations on utilise la formule classique : 

(6.4) f  --Au da- f Av). 
F F 

(ce qui suffit pour les interpr6tations formelles). 

On interpr~te seulement dans la suite les conditions aux limites. On passe de 

1s aux probl~mes aux limites comme d~ja vu. 

ESPACE N ( g ( A ) ,  AS). 

La condition u E N(E  (A), A 2) signifie, en utilisant (6.4) : 

~ A u = O  sur F. (a) A u = 0  et ~v 

Pour les autres espaces V1, V2, Va signalds ci-dessus, on peut de m~me donner une 

interpr6tation s partir  de (6.4). On peut toutefois pr~ciser. Nous aurons besoin du 

L ~ M E  6.1. Si V = N ( W , B ,  --A) (cf. proposition 6.1) et si u est une ]onction 

dans L ~ (~) lelle que A u e L 2 (~), avec 

(6.5) (u, Av)L~= (A u,v)L~ pour tout v dans V, 

alors u eat dans V. 

6-- 553810, Acta Mathematlca. 94. Imprlm6 le 28 octobre 1955. 
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I ) ~ M O N S T R A T I O N .  

Soit u o E N ( W , B ,  - -A)  la solution de - A u o + S U o = - A u + s u .  Si donc w e s t  

queleonque dans W, on a :  

(6 .6)  (u  o , w)-~x + s (uo, W)L~ + (B 7 u o ,  7 w)F = ( -- A u, W)L, + S (U, W)L~. 

Prenons  w = v E  V. Grs b~ (6.5) le 2 ~me membre  de (6.6 vau t  : (u, - - A v + s v ) L , .  Pa r  

ailleurs, v d tant  dans V, le 1 er membre  de (6.6) v a u t :  (Uo,--AV)L,+S(Uo,V)L,  , et 

done : 

(6.7) (u o - u , ( - A + s )  v)L~=0 pour  tou t  v E V .  

Comme - A  + s est un  isomorphisme de V sur L s (~), (6.7) ~quivaut s (u 0 - u ,  ])L, = 0 

pour  tou t  / dans L s, done u o = u ,  u est dans V, c . q . f . d .  

On peut  main tenan t  mont re r  la 

PROPOSITION 6.2. Soit V = N ( W , B , - A )  (proposition 6.1). Soit ~ l'espace 

des /onctions u e V telles que A u e  V, muni de la norme Ilull~ =llull~ +llAull~) �89 (c'est 

un  espace de Hilbert).  Les espaces N (V, A s) et ~ coincident. 

DI~MONSTRATION. 

Soit u E ~ .  Posons A u = u  o. La  fonct ion u 0 est dans V, donc si v e s t  quel- 

conque dans V (il suffirait m~me pour  l'dgalit6 ci-apr~s de v E W) : 

( -  A u o, v)L~=(u o, v) z~ + (BTuo,  Tv)F . 

Mais u o est dans V donc dans W, et v e s t  dans V, donc par  d~finition de 

V ( = N ( W , B ,  - -A))  
o n  a :  

( - A V, Uo)L,= (v, uo)_z,+ (BTv, ~'Uo)F, 
donc 

( - •  v)L-. = (Uo, - A v ) . ,  

i.e. (ASu, v )L ,=(Au,  Av)L, pour  tou t  v E V ,  donc 

~6.8) 7 / =  N (V, AS), 

et avec une topologie plus fine (ce dernier point  est dvident). 

Mais soit main tenan t  u dans N ( V ,  AS); posons A u = u  0. On a 

( A u 0 ,  v ) . =  (Uo, A v ) .  

pour tou t  vE V, donc par  le lemme 6.1, u 0 est dans V, done ~ et N ( V ,  A s) coin- 

cident algdbriquement. Mais ce sont deux espaces de Banach,  dont  le premier a une 



PROBLEMES AUX LIMITES EN THEORIE DES DISTRIBUTIONS 83 

topologie plus fine, donc ils coincident topologiquement (thdor~me de Banach,  cf. Bour-  

baki  [1], Cor. 2 p. 37). 

Comme consdquence imm6dia te  : 

u E N ( V 1 , A 2) signifie 

a 
(b) - - v U = 0  et  ~u- -Au=0 sur F ;  

u E N ( V 2 , A 2) signifie 

(c) u = 0  et  A u = 0  sur F ;  

u EN(Va, A 2) signifie 

(d) -vu=bu sur F I ,  ~ v u = 0  sur F - F 1 ,  ~vAu=bAu sur F 1 et  

--~ A u = 0  sur  U - - P 1 .  
~v 

I~EMARQV~ 6.1. 

I1 reste deux probl6mes non r6solus; ce sont ceux correspondants  aux  condit ions 

aux  limites : 

(e) u = O , ~ v A u = O  sur F et  

(f) ~ v u = 0 ' A u = 0  sur F. 

Pour  ces problbmes voir  Lions [4]. 

7. Nouve l l e s  condit ions  aux f imites  

On consid~re un ouver t  ~ de R n, de fronti~re X qui est  suppos6e une vari~t4 

ind~finiment diff~rentiable de dimension n - 1 ;  on mun i t  X de sa s t ruc ture  naturel le  

d 'espace  de Riemann .  On consid~re sur ~ l 'espace E~, (~),  et  W sous-espace vec- 

toriel ferm~ de E~0(~) :  

(7.1) 

Pour  u, v E W, on pose : 

(7.2) 

off 

(u,v)w=(u,v)l +c(u,v)., c > 0  

•  (u' v)l = { a  u'  x,,ol ) . "  

On d~signe par  O (X) l 'espace des fonctions inddfiniment  diffdrentiables ~ suppor t  

compact  sur X et  par  0 '  (X) l 'espace des dis t r ibut ions sur X. On a une appl icat ion 
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| in~aire continue (prolongement en moyenne)  de ~ 1  (~2) dans L~oc (X) c O '  (X). Soit 

enfin W 1 un espace de Hilber t  a v e e :  

(7.3) ~0 (X) c W1 c ~ '  (X), 

et sur W 1 une /orme sesqui-lindaire elliptique : 

(7.4) ((~,  ~])))w,, ~0, ~/) ~ W 1 . 

On d~finit alors l 'espace V comme grant  l 'espace des u E W tels que 7 u  E Ws; cet 

espace contient  ~ (ear si u E ~ alors ~ u  = 0); pour  u, v E V, on pose : 

(u, v)v= (u, V)w + (Tu, ~V)w, ; 

muni  de cette s t ructure V est un  espace de Hilbert  (imm~diat). 

On consid~re main tenan t  sur V l a  forme sesqui-lin6aire : 

(7.5) flu, v))= (u, v)w + ((r u, r V))w~ 

et il est dvident que cette /orme est elliptique. 

L'op~ra teur  d~fini par  la forme (7.5) est 

(7.6) A = - A + c. 

L 'espace N e s t  l 'espace des u E V te]s clue A u E L 2 et qui v~rifient : 

(7.7) ( --  Au ,  v)L,= (u, v)l + ((Tu, ~V))wl pour  tou t  v E V, 

L'opdrateur A = -  A § c est un isomorphisme de N sur L 2. 

I N T E R P R ~ , T A T I O N  DE L ' E S P A C E  ~. 

Formellement on peut  ~crire : 

((Tu, 7v) )w,=  ~ A 1 7 u ' ~ d s  
x 

off A1 est l 'opgrateur  defini par  ((~, y~))w, - -  donc A1 est par exemple un opdrateur di//d- 

rentiel elliptique d'ordre quelconque, aussi dlevd qu'on veut - -  et, toujours  formellement,  

la condition (7.7) s'~crit : 

(7.8) f ~ u T - - v d s = ~ A l ~ u ~ d s  pour tou t  v ~ V .  

x x 

EXEMPL~ 7.1. 

W = ~ , ( ~ ) .  Alors u e N  signifie : ~nU=A17u .  
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EXEMrLE 7.2. 

Soit F un morceau de X. On consid~re alors pour W l'espace des u E ~ 1  (~) 

tels que y u = 0 sur F. Alors u E N signifie : 

a 
y u = O  sur F, - ~ n u = A x y u  sur X - F .  

Ces conditions peuvent  ~tre 6videmment consid4rablement vari~es. Par  ailleurs 

on peut remplacer - A  § c par l 'un quelconque des opdrateurs diffgrentiels consid6r6s 

jusqu'ici. On obtient ainsi une g~n~ralisation et une simplification du travail  de 

Shapiro [1]. 

C H A P I T R E  I I  

Probl~mes aux limites de type mixte 

w 1. Pr~liminaires 

l ,  Distributions ~t valeurs vectorielles 

E S P A C E  D ' ( t ,  i ) .  

On d4signe par  t une variable de temps; t E R 1, On d~signe par L un espace de 

Banach (hypoth~se qui nous suffira) ct par 9 '  (t, L), espace des distributions en t 

valeurs dans L, l 'espace ~ ( 9  (t); L) (on rappelle que si E et F sont deux espaces vecto- 

riels topologiques, ~ (E; F) ddsigne l 'espace des applications lin~aires continues de E 

dans F, a v e c l a  topologie de la convergence uniforme sur les ensembles bornds de E); 

O (t) ddsigne l 'espace des fonctions ind6finiment diff~rentiables ~ supports compacts 

sur l 'axe des t, avec la topologie de Schwartz. Si L = C =  corps des complexes, on 

retrouve les distributions usuelles (pour routes ces notions, voh" Schwartz [6]). Les 

notions usuelles relatives aux distributions scalaires se g~n~ralisent aux distributions 

valeurs vectorielles (et sans difficult6, lorsque, comme c'est le cas ici, L est un 

espace de Banach). Signalons no tamment  : 

- -  le support  en t des distributions ~ valeurs dans L se d~finit comme dans le 

cas sca]aire. 

_d T - -  si T EO'  (t, L), sa ddriv~e en t, dt est d~finie dans ~O' (t, L) par: 

d T ( ~ ) =  - T ( ? )  ~ E ~ ( t ) .  (1.1) d-i ' 

(M~me chose pour les d6riv6es d 'ordre sup6rieur.) 
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- -  route 

de la forme : 

(1.2) 

J .  L .  L I O N S  

distribution T E ~ '  (t, L) est sur tout  intervalle born6 de l 'axe des t, 

d ~ / 
T ~  - - ~  dt v 

off t-->/(t) est une application continue de t dans L (ddriv6e au sens (1.1)). 

- -  si a E E (t) (espace des fonctions ind6finiment diff6rentiables en t s supports 

quelconques), a T  est ddfini par 

(1.3) aT(cf)=T(aq~),  OlEO(t). 

REMARQUE 1.1. 

Si L e s t  lui-m6me un espaee de distributions (exemple : L = L 2 (~)) donc muni 

d 
de d6rivations, on 6crira ~-t T au lieu de ~ T, T E D '  (t, L). 

ESPACE $ ' ( t ,  L). 

C'est le sous-espace de O'  (t, L) form6 des distributions h croissance lente en t, 

espace not6 $'  (t, L), d6fini p a r :  

(1.4) S' (t, L) = s ($ (t); L) 

oh $ ( t )=espace  des fonctions ind~finiment diff6rentiables ~ d~croissance rapide (voir 

Schwartz [2]). Pour L = C, on retrouve l 'espace S' des distributions ordinaires s crois- 

sance lente, Schwartz [2]. 

L'espace suivant joue un r61e essentiel dans la su i te :  

E s r A c E  D~(t,  L). 

On d6signe par ~0_ (t) l 'espace des fonctions ind6finiment diff~rentielles, de sup- 

port limitd h droite, muni de la topologie de limite inductive de Schwartz (~EO_ (t) 

signifie : ~ est nulle pour t < a, a d~pendant de ~). Le dual de cet espace est l 'espace 

~'+ (t) des distributions (scalaires) de support limitd ~ gauche. On d6signe alors par 

~'+ (t, L) l'espaee des distributions en t ~ valeurs dans L, de support limitd ~ gauche; 

on peut le ddfinir par  

(1.5) O~ (t, L) = s (D_ (t); L) 

ce qui a l 'avantage de munir O~ (t, L) d 'une topologie plus int6ressante que la topo- 

logie induite par O ' ( t ,  L); T e s t  dans O~ (t, L) si elle est nulle pour t<a,  a d6- 

pendant  de T. 
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Produits  tensoriels  

Consid~rons le produit tensoriel ~'|  et ddsignons par ~ ' |  cet espace muni 

de la topologie * produit tensoriel projeetif ~ de Grothendieck (voir Grothendieck [1], [2] 

et Schwartz [7]); on d6signe par ~ ' ~ L  le compl6t6 de cet espace. On d6montre que : 

(1.6) ~ ' ~ L  = D'  (t, L), 

alg4briquement et topologiquement. 

De m~me : 

(1.7) S' QL = $' (t, L), ~+| = ~'+ (t, L). 

Ces r~sultats sont tr~s commodes. Voici un exemple qui nous sera utile. On donne 

deux espaces de Banach E, E' et un 616ment 

(1.8) M e s (E; E'). 

On donne aussi : 

(1.9) g e t :  (D~; ~ : ) .  

Ces applications d6finissent : 

(1.10) K|  e s  (]0+~E; ~ + ~ E ' ) ,  

(application produit tensoriel des applications K et M), de la Ia~on suivante : en con- 

sidgre D'+| si T=,S'Qe, SED'+, eEE, on p o s e : K Q M ( T ) = ( K . S ) Q ( M . e ) ,  ~16- 
! p ! t merit de O + |  et ceci dgfinit une application continue de O + ~ E  dans O + ~ E ,  

donc qui se prolonge par continuitd en u n e  application lindaire continue de D + ~ E  
! ^ t dans ~ + |  c'est l 'applieation (1.10). 

2. Produit de composition 

On donne lnaintenant trois espaces de Banach, L, M, N, et une application bili- 

n~aire B de L•  dans iV continue. 

Considdrons les distributions: 

S=e| eeD'+, leL; T=/ |  /6~ '+ ,  m6M.  

Pour e et / dans ~+, on salt d4finir leur produit de composition e ~ l ,  ce qui ddfinit 

une application bilin4aire : e,/-->e %/, hypocontinue de ~+ x ~'+ dans ~+ (Schwartz [2]). 

On pose alors : 

(2.1) S-)eT--(e-~/)QB(l, m), dl6ment de ~ |  
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on a donc d~fini une application bilin~aire 

S, T-->S~ T de ( ~ |  • ( ~ | 1 7 4  (2.2) 

on montre alors le 

LEMME 2.1. L'application (2.2) se prolonge en une application bilindaire sdpard- 

meat continue, notde encore (~ S, T-->S ~ T ~) de ~)+ (t, L)•  (t, M) dans 9+ (t, N). 

Cette application est hypocontinue. 

La distribution S ~  T est le produit de composition des distributions S et T; 

relativement ~ B. On notera parfois S ~-T, pour rappeler que I'on compose en t et 
t,B 

par rapport  s B. 

E X E ~ P L ~  2.1. 

Soit Q et R, deux espaces de Banach. Prenons L = 1: (Q; R), M = 1: (R; Q), N = 1: (Q; Q) 

et B (l, m)=  m o l, compos~e des applications 1 et m, E N. Cette application bilindaire 

est continue, le lemme 2.1 s'applique. On pose:  

S ~ T = T-)e S. 
t ,  B 

Explicitons le r4sultat en raison de son importance pour la suite 

LEMME 2.2. On peut dd/inir une application bilindaire hypocontinue et une seule, 

(2.3) 

de 

S, T--->T->eS 

~ (t, s (Q; R)) • ~)~ (t, E (R; Q))-~0~ (t, C (Q; Q)), 

teUe que 

(2.4) T-)eS=(e-)e/)| S=e |  T = / |  

Prenons maintenant N =  s (R; R) et B (l, m )=  l o m 6 N ,  on a le 

L E M M E  2.3. 

(2.5) 

de 

telle que 

(2.6) 

On peut dd/inir unc application bilindaire hypocontinue et uae seule, 

S, T - ~ S ~ T  

~ (t, L: (Q; R)) • ~ (t, s (R; Q)) --> ~ (t, s (R; R)), 

S-)eT=(e~/) |  ~i S=e |  T = / |  
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EXEMPLE 2.2. 

L'espace L 6rant donn6 on prend M =  s  N) et B(1, m ) = m  (1), image de 1 

par m; B est continue, le lemme 2.1 s'applique donc encore et on a l e  

L~MME 2.4. On peut dd[inir une application bilindaire hypocontinue et une seule, 

(2.7) 

de 

telle que 

(2.8) 

S, T--->T~S 

~'~ (t, L) • D~ (t, s (L; N))-->~)+ (t, N), 

T ~ S  = (e-)e/)| (l)) si S=  e| T =  ]| 

3. T r a n s f o r m a t i o n  de Laplace 

On d6signe par S~~ l'espace des distributions (scalaires) T telles que 

e x p - ~ t .  T E S '  

pour tout  ~ > ~0, muni de la topologie la moins fine telle que les applications T-->exp - ~ t- T 

soient continues de S~~ dans S'. (Voir Schwartz [4].) 

On d6signe par S~o (t, L) l'espace des distributions en t s valeurs dans L, telles 

que e x p - $ t .  T E S ' ( t , L )  pour tout  ~>~0 (le produit de e x p - ~ t  par T e s t  d6fini 

en (1.3)), topologie analogue au cas scalaire. On d6montre que 

t t r ^ (3.1) S~, ( ,  L)=S~~174 (alg6briquement et topologiquement). 

On peut alors former : S ( exp - (p t ) ) ,  p = $ + i ~ ,  ~>~o, ~ ER1, ce qui d6finit un 616- 

ment de L. On pose:  

(3.2) S ( e x p -  (pt))= ES(p ) .  

On a le 

L]~MME 3.1. L'application p ->s  eat holomorphe de ~>~o dana L (pour la 

notion de fonction holomorphe ~ valeurs dans un espace de Banach, voir Hille [1]); 

la /onction ~-->l: T (~ + i ~) est dana S' (~, L) Tour ~ > ~o. 

:DI~FINITION 3.1. La fonction p-->l:S(p) est la trana/ormde de Laplace de S 

(si L = C on retrouve la notion usuelle). 

Le lemme 3.1 admet une r6ciproque : 

LEMME 3.2. Si une ]onction p-->F(p) est holomorphe de ~>~0 dana L, la /o~c- 

tion ~--> F (~ + i ~) dtant dans $' (~, L) pour tout ~ > ~o et demeurant dana un ensemble 
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bornd de cet espace lorsque ~ parcourt un compact, alors il existe une distribution S dans 

$'~, (t, L ) e t  une seule telle que s S (p)= F (p). On pose:  

(3.3) S = s  (F) ( t ransform4e de Laplace inverse). 

On a des formules d ' inversion analogues au cas scalaire. 

P r o d u i t  m u l t i p l i c a t i f  

Soit F = C S, S 6 St0 (t, L), et G = s T, T 6 S'~, (t, M), avec une application bili- 

n4aire B comme au N ~ 2. La  fonction : p-->B (F (p), G (p)) est holomorphc de ~ > ~2 = 

= sup (~o, ~1) dans N, s croissancc lente en r/ pour  ~ > ~2 fix4. On d4signe par  F .  G 

la fonction consid4r4e : 

(3.4) F .  G (p) = B (F (p), G (p)). 

C'est  le produit multiplicati/ des fonctions F et G. 

La  fonction F .  G est transform4e de Laplace d 'une  distribution; on montre  par  

aillcurs que le produi t  de composition S~eT a encore un sen,s, et on a leo impor tantes  

formules : 

(3.5) s  I s 1 6 3  

La  distr ibution S ~ T  est dans S~, (t, N). 

LEMME SUR LES SUPPORTS. 

Le lemme qui suit est fondamenta l  pour la suite. I1 se d6montre  exac tement  

comme dans le cas scalaire (voir alors Schwartz [4]). 

LEMME 3.3. La condition ndcessaire et su//isante pour que T, dldment de $'~~ L) 

soit nulle pour t < a, est que pour tout nombre b < a on ait : 

exp b ~. F (~ + i ~) demeure dans un ensemble bornd de $' (~2, L) lorsque ~--+ + oo. 

(I1 s 'agit  en r4alit4 des fonctions ~-->exp b ~. F (~ + i U).) 

4. Lemmes 

On va  main tenan t  donner  quelques lemmes qui nous seront utiles. 

LEMlVIE 4.1. Soit E et F deux espaces de Banach et p-+a (p) une application holo- 

morphe d'un ouvert 0 du plan complexe dans respace s (E; F). On suppose que pour 

tout p EO, a (p) admet un inverse bilat~re a l(p), i.e. : 

a(p) .a -~  (p)= l, 1 6 C ( F ; F )  et a - l ( p ) . a ( p ) = l ,  1 6 s  
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et on suppose aussi  que ]1 a-~ (P)ll (norme dans ~ (E; E)) est bornd sur tout compact 

de O. Darts ces conditions l 'application p-->a -1 (p) est holomorphe de 0 dans ~ (F; E). 

D ] ~ , M O N S T R A T I O N .  

1) On va  d ' abord  ddmontrer  que l 'applicat ion p-->a -1 (p) est continue de O dans 

(F; E). Soit Po E O et supposons que p tende vers Po en demeuran t  dans un com- 

pact  de 0 .  On a :  

a - l ( p ) - a  l ( p 0 ) =  -- a - l  (p) (a (p) -- a (po)) a l(po),  

d'ofi : 

II a - '  (p) - ~-1 (po)11: (~: =)-< c II a (p) - a (Po)I1: (=. ~), C = c o n s t a n t e ,  

d'ofi le r6sultat. 

2) Montrons main tenan t  que l 'applicat ion p-->a -1 (p) est holomorphe. 

l ' identit6 : 

a-1 (P) -- a-1 (Po) _ _ a-1 (p) (a (p) -- a (Po)) a 1 (Po), 
P -- Po P -- Po 

On par t  de 

d 'oh  r~sulte que, lorsque P->Po, le premier membre  a une limite, qui v a u t :  

- a - 1  (Po) a' (Po) a-1 (Po), 
d'ofi le lemme. 

LEMME 4.2. Soit  ~ un  espace de Hilbert, H1, H 2 . . . . .  Hk,  k opdrateurs hermi- 

tiens positi[s dans E (~4; ~ )  et :q . . . . .  r162 k nombres, E [0, 2]. Alors l'opdrateur 

k 

A (p) = 1 + ~ p~ Hi 
i=1 

est inversible pour ~ > 0 ;  soit A -1 (p) son inverse. 

(4.1) 

(4.2) 

On a l e s  majorations suivantes : 

I IA l(p) ll ~ Q ,  ~ > 0 ,  si :r pour tout i ;  

(e  2 ' I ~  
IIA-I(p)II-<(~ ~1~' 101~/4 

Les ci d~signent diverses constantes si certains ~ sont dgaux ~t 2 ( p = r  exp (i0)).  

d6pendant  seulement des Hi et des ~i). 

D E M O N S T R A T I O N .  

Soit x E ~ ,  avec [ Ix[I=1.  Posons : hi (x) = (Hi . x, x). On a :  
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II A (p). x II ~ I( A (p)" x,  x) l 

>_ sup ~ I \ I I) +~=~r  ~ c o s ( ~ v ~ ) h ~ ( x )  , ~=~ s i n ( ~ v  ~)h~(x) �9 

Lorsque v a var ie  dans [ -  z / 2 ,  ~ /2 ]  les sin (~, v a) sont tons  de mSme signe, 

sin (ei t~) h~ (x) _+ _ r ~ sin (~  v a) h~ (x) 

et  on pen t  supposer  v ~ >  _ 0. 

Dis t inguons deux  c a s :  

1) 0 _ < v a _ < # 0 = i n f ( ~ / 2 ~ ,  ), i = 1  . . . . .  k. 

Alors cos (~i v ~) -> 0 pour  tou t  i, et  les H~ ~tant  positifs, 

l + ~ r~ e~ (~ 

Done  

i iA(p).xtl>-I pour tout x e ~ ,  avee i lx] l= l .  

2) ~ 0 _ < ~ < ~ / 2  (ce qui n ' a  de sens que s'il existe des ~ > 1 ) .  On suppose p 

et  x fix6s. 

a) I1 existe i tel q u e : r  ~h~(x)_> 1/2]c. On a a lo r s :  

(4.3) IlA (p) .xl]  > sin cq 
- 2]c 

b) On a : r  ~ ih~(x)_<l /2k  pour  t ou t  i. On a a l o r s :  

(4.4) ]] A (p).x ]] >_ 1 - / c / 2  k = 1/2.  

Les m4mes majora t ions  ont  lieu pour  l ' ad jo in t  de A (p). I1 en r~sulte comme il 

est  bien connu (cf. par  exemple  Stone [1] ou Riesz-Nagy [1], p. 264) ]a premiere  pa t t i e  

du lemme.  

Ddmont rons  pour  finir les majora t ions .  

Si tons les ~ sont < 2 ,  on a dans  le cas 2), sin (~iv~)>_ca>0 d 'oh  (4.1). 

Supposons ma in t enan t  eertains ~, 6gaux ~ 2. Pour  ]v~l >_~/4, (4.3) donne : 

2~lnl  IIA (p).~ll>-~l sin (2~)l=c~.+ ~ si ~,=2, 

et IIA(~).~II_>~>o si ~,<2, d'o~ (4.2). 
Les deux lemmes suivants  sont des var ian tes  immgdia tes  du lemnm prge~dent.  
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L ~ E  4.3 .  On donne les opdrateurs Hi et les nombres as eomme au lemme prd- 

cddent; en outre 0 < ~x < 2 ,  et on donne ao > 0. Alors l'opdrateur 

k 

A (p) = 1 + (p~ ' -  %) H i ~- ~pa i  Hi 
2 

est inversible pour ~ >  (20"o) i/a~ (ce q u i  n ' e s t  p a s  l a  m e i l l e u r e  c o n s t a n t e )  et si A ~ (p) 

est son inverse on a des majorations analogues ~ (4 .1) ,  (4 .2) ,  en remplacant ~ > 0  par 

> (2 ao) ~/~ (~. 

L E ~ ~ E 4 .4 .  On donne les Hi et gt commd prdeddemment, avec : 0 < c~i < 2 pour 
k 

tout i, et on donne ao > O. Alors l'opdrateur A (p) = 1 + ~ (p~i - ~o) Hi est inversible pour 
i = l  

_> s u p  (2 ~o) 1~i et on a des majorations analogues a (4 .1)  et (4 .2)  pour ~ > s u p  (2 ~o) ~/~i. 
i i 

L ~ M M E  4 .5 .  On donne encore k opdrateurs positi/s,  H1, . . . ,  Hk; on donne dgale- 

ment un  opdrateur hermitien quelconque, K et un  nombre positi/ ,  a o. On pose:  

o~  0 < ~ j < l ,  (Xl>0. 
vdri/iant : 

k 

A (p)= 1 + i K +  ( p ~ , -  %) H x +  ~ p~JHj 
J=2 

[l existe ~o tel que A (p) soit inversible pour ~ >  ~o, son inverse 

(4 .5)  II A - ~  (P)II -< 1, ~: _> ~:o. 

(1) O n  a p o u r  x E ~ - t  a v e e  Ilxll l : 

hl (x )+  ~ r  ~i cos (~iO) h~ 
i=2 

) s in  (~i ~) hi (x) �9 
i=1 

On prend  '~0 = inf. ~t /3  ~i. 

Pou r  0 _<v ~_<v~0, cos (a 1 v ~) est  _> 1/2, done puisque  ~ > (2 ~0) 1/al on a : r~'_> 2 (r 0 done  : cos (al  v~)- 
_ a _ ~  o 

r~ ~ _>0 e t  done ]IA (v)xl l>l .  s i  o.<_a<_~/2, o~ bien il exis te  i te l  que rCqhi (x)>_l/2k et alors, 

[[ A (p) x [[ >_ sin (c~i a ) "  1/2 k, ou b ien  r ~i hi (x) _ 1]2 k pou r  t o u t  i; or : [ cos (al  v~) - (ro/r~'[ < 3/2 e t  

1 + r ~i cos (~.~ v~) - h~ (x) + ~ r ~ cos (~i 0) 
1=2 

d'ofi  le lemme,  ear  on  a des ~valua t ions  analogues  pour  [[ A (p)*x]l. " 
M6thode analogue  pou r  le l emme 4.4. 
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D ]~,Mo N S T R A T I O  N. 

Soit x e ~ ,  ave~ I Ix{}= l  On a :  

{(A (p)x' x){>-{ l § c~ (~cl~)-(~~ (x)§ r~' e~ (~'O)h'(x) " 

On p e u t  chois i r  ~o > 0  t e l  que  p o u r  ~_>~0 on  a i r  : r  ~ ' c o s ( : h z g ) - a  o>_0 (et  si ~ > 0 ,  

r ~j cos (:gv~)>_0, car  les  v~j son t  _<1). I1 en r6su l te  que  p o u r  ~->~0 on  a :  

I (A (p) x, x) l >_ l, don~ I IA(p)x l l~ l  si 11/11=1. 

M a j o r a t i o n  a n a l o g u e  p o u r  (A (p))*, d 'of i  le l e m m e .  

L E ~ M E  4.6. Soit Hi,  He, Ha, trois opdrateurs hermitiens; on suppose : hl (X)~O , 

h 2(x){_<c eh l(x),  {h a(x){_<esh~(x) pour tout x dans ~ .  On pose: 

A (p) = I + (pe - (~o) HI + p H2 + H3, a o > 0 .  

L'opdrateur A (p) est inversible pour ~ > ~0 et vdri/ie alors : 

72 
II A (p)-' II <- f ie  + _. 

] ) ~ M O N  S TRATI01~ .  

So i t  xETH, a v e c  Ilxil=x. On a :  I (A(p)x ,  x ) l >  sup  (Ixl, I r l )  a v e c :  

X = 1 § (~e _ 7 e _ a0) hi (x) § ~ h 2 (x) § h a (x) e t  Y = 2 ~ 7  hi (x) § ~ h 2 (x). 

I e~ cas : ]7 { _< ~o, 70 > 0 /ixd quelconque. 

On a : I ~ h~ (x) + h~ (x) I -< (c~ ~ + c3) h~ (x). 
Or, i l  ex i s t e  ~1, t e l  que  p o u r  ~ _> ~1, e t  }~ { -< 7o on  a i r  : (~e _ 72 _ ao - e2 ~ - ca) ->- 0. 

A lo r s  : I X [  >_ 1 p o u r  $_> $1. 

2 ~ cas : {7{>_~o. 

On pose  : r e = ~2 + 7e. D i s t i n g u o n s  encore  d c u x  cas : 

a) (r 2 + a0) h 1 (x) >_ 1//4. 

On a : {h e (x){_<c eh  1 (x)_<2 ~ h  1 (x) p o u r  ~ > c 2 / 2  , d o n c :  

l Y{ >- 17{ (2 ~ -  ce) hi (x) 
d o n c :  

}Yl>_ 

b) ( r2 + (~o) hi  (x) -< 1/4. 
On a a lors  : 

p o u r  ~ > c2/2. 
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[ (~2 _ zl2 _ a0) hi (x) + ~ h 2 (x) + h a (x) I < 1 / 4  + c2 ~ + ca 
- 4 (~2 2 + ao) 

et ceci est < 1 / 2  pour ~_>~2, donc l X 1_>1/2 pour ~_>r 

On a des majorations analogues pour A (p)*, d'ofl le lemme en prenant ~o assez 

grand. 

w 2. Probl~mes mixtes  

1. Pos i t ion  des probl~mes mixtes  

On donne comme au Chap. I,  N ~ 1 du w 1, les espaees V et  Q a v e e :  ~ c V c  

c Q c ~ ' .  Pour  6viter route  difficult~ relat ive aux  espaces vectoriels que l 'on va  in- 

t roduire,  on supposera tou]ours que Q est un espace de Banach. Sur V x V, on donne 

une forme sesqui-lin~aire ((u, v)) - -  sans aucune hypoth~se suppl6mentai re  pour  

l ' ins tant .  

Soit ~/ et N les espaces (de Banach)  associ6s s cette forme, A l 'op6ra teur  qu'elle 

d6finit, 616ment de s (~/; Q'). 

On considbre alors l 'op6ra teur  produi t  tensoriel  : 

I |  ~l~ment de I : (D+|  ^ D+ |  ̂  ' 

La  d6finition directe de cet op6rateur  (sans produi ts  tensoriels) est  la su ivante  : soit 

T e D+ (t ~ ) ;  pour  tou t  ~0 e ~ _ ,  T (~) est  dans  ~/ et  A T (~0) e Q'; ~0-->A T (q~) est une 

appl icat ion lin6aire cont inue de ~ _  dans  Q', donc d6finit A .  T,  6lgment de D~ (t, Q'), 

A T = ( I |  T. E n  effet il en est  ainsi si T = e |  eeD'+, ueTt .  Sur les exemples 

nous utiliserons la notation A .  T, mais your la thdorie nous conserverons la notation 

( I |  T. 

On donne ensuite une d i s t r ibu t ion :  

(1.1) KeD~_ (t, 1: (~/; Q')).  

Cette dis t r ibut ion d6finit une appl icat ion lin6aire continue, not6e K*, soit T--->K~eT, 

de D'+ (t, ~/) dans  D+ (t, Q'). 

I )ROBL~IME 1.1. Pour quelles distributions K, l'opdrateur 

(1.2) I |  

est-il un isomorphisme de D+ (t, N) sur ~'+ (t, Q')? 

P r o b l & m e s  m i x t e s  e o r r e s p o n d a n t s  

Au probl~me 1.1 est  a t tach~ le 
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PRO]~L~ME 1.2. Trouver U dans 9+  (t, ~4) m, solution de 

(1.3) ( I |  U = S ,  

oh S est donn6 dans 9+  (t, Q'), avee les conditions aux limites 

(1.4) h - U e ~'+ (t, N), 

off h e s t  donn6 dans 9+  (t, ~) .  

D ~ F ~ N I T I O N  1.1. Le probl~me 1.2 est dit : probl~me mixte attachd de l'opdrateur 

I |  relativement de la [orme ((u, v)). 

Si ~ est dense dans V, alors V = Q = N ,  Q'= V', le problbme 1.2 est d i t : p r o -  

blame mixte avec les conditions aux limites de Dirichlet. 

On voit  imm6diatement  que si pour K donnd le problbme 1.1 est rdsolu par l 'affirma- 

rive, alors le problbme mixte 1.2 admet  une solution unique d~pendant continfiment 

d e s  donndes. 

L e s  probl&rnes  m i x t e s  f i n s  

On a rappel~ dans l ' introduction la d6finition des probl~mes mixtes au sens de 

M. Hadamard .  On peut  maintenant  pr~ciser le problgme comme su i t :  

PROBL~ME 1.3. Trouver une application t--->U (t), une lois (resp. deux lois) con- 

tinfiment diff6rentiable de t > 0 dans ~//, solution de 

(1.5) A U ( t ) +  U(t) r e s p . + ~ U ( t )  au lieu de + U(t) = S ( t )  

oh les d6riv6es en t sont prises au sens usuel, oh t-->S ( t )es t  une application continue 

de t > 0 dans Q', avec les conditions aux limites: 

(1.6) U (t) - h (t) EN pour tout  t > 0, 

o~, t-+h (t) est une application une lois (resp. deux lois) continfiment diff6rentiable de 

t > 0 dans ~ ,  avec les conditions init iales: 

(1.7) U (t)--->U o dans ~/ lorsque t-->O 

(resp. et en outre 

(1.8) U(t)--->U 1 dans ~/ lorsque t--~0), ( U o - h ( O ) E N  et U l - d t  (0)EN). 

(11 On peut remplacer ~1~ par ~ ,  ~ 6tant d6fini p. 28. 
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] ) ] ~ F I N I T I O N  1.2. Le probl~me 1.3 est  d ig :  probl~me mixte / in at tach6 s l 'op6- 

( resp. + re la t ivement  ~ la forme ((u, v)). ra teur  A + ~ ~ , 

Trans/ormons le probl~me 1.3. On pose u (t) = U (t) - h (t) et  S (t) - A h (t) - 

~ h ( t ) ( r e s p . - ~ h ( t ) ) = T ( t ) .  Alors le probl~me 1.3 ~quivaut  ~ t rouver  t--->u(t) 
2 

une fois (resp. deux  lois) cont inSment  diff6rentiable de t > 0 dans N, solution de 

(1.9) A u ( t ) + o t  (t) r e s p . + ~ t ~ u ( t  ) = T ( t )  t > 0  

avec les conditions initiales : 

u (t)-~uo dans  N (resp.  
\ 

) et  en outre  ~tt u (t)-->u 1 dans N , t >  0. 

On utilise ma in t enan t  la m6thode  de Schwartz  pour  le probl~me de Cauchy (of. 

Schwartz  [1], p. 131 et sq.) : on /air passer les conditions initiales au 2 eme membre. 

Pour  cela on considbre la  dis t r ibut ion u dans  ~ +  (t, N),  6gale ~ 0 pour  t < 0 et  

u (t) pour  t >  0. Dans  ces conditions si u est solution de (1.9) avec les conditions 
! 

initiales voulues, ql est solution dans  ~ +  (t, 2V) d e :  

(1.10) ( I |  0 resp. ~ =~P+(~| o (resp. +d'|174 
at  

oh T E ~'~ (t, Q') cst  nulle pour  t < 0 et  = T (t) pour  t > 0, les ddrivdes en t 6rant  prises 

cet te  lois au sens des distributions. 

Sous la forme (1.10) on peut laisser tomber toute condition de continuitd en t; on 

est donc amen6 ~ remplacer le probl~me 1.3 par  le 

P R O B L k ~ E 1.4. Trouver  ~ dans  O~ (t, N),  nulle pour  t < 0, solution de 

(1.11) ( l |  ( r e s p . + ~ ) = T i ,  

o1~1 T 1 e s t  darts ~ (t, Q') nulle pour  t < 0 .  

Mais les conditions (~ nulles pour  t < 0 )) sont secondaires; on peu t  les remplacer  

par  (( de suppor t  en t limit6 ~ gauche ~), d o n c :  t rouver  u dans D~ (t, 2V) solution de 

( l |  resp. ~ u  = T ,  T donn6 dans  O'+(t, Q'). 

Sous cette forme les op6rateurs  ~ ou ~ n ' in te rv iennent  pas de fa~on essentielle (au 

7-- 553810. Acta  Mathematica.  94. Imprim6 le 28 oetobre 1955. 
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moins pour poser le problbme); on peut donc les remplacer par des opdrateurs beaucoup 

plus g6n6raux de composition en t par des distributions K comme on a rue  et 

finalement on a remplac6 le problbme 1.3 par le 

P R O B L ] ~ M E  1.5. 

(1.12) 

off T E ~ (t, Q'). 

Trouver u dans D+ (t, N), solution de 

( I |  u § K ~ u  = T,  

Ce dernier problbme revient au problbme 1.2 avec h = 0 .  

En  resum@ : en th6orie des distributions on volt que l 'on est amend ~ remplacer 

le problbme mixte fin 1.3 par le problbme mixte 1.1. Si le problbme mixte fin admet  

une solution elle est donnge par la solution du problbme mixte. Par  contre si l 'on 

prend dans (1.11) fi solution du problbme mixte, elle n 'est  pas forc6ment solution du 

problbme mixte fin. I1 y a donc tout avantage s s 'a t taquer  d 'abord au problbme 

mixte 1.1; le problbme mixte fin pourra 6tre 6tudi6 ensuite. 

2. Th6or~me d'isomorphisme 

La m6thode de r6solution que l 'on va  utiliser est d'effectuer une transformation 

de Laplace en t - -  ce qui suppose au moins pour commencer, que K admet  une trans- 

form6e de Laplace en t. On suppose donc :  

(2.1) exp ( - ~ t ) K E S '  (t, g ( / / ;  Q')) pour ~>~K. 

On d6signe par /~ (p) la transform6e de Laplace en t de K :  

(2.2) /~(p) = K  (exp ( - p t ) ) ,  ~>$K.  

On a :  /~ (p )Es  O'). 

Notons maintenant  que l 'op6rateur 1 |  + K* n 'est  autre que l 'op6rateur de com- 

position en t par la dis tr ibut ion:  

(2.3) ~ |  616ment de ~ (t, s  Q')), 

distribution qui admet  une transform6e de Laplace en t, donnde p a r :  

(2.4) A + ~ (p), 616ment de g (:H; Q'). 

On fait alors les hypothbses suivantes : 

~I1 existe ~o tel que pour tout  ~>$0(~o>~K),  
(H 1) 

A + / ~  (p) soit un isomorphisme de N sur Q', d' inverse G(p); 



(2.5) 

et 

(2.6) 

(g  2) 

On a alors le 

TH~OR~ME 2.1. 
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( A + I ~ ( p ) ) G ( p ) = l ,  l e s  

99 

G (p) (A + R (p)) = 1, I e s (N; N). 

I1 existe un hombre b tel que 

exp ( - b 2)II a (p)I1: (Q'; ~)-< pol (I P I) (~). 

Sous les hypotheses (H 1) et (H 2), il existe une distribution et 
t 

une seule, soit 6, dans l'espace : D+ (t, F~ (Q'; N)), admettant une trans/ormde de Laplace 

en t, telle que 

(2.7) (~ | 174  16s  

Oe a alors : 

(2.8) ~ ( d | 1 7 4  1 E s  

D ~ M O N  S T R A T I O I ~ .  

Soit G(p) la transform6e de Laplace de 6, suppos6e exister. On a alors: 

(A t  I~ (p)) ~ (p)= l, et donc, grs s (H 1), on a : G ( p ) = G ( p ) .  I1 reste s v6rifier : 

a) que la fonction p-+G (p) est holomorphe de 2 > 20 dans L: (Q'; N) et est trans- 

form6e de Laplace d'une distribution 6$~~ (t, s (Q'; N)). 

b) que ~ est dans ~)'+ (t, s N)). 

Si a) et b) sont v6rifi6s on aura (2.7), et (2.8) r6sultera de (2.6). 

V I T R I F I C A T I O N  DE a). 

On a, grs ~ (H 2):  

(2.9) [l G (p)II=(Q,: ~> ~ exp (b 2) pol (I P I), 

done li~(p)ll=(~,:~) est b o ~  sur tout compact du demi plan 2>~o; Mors par le 

lemme 4.1, w 1, p. 90 et 91, l'application p-->G (p) est holomorphe de 2 > 20 dans IZ (Q'; N). 

I1 rdsulte de (2.9) que G (p) est transformge de Laplace de 6- 

V . E R I F I C A T I O N  DE b). 

De (2.9) et du lemme 3.3, w 1, p. 90, r~sulte que ~ est nulle pour t < - b ,  ce 

qui ach~ve la d6monstration du th6orbme. 

On d6duit aussit6t du th6or~me 2.1 le 

II1 On d6signe par pol (] p 1) divers polynomes en I pl x coefficients positifs. 
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TH~OR~M~ 2.2. Sous lea hypotheses (H 1) et (H 2), p. 98 et 99, l'opdrateur 

I |  est un isomorphisme de ~+ (t, N) sur ~+ (t, Q'). 

CO~OLLAIRE 2.1. Sous les hypotheses (H 1) et (H2) ,  le probl~me mixte 1.2, 

admet une solution unique ddpendant contindment des donndes. 

I)]~FINITION 2.1. 

a) La distribution ~, donn6e par le th6or~me 2.1 est la diatribution de Green de 

l 'op6rateur I |  relativement ~ la forme ((u, v)). 

b) La distribution ~ d6finit une application lin6aire c o n t i n u e : T - - ~ T  de 

~)+ (t, Q') dans D+ (t, N); soit ~* cette application; c'est l'opdrateur de Green de 

I |  

c) L'op6rateur ~* d6finit en particulier une application lin6aire continue de 

~)n• dans On• (t)= axe des t; cette application est d6finie par un noyau distri- 

bution (th6or~me des noyaux de Schwartz), soit ~z.v,t-~ ce noyau; c'est le noyau de 

Green de I |  

De ce qui pr6c~de, d6gageons 6galement, en raison de son importance pour les 

applications (voir notamment les t ravaux de Garnir, cit6s dans la bibliographie) le 

TH]iOR~MW 2.3. Sous les hypotheses (H 1) et (H 2), /a distribution de Green peut 

dtre obtenue par trans/ormation de Laplace en t. 

REMARQUE 2.1. 

Sous les hypotheses (H 1) et (H 2), la solution du probl~me 1.2 (p. 96)est  don- 

n6e par : 

(2.10) U = h + ~ ( S - T ) ,  T = ( I |  

Cette solution U ne peut pas en g6n6ral 6tre calcul6e par transformation de Laplace 

en t; en effet dans (2.10), h, S, T peuvent ~tre ~ croissance quelconque en t; seule 

peut 6tre calcul6 par transformation de Laplace; dans (2.10) les produits de com- 

position en t o n t  un sens pour des raisons de support, non pour des raisons de crois- 

sance s l'infini en t. 

Notons maintenant le 

TH]~OR~ME 2.4. Sous les hypotheses (H 1) et (H 2), si dans le probl~me 1.2, 

p. 96, S e t  h sont indd/iniment di//drentiables en t (i.e. S E ~+ (t, Q'), h E ~+ (t, ~)) alors 

U eat indd/iniment di//drentiable en t. 
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D F , , M O N S T R A T I O N .  

Cons4quence de la formule (2.10) et des propri6t4s g4n4rales des produits de com- 

position en t. 

REMARQUE 2.2. 

Comme ~ est dans l'espace S~~ (t, C (Q'; N)), elle est d'ordre fini en t. Cet ordre 

est facile ~ prgciser dans chaque cas particulier. 

3. Premier exemple g~n~ral d'applieation du th~or~me d'isomorphisme 

On donne cette fois:  

g e o ~  (t, s (V; Q')) avee : 

K admet une transform4e de Laplace en t, ~ (p), avec 
(M 1) pol (Ipl),  >21 

On donne A d4fini par ((u, v)) sur V, et l'on consid~re la forme sesqui-lin6aire : 

(3.2) ((u, v)) (p) = ((u, v)) + </~ (p) u, ~>. 

Soit : 

((u, v)) (p) = ((u, V))l (p) + i ((u, v))2 (p) 

la d6composition en partie hermitienne et anti-hermitienne : 

((U, V)) 1 (p) = ((U, V)) 1 -~ 1 / 2  (</~ (•) U, ?~> -~ <U, /~ (p) V>). 

On f a r  l'hypothbse : 

I1 existe 2o > $1 tel que pour 2 > 20 on a i t :  
(M 2) 

"[ ((u, u) h (p)_> ~ l l l p l  Ilull% pour tout u e  V. 

On a alors la 

(3.1) 

PROPOSITION 3.1. 

(H 2) (p. 98 et 99) ont lieu avec b=O. 

D ]~ I~ION S T R A T I O  N. 

On cherche l'inverse de A + /~  (p). 

(3.3) 

Sous les hypotheses (M 1) et (M 2), les hypotheses (H 1) et 

Soit donc s rdsoudre 

( A + / ~ ( p ) ) u = / ,  uEN,  /EQ'. 
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Si (3.3) adme t  une solution, alors, pour  tou t  v dans V, on a :  

(3.4) ((u, v)) ( p ) =  (/ ,  ~}. 

R6ciproquement ,  si u est dans  V, ct  v6rifie (3.4) pour  tou t  v E V, alors, (3.4) a lieu 

en part icul ier  pour  tou t  v = ~  dans D, donc on a (3.3), puis l 'on constate  que u est  

dans  N. Tou t  revient  donc ~ r6soudre (3.4). 

Or si / est fix6 dans Q', la forme semi-lin6aire v-->(/, ~} est  continue sur V, done : 

(3.5) ([, ~) = ((J (p) /, v))~ (p), 

ce qui d6finit J (p) 616ment de s (Q'; V) (1). 

De mdme si u est fix6 dans V, la forme v->((u, v))~ (p) est  continue sur V, donc : 

(3.6) ((u, v)) 2 (p) = ((H(p) u, v)) 1 (p), 

ce qui d6finit H (p) E l~ ( V; V), hermit ien,  et  (3.4) 6quivaut  s : (1 + i H (p)) u = J (p)/ ,  

qui adme t  une solution unique : si 

(3.7) G (p) = (1 + i H  (p))-~ J (p), 

elle est donn6e p a r :  u = G (p)/ .  Majorons ma in tenan t  ]] G (p)lie(Q,: N). On d6duit  de 3.5 

done, grs s (M 2), 
( (J  (P)/ ,  J (P)/))1 (P) = ([,  J (P) [} 

[]J (P)I[cr v) -< pol (]p[). 
Par  ailleurs : 

[[ (1 + i H ( p ) ) - ' l [ < _ l  , done lia(p)ll=< ; v)_< pol (IpI). 

I1 reste s majorer  G(p)  dans  s  Or si / E Q ' ,  et si u = G ( p ) / ,  on a :  

A u =  / -  I~ (p) u, 
done : 

IIA ll ,-<ll/Ib,+ pol ([p[) II ll  

(grs s (M 1)) &off l 'on d6duit  : [I G (p) ][c <o.: N)_< pol (Ipl) d'ofi la proposit ion.  

On a done t o u s l e s  r6sultats  du N o 2, et  n o t a m m e n t  le 

THI~ORI~ME 3.1. Sous les hypotheses (M 1) et (M 2),l'opdrateur I |  est un 

isomorphisme de D+ (t, N)  sur D+ (t, Q'). 

L'op6ra teur  inverse est  ~*, op6rateur  de Green, la dis t r ibut ion de Green ~ 6rant  

obtenue par  t r ans format ion  de Laplace  en t. 

~1) Grace & (M 2), ((u, v)h (p) est pour ~> ~o un produit scalaire hilbertien sur V, de norme 
corr(:~',pondante 6quivalente s lid[Iv. 
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Etude de la stabilit6 

On donne A et K comme p%c~demment, avec (M 1) et (M 2); on precise |es 

polynomes en p :  

IIe (p)II:(v: Q')~-P~ (I p I), 
1 

!1 ((u, u)),  (p)II >- p~ (I p I) II u ll~ I, our tout  u e v.  

On donne alors une suite des distributions : KkEO+ (t, E(V; Q')) ( V e t  Q' sont 

fixes), et une suite de formes sur V• V : ((u, v)) ~, qui d6finit A k. On suppose que 

les hypothbses suivantes ont l ieu:  

(sM 1) I1~ ~ (p)II:(v: Q,)-< P ,  (I pl), 

1 (sM 2) ((u, u))~(p)>_ p ~ l l u l l %  pour tout  uE V, ~<Zo, 

tl((u' ~)~i (p)-((u, v))(p)l-<~p.(Ipl)llull~llvll~ (1), 
(SM 3) (off e k - 0  si k-+c~, P3(IPl) inddpendant de k. 

De (SM 1) et (SM 2) r6sulte en vertu du th6orgme 3.1; I |  k~ est une iso- 

morphisme de Z)'+ (t, N) sur ~'+ (t, Q'). Soit Gk la distribution de Green de cet op6rateur. 

On a :  O k E ~ ' ( t ,  I~(Q'; Nk)), done en partieulier : EO+ (t, I~(Q'; V)). On a alors le 

T H s  3.2. Sous lea hypotheses (M 1), (M 2), (SM 1), (SM 2) et (SM 3), la 

distribution de Green Qk de I |  k tend, dans l'espace O~(t, s V)), vers la 

distribution de Green ~ de I |  

D ~ M O N S T R A T I O N .  

Toutes les distributions ~ sont nulles pour t < 0 .  On aura donc montr6 da- 

vantage que ]e th6or~me si l'on montre que G~-->~ dans S;0 (t, 1: (Q'; V). 

Or il rgsulte du Chap. I, w 1, N ~ 7, qui si G k(p) f = u  k(~) et G(p)[=u, alors: 

d'oh l'on dgduit facilement ]e r6sultat. 

4. Deuxi~me exemple g~n~ral d'application du th~or~me d'isomorphisme 

On donne, comme au Chap. I, w 1, N ~ 8, un op6rateur D avec sa d6composition : 

(4.1) D= ~ tA~g~jAj. 
i , ] = l  

(1) ((u, v)) k (p)=((u, ~))~+ ( / ~  (p)u, ~}. 
(2) G k (p)=t ransform6e de Laplace G k. 
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On suppose en outre qu'est  donn~ A0, isomorphisme de E sur L 2, de sorte que 

E (A) est bien d~terming (cf. p. 38 et 39). On suppose donng V, contenu dans E (A), 

et contenant ~ ( A ) ,  et P, op~rateur de per turba t ion :  

PEF.(V; E') si V e s t  diff6rent de O ( A ) ;  

P=PI+P~, P~EL:(O(A);  E'), P2Es O'(A)) si V = ~ ( A ) .  

On prend alors : 

(4.2) A = D + P. 

I1 n ' y  a pas en gdndral (dans la pratique) de terme en M (avec les notations de la 

page 39) dans ies probl~mes mixtes. 

E X E M P L n  4.1. 
82 

On consid~re les probl~mes mixtes relatifs ~ - A  § 8t--~, donc K = 5", A = -  A,  

M = P = 0 .  

Sur V• V, on consid~re alors la forme : 

(4.3) ((u, v))= ~ (g~jAsu, A~v)L,+<Pu, ~>+(B~u, ~v)p 
l , j = l  

(on prend B= 0 si l 'on ne peut  d6finir d 'opdrateur fronti~re raisonnable u - ~ y  u, de 

E (A) dans l 'espace de Hilber t  F). L 'opgrateur  ddfini par  eette forme est A=D+P. 
On prend Q=E si V#O(A) et Q=O(A) si V=~)(A). Dans t o u s l e s  eas, Q 

est un espace de Hflbert. 

Pratiquement,  il serait t rop restrictif de supposer la forme ((u, v)) elliptique. 

EXEMPLE 4.2. 

On consid~re le m~me opgrateur que dans l 'exemple 4.1. On prend 

E (A) = E~ (~), 
et 

((u, v ) ) =  , 

et l 'on n 'a  pas e~ gdndral 

pour tout  u E V (1~. 

((u,  u) ) l  = ( (~ ,  ~) )_> a II ~ I1~, ,  a > 0,  

(1} C'est toutefois vrai si par exemple V est 6gal g l'espace ~)~, (~) et ~ 6rant born6 
(Ghrding). 
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Par  contre l 'hypoth~se suivante est trbs f r6quemment  v6rifi6e dans les probl6mes 

de la Physique Math6mat ique:  

I I1 existe un nombre  a o > 0 tel que 

(A1)  ~ ( ( u , u ) ) l + a 0 ( A 0 u ,  A0u)L,>_a[[u[[2v, a > 0 ,  pour  tou t  u e V  (1) 

E X E M P L E  4.3. 

On reprend l 'op6rateur  de l 'exemple 4.2. Alors A 0 = o p 6 r a t e u r  identique de L 3 

sur lui-m6me; tou t  nombre  ~0 > 0 convient.  

R E ~ A R Q U ~  4 .1 .  

Sous l 'hypoth~se (A 1) la quanti t6 ((u, v))l+ao(Aou, Aov)L~ ddfinit sur V un 

produit  scalaire hilbertien de norme correspondante dquivalente ~ [[ u [[v. I1 y aura  

souvent  int~r~t, pour  simplifier quelques calculs, s consid~rer le produi t  scalaire 

((u, v)) 1 + a o (gl Ao u, A o V)L~, Off gl E s (L ~ ; L 2) est un  op6rateur  s t r ic tement  positif, i.e. 

(g~/,/).~-~l ll/IJ%,, Vl:~0' pour  tou t  / E L  ~. 

Au sujet de (A1),  on  a la 

P R O P O S I T I O N  4.1. On suppose que l'opdrateur D, sous la [orme (4.1) est V-ellipti- 

que (cf. p. 43) et que l'on a : 

(4.4) Jl r u I]~ -< ~i [I u IIo I[ u [h + e~ II u I[g pour tout u darts E (A) '~). 

Alors (A 1) a lieu, quels que soient les opdrateurs B e t  P. 

D ~ O N S T R A T I O ~ .  

On a en effet : 

( +g** u] + ( B + B *  ) 
((u, u))t = E g~i Aju,  Ai ?u,  y u  + � 8 9  P u } ) .  

2 / .  \ ~ 2 - -  F 

Le 1 er terme est ~ a 1 I[u[[12. 

Le 2 ~me terme est majorg en module p a r :  

e3 II u II0 II u II1 + e, It u JJ~. 

Majorons main tenan t  [ ( P u, ~ ) I- 

{D Voir note 2, p. 21. 
(2) Ceei a souvent lieu lorsque ? est un op~rateur de prolongement en moyenne (el. Deny- 

Lions [1]). 
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Si P e s  E'), on a :  I<Pu, re)l <_csIlullvllulIE , 

d 'oh  : 

1]<pu,~t}+<u, Pu>[ <_ % ([[u[[~ + HU[]0[[U[]I). 

M4me majora t ion si P=Plq-P2, dans le cas V = D  (A). 

Dans t o u s l e s  cas on a donc : 

l IB + B* 1 
[ ~ Y  u, Y u ) v + ? ( ( P u ,  a> 

Or pour  o o assez grand, 

p § (u, Pu>) <_ c7(llul[ ~ + I1~11o11~11~), 

(A 2) 

Cherchons 

de N sur Q'. 

a 1][u[[~§ 0 0 [ ] u [ [ ~ - c  7(][u[]o 2§ 

est _> II d'o  le r6sultat.  

On donne main tenan t  K E D'+ (t, s (V;Q')), admet t an t  une transform6e de Laplace 

en t, et avec (M 1), que l 'on 6crit : 

II/~(p) Ilc(v.o',-< pol ( Ip l ) ,  ~>~1 .  

des conditions suffisantes pour  que A + / ~  (p) soit un  isomorphisme 

On a s r6soudre : 

(4.5) A u + / ~  (p) u = / ,  / donn6 duns Q', u cherch6 duns N ; 

si u est solution de (4.5), alors pour tou t  v duns V, on a :  

(4.6) ((u, v)) + {/~ (p) u, ~ > = ( / ,  g > 

et r6ciproquement,  si u est duns V, et v6rifie (4.6), on montre  par  le proc6d6 habi- 

fuel, que u est duns N et v6rifie (4.5). Donc tou t  revient s r6soudre (4.6). Or on 

pent  6crire (4.6) sons la forme : 

(4.7) ((u, v)h + o0 (A0 u, A o V)L, + i ((u, V)) 2 + 

+ ( /~  (p) u, ~} -- ao(Aou, Aov)z~ = </,~}. 
O n  p o s e  : 

(4.8) ((u, v)h.,  . = ((u, v)h + % (A 0 u, A 0 V)L... 

Si (A 1) a lieu, on a l e s  formules suivantes : 

(4.9) ( / ,  ~> = ((g (o0)/, v)h .... 

ce qui d6finit J (%), 616ment de 1: (Q'; V), puis : 

(4.1o) ((u, v)h = ((H (o0) u, v)h .... 



(4.12) 

oh 

(4.13) 
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ce qui d4finit H (a0) 61~ment de s  V), op~rateur hermitien pour la structure 

((u, v))L,.; on a enf in:  

(4.11) ( R (p) u, ~}  -- % (Ao u, A o v)L~ = ((L (p, ao) u, v)),,~o. 

Dans ces conditions, l'~quation (4.6) ~quivaut s  

X (p, ao) u = J (ao) ], 

x (p, ao) = 1 + i H (a0) + L (p, %). 

On peut multiplier les deux membres de (4.12) par (1 + i l l  (%))-1 mais cette opdra- 

tion n'est pas utile pratiquement. On est doric conduit s l'hypoth~se suivante : 

I1 exis~e ~o > ~:1, tel que pour ~ > ~:0, l 'op~rateur X (P, a0) soit inversible dans 

(A3) ~/ : (V;  V), et v~rifie : 

! IlX(p, ~o)-1 Li~(v, v) <_ pol (Lpl)(1, o 

On peut maintenant d6montrer la 

PROPOSITION 4.2. Si  les hypotheses (A 1), (A 2) et (A 3) ont lieu, alors les hypo- 

theses (H1) et (H2) (p. 98 ct 99) ont lieu (avec b=0) .  

D ]$~MON STRATION. 

On vient de voir que (4.5) 6quivau~ & (4.12), donc, si (A 3) a lieu, (4.5) admet 

une solution unique:  

(4.14) u = G (p) ], pour ~ > ~o, 

avec : 

(4.15) G (p) = X  (p, (~o) -1 J (%). 

De plus G(p) est dans l'espace s  N).  On a donc d~ja (H1). 

I] reste s majorer I[ G (p) ]Ic(Q'. N). Or, par (A 3), on salt ddja que :  1] G (p)IIc(Q': v) -< 

_< pol ( Ip l ) .  En outre si u = G ( p ) / ,  alors D u + P u + / ~ ( p )  u = / ,  donc :  

II D~  I1,~.-< II/ll,~. + II-~(P)~ I1,~.§ II Pu  IIQ.-< I1111,~. + pol ( IP l ) I I  u l l ,  
d'ofl le r~sultat. 

(1} On pourrait prendre plus g6n6ralement : 

II X (p, ao) 1He(v. v , _<exp (b~)pol (Ipl).  
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I~EMARQUE 4.2. 

La condition (A 3) a notamment lieu s i :  

[ ( ( x  (p, (~o) u, u)) I >- - -  
1 

pol I pl Ilu 15, 

et si on a une majoration analogue pour X ( p ,  ao)*. Ceci a notamment lieu si 

((u, u )h  + l~e < R (p) u, a > _> - -  
1 

pol Ipl II ~ I1~ "' 

ce qui n'est autre que (M2), p. 101. 

I1 r6sulte de la proposition 4.2 et du th6or~me 2.2, l e :  

TIt~OR~ME 4.1. Sous les hypoth~sez (A1), (A2) et (A3), l'opdrateur I |  

est un isomorphisme de ~'+ (t, N) sur O'+ (t, Q'). 

Ce th6or~me est le plus important pour les applications pratiques. La v6rifica- 

tion de (A1) 6rant g~n6ralement triviale, et (A2) 6tant une simple constatation, la 

seule di//icultd pour passer du Thdor~me 4.1 aux applications pratiques est la vdri/ica- 

tion de (A3), qui est un probl~me d'inversion d'opdrateurs dans un espace de Hilbert. 

Pour cela, on appliquera les lemmes du w 1, N ~ 4, p. 90 et suivantes (ou au besoin 

des r~sultats semblables). 

S t a b i l i t &  

On donne une suite d'op~rateurs A k, d6finis par des formes ((u,v)) ~ sur V• V. 

On fair l'hypoth~se : 

(SA 1) { semble((U' v))k-~born6((u, deV)) V.unif~ lorsque u et v demeurent dans un en- 

Si (A 1) a lieu, il en r6sulte : 

il existe a0 > 0 tel que 

(4.16) ((u, u))~ + a0 (A0 u, A 0 u)v -> a II u I1~ 

pour tout u E V  et pour tout k. 

On donne ensuite une suite de distributions K k, 616ments de O + ( t , • ( V ; Q ' ) ) ,  

admettant  des transform6es de Laplace en t soit /~k (p), holomorphe pour ~ > ~1, ~1 

ind6pendant de k, et on suppose que 

(SA 2) H k k  (P) - R (P) Hc( v; Q') <- ~ Pl  ( ] P l ), ~k -> O si k-~ ~ .  
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On consid~re alors l 'opdra teur  

(4.17) X k (p, a0) = 1 + i H  k + L  ~ (p, ao) , 

construi t  s par t i r  de ((u, v)) k et  K k comme X ( p ,  a0) r e s t  s pa r t i r  de ((u, v)) et K.  

On suppose que 

/1 existe ~o ind6pendant  de /c tel que pour  ~ > ~o, Xk (P, ao) soit inversible 

(SA 3) dans s (V; V), et  que son inverse v6rifie : 

I I i  (p, -1 II:(v. v)-< (] p I)- 

On a l e  

T H ~ O R ~ ,  4.2. Sous les hypothLses(A 1), (SA 1), (SA 2), (SA 3), la distribution 

de Green ~k de 1 | A k + K k * tend, dans l'espace 0'+ (t, s (Q' ; V)) vers la distribution 

de Green ~ de 1 | A + K*. 

D ~ M O N S T R A T I O N .  

Comme les ~ sont nulles pour  t < 0 ,  on aura  ddmontr~ davan tage  que le th~o- 
p 

r~me si l 'on  mon t re  que ~k_~ ~ dans  $~~ l: (Q';  V)). 

Or, si G k (p) = t ransform~e de Laplace  de ~k, et  si l 'on pose G k (p) / = u ~, G (p) / = u, 

alors u ~ (resp. u) est la solution dans  N k (resp. dans  N)  de 

A k u ~ + R k (p)  u ~ = / 

(resp. de 
A u + R (p) u = / )  

d'ofl l 'on d6duit  : 

(4 .18)  ~ ((u~-u, v))+(I~(p)(u~-u), ~ }  
( = ( (u ~, v)) - ( (u ~, v))  ~ + ( ( / ~  (p) - R ~ (p))  u ~ , ~ 

pour  tou t  v E V. 

Or le Ier membre  v a u t  : ((X (p, ao) (u k -  u), v))l.,~ On in t rodui t  ma in t enan t  deux 

opdrateurs,  yk  et  Z k, d~finis par  

(4.19) 

et 

(4.20)  

de sorte que (4.18) d o n n e :  

(4.21) u k - u = X (p, ao) -1 ( yk + Z k) u k, 

Pa r  ailleurs : 

(4.22). uk- -  X k (p, ao) -1 J~ /, 

((u, v ) ) - ( (u ,  v))~=((Y~u,v)h,.o 

( ( R  ( p ) -  R ~ (p))u, ~} = ((g~ u, v)),,oo 
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off 

(4.23) 

ddfinit jk.  

J. L. LIONS 

< 1, ~> ( ( j~  [, k = v)) , , . .  

1 
K~-- F ( - ~) - - p / ( x - a - 1 ) ~ > o ,  pour :r non entier 

K ~ = 6  (~) pour q. entier (Schwartz [1], p. 43). 

! ! 
L'op6ratur K * :  T-+Ks  ~ T, de ~ + - >  ~ + ,  est dit opdrateur de ddrivation d' ordre 

:r pour :r entier, c'est un op6rateur de dgrivation usuel. 

(5.1) 

On a :  

(5.2) 

et 

(5.3) 

On d4duit de (4.23) et avec (4.16), que H J~ / l lv  est born6 lorsque t parcourt un 

born4 de Q', de sorte que (4.22), avec (SA 3) donne:  

(4.24) Iluk[]v < _ pol ( IP[ ) ] ] [Ho ' ,  pol ( ]P l )  6rant ind~pendant de k. 

Alors (4.21), en utilisant (SA 3), donne:  

(4.25) ]]u~-ullv--< P ol ( IV[)( ] l  Ykl l+l lzk  H)[I[IIQ,. 

Or par (SA 1), on a :  

I((u, v ) ) - ( ( u , v ) ) ~ l  < ~ Ilull~llvllv, ~ ~ o  si k ~ ,  
d o n c  t ! 

Ensuite, par (SA 2), on a :  

I < (~ ( p ) - ~  (p)),u, ~>1-< ~ P l ( I p l ) I l u l l v  IIvlIQ 
d o r i c  

IIz~ II.v:~) -< ~ pol ([Pl) 
et done : 

Ilu~-ull~ _< po~ ( Ip l ) (~+~)II / I IQ 
done : 

II G~ (P)- G (p)II=(~ :v) -< (~s § ~ )  pol (] p I), 

d'ofi l 'on d6duit le th6or~me. 

5. Applications (I) : Probl~mes mixtes non auto-adjoints 

On introduit lcs distributions en t suivantes : 

K~= s (p~), ~>0 .  



(5.~) 

et gt 6rant s t r ic tement  positif, i.e. : 

(5.5) (gay / ) '  > II / I1 ' 

On pose : 

(5.6) 

PBOBL~]ME$ AUK LIMITES EN TH]~ORI]~ DES DISTRIBUTIONS 

On donne main tenan t  une famille d 'op~rateurs : 

gs E s (L~; L2), j = l ,  . . . ,  tt, gj _> O, 

et r o n  prend : 

(5.7) 

off l 'on suppose :  

(5.8) 

c~ > O, pour tou t  / E L ~. 

R j = t A o  gj A0, 

K = ~ K ~ . |  

O_<~j_< 1, j = l  . . . . .  p ,  a l > O .  

I l l  

P R O P O S I T I O N  5.1. On donne un opdrateur A = D + P  comme au N o 4, et l'on 

suppose que (A 1) a lieu. On donne K par (5.7) avec (5.4), (5.5) et (5.8). Alors (A2) et 

(A 3) (p. 106 et 107) ont lieu. 

D ] ~ M O N S T R A T I O N .  

Comme /~ (p) = E p~i Rj,  (A 2) est vrai. II reste s mont rer  (A 3). On prend iei 

(cf. remarque  4.1, p. 105) : 

((U, V))I. O, : ((U, V)) 1 + O" 0 (gl  Ao u, A 0 V)L~. 

Prenons alors la d6finition de X (p, so). On a :  

g 

( I~ (p) u , ~ }  = ~p~J (g jAou  , Aov)L... 
i=1 

O r :  (g jAou ,  A o v ) L , = ( ( H i u ,  v))l.z o (Hi d6pend de a0) , ce qui d6finit H s E s  ; V), 

op6rateur  hermit ien posit if ;  si H (so) est d6fini par  (4.10), p. 106, on a :  

(5.9) X (p, So) = 1 + i H  (So) + (p~' - So) H 1 + ~ p:J Hj 
1~2 

et alors (A 3) est cons6quence du lemme 4.5, p. 93, d'ofi la proposition. 

I1 en rdsulte que tousles  thdor~mes du N ~ 2 sont valables ; en particulier : 

T H e O R i Z E  5.1 Sous l'hypoth~se (A 1), la distribution K dtant donnde par (5.7), 

aver (5.4), (5.5) et (5.8), l'opdrateur 1 | (D + P ) +  K* est un isomorphisme de ~;+ (t, N)  

sur ~'+ (t, Q'). 
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A chaque exemple  du  Chap .  I ,  w 2, le th~or~me 5.1 fa i t  correspondre  u n  th~or~me 

d ' i somorph isme ,  ce qui r~sout  d~j~ de tr~s n o m b r e u x  probl~mes mixtes .  Signalons 

n o t a m m e n t  : 

EXV.MPLE 5.1. 

On consid~re l ' op~ra teur  : 

-=  

off l ' on  suppose  : 

- -  gii e L ~ (~)  avee : 

(g. (~) + g .  (x))$~ ~ >_ a I ~ I ~, 
L t  

- -  a~, a 0 fonct ions  queleonques de L ~ (~) ,  

a > 0, ~ E C, presque p a r t o u t  dans  ~ .  

A = ( - 1 )  ~ 

off Yon suppose  : 

- - l e s  fonct ions  gp.o song dans  L ~r (~2); si V est un  sous-espace vector ie l  ferm~ 

de ET. (~) ,  on suppose  que ]a forme 

(u, v)g = ~ (gp.q D o u, D p v) L, 
I P l . l q l = m  

est  e l l ip t ique  sur  V. 

- - l e s  fonct ions  a~ song quelconques dans  L ~, 

- -  gl E L ~ (~) ,  gl (x) ~ c I > 0 presque p a r t o u t  dans  ~ .  

8 
E DV(g, qDq) § ~ a~D~§ 

Jp~, ]q~=m t r l ~ m  

- -  gl E L  ~ (~) ,  avee gl (x) ~ c 1 > 0 presque  p a r t o u t  dans  ~ .  

Soit  V un  sous-espace vector ie l  que lconque  de ~ .  (~),  con tenan t  ~ ,  (pour des 

exemples ,  ef. Chap.  I,, w 2, N ~ 1) ; si D = - E ~z~ g~J on p r e nd ra  pour  N l 'espaee  

des u E V, tels  qua D u E L  2, et  tels  q u e :  

[ ~ u  0 
(Du, v)L-- = E ~g,j ~ ' ~x~ v) L~ + (Bru '  Yv)F 

off F =  L 2 (F), ~ = op6ra teur  de p ro longemen t  en moyenne ,  B op6ra teur  quelconque si 

(4.4), p. 105, a lieu, et  sinon, op6ra teur  te l  que B + B * >  O, ou b ien  de norme assez 

pe t i te .  Dans ces conditions, A est un isomorphisme de D'+ (t, N) sur D'+ (t, L 2) (et aussi 
t t de ~+ (t, ~ o  ) sur ~+ (t, O'L~)). 

E X E M P L E  5.2. 

On eonsid~re l ' opd ra t eu r  
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Dans ces conditions A eat un isomorphisme de ~+ (t, N)  sur ~+ (t, L2). Notons 

que si l 'ouvert  ~ est m-r~gulier (cf. p. 71), on peut remplacer l 'opdrateur ~ a~ D ~ 
[rl=m 

par 5 a~ D ~ off eette lois la sommation est faite pour I r I -< m eL non plus seulement 
[rh<m 

pour It] = m ;  les fonctions ar sont quelconques dans L ~. 

~:~ E M A R Q  U E  5.1.  

On peut  donner de nombreuses variantes du th~or~me 5.1. Par  exemple on 

pourra remplacer Ks  par : 

g '  = s  (1/ '~+ 1, ~>0) .  

La  ddmonstration est en tous points analogue. 

Ca s  d u  p r o b l & m e  de  D i r i c h l e t  

On donne A =  D + P comme au d4but de ee N ~ mais l 'on prend pour espace V 

l'espace ~ (A). On consid~re Mors une familles d 'operateurs : 

h i . j E s  i , ] = 0 ,  1 . . . .  , v, (5.10) 

a v e c  

(5.11) 

On pose Mors:  

(5.12) 

On prend mMntenant  : 

(5.13) 

off 

(5.14) 

hu >- 0, h0.0 strictement positif. 

Ru = tAj (hu As), E F., ( ~  (A); O '  (A)). 

�9 = 

0-< ~u_< 1, ~oo> 0. 

La formule (5.13) d~finit un ~16ment de ~ (t, 1: (V; Q')), ear V =  ~ (A), Q ' = ~ '  (.4). 

On a la 

:PROPOSITION 5.2 On donne A = D + P  comme h la proposition 5.1 et l'on donne 

K par (5.13), avec (5.11) et (5.14), V = ~  (A). Alors les hypotheses (A 2) et (A 3) ont lieu. 

I ) E M O N S T R A T I O N .  

On a :  / ~ ( p ) = ~ p = U R i j , ( A 2 )  a lieu. On pose cette fois :  
t,j 

((U, V))I, o. = ((U, V)h  + a 0 (hoo A o u  , A 0 V)L,.  

8- -553810 .  Acta  Mathematlca.  94. Imprim6 le 29 octobre 1955. 
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Si alors 
(h~s As u, As v)L, = ( ( H ,  u, v))l. oo, 

ce qui d6finit His 616ment de s V), hermit ien positif, pour la s t ructure ((u, v))l.,.; 

O n  a :  

(515) X (p, a0) = 1 + i H (ao) + (p~~ - ao) Hoo +,.',.o~ p~ j  H~s 

et alors (A 3) a lieu, par  application du lemme 4.5, p. 93. 

Comme consdquence : 

T ~ ~ o R ~ M E 5.2 Sous lea hypotheses de la proposition 5.2, l'opdrateur 1 | (D + P) + K* 

eat un iaomorphisme de O+ (t, O (A)) aur O+ (t, ~ '  (A)). 

Signalons main tenan t  un cas sp6cial au problbme de Dirichlet : 

P R O P O S I T I O N  5.3 On prend V = O ~ , ( ~ ) ,  ~ ouvert quelconque de R~ .  Sur  V on 

donne la /orme : 

(5.16) ( ( u , v ) ) =  ~ (gpqnqu ,  Dv V)L,+ ~ (ar~D~ u,D~ v)L, 
Jpl,JqJ=m Irl+lsJ_<2 m-1  

lrl_<_ m, lsl <_ m 

oft gv ~ E s (L 2 ; L~), avee 

(5.17) (u, u)g.~ = E ((gpq + g'q) D q u, O ~ u)L~ > ax II u I1~, 

a 1 > O, pour tout u E ~ ' ~ ,  et a~ E 12 (L 2 ; L~), quelconques. Alors (A 1) a lieu. 

D I ~ M O N S T R A T I O N .  

On a :  
"4- sr)  U, ( ( u , u ) h = ( u , u ) g . ~ + Z ( ( a r ~  a* D ~ D~u) , , ,  

et le 2 ~me terme est major6 en module par  

Cl Ill u IIl~ III u IIIml (111 u II1~ norme  de u dans E~) .  

Or, on volt  facilement par  t ransformat ion  de Fourier,  que pour  tou t  e > 0, il existe 

2 (e) tel que 

(5.18) III ~ II1~-~ <- e Ill ~ IIIm + ~ (~)II ~ IIo 

E~m~ pour  tou t  u ~L  

On prend  ~ tel que c ~ e < a l .  I1 existe alors a o > 0  tel q u e :  

aa II u I1~ + ~ II u I1~-- c1 I11 u II1~ (~ III u II1,= + ~ (~)11 u ilo) soit  >_ a~ 111 u Ill~, -~ < a ~ -  ~ ~ 

Si ao est ainsi choisi, on a :  

((u, u))~ + o0 II u IIo ~ _> a~ III u IliUm c . q . f . d .  
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E X E M P L E  5 .3 .  

Considdrons l 'op4rateur  : 

A = ( - 1 )  m ~ DV(g~qDq)+ ~ ( -1) t r tDr(arsD~)+ 
IPl. Iql =m Irl+lsl <-2m-1 

Irl, Isl<_m 
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~ v e c  : 

(5.20) 

on donne ensuite, les nombres  

(5.21) 

a v e e  

(5.22) 

On pose : 

(5.23) 

et 

(5.24) 

On d6signe alors par  

g~--> gs dans ~1 (L2; L ~) pour  la norme;  

cr e (0, 1), ~ > 0 ,  

~ - + ~ s  si k - + ~ .  

R~ = tA o g~ A o 

K ~ = ~ K ~  | R~. 

(5.25) Qk = distr ibution de Green de 1 | A k + K k* . 

Sous les hypotheses  ci-dessus, on montre  que (SA 2) et (SA 3), p. 109, ont  lieu, 

d o n c :  Qk tend vers ~ dans l'espace ~+  (t, C (Q'; V)). 

§  § ~. ( - 1 ) r  Dr (hr Dr) 
t, irl<m 

off l 'on suppose : 

- -  les gp.q E L  ~ (f2), avee (5.17), 

- -  les ar.s E L ~ (f2) queleonques, 

- -  la fonction gl est dans L ~176 (~), avec gl (x) _~ c 1 > 0 presque par tou t  dans ~ ,  

- -  les fonctions hr sont dans L ~ (~), h~ (x) _> 0 presque par tout .  De la proposi- 

t ion 5.3 et du th6or~me 5.2 r6sultent que, sous lea conditions ci-dessus, A est un 

isomorphisme de ~+ (t, OL,)m sur 0+' (t, ~L~).'m 

Stabilit6 

On donne une suite de formes ((u, v)) k sur V fixe, ((u, v)) ~ d~finissant A k, avec 

(SA 1), p. 108. On suppose que l 'on donne :  

(5A9) g~ E I: (L2; L~), g~ _> 0, g~ s tr ic tement  positif, 
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I ~ E M A R Q U E  5 . 2 .  

Le thgor~mes 5.1 et  5.2 sont en g6n4ral faux  si certains des ~ sont  > 1 .  

Donnons  un eontre-exemple.  

On prend  ~ = R  n, n >  1 quelconque, D = -  (1 + i ) A ,  A = L a p l a c i e n ,  A 0 =  1, Q = 0 .  

On a :  E = L 2 = E  ', N = E 2 , .  Montrons  que - ( I + i ) ( I | 1 7 4  n'est pas un 
isomorphisme de ~+ (t, N) sur ~ +  (t, L2), pour ~ > 1. Pour  simplifier on prend ~ = 2 .  

Soit a une fonct ion donn~e dans  L2; eherehons u dans ~ +  (t, E~,) solution de 

a s 
(5.26) - ( l + i ) A u +  ~ u = 5 |  

Effec tuons  une t r ans fo rmat ion  de Fourier  en x, y = v a r i a b l e  duale ;  soit ~ la t rans-  

fo rmat ion  de Four ie r ;  c 'es t  un i somorphisme de L~, sur  L 2 et  de 8~= sur :H2=espaee  

des fonct ions eL~  qui sont encore dans  L ~  apr~s mul t ip l ica t ion pur  lYP- Soit 

v=:~u 616ment de ~ +  (t, ~ y ) ;  (5.26) 6quivaut  g :  

d ~ 
(5.27) 4n2 (1 + i ) l y ] 2 v + ~ v = ~ G A ,  A = 9: (a). 

R6solvons (5.27) dans  ~ (t, O'y) = s (~_  (t); O'y) : 

1) il y a dans cet espace une so lu t ion :  

0 si t < 0  

A (y) sin (2 7~ (1 + i) '/: I Y I t) s i t  > 0 (5.28) v (t) = y -+ v (y, t) = 2 ~t I Y I (1 + i) 'L" 
4 

presque pa r tou t  en y, (1 + i) '/' = V2 exp (i 7~/8). 

2) Cette solution est  unique.  
d ~ 

Cherchons en effet les solutions dans  ~'+ (t, ~'~) de l yl~v+ ~ v = o ( o n  suppr ime  

t 
le fac teur  47 t2 (1+ i ) ) .  Soit e dans  O(t) ,  v q = v - ~  est  alors dans  O + ( t , ~ ) ,  solution 

d 2 
d e ] y  ]2 ve ( t )+d- f i  % ( t )=0 ,  et  comme ve est  nulle pour  t assez pet i t ,  on a : %  ( t0)=0,  

d 
~/~ vq (to)= 0 pour  t o convenable,  done, pa r  Schwartz  [9], p. 26, on a % = 0 ,  done 

v=O, c. q. f. d. 

Done si (5.27) adme t  une solution elle est  donn~e par  (5.28). On aura  done 

dgmontr6  le contre-exemple  si l 'on  mon t re  que v d~finie par  (5.28), n ' e s t  pas  dans  

~ (t,:H2). Soit done ~v dans  ~_~(t) .  On a :  

c 

1 I " v ( q ) =  (( y-> A (Y)2~rlyl(l  +i),/, ' q~(t) sin (2 (l + )  lylt)dt ,) 
0 
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et, y --> sin (2 ~ (1 + i) '/~ I y It) dtant  s croissance exponentielle en I Y [, eette fonct ion 

n 'es t  pas en gdndral dans ~4~, e. q. f. d. 

6. Applications (II) : Probl~mes mixtes auto-adjoints 

On donne l 'opdrateur  A = D  + P comme au N ~ 5, mais on le suppose cette lois 

ddfini par  une forme ((u, v)) hermitienne.  On suppose que (A 1) a lieu. l~dsumons 

ces hypotheses  d a n s :  

(6.1) 
la forme ((u, v)) est hermitienne,  e t  il existe a o tel que 

((u, u ) ) + a o ( A o u ,  Aou)L~ >_ c~[[ull~(ez>O ) pour  tou t  u e  V. 

On donne ensuite : 

R j = t A o g j A o  comme dans (5.6), avee (5.4) et (5.5) (cf. p. 111), et l 'on p rend  : 

(6.2) K ~ ~ K~j | Rj ,  
1=1 

off : 

(6.3) 0 _< a~. _< 2, ~1 > 0. 

On a la 

P R O P O S I T I O N  6.I.  On donne A = D + P ,  dd/ini par ((u, v)) avee (6.1), et K ayes 

(6.2) et (6.3). Alora (A2) et (A3)  (p. 106 et 107) ont lieu. 

~D]~MO~ STRATI 0~. 

On a : I~ (p) = ~ p~S Rj ,  donc (A 2) a lieu. I1 reste ~ mont re r  (A 3). 
]=1 

cette lois : 

((U, V))l.a. = ((U, V ) ) §  0 0 ( ~ 1 A o u ,  Ao v)L, 

On prend 

avec a 0 assez g rand  pour  avoir  ainsi un  produi t  scalaire hilbertien de norme corres- 

pondan te  dquivalente ~ Ilu IIv. On a :  (gj A 0 u, A 0 v ) z , =  ((Hiu,  v)),.~0, ce qui ddfinit 

Hj opdrateur  hermit ien positif de C (V; V), pour  la s t ructure  ((u, v)h,,~ on a alors : 

# 
X (p, (~0) = 1 + (p~ -- 00) H I § ~ p~i 1-I] 

2 

et (A 3) rdsulte du lemme 4.6, w 1, p. 94. 

I1 en rdsulte que tous les thdorbmes du N ~ 2 sont valables et n o t a m m e n t  : 

T H ~ o R ~ M E 6.1. Sous lea hypotheses de la proposition 6. l ,  l'opdrateur 1 | (D + P)  + K* 

eat un isomorphisme de 0'+ (t, N)  aur ~'+ (t, Q'). 
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REMARQUE 6.1. 

Supposons que l 'on  air, outre  les hypotheses prgc6dentes, 

(6.4) /~ (p) = / ~  ( - p). 

Exemple  : K = ~" | R 1 . 

Alors X (p, % ) = X ( - p ,  a0), donc X (p, %) est inversible pour  ~ < - ~ 0 ,  et avec 

les mSmes majora t ions  pour  l ' inverse.  On peut  donc ddfinir deux fonct ions p--> G (p), 

holomorphes respect ivement  dans  ~ > ~0 et ~ < - ~ : 0 ,  h valeurs  dans  C (Q'; N). La 

1 re est t ransformde de Laplace de la d i s t r ibu t ion  ~ ,  41dment de ~'+ (t, ~ (Q'; N)), 

consid~rge jusqu ' ic i ,  la 2 ~ est t ransform~e de Laplace d ' une  d is t r ibut ion  ~_,  ~lSment 

de 0 ' -  ( t , I ~ ( Q ' ; N ) )  (~), nul le  pour  t > 0 .  On a donc le : 

T H ]~ O ~ fi ~ E 6.2. Sous les hypotheses du thdor~me 6.1 avec en outre : I~ (p) = I~ ( - p), 

l'opdrateur 1 | (D + P) + K* est un isomorphisme de 0'+ (t, N) (resp. de 0 ' -  (t, N)) sur 

~'+ (t, Q') (resp. sur 0 ' -  (t, Q')). 

E X E M P L E  6.1. (Analogue ~ l 'exemple 5.1, p. 112.) 

On consid~re l 'op6rateur  

- -  g~j--~j~ pour  tou t  i, j, et 

- -  gl (x)>_ c 1 > 0  presque pa r tou t  dans  g~, g~ (x)>_ 0 presque par tout .  

Dans  ces condit ions,  A est un isomorphisme de ~'+ (t, N)  sur ~'+ (t, L 2) (ou de 

~'+ (t, ~)IL, ) sur ~'+ (t, ,1 O.)). 

E X E M P L E  6.2. 

On consid~re l 'opdrateur  

A = ( - 1 )  ~ ~ D'(g~,qDq)+( 1)" ~ D ~ ( a p q D q ) + ~ g ~ + ~ t g , ~  
IPl,  l q l  = m  l~ l ,  lql ~ '  

oh l 'on  suppose :  

- -  les fonct ions g~ et g2 sont  comme dans  l 'exemple 6.1, 

(1) Si E est un espace vectoriel topologique, on a : (t, E) = ~ (~+ (t) ; E) = espace des dis- 
tributions en t s valeurs dans E, de support en t limit~ s droite, off ~ +  (t)= espace des fonctions 
ind~finiment diff~rentiables en t, de support limit~ h gauche, muni de la topologie de Schwartz. 
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- -  on prend Q = ~ ;  pour espace V l'espace des u EEL%(~2), en supposant que 

est un ouvert m-r~gulier, et u ~tant en outre dans ~ (cf. Chap. I, 2 N ~ 5, p. 72), 

- -  la forme : 

(u, v)~ = ~ (g~q D" u, D" V)L~ + ~ (apq D ~ u, D ~ V)L, 
P , q  

est hermitienne, et on a (A 1). 

Duns ces conditions A est un isomorphisme de ~+ (t, N) sur ~'+ (t, ~LO.'~ 

EXEMI~LE 6.3. 

Si ~dans les deux exemples precedents, g2 = 0, on peut remplacer ~ par ~'_ (Th~o- 

r~me 6.2). 

REMARQUE 6 . 2 .  

Prenons Q= L ~, et D + P comme au thgor~me 6.1. Oil montre alors par la m~me 

m~thode que pr~cgdemment que 

l |  t + c )  | 

oiz a > O, b et c constantes rdelles, est un isomorphisme de O+ (t, N) sur 0'+ (t, L2). 

I%EMAI~qU~ 6.3. 

On remplace les hypotheses gj>_0, g l>0 ,  faites jusqu'ici p a r :  

(6.5) g~>_o, ~ gj>o, 
j = t  

et les hypothbses ~j. E [0,2], ~I > 0, par 

(6.6) Cj E)0,2)  pour tout  j =  1 . . . . .  /z. 

On a alors le 

TEt~OI~ME 6.3. On donne A = D  ~P  dd]ini par ((u, v)) avec (6.1), et K par (6.2) 

avec (6.5) et (6.6). Alors l'opdrateur 1 | (D + P ) +  K* est un isomorphisme de ~+ (t, N) sur 

0'+ (t, Q'). 

D ] ~ M o  N S T R A T I O I ~ .  

On prend cette lois : 
p 

((u, v)h,~o = ((u, v)) + ~o ~ (~jAou, Aov).. 
] - 1  

Ceci dgfinit bieu, si (A I) et (6.5) oilt lieu, un produit scalaire hilbertien de norme 
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correspondante 6quivalente ~ [[ullv en choisissant go assez grand. Si l'on pose:  

(ffjAou, Aov)L~=((Hju, v))l,,~., on a alors : 

X (p, go) = t + ~ (p si - g,,) Us 
j = l  

et (A 3) a lieu, grgce au lemme 4.4, p. 93. 

EXEMrLE 6.4. 

On donne dans R n un ouvert ~ du type ~ = ~ 1  U ~s ,  ~1 et ~s 6tant sans 

points commun, leurs fronti6res ayant  en commun un morceau Z, (< r6gulier ,  (cf. 

Chap. I, w 2, p. 55). On donne dans ~ l 'opdrateur 

D = -  Z - - / g ~ J u x  ' 

oh gij=~jt pour tout  i , j = l ,  . . . , n ,  ELCr avee 

Z g~j (x) $t ~j -> a I $ I s, ~ e C, presque partout  dans ~.  

La donn6e de g~j 6quivaut ~ la donn6e de g~J. 1 E L~(~I) ,  et de g~J.s~L~ (~s), done, 

avee des notations 6videntes, la donn6e de D 6quivaut ~ la donn6e de D~ dans ~ ,  

Ds dans ~ ,  /)1 et D~ 6tant 611iptiques et auto-adjoints. On prend pour espaee Q 

l'espaee L ~(~) et pour espace V l'espace V~, p. 55. Toute fonction ] e L  ~(~) est 

du type : / =  (/1,/~),/~ e L s (~2~); on consid6re les op6rateurs g~ et g~, ~ s (L~; L ~) sui- 

van t s :  g~ ( / )~ (h ,0 ) ,  et g~.(/)=(0,]~). On a done g~§  donc (6.5) a lieu. I1 

en r6sulte, par le th6or6me 6.3 que D + ~ g ~  + ~ g s  est un isomorphisme de D+ (t, N) 

sur D ~ ( t , L  s) ou encore : on donne T ~ e D + ( t , L  s ( ~ ) ) ,  T~e~)+( t ,L  s ( ~ ) ) ;  il existe 

une distribution u =  (u~, us), ~ +  (t, N), et une seule telle que :  

3 ~ 
D~u l + ~ u ~ = T ~ ,  D su z §  s. 

L'interpr6tation de l'espace N e s t  donn6e p. 60. Ce thdor~me rdsout un probl~me 

mixte avec conditions aux limites de transmission. 

Cas du probl&me D i r i c h l e t  

Les hypoth6ses sur l 'op6rateur A = D + P sont les mSmes que pr6c6demment, mais 

avee V = D ( A ) ( = Q ) .  On peut alors prendre K eomme ~t la page 113, avec en outre 

0 _ < ~ j ~ 2  (au lieu de (5.14)); on a alors un th6or~me d'isomorphisme analogue au 

th6or6me 5.2, p. 114). 
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R]~IARQUE 6.4. 

On a des r6sultats de stabilit6 analogues h ceux de la page 115. 

7. Applications (III): Syst~mes diff6rentiels 

On adopte les notations du chap. I, w 1, N ~ 13, ct pour simplifier on consid~re 

seulement le cas de l'exemple 13.1, p. 49. On  donne done A 0 isomorphisme de L2(~) 

sur lui-m6me et A t E E ( ~ ;  L 2) et Es Z)'), puis les op6rateurs g,j avec g~jE 

s ((L~) z; (L2)Z), et 

(7.1) D = ~tA ,  g~iAj. 
t , i  

On donne 6galement V, sous-espace vectoriel ferm6 de (~ (A)) z et 

(7.2) P E I~ (V; (L2)Z). 

On suppose que D+ P est dd/ini par la /orme ((u, v)) sur V, qui est suppos6e avoir 

les propri6t6s : 

((u, v)) est hermitienne et il existe a0 tel que 
(7.3) / ((u, @+~ol lJou l lh f ,~aI Iu l l% pour tout uE V. 

(le 2 ~ point g6n6ralise de fa~on 6vidente (A 1), p. 105). 

On donne maintenant la distribution: 

(7.4) 

du type suivant : 

(7.5) 

off 

(7.6) 

a v e c  : 

(7.7) 

K E Z)+ (t, E (V; (L*)Z)), 

K = ~. Kaj| 

R=tAogjAo 

gj E s ((L2)X; (L~)Z), op6rateur hermitien positif, 
/* 

j =  l, ..., /~, et ~.gs>O. 
]ffil 

On suppose enfin que les hombres ~9 sont dans )0.2 }. 

On a alors le 

T ~ O R ~ M ~  7.1. Sous les hypotMses (7.3), (7.5), (7.6) et (7.7), l'opdrateur 

I |  P)+ K* 

est un isomorphisme de l)'+ (t, IV) sur ~+ (t, (L2)Z). 
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D~MONSTRATION. 

Pour u, v E V, on prend (en choisissant (~0 assez grand) : 

p 
((U, V))l,a. =( (U,  V)) + (T 0 ~ (gjAou, Aov)v. 

1=1 

On a alors les formules : (gjAou , Aov)=((Hju , v))La., qui d6finissent les op6rateurs Hj 

hermitiens dans s  V) pour la structure ((u, v)h.oo, et par cons6quent : 

x (p, 00) = 1 + Z (p~J- 0~ Hj 
1=1 

d'ofi le th6or~me, par  application du lemme 4.4, p. 93. 

Le th6or~me 7.1 r6sout des probl6mes aux limites de type  mixte pour des sys- 

t~mes di/[drentiels. On a bien entendu un th6or6me anMogue all th6or~me 5.1, dans 

le cas off la forme ((u, v)) n 'est  pas hermitienne (cas non auto-adjoint). 

8. Applications ( IV):  Equation des t616graphistes g6n~ralis~e 

On donne l 'op6rateur A, d6fini par  la forme ((u, v)), que l 'on suppose hermi- 

t ienne; on donne A0, et des ot~rateur  gl, g2, g3, E/:(L2; L~). On suppose : 

(A 1 ) a  lieu, donc ((u,u))+(rollAoull~,>_a[luH~ 
(8.1) 

pour tout  uE V, a > 0 ,  

gl est strictement positif, g2 et ga sont des 

~ opdrateurs hermitiens quelconques. 
(8.2) 

On pose : 

(8.3) 

et on consid~re : 

(8.4) 

Rj=tAogsAo, j = 1 , 2 , 3 ,  

K =  6"|  1 + 3'|  2 + O| 3. 

PROPOSITION 8.1. Sous lee hypotheses (8.1), (8.2), les hypoth~see (A 2) et (A 3), 

p. 106 et 107, ont lieu, relativement ~ l'opdrateur 1 @ A + K * .  

D~MONSTRATION. 

On pose : 

((U, V))I.a. = ((U, V)) + ao(glAou, A0V)L,, O 0 assez grand. 

On a :  I~(p)=p2Rl+pR2+R3, donc (A 2) a lieu. Reste ~ v6rifier (A 3). 
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O r  : 

(gsAou, AoV)L,=((Hju,  v )h . .  ., ? ' = 1 , 2 , 3 ,  
de sorte que 

X (p, a0) = 1 + (p2 _ a0 ) / /1 + P / /3  + Ha,  

off Hj est un opdrateur  hermit ien dans E ( V ;  V), pour  la s t ructure  ((u, V))l,.o, H I - - ~ 0 ;  

en outre  : 
r ~ * 2 a0 ]((Hj u, u))l, ~o I= ](g2 Ao u, A o u)L, I - ce I] Ao u IlL, ~ cz ((//1 u, u))z, 

car el est s t r ic tement  positif;  majora t ion  analogue pour  ((Hau, u))l,,,; on est dans 

les conditions &applicat ion du lemme 4.6, p. 94, &off (A 3) et  la proposition. 

Comme cons6quence : 

Tn~ORi~ME 8.1. Sous les hypotheses (8.1) et (8.2), l'opdrateur I |  est un 

isomorphisme de 0'+ (t, N)  sur l)'+ (t, L2). 

EXEMPLE 8.1. 

On eonsid~re l 'opdrateur 

DP g~q Dq) + gx ~ + g2 ~t + ga A = ( - 1 )  ~ t~l, I ~ l = ~  

off l 'on suppose :  

- -  (u, v). = Z (g~q D q u, D" V)L, = (V, u)g, (U, u)g >_ a II u I[~ l 'ouver t  ~ ~tant m-r~gulier, 

- -  .ql (X)__~ C 1 ~> 0 ,  presque pa r tou t  dans ~ ,  g2 et  ga E L ~ (~) ~ valeurs rdelles. 

Dans ces conditions, A est un isomorphisme de O~ (t, N) sur O~ (t, L 2) (ou de 

~+  (t, ]0L,)m sur ~0+ (t, PL')'m (Z)). 

9. Applications (V) 

On donne A d~fini par  ((u, v)) sur V, c ~ (A), (A 0 dtant  donn~), et  on suppose : 

la forme ((u, v)) est hermit ienne,  e t  ((u, u))_>aHu][~ pour  tou t  u E V 
(9.1) / (au t rement  di t  la forme ((u, v)) est  hermi t ienne  et  elliptique sur V). 

On donne ~galement : 

(9.2) g E s (L 2 ; L2), op~rateur hermit ien  quelconque. 

On pose : 

(9.3. R = t A o g A o  

et  

(z) L ' h y p o t h ~ s e  , ~ e s t  m - r ~ g u l i e r  , e s t  a l o r s  i n u t i l e .  
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(9.4) A : I |  i ~ t |  

On a la 

PROPOSITION 9.1. Relativement ~ A, dd/ini par (9.4), avec (9.1), (9.2), (9.3), 

les hypotheses (A 2) et (A 3), p. 106 et 107 ont lieu. 

L'op6rateur 

jor6 par  

D~MONSTRATION. 

On a : K ( p ) = i p R ,  donc (A 2) a lieu. On prend ici : ((u, v)h.~o=((u, v)) , ind6- 

pendant  de ~r 0. Si : (gAou , Aov)L~=((Hu , v)), ce qui d~finit H hermitien dans I : (V;  V), 

on a :  
X(p,  a o ) = X ( p ) = l  + i p H .  

X(p)  est inversible pour ~ > 0  (reap. pour ~ < 0 )  et son inverse est ma- 

[IX-l(p)[[~:(v;v) _<1 + I ~ '  ~:>0 ou ~ < 0 .  

On a donc d6montr6 la proposition. I1 en r6sulte le 

TH~OR]~ME 9.1. Soua les hypotheses de la proposition 9.1, l'opdrateur A eat un 

isomorphisme de ~+ (t, N) (reap. de ~'_ (t, 1V)) aur ~+ (t, Q') (reap. aur ~'_ (t, Q')). 

REMA~QUE 9.1. 

Le th6or~me 9.1 est g6n6ralement faux si l 'on remplace ~ par ~ dans A. 

10. Applications (VI) 

On donne l 'op6rateur A S= tA A (chap. I ,  w 2, N ~ 6), et on consid~re l 'op6rateur 

(10.1) A = I | 1 7 4  | ~ 1 , ~ e ) 0 , 2 } .  

Les probl~mes mixtes attach6s ~ des op6rateurs de ce genre sont en g6n6ral, 

comme on verra dans un article prochain, des probl~mes mixtes avec conditions aux 

limites d6pendant du temps. Voici toutefois un exemple qui entre dans le cadre de 

la th6orie actuelle. 

L'espace ~(A)  est l 'espace des u E L  ~ tels que A u e L  ~. 

L'espace V e s t  le suivant : on donne W, sous-espace vectoriel ferm6 de ~ 1  (~);  

on suppose d6fini un op6rateur fronti~re : u - ~ y u  de W dans F ( = L  ~ (F)); on donne 

B, ol~rateur  hermitien positif dans s (F; F) ;  pour u, v dans ~ , ,  on pose 
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Alors V est l 'espace des u E W, tels que A u E L 2, et qui vdrifient : 

( - - A u ,  w)L2=(U,W)z+(Byu,  Fw)F pour tou t  w e W .  

On ddfinit ainsi un  sous-espace vectoriel ]ermd de E(A) ,  par  la prop. 6.1, p. 80. 

L 'espace N e s t  alors le suivant  : e 'est l 'espace des u E V tels que Aeu E L 2 et 

(A2u, V)L,=(AU, Av)L~ pour  tou t  v e  V. 

Ceci pos6, on a l a :  

PROPOSITION 10.1. L'espace N dtant dd/ini comme ci-dessus, les hypotheses 

(A 2) et (A 3), p. 106 et 107), relativement ~ l'opdrateur A, dd/ini par (10.1), ont lieu. 

D ~ M O N S T R A T I O I ~ .  

On a :  K ( p ) ~ - p ~ ' A + p ~ ' ,  done (A 2) a lieu. On p o s e :  

((u, v))l. oo= (Au,  A v)L~ § (~o (u, V)L,, a 0 > 0 quelconque. 

Ceci d~finit sur V un produi t  scalaire hilbertien de norme correspondante  ~quivalente 

Ilullv. On 

(/~ (p) u, v ) .  - o0 (u, v ) .  = p~' ((u, v)h + (B r u, ~ v)~ + (p~-" - ~0) (u, v ) . .  

On int rodui t  alors les opgrateurs H~ et H 2 ddfinis p a r :  

(u, v)l 4- (B }, u, r v)~ = ((H 1 u, v))l. ,0 
et 

(u, v ) ~ =  ((H~u, v)h, oo; 

les opdrateurs H 1 et H 2 sont hermitiens positifs. On a :  

X (p, a0) = 1 + p~' H,  + (p~ - a0) H 2 

done (A 3) a lieu par  applicat ion du lemme 4.3, p. 93, d ' oh  la proposition. 0 n  en 

d~duit le 

T * ~ O R ~ M n  10.1. Sous les hypotheses de la proposition 10.1, l'opdrateur A,  dd/ini 

par (10.1) est un isomorphisme de ~'+ (t, N) sur 0'+ (t, Le). 

11. Sur une  hypoth~se  de M. Hadamard 

Ce N o g6ndralise et pr6cise les considdrations faites dans H a d a m a r d  [1], p. 484, 485. 

Du  lemme 4.1, p. 90, r~sulte le 
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LEMME 11.1. Soit oo~L(~o) une application continue d'un espace topologique 

X (co E X)  dans ~)'+ (t, E (N; Q')). On suppose que pour tout co e X il exist| ~ (r dld- 

ment de ~)+ (t, C (Q'; N)), avec : 

(11.1) L(co) ~e ~ (co)=~ | 1, 1 e s  Q'), 

et 

(11.2) ~ (o)) ~+ L(eo) = c3 | 1, 1 E s  N). 

Si ~ (~o) demeure dans un ensemble bornd de ~+ (t, F~ (Q' ; N)) lorsque ~o parcourt un 
t .  compact queleonque de X ,  l'application w --> ~ (co) est continue de X dans ~) + (t, 1: (Q ,N)). 

Application 

On donne A ddfini par la forme ((u, v)) sur V, et on suppose: 

(Ha 1) la form| ((u, v)) | elliptique sur V. 

I1 en rdsulte (Thdor~me 2.1, p. 26) que A est un isomorphism| de N sur Q'; 

soit G son inverse, opdrateur de Green de la form| ((u, v)); G E s  N). 

On donne ensuite K, dl6ment de O~(t ,s  Q')), et on pose: 

(11.3) L ( w ) = ~ Q A §  eo>_l. 
O) 

On suppose que 

Pour tout co >_ 1, il exist| ~ (co) (distribution de Green) avec (11.1) et 

(Ha 2) (11.2), et ~ (co) demeure dans un ensemble bornd de ~)~ (t, I~ (Q' ; N)) 

pour co >_ 1. 

On a alors le 

TH~ORb.ME 11.1. Sous les hypotheses (Ha 1) et (Ha 2), lorsque oj->o~, la distri- 

bution de Green ~ (w) de L(co) tend dans 0'+ (t, ~ (Q'; N)) vers ~| G dtant l'opdrateur 

de Green de A. 

D~MONSTRATION. 

Si eo-->c~,L(o)) tend vers ~| et il est immddiat de voir que: 

(~ |174174  l e s  
et 

(~|174 l f i E ( N ; N )  
done 

d'ofi le thdor~me. 



P R O B L ~ M E S  AUK LIMITES ]~N T H E O R I E  DES D I S T R I B U T I O N S  127 

EXE~PLE 11.1. 

On donne 

avee (Ha 1), et 

off 

a v e o  : 

gj E s (L ~; L2), 

A = D + M , D =  ~ tA~gtjAr 
i , / = l  

t t  

K = Z Kw| 
i=1 

Rt=tAogjAo, 

j = l ,  . . . , /~,gi_>0, g l > 0  (cf. p. 1 1 1 ) e t  % E ( 0 , 1 ) , , q > 0 .  

1 tAo~] [g/~ Ao, comme gJ Alors 1-- K= ZKr174 Rj et Re~co= et - a l e s  m6mes pro- 
O) (D 

pri6t6s que gj, il r6sulte du Th6orbme 5.1, p. 111, qu'il existe O(w) avec (11.1) et 

(11.2). 

Montrons que l 'on a (Ha 2), i.e. que les ~ (co) demeurent dans un ensemble 

born6 de D+ (t, s (Q'; N)) lorsque co > 1. 

Les distributions ~ (co) sont nulles pour t < 0. On aura donc d6montr6 davan- 

tage que (Ha 2) si l 'on montre que les ~ (co) demeurent dans un ensemble born6 de 

' t St~ s  N)). Pour cela, on va majorer les transform6es de Laplace G,~(p) des 

0 (co), dans l'espace E (Q'; N). 

On prend ic i :  ((u, V))l.,, = ((u, v))l, puisque par (Ha 1), la forme ((u, v)) est 

elliptique. 

En se confol~aant aux notations du 57 ~ 5, p. 111, on a :  H ( % ) = H  d6fini p a r :  

((u, v))2=((Hu, v))I, Hj d6fini par (gjAou , Aov)z.,=((Hju , V))I,  et, avee des notations 

6videntes, on a alors : 

x,o (p, ao) = x ~  (p) = 1 + i H + Y p~ Hi~co 
i=1  

e~ 

d'oh l 'on d6duit : 

polynome ind6pendant de k, 

applicable. 

G,~(p)=X,,(p)-lJ, ~ > ~ o = 0 .  

Du lemme 4.5, 13. 93, r6sulte : 

II x =  ~ (v)I1~<~:~,-< 1, 

II Go, (p)I]c (Q,:~) < pol (1 P D, 

d'oh aussitSt le r6sultat. Le th6or6me 11.1 est donc 
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On 6tablira par la m6me mgthode des r~sultats analogues pour les exemples des 

N ~ 6 ~ 10. 

12. Un r6sultat g6n6ral d'inversibilit6 

Soit A une distribution dans DE(t, s  Q')). On d6signe par A* l'op6rateur : 

T-+.-4-)eT de 9~(t ,~/ )  dans 9'+(t,Q'). On suppose qu'il existe un sous-espaee 

vectoriel ferm6 N de :H tel qu'il existe ~ dans 9~ (t, s (E'; N)) avec 

(12.1) A~- 0 = ~ |  1 e s  Q') 

et 

(12.2) ~ ~ - A = ~ |  1 E s  N) 

et enfin 

(12.3) ~ est nulle pour t < 0 .  

Des exemples d'une telle situation sont donn6s par les r~sultats des N ~ 2 ~ 10. 

On donne maintenant une distribution L dans 9+ (t, s Q ' ) )e t  on d~signe 

par L* l'op6rateur 

T-+L-~ T de 9~ (t, W) dans 9~ (t, Q'). 

Ceci posg on va montrer le 

TH~OR~ME 12.1. Sous les hypotheses (12.1), (12.2), (12.3), et si L est nulle pour 

t <a, a > 0 ,  l'opdrateur A* + L* est un isomorphisme de O'+ (t, N) sur 9+ (t, Q'). 

D ] ~ M O N S T R A T I O N .  

Cherchons un inverse s droite R et un inverse ~ gauche S de A + L, done R, S 

616ments de 9+ (t, s  N)), avec 

(12.4) 

et 

(12.5) 

( A +  L)-)e R=(~| l e s  Q') 

Si l'on pose: 

S ~  ( A + L ) = 5 |  1 E s  N). 

Composons s gauche les deux membres de (12.4) par ~. 

(12.6) O ~ L : X ,  EO'+(t, s  N)) 

o n  a 

(12.7) ((~| + X) ~ R = O- 
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Or X es~ nulle pour t < a ,  donc X * k = X - ~ X ~ . . . ~ - X  (k facteurs) es~ nulte pour 

t </ca, et comme a > 0, /ca-+ + oo avec /c, ce qui assure ]a convergence dans 

~ (t, C(2V; 2V)) 

X =  ~ ( - -2 )kX *k (X*~174 
k=l) 

de la s~rie 

(12.8) 

O n  a :  

(12.9) (~| 2 + X) -'x- 2~ = r174 

Alors (22.7) donne:  

X ~  (8| + X)=~| 

(12.10) R=X~e 6. 

Si maintenant l 'on compose les deux membres de (12.5) par ~ ~ droite, en posant 

L ~ q = Y ,  Y e D ~ ( t ,  C(Q';  Q')), (12.11) 

o n  a :  

(12.12) S ~  ((~| + Y)=~. 

Mais Y es?5 nulle pour t <a ,  ce qui assure la convergence dans ~)+ (t, s (Q'; Q')) de 

la s~rie : 

(12.13) 

d'ofi 

(12.14) S =  ~ ~ Y. 

Comme X*k-x - ~ = ~ * y ,k  on a R = S. 

On a donc le th6orbme, avec en outre 

A + L, une lois connu l'inverse de A. 

~z= ~ (_2)ky*k, 
k=0 

un proc~dfi de calcul de l'inverse de 

R~MARQUE 22.2. 

Soit ~ ( L ) ( = R = S )  l'inverse de A + L .  C'est la distribution de Green de .,4+L. 
Cette distribution ne peut en g6n~ral ~tre calcul~e par transformation de Laplace 

en t, puisque L peut  ~tre ~ croissance quelconque en t. Pour inverser A + L  seul 

intervient le comportement de L (nulle pour t < 0) au voisinage de t = 0 .  

EXEMPLE 12.1. 

On prend : L= ~ r174 off : 

9 -  553810. Acta Mathematica. 94. Iraprim6 le 29 octobre 1955. 
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- -  6 ~* (%)=  d4riv4e d 'ordre n, de la distribution en t, masse + 1 au point a~, 

avec %>_a>0 pour tout  i, a , - + +  oo, 

- -  C~=414ment quelconque de C(~/; Q'). 

13. Probl~mes mixtes (r explosifs ~ 

On adopte les m~mes notations qu'au N ~ 12 : A est donn4e dans D~ (t, s (~/; E')),  

nulle pour t < 0, et il existe N tel que 

A ~ = 5 |  1 6 E ( E ' ;  E ' )  
(13.1) ( ~ e A = 6 |  1 E C ( N ; N ) ,  

la distribution de Green ~ 4rant nulle pour t < 0. 

Soit a un nombre positif donn4, L un espace de Banach. On d4signe par  

(13.2) 0~. (t < a, L ) =  l~ (9_  ( t < a ) ;  L)) 

l 'espace des distributions T en t clans l'ouvert t < a, nulles pour t < b (T) (quantit4 

finie d4pendant de T) ~ valeurs dans L;  9 - ( t  < a) d4signe l 'espace des fonctions in- 

ddfiniment diff4rentiables dans t < a, nulles au voisinage de a, muni de la topologie 

de Schwartz usuelle. 

Si T e s t  donn4e dans 9 +  (t, L), elle d4finit par  restriction un 414ment not~ Ta 

de 9+  (t < a, L). Mais r4ciproquement, une distribution T de ~+  (t < a, L) n 'est  pas 

en g4ndral la restriction ~ t < a, d 'une distribution d4finie sur l 'axe entier. Toutefois, 

si :r est donnde dans 9 -  (t < a), et T dans 9 +  (t < a, L), ~ T se prolonge ~ r axe  entier, 

en une distribution not4e (cr d4finie pour ~ 6 9 - ( t ) ,  par  (0: T ) ~  (~ )=  T(~cq~). 

Soit maintenant  T dans 9 + ( t < a ,  Q'), et ~ dans 9 _ ( t < a ) .  La fonction : 

est dans 9 _ ( t , i ~ ( Q ' ;  N)), et elle est nulle pour t>_ar si ~ est nulle pour t>_%, ce 

qui a lieu avec a r  On peut  done trouver 0 ~ 6 9 _ ( t < a ) ,  cr au voisinage du 

support  en t de /, et r o n  peut  poser : 

<T,/> ---- <(~ T) ~,/> 

|e 2 ~me membre ayant  un sens et d6finissant un 414ment de N (cf. Schwartz [6]). On 

a donc ddfini une application ~--><T,/> lin4aire continue de 9 _ ( t < a )  dans N, donc 

une distribution de 9 ~  (t < a, N), not4e ~$ T;  on a la formule : 

< ~  T, ~> = <T~, <08, q9 (t + s)>>. 
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L'application T-->6aT est continue de ~ + ( t  < a, Q') dans D+(t  < a, N) ;  on la 

note : 6* 'a .  

Soit maintenant  ctk une suite de fonctions de ~ _  ($ <a) ,  ak 6rant d6finie avec 

les conditions : 

~ k = l  si t < a - 1 / k ,  :r si t > a - 1 / 2 1 c .  

I1 r~sulte de la d5finition de 65 T que : 

(13.3) 6 ~ T = l i m ( 6 ~ ( ~ T ) ~ ) a  dans O'+ (t < a, N), 
k-~or 

et que si T est dans O'+(t, Q'), on a :  

(13.4) 6~ (Ta) = (6 -)+ T)a. 

On en d6duit (pour u EO_ (t<a, N), ~ $ u  est d~fini par  le m5me procdd6 que ci- 

dessus) : 

(13.5) A~ 6~ T = T pour tout  T dans D+ (t < a, Q'). 

En  effet : 
A a 6 ~ T = l i m A $ ( 6 ~ ( ~ T ) ~ ) ~  par  (13.3). 

Mais par  (13.4), avec A, on a :  

A~, (6 * (:ok T ) - ) ~  = (A ~e 6 ~- (cck T)~)= = (cck T)• = :ok T 

(l 'avant derni~re 4galit4 grgce ~ la 1 ~re relation (13.1)), d 'oh le r~sultat. 
t De m~me, pour tout  u dans O+ ( t < a ,  N) on a :  

(13.6) 6~ ,4~ u = u. 

On a donc les re la t ions:  
A*,a.  6 * , a =  1, 

1----application identique de O~ (t<a, Q') dans lui-m~me et 

6 * , ~ . A * , , =  1, 

1 -  app]ication identique de O~ (t < a, N) dans lui-m~me. 

On a en particulier le 

TH]~OR~ME 13.1. SOUS lea hypotheses (13.1), J4 et 6 dtaut nulles pour t < 0 ,  

.4*. a est un isomorphisme de O+ (t < a, 5[) sur O+ (t < a, Q'), a > 0 quelconque. 

Ce th~or~me d'isomorphisme rdsout le 

PROBL~M~ 13.1. Trouver U dans D + ( t < a ,  :~), solution de 

(13.7) ,~$ U =  S 
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(MS U est toujours d6fini de la m4me fagon que ci-dessus), off S est donn6 dans 

O+a (t < a, Q'), avec le8 conditions aux limites : 

(13.8) h -  U E D +  ( t < a ,  N), 

off h est donnde dans D+ ( t<a,  :H). 

D~FINITION 13.1. Le probl6me 13.1 est dit probl@me mixte (~ explosif ~), rela- 

t ivement  ~. l 'espace N. 

I1 r@sulte aussitSt du th6or~me 13.1 que l 'on a l e  

THI~ORI~ME 13.2. Sous les hypotheses du Thdor~me 13.1, le probl~me 13.1 admet 

une solution unique, /ournie par U = h - ~a T, avec T = .,4~ h - S. 

D]~FINITION 13.2. L 'op4rateur  ~*,a est dit opdrateur de Green de l'opdra- 

teur A*' a 

14. Probl~mes mixtes et semi-groupes 

On fait les hypotheses suivantes : 

S G 1) Q = L ~ = Q  ' 

la forme ((u, v)) dtant donnde sur V, il existe a 0 > 0  tel que 

(SG 2) ((u,u)) l + ( r  0[[u]12L~>aHu]l~ pour tout uE V et ~ c N .  

Soit A l'op@rateur d@fini par ((u, v)). Pour u dans N, on pose :  

(14.1) A u =  - A u ,  

et on consid~re A comme op~rateur non continu de domaine de d~finition N, muni 

de la topologie induite par  L 2, h valeurs dans L 2. Le domaine N e s t  dense dans 

L ~ (car N ~ ~ a )  et l'op@rateur A est/ermd c'est-s : si u~ -+u dans L ~, uk e 2V, et A uk-->v 

dans L 2 alors u E N  et x 4 u = v ;  pour cela notons d 'abord qu'il r6sulte de (SG 2), 

que A § 8 est pour 8 assez grand, un isomorphisme de yV sur L2; soit G (s) son in- 

verse; alors ( A + s ) u k  = 8 u k - - A u ~ = / ~ - - + s u - v  dans L 2, donc u~=G(s ) /~  tend vers 

w = G (8) (8 u -  v) dans N ; ndcessairement u = w, d'ofl le r6sultat. 

De fa~on gdn@rale si X et Y sont deux espaces vectoriels topologiques quelconques, 

on ddsigne par l:s (X; Y) l 'espace g (X; Y) muni de la topologie de la convergence 

simple forte. 

Ceci pos@ on a l e  
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T K ~ O R ~ V ,  14.1. Sous les hypotheses (SG 1) et (SG 2), l'opdrateur ..4 dd/ini par 

(14.1) est le gdn&'ateur in/initdsimal d'un semi.groupe : t-->X (t), reprdsentation continue 

de t ~ 0 dans s (L ~ ; L2) et l~s (N ; IV). 

D~MO~STRATIO~. 

Comme on vient de le signaler, ) t - J4  est un isomorphisme de N sur L 2 pour 

assez grand ( ~ = a + i ~ ) ;  soit R(~) son inverse, ~14ment de C(L~;/V)I On majore 

R(2) dans s  ~;L2). Soit pour cela / donnge dans L 2; R ( 2 ) / = u  est la solution 

dans N de (A + ~) u = ~ d'o~t l 'on tire 

((u, u)),+ o11 11 -- (1, u ) .  

d'oh en choisissant (~> (~0 assez g rand :  

allui}~+ (~-  ~o) II ~11~o <- II 111011 Ullo 
d'ofi 

(14.2) IIR(~)II~(,,:L,) < 1 pour a> ao- 
O'-- O" 0 

Ceci montre par application du thgor~me de Hille-Yosida (cf. Hille [1], Yosida [1], 

Philipps [1]) que A est gdn~rateur infinitesimal d 'un semi-groupe t--->X (t) repr6senta- 

tion continue de t_> 0 dans s (L 2 ; L2), une lois cont infment  diff~rentiable de t > 0 

dans C~(N; L ~) (on note en effet que sur l'espace N, la norme IluHo+H,,~ull0 est 

~quivalente s la norme initiale) ; on en d6duit que t --> X (t) est continue de t >_ 0 

dans s (N; N) d'ofi le th~or6me. 

On a la relation, pour /E  N :  

(14.3) ~x(t)l=Ax(t)/, t>o.  

Consid6rons l'application 

~--->fx( t )c f ( t )dt  de D -  dans / : (L2 ;L  2) et s  N). 
0 

Chacune de ces applications est continue, donc dgfinit une distribution X E ~+ (t, C (L 2 ; L~)) 

et eO$(t,s Si / est dans N la distribution u=X-)e(~t(a)| est dans 

~+ (t, N) et v~rifie (consgquence de (14.3)) : 

- ( l |  ~ = ~ ,  (a)| 

donc 
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si ~ est la distribution de Green pour V et B de l | 1 7 4  Donc X = O  

sur O ~ N  donc X = O  dans O+ (t, I: (N ; N)) donc aussi dans O~( t , i : (L  3;L2)), ce 

qui montre que ~: est dans ~0+ (t, I:(L2; N)) et le 

TH~OR]~MV. 14.2. SOUS lea hypotheses (SG 1) et (SG 2) la distribution de Green 

l'opdrateur 1 | A § ~t | 1 relativement ~ V e t  B eat presque partout dgale ~ une de 

reprdsentation continue t --> ~ (t) ( = X (t)) de t >_ 0 dans I:~ (L 2 ; L ~) et dana s (N : N). 

Notons ~galement ceci qui peut 8tre ut i le :  

II q - ,  -< exp 

15. Probl~mes nlixtes fins (I)  

Comme dans le N o prdc~dent, on suppose que 

(F 1) Q = L ~ ( = Q  ') 

I 
on donne A = D + P  (cf. Chap. I, p. 47), ddfini par ((u, v)), sur V, 

(F 2) sous-espaee vectoriel ferm6 de E(A) et il existe a 0 > 0 tel que 

 ))l+.011 ll ._>all ll$ pour tout V, a>0 ,1 ,  

I1 r~sulte de (F 2) que pour a _> a0, D + P + a  est un isomorphisme de N sur L ~. 

On consid~re l'op6rateur 

(15.1) l |  + ~t |  1. 

On salt que e'est un isomorphisme de ~)~(t, N) sur O+( t ,L  2) (Th6or~me 5.1); soit 

la distribution de Green; si donc / est donn6 dans L 2 il existe une solution unique 

dans O~ (t, N) de l'~quation : 

(15.2) (l |  + P ) )u  + ~ u = ~ |  

On va montrer sans utilisation des semi-groupes (ce qui a l 'avantage de permettre, 

comme on va voir, des g~n~ralisations) le :  

TH~ORfiM~. 15.1. Sous les hypotheses (F 1) et (F 2), et si / e s t  dana N, la 

solution dana ~)+ (t, N) de l'dquation (15.2) eat (presque partout) dgale h une /onction 

(1) On pourrait remplacer (F 2) par (SO 2); on a pris (F 2) parce que c'est peut-~tre plus 
commode sous cette forme pour les applications. 
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continue, t ~-~ u (t) de t >_ 0 clans V. Lorsque t --> O, u (t) --> ] dans V et lorsque t --> co, 

exp ( - ~ t) u (t) -+ 0 dans V pour tout ~ >_ (x o . 

D ] ~ M O N S T R A T I O N .  

On d~signe par  Y la fonct ion de Heavis ide en t ( =  1 pour  t > 0 nulle pour  t < 0). 

On int rodui t  la distr ibution 

(15.3) v =  Y| E~+( t ,  iV). 

On pose w = u - v ;  e 'est  un  616ment de ~ +  (t, N) qui v6rifie : 

( I |  P ) ) w +  ~ t w =  Y |  (15.4) 

off 

(15.5) h = - (D + P ) / ,  616ment de L ~ (f2). 

La  solution de (15.4) e s t :  w = O  ~ (Y |  mais, comme Y |  admet  nne t rans-  

form4e de Laplace en t, la 8olution peut  6tre calcul6e par  t ransformat ion  de Laplace ;  

soit alors ~ (p) la t ransform6e de Laplace  de w. Pour  simplifier l '~criture, on pose : 

(15 .6)  

On a done : 

(15.7) 

(p) = g. 

(D + P) g + p g = h/p ,  g e N ,  ~ assez grand,  

d'ofi l 'on d6duit,  en prenant  le produi t  scalaire des deux membres  avec g dans L ~ et 

s6parant  les parties r6elles et imaginaires : 

(15.8) 

(15.9) 

Grace ~ (F 2) on peut  choisir o0 tel que 

((g, g)h + %llgllo~-> colllglll~, 

done (15.8) donne pour  } > o 0 :  

d 'oh  

C o > 0, (1) 

c. Ill g IIl~ + (e - %)II g IIS < I~l  Ilhll. Ilgllo 

I1, On rappelle que Ill~lll~ll~llo~+ll~ll~. 
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(15.10) IIIglll~ ~/~/Ilhllotlgllo, ~>~0 

(c, d6signe toujours une constantc) I1 en r~sulte que: I((g,g))al_<c~l~llhll. llgll0 

1 1 c a 
et (15.9) donne I~lllgll0~_<ea ~ Ilhllollgllo+ ~ Ilhllollgllo donc Ilgll0<_ I~-~p} Ilhllo. 
A l 'aide de (15.10) on en d~duit : 

C4 
(15.11) IIIglllo- < ~ l l h l l 0  

done: la fonetion ~/---> II1~ (~ + ~ ~)II1~ ( =  III g III1) est pour ~ > ~o duns respace L1 (~, V) 
(on a 6videmment une majorat ion sans terme en 1/1~1 au voisinage de ~/=0) des 

classes de fonctions sommables en ~/ ~ valeurs dans V; par  t ransformat ion de Fourier  

en ~, il en r~sulte que la distr ibution exp ( - ~ t ) w  est en r~alit~ une fonction : 

t ---> exp ( - ~ t) w (t), continue de t ~ Rt (axe des t) dans V, nulle pour  t ---> + c~, ~ > ao , 

et nulle pour  t < 0 .  

Comme v ( t ) = /  pour  t>_0, et que w = u - v ,  on en d~duit le th~or~me. 

COI~OLL~IRV. 1. On suppose que (F 1) et (F 2) ont lieu et qu'en outre 

D + P e s t  un opdrateur dil/drentiel ~ coe//icients inddliniment 

(F 3) dilldrentiables. 

Sous ces hypotheses, s i f  est donud duns ~ a ,  la solution du (15.2) est une lonction in- 

ddliniment dilldrentiable de t > 0 ~ valeurs dans N; lorsque t--> O, 

d ~ 
dt~u(t) --> ( - 1) ~ (D + P)~ /  

dans N. 

D]~MONSTRATION. 

Si l 'on pose u 1 = ~ u ,  61fiment de ~0+ (t, N), u 1 est solution d e :  

( I |  P ) )u  1 + O u l = ~ ' |  1. 

Si alors l 'on p o s e :  v l = ~ |  1 (616ment de Z)+ (t, N)) et w 1 = u l - v  1 ~l~ment de 

D+ (t, N) qui v~rifie 
a 

( I |  P))w~ + ~ w ~ = 8 |  - (D+ P) t ,  

~quation du type  (15.2) et off ( D + P ) /  est dans O a  (ear / est duns ~0a, et on a 

(F 3)); done en particulier ( D + P ) I  est duns N ;  d'apr~s le thdor~me 15.1, w I est 
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fonct ion continue de t > 0 ~ valeurs dans V, et w I (t) ---> - (D + P) / dans V s i t  ~ 0. 

Or u l ( t ) = w  l(t) pour  t > 0 ,  donc u I e s t  continue en t ( > 0 )  ~ valeurs dans V; or 

( D + P )  u ( t ) = - u  l(t) pour  t > 0 ;  on en d6duit que u(t) est continue en t ( t > 0 )  k 

valeurs dans N. 

On pose main tenan t  : u 2 = ~ u l ;  u 2 est dans 9 +  (t, N) solution de 

( I |  P ) )u  2 § ~ u ~ =  d " |  

on p o s e :  v 2 = ~ ' |  et w 2 = u 2 - v 2 ;  d'apr~s ]e th6orbme 15.1, w 2 est continue en t 's 

valeurs dans V, d 'oh  r6sulte que ( D + P ) u  1 est continue en t ( t> 1) s valeurs dans V, 

et donc que u 1 est continue en t ( t > 0 )  k valeurs dans N. 

On op~re de m~me pour  les d6riv6es suivantes d 'oh  le r6sultat.  

COROLLAI~E 15.2. On suppose que les hypotheses (F 1) et (F 2) ont lieu, avec 

en outre (dans (F 2)) la possibilitd de prendre a o<0. II en rdsulte que D + P  est un 

isomorphisme de N sur L2; soit G son inverse. La solution dans 9'+ (t, N) de 

( l | 1 7 4  Y| / E N ,  g E L  2 

est alors une /onction continue de t > 0  h valeurs clans V, et lorsque t--> + ~ ,  u(t) 

--> u o = G (g) dans V. 

D E M O N S T R A T I O I ~ .  

0 
Posons : w = u -  Y |  o. Alors ( I |  + ~ t w = ~ |  donc par  le th6o- 

rbme 15.1, ( / - % )  6tant  dans N,  t--->w(t) est continue de t > 0  dans V et puisque 

a 0 < 0 ,  on a :  w(t)--~0 dans V lorsque t ~ + ~ ;  comme u ( t ) = w ( t ) + u  o(t) p o u r t > 0 ,  

on a l e  r~sultat. 

16. 

(F'  1) 

On fair ensuite l 'hypoth~se : 

[ On donne A = D + P ,  

/ (F' 2) 

Probl~mes mitxes fins (II) 

On suppose encore dans ce N o que (F 1) a lieu; rappelons  cette hypothbse �9 

Q = L 2 ( = Q ' ) .  

d6fini par  la forme ((u,v)) sur V c E ( A ) ;  

on suppose que ((u, v)) est hermitienne et qu'i l  existe a o > 0 tel que : 

( (u ,u))+~0i luH~,  > ailu]I~ pour  tou t  u e  V, a > 0 .  
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])ans ces conditions l 'op6rateur 
~2 

(16.1) I |  + ~ | 1 

est un isomorphisme de D+ (t, N) sur D+ (t, L 2) (cas particulier du th6or~me 6.1, 

p. 117). On va  successivement 6tudier le comportement en t de la solution des 6qua- 

~2 
( I |  + ~ u = 6 ' |  /o donn6 dans N, 

~2 
(I |  P) )u  + ~ U = ~ |  , 

tions : 

(16.2) 

(16.3) 

On commence par (16.3). On a le 

/1 donn6 dans N. 

TI - I~OR~IE 16.1. Sous les hypotheses (F' 1) et (F' 2), / dtant donnd clans N, 

la solution dana ~'+(t, N) de (16.3) eat (presque partout)  dgale ~ une /onction une 

/ois continCtment di//drentiable de t > 0  dans L 2, continue de t>O dana V; lorsque 

d L2" t --> O, u (t) -+ 0 dans V, et dtt u (t) -+ / dana 

DEMONSTRATION. 

On dSsigne par  Y1 la fonction de t, 6gale ~ t pour t > 0  et nulle pour t < 0 ;  

on pose :  v =  YI| et w = u - v ;  w est dans ~ + ( t , N )  et v6rifie : 

a2 
l |  Y~| 1 off h l = - ( D ' + Q ) / 1 .  

On peut calculer w par  t ransformation de Laplace en t; on pose encore @ (p)=g .  

On a done, pour ~ assez g r and :  (D + P)g+ p2g=hl/p2. On prend le produit scalaire 

des deux membres avec g dans L 2 et on s6pare les parties r6elles et imaginaires : 

(16.4) ((g, g)) + (~-v~) llgll~= Re (~ (hl , g).), 

(16.5) 

De (16.5) l 'on d6duit : 
1 

ligllo < - l i h l l l o  

ce qui en utilisant (16.4) donne :  
1 

IIIglll,-< c, i l llh, llo 
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d o n c :  est dans  LI(~], V) d'ofl suit que ex v ( - ~ t ) w  est continue 

en t, s valeurs  dans V, et est nulle pour  t < 0 (lemme sur ]es supports) ;  on en 

dSduit dSjs que u e s t  continue pour  t > 0 ,  ~ valeurs dans V, et u(t)---~0 dans V 

si t - + 0 .  

On a par  ailleurs la majora t ion  : 

17 Ill ( +i )ll- -<  lpl llh llo 

d 
d o n c :  ~ (exp ( - ~ t ) w )  est continue en t s valeurs dans L e, d'ofi le thdor~me. 

Passons main tenan t  s (16,2). On a l e  

TH]~OR~ME 16.2. Sons lea hypotheses (F'  1) et (F'  2), s i / o  eat dana N ainsi 

que (D+P) /o ,  la solution dana 9'+ (t, N) de (16.2) eat (presque par tout)  dgale h une 

/onction une lois contindment di//drentiable de t > 0 dana V; u( t ) -~/o  dana V et 

d 
~tu(t)--.'-O dana V si t-->O. 

D]~MONSTRATIOI~. 

a) On p o s e :  v ~ Y |  Y = f o n c t i o n  

que w e s t  dans 9 +  (t, N) et solution de 

I|  + P)w  + ~-~w= YQho, 

de Heaviside, et w = u - v, d'ofi r6sulte 

no=  - (  D I + Q ) / o ,  EN.  

On pent  encore calculer w par  t ransformat ion  de Laplace en t; si l 'on pose : @ ( p ) =  g, 

on a :  

(D + P) g + p2 g = ho/p ' 
d'ofi l 'on t i r e :  

g)v  

et 

2 ~]][g[[o ~ = I m  l ( h o ,  g l v ,  

d'ofi l 'on ddduit  : 
1 

]lg]lo -< ipl Ilholro 

d o n c :  est dans LI(~,L~(n)) ,  donc w eat continue en t s valeurs 

dans L 2(g2), nulte pour  t < 0 ,  d'ofi r6sulte que u est continue en t, t > 0 ,  b, valcurs 

dans L 2 et tend vers /o dans L 2 lorsque t--> 0. 
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d 
b) Posons maintenant  : ~ttu=ul;  c'cst un 616ment de D+(t, N) qui v6rifie : 

tt 
(D+ P)u l  + ~ul=-(~  | 

~2 
si l 'on pose :  v1=(5| et w l = u l - v l  on a.: ( D + P ) w l + ~ t 2 w l = ( ~ |  

et comme par hypoth~se (D+P)]  o est dans N, on est dans le cas du th6or~me 16.1. 

Donc w 1 est continue pour t > 0, ~ valeurs dans V, une lois continfiment diff6- 

rentiable de t > 0 dans L~(~2), on cn dgduit le m~me r~sultat pour u 1 d 'oh le 

th6or~me. 

COI~OLLAIRE 16.1. On suppose que (F' 1) et (F' 2) ont lieu; on suppose en outre 

D + P e s t  un opdrateur di//drentiel & coeHicients indd]iniment 

(F' 3) di//drentiables. 

Alors si /o et /1 sont donnds dans Oa, les solution des dquations (16.2) et (16.3) sont 

/oncti6ns indd/iniment di/fdrentiables de t > 0 ~t valeurs dans N. 

D ] ~ M O : N S T R A T I O I ~ .  

1) Prenons l '6quation (16.2). 

On pose : u 1 = ~ u ;  alors u 1 est dans O~ (t, N) solution de 

~2 
(1 | + P))u~ + ~ u l =  (Y'| 

Si l 'on pose :  vl=(~| et w l = u l - v l ,  w I e s t  dans D'+(t,N) e t e s t  solution de 

(I |  P))wI + ~t2w~=(9| - (D+ P)/o. 

Puisque /0 est dans Oa  et (D + P) ~ coefficients ind6finiment diff6rentiables, (D + P)/o 

est dans N, donc le th6or~me 16.1 donne:  

u~ est fonction une lois continfiment diff6rentiable de t > 0 ~ valeurs dans V. 

On pose ensuite : u 2 = ~ u ~ ;  c'est toujours un 616men~ de O~ (t, N), solution de 

~2 
(1 | + P ) )u  S + ~ u 2 =  cY"| 

On pose v2=~' |  ct w 2 = u 2 - v  2. On a :  

~2 
(1 |  + P))w~ + :-~w 2 = - (Y| + P) /o ,  
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et comme (D+P)/o est dans ~ a ,  (D + P) (D + P) /o est dans ~ a  donc en parti- 

culier dans N, et on peut appliquer le thdor~me 16.2, donc :  u2 est une lois con- 

tinfiment diff6rentiable en t s valeurs dans V, donc u est trois lois continfiment dif- 

fdrentiable en t , t > 0 ,  s valeurs dans V. Comme pour t > 0 :  ( D + P )  u = - ~ u ,  on 

voit que u est continue en t, t > 0, s valeurs dans N. 

On peut continuer par la m~me m6thode pour les ddrivdes successives. 

2) On suit une m4thode analogue pour l'dquation (16.3). 

17. RSgularitg des noyaux de Green 

On aura besoin dans ce N ~ de l'espace k (EL~)1oc d4fini comme su i t :  

Soit ~/ un ouvert quelconque de R n, s une suite de compacts contenus dans 

s de r~union ~ ;  on d6signe par (L2hoo l'espace des fonctions u sur g/ de carrd som- 

mable sur tout compact, muni des semi-normes : ( f lu(x)12dx)ll2; c'est un espace de 
~k 

Fr~chet (m~trisable et complet); on d~signe alors par k (EL,hoe, k entier positif quel- 

conque, l'espace des fonctions u 6 (L2hoo dont les ddriv6es distributions D p u, sont dans 

(L2hoo pour [p]<_k, muni de la topologie la moins fine telle que les applications 

u-->D~u soient continues de (s dans (L2hoo; c'est un espace de Fr4chet. Notons 

par ~ l'espace des fonctions sur g/ qui sont s lois continfiment diff6rentiables, muni 

de la topologie de la convergence uniforme sur tout  compact des fonctions et de chacune 

de leurs d4riv6es d'ordre _<s; ~or s On d~signe par L 2 + s  l'espace dual de L2N 

(toutes les intersections sont munies des topologies borne supdrieure) (cf. Chap. I, w 1, 

N ~ 11) : route distribution de L2+ ~'  est somme d'une fonction de L ~ et d'une dis- 

tribution 6 ~' .  Notons le 

l~k~ ~ L] :M~E 17.1 (Soboleff). Si k > n + s / 2  (n = dimension de l'espace) alors ~ Ljloo 

est contenu dans E s avec une topologie plus fine. (Une d6monstration facile de ce lemme 

est donnge par transformation de Fourier.) 

On se borne pour simplifier ~ l'6tude de l'op4rateur suivant : 

(17.1) 

oi~ 

(17.2) 

I |  K*|  1 

D =  ~ tA~g~jAj (cf. Chap. I, w 1, N ~ 8), M l=Opdrateur de multiplication 
i , j = l  

, par une fonction M 1 (x) E L :r (~), M 1 (x) __> # > 0 presque partout. 
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I1 en r6sulte que A 0 est l 'op6rateur  identique de L ~ sur lui-m6me : 

(17.3) Q = L ~. 

On suppose que 

on donne V sous-espace vectoriel ferm6 de E (A) et soit 

(R 1) ((u, v)) une forme attaeh6e ~ D ;  on suppose qu'il  existe 

t a 0 > 0  tel que ((u, U))l+ao(Mlu, u).-> llull%, ~ > 0  

pour  tou t  u ~  V. 

I1 r6sulte de cette hypoth6se que D + a 0 M 1 est un  isomorphisme de N sur L2; soit 

G O son inverse. 

On suppose toujours que 0 < ~ __<_ 1 si ((u, v)) n 'es t  pas hermitienne, et que 0 < cr 2 

si ((u. v)) est hermitienne. Donc,  l'opdrateur (12.1) est un isomorphisme de D'+ (t, N)  

sur ~+ (t, L~), soit 0 sa distr ibution de Green. De plus : 

[ D + p~ M 1 est un  isomorphisme de N 
(17.4) t 

1 sur L 2 pour  ~ > ~0, d ' inverse G (p). 

On fair main tenan t  les hypotheses fondamentales  suivantes : 

M 1 est une fonction ind6finiment diff6rentiable et D est un  
(R 2) l 

(op6ra teur  diff6rentiel s coefficients ind6finiment diff6rentiables. 

On se propose dans ces conditions de donner  quelques propri6t6s suppl6mentaires pour  

la distr ibution de Green 0 .  

Notons  d ' abord  qu'il  r6sulte de J o h n  [1] et Friedrichs [1] que si u est dans N,  

avec (D + 2 M) u E Ea  (resp. E ~ (~)i00) (2 param~tre eomplexe quelconque) alors u 

est dans N N  En (resp. dans N N  ~ L ,  jloo si D est d 'ordre  2m).  

I1 en r6sulte, en util isant le th6or~me du graphe ferm6, que O o et G (p), ~ > ~o, 
Ic k + m  sont  dans les espaces I : ( L  ~ f ) ~ ;  N n ~ )  et I : ( L  2N(EL,)loo; N N ( ~ L ,  boo) pour  t ou t  

k_>0. On pose 

(17.5) Go M I =  - C ;  C a les m6mes propri6t6s. 

m . r~ / C ( v  H )  Donc C ~ est dans /2 (L ~ N (~L*)loc, N LJ teL, m)loo ) et comme (faire k = 0) N est contenu 

dans (E~,)Ioo, on a, grftce au lemme 17.1 le 

L E M ~ E  17.2. Pour (v+ l ) m >  s + n /2 ,  C ~ est clans l'espace / : (N ;  N f l  Es). 

Montrons main tenant  le 
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L E ~ M E  17.3. Lorsque p parcourt un compact K quelconque du demi-plan ~>~o, 

G (p) eat bornd dana s (L ~ n E; N N E). 

D~MONSTRATION. 

L'espace L~N E dtant tonneld, fl suffit de montrer que G ( p ) e s t  born~ dans 

~:s (L ~ N E; N N ~) (i. e. pour la convergence simple forte), donc ceci : soit / donn6 dans 

L ~N~, fix~; il suffit de montrer que G ( p ) / = u  est bornd dans N N ~  lorsque p par- 

court K. Or u est la solution dans N de ( D + p ~ M  ~)u = / ,  donc 

d'ofi : 

done 

(17.6) 

off 

(17.7) 

(D + (To M1) u + (p~ - (To) M~ u =/,  

u = G o /  + (p~-(To) Cu 

u = X .  (p) / + (p~ - (T0)" C " .  u 

Xy (p) / :  G O / § (p~ - (To) C G O / §  § (pc~ _ o.0).-1 C . -1  Go ]. 

Lorsque p parcourt K, X , ( p ) /  demeure dans un ensemble bornd de N n E. Pour 

(/~ + 1) m > s § n/2,  (p~ - %)" C" u demeure dans un ensemble born6 de E 8 (~) lorsque 

p parcourt K; done u demeure dans un ensemble born6 de N N E ~ lorsque p parcourt 

K et ceci quel que soit a (an prenant # assez grand) d'oh le lemme. 

COROLLAIR]~ 17.1. La /onction p-->G (p) eat holomorphe dans le demi-plan ~> $0, 

h valeurs dana s (L 2 N E; N (1 E). 

D]~MON S T R A T I O I ~ .  

L'application p- ->D§ 1 est holomorphe dans tout  le plan, ~ valeurs dans 

l : (Nf i  E; L~fl ~) et son inverse est born~ sur tout  compact; la dgmonstration du 

lemme 4.1, p. 90 s'applique, d'ofi le r~sultat. 

Soit maintenant ~>~0 fix~; on d~signe par G~ la fonction ~-->G(~+i~) de R~ 

(axe des ~) dans I : ( L 2 N E ; N f i E ) .  On a l e  

LEI~ME 17.4. Pour ~ /ixd, >~o, G~ est dans S'(~, C(L~N~; Nfi  E)) et demeure 

clans un ensemble bornd de cet eapace loraque ~ parcourt un compact (~> ~0)- 

DI~MONSTRATION. 

Montrons d 'abord qua G~ est dans $' (~, C (L ~ N E; N N E)). Soit q~ donn6 dans 

(~); on pose : 
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G~(9)=fG(~+iy)9(~)d~], 414ment de s  E; N n s  

I1 faut  montrcr  que l 'application 9-~G~ (9) est continue de ~ (S) (=espace  ~ muni 

de la topologie induite par  $) dans C (L2N E; N n E). Comme la topologie de O ($) 

est m4trisable, il suffit de montrer  que si 9 demeure dans un ensemble B de ~ ,  bornd 

dans $, alors G~ (9) demeure dans un ensemble bornd de /: (L2N E; N N E). Comme 

l 'espace L2N E est tonnel4, il suffit pour cela que G~ (9) demeure dans un ensemble 

born4 de Cs (L 2 N E; N N E), c'est-s : soit / fixg dans L 2 N E; il faut  voir si G~ (9)" / 

demeure dans un ensemble bornd de N N ~. On salt qu'il demeure dans un ensemble 

born6 de N (car G~ES' (~, C(Le; N)) - -  et ceci uniform6mcnt lorsque ~ parcourt  un 

compact.  Reste donc seulement s montrer  ceci:  

(a) G~ (9) /  demeure dans un ensemble born4 de E. 

Pour cela on va d4montrer : 
G(~§ 

(b) Pour tout  entier s il existe un entier k=]c  (s) tel que ( l + ~ ) k  "/ demeure 

dans un ensemble born4 de E ~ lorsque ~ varie sur R,. 

Voyons tout  de suite que (b) entraine (a) : puisque les fonctions 9 demeurent 

dans B born4 dans $, 

fG(~+i~7)/((1 + ~/2)k G~ (9 ) /=  (1 +~2)k 9 (~)) g~  

est dans un ensemble bornd de E~; ceci (en changeant /c (s)) est valable pour tout  s, 

on aura donc (a). 

Reste ~ montrer  (b). On salt qu'il existe un entier /q tel que (avec ]es nota- 

tions du lemme 17.3) u (p)(1 +~2) k, demeure dans un ensemble born4 de N. On 

d4duit de (17.6) que :  

u(p) X~(p)/ § ( p ~ - ~ o y ' c ~ [ U  ~ 
(l+~2)~,(l+lpl~),=(l+lpl=),(l+~2)~, (l+lpl~), I ] ( l ~ V ~  " 

Le 1 or terme est born6 dans N ~ E; le 2 ~rae dans E s si : (# + 1)m > s + n/2, d'ofl le lemme. 

Consid6rons maintcnant  la distribution de Green ~, 414ment de O~ (t, I: (L2; N)); 

elle d4finit par  restriction un 414ment (encore not4 ~) de l 'espace ~+  (t, /: (L ~ fi ~; N)), 

de la fa~on suivante : 

Si 9 est donnde dans ~ _ ,  ~ (9) restreint ~ L~(~ E d4finit un 414ment de 

C (L2N ~; N) et l 'application 9-->~ (9) est continue de O_ dans cet espace d'ofl le 

r4sultat. Evidemment  ~ considgr4e d~ns D+ (t, s (L2N E; N)) est nulle pour t <  0, ct 

admet  une transform~e de Laplace en t. Ceci pos4 on a le 
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THI~ORI~lgE 17.1. Sous les hypotheses (R 1) et (R 2), /a distribution de Green O 

de l'opdrateur (17.1), relativement ~t V e t  B, ddfinit par restriction & I, 2 N ~ un dldment 

notd encore 6 de O'+ (t, F~ (L 2 q ~; N N ~)). 

I)]~MONSTRA~ION. 

Consid6rons 6 dans ~)~ (t, s (L 2 N ~; N)). Elle a pour transform6e de Laplace 

en t, la fonction p---->G (p), holomorphe de $>  ~0 dans s (L2N E; 2r Mais G (p) est 

dans I: (L 2 N E; N N E), l'application p--~G (p) est holomorphe de ~ > ~0 dans cet espace 

(Corollaire 17.1) et par le lemme 17.4 admet une transform6e de Laplace inverse en 

p, soit 61, 61~ment de 

S~. (t, s (L 2 n s 2v n ~)), 

done 6 =  61 est darts O+ (t, E (L  2 N E; NN E)), c. q. f. ,i. 

I1 r6sulte du th6or6me pr6c6dent que l'on peut en par~iculier consid6rer 6 comme 

~16ment de ~+ (t, s (L 2 N E; L 2 N E)). 

Consid6rons maintenant la forme adjointe (cf. p. 29) ((u, v))* de ((u, v)), qui 

d~finit D*, adjoint de D. Si N* est l'espace eonstruit s partir de ((u, v))* et D* 

comme N s partir de ((u, v)) et D, l'op6rateur I | 1 7 4  1 est un isomorphisme 

de O+ (t, N*) sur ~+ (t, L2); soit 6"  la distribution de Green de cet op4rateur. 

L'op6rateur D* est 6videmment encore un op6rateur diffgrentiel s coefficients indd- 

liniment diff~rentiables, done on a encore : 

6 ED+ (t, s (L 2 n g; n E)) 
et en partieulier : 

O * ~  (t, s  2 N ~; L 2 5 ~)), et E$~. (t, i : (L  2 N ~; L 2 A E)). 

Consid~rons alors pour q~->D- fix6e, T e L  2 + ~' fix6, la forme semi-lin6aire 

u-->(T, 6" (~o) u)  

sur L 2 N E. Elle est continue, done d6finit 

tO* (~0) T 616ment de L ~ + E', 
a v e c  : 

<~0* (~) T, ~> = <T, 0* (~) u>. 

L'application : T-+t6 * (~)T est continue de L 2 + E  ' dans lui-m~me, et l'application 

~-->t0* (~0) est lin4aire continue de ~_  dans s (L z + E'; L z + E'), done d6finit : tO* 

~ldment de 
]0~ (t, s (L ~ + ~'; L ~ + ~')), 

et 6galement ~16ment de 
10--553810.  Acta Mathematica.  94. I m p r i m 6  le 29 octobre  1955. 
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$~0 (t, 12 (L 2 + E'; L 2 + E')) .  

Cherchons la t ransform6e de Laplace G 1 (p) de tO* : 

( t ~ .  (exp ( - pt)) T, ~> = (T,  6" (exp ( - ~t) u} = (T,  G* (~) u>, 

off G* (p) est ]a t ransform~e de Laplace de ~*. 

Ceci posd on va mont re r  que : 

pour  tou t  / dans L 2 A E ,  on a : ~ / = t 0 * /  dans 
(17.9) t , 2 

[ ~ + ( t ,  L + E ' )  et  dans $a( t ,  L ~ + ~ ' ) .  

En  effet, il suffit de mont rer  que, pour  ~ >  ~o, on a : G  ( p ) / =  G~ (p)/ .  Or, pour  

tou t  g dans L ~  E, on a :  

(a~ (p)/ ,  ~} = (/,  G* (~) g}. 

Si donc : G (p) / = u, G* (~) g = v, il faut  mont rer  que 

(17.10) (/, V)L,= (U, g)~.  

Or u (resp. v) est la solution dans N (resp. N*) de 

(D § p~ M ~) u = / (resp. de (D* § ~ M ~) v = g), 
d'ofi r~sulte : 

(/, v ) ~ =  ((u, v))+p~(M~u, v)~ 
et  

(g, u)L~ = ((v, u))* § ~ (M 1 v, u)L~, 

d'ofi It r~sultat. 

Soit alors ~ dans ~ _  (t), on a : ~ (q~). / = t0* (T)-/ ,  pour  tou t  / dans L 2 N E; donc 

l 'application /-->0 (~)" / est continue de L 2 A E muni  de la topologie induite par  L 2 + E' 

dans L~+  ~'  (puisqu'il en est ainsi pour  l 'application /--~t0* (~)-/) ;  comme L~N E est 

dense dans L 2 §  ~' ,  cette application se prolonge par  continuitd en une application 

not6e encore / - + 0  (~)"/ ,  continue de L 2 § E' dans lui-m~me (et coincidant avec t0* (~)); 

l 'application q~-->0 (q9) de 9 -  dans 12 (L~+ E'; L~+ E') est continue car elle coincide 

avec q~__~t~ (q~), d o n c :  

T H ~ O R ] ~ E  17.2. Sous les hypotheses (~ 1) et (I~ 2), la distribution de Green de 
* 1 l'opdrateur I | 1 7 4  soit 6, relativement ~ V e t  B, dd/init par prolongement par 

continuitd, une distribution ~ dldment de O'+ (t, 12 (L2+ ~'; L~+ E')). 

En  r6sum6 : on pourra  considdrer ~ comme dl6ment des trois espaces suivants : 

O~ (t, 12 (L~; N)), O~ (t, 12 (L 2 N E; N N E)), O~ (t, s (L 2 + E'; L 2 + E')). 
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Consid6rons la d i s t r i bu t ion  5t (s)| (y), p rodu i t  tensor ie l  de la d i s t r ibu t ion  en t 

masse  1 au po in t  s e t  de la d i s t r ibu t ion  en x masse 1 au po in t  y, y E ~ ;  l ' app l i ca t ion  

(s, y) --~ (~t (s) | ($, (y) est  ind4f in iment  d i f fgrent iable  de R,  • ~ dans  ~ +  (t) ~ (L 2 + ~ ' )  

e t  donc 

C O ~ O L L A I R E  17.2. Le noyau (au sens de Schwar tz)  de l'application dd/inie par 

6 "  m (noyau de Green) est: 

Q ~  ((~t (s)QSx (y)) = Ot (s)x (y), 

(on met  les indices en bas  pour  les d i s t r ibu t ions ,  en h a u t  pour  les d i s t r ibu t ions -  

fonctions) ou encore Ot-s;x(Y); l'application s, Y -~ t - s . z . (Y)  est indd]iniment di//dren. 

tiable de R s •  dans O+ (t, L2 + E'). 

I~EMARQUE 17.1. 

On a des r6su l ta t s  voisins pour  les condi t ions  aux  l imi tes  de Dir ichle t .  

R E ~ A R Q U ~  17.2. 

Soit  ~ e ~ n ;  on a :  

((~| + K , |  (0)| = (~t (0)| 

Si l 'on  p rend  une sui te  de ~ t e n d a n t  vers  5x (Y) on a, s la l imi te  : 

(5| D + K , |  M~)~t , .~  (y) = ~t (0)|  (y). 
it) 

18. Hyperholicit~; r~flexion des ondes 

On se borne dans  ce N o ~ l '4 tude  du  classique op~rateur  des ondes : - I |  + 
~2 ~ 

+ ~ | 1, que nous ~crirons s implement  - A + ~-~. 

Soit  /1 donn6 dans  un  espace N choisi, et  soit  u la solut ion dans  ~ it, N) de 

b 2 
(18.1) - A u +  ~-~ u = ~| 

Comme on a vu  au  N o 16, u est  (presque pa r tou t )  dgale ~ une fonct ion  t-+u (t)con- 

t inue  de t>_0 dana  L 2 (~)  (et m~me une  lois  cont inf imcnt  diff6rentiable) .  On ven t  

~tudier  le support de u (t) pour  t > 0 fix6 quelconque.  On a l e  

(a) 6 "  est ici l'applieation T'-->O~-T; ~ ne pas confondre avee la distribution de Green de 
I| +Ka| 
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T H ~ O R ~ M E  18.1. On suppose que la /onction /1 a son support contenu dana la 

boule I x - x o ]  <_a, contenue dans ~ .  On ddsigne par d o = d (x o, F) /a distance du point 

x o h la ]ronti~re F de ~ et par u la solution de (18.1). On a :  

a) pour t < d o - a  , le support de u (t) est contenu dans la boule I x -  x0[_  a + t. 

b) Tour t >>_ d o - a ,  le support u (t) est eontenu dans la rdunion des ensembles : 

E ~ = { x e ~ ,  d(x,  r ) < _ a + t - d o } .  

D]~MONSTRATION. 
~2 

a) Soit ~ r  la d is t r ibut ion de Green de - A + ~  pour  ~ = R  n (voir son ex- 

pression explicite dans Schwartz  [8]), soit [1 le pro longement  de /1 a Rn par  0 hors  

de g2; [1 est dans  E~, (Rn). Posons : 

u = g ~ ( ~ |  

on obt ient  ainsi une fonct ion t-->U (t) continue de t_>0 dans  E~. (R n) et  a y a n t  son 

suppor t  dans  I x -  x 0 [ <- a + t pour  t ou t  t. 

I1 en r6sulte que la restr ic t ion U a  de U ~ ~ et  pour  t < d o - a  es~ dans  

~)+ ( t < d o - a ,  N), done en ve r tu  du th~or~me 13.1, on a : u = U ~  pour  t < d o - a ,  d'ofi  

le r~sultat .  

Soit t = t  I fix~, _>d o - a ,  et  y ~ E  1 U E  2 d o n c :  

ly-xol>a +tl 

b) 

(18.2) 

e t  

(18.3) d(y,  F ) > a + t - d o = r .  

On ehoisit e > 0 assez pe t i t  pour  avoir  

(18.4) d (y, P ) > r + 2 e  

e t  

(18.5) l u - ~ o l  > ~ + t~ + 2 ~ 

puis  l 'on  prend e 1 avec 0 < e 1 < e. 

On consid~re ma in t enan t  la b o u l e :  

B : l x - y l < _ r + 2 e .  

Grace s (18.4) cet te  boule est  contenue dans ~ .  Posons : 

( 1 8 . 6 )  t o = d o - a - e 1. 



PROBL]~MES AUX LIMITES EN TH]~ORIE DES DISTRIBUTIONS 149 

Reprenons  la fonet ion U du a). La  fonct ion U (to) a son support  dans I x - x o I ~ a + t o = 

et  en de m me fonct ion (qui ost encore 

dans N). Dans  ces conditions, B ne rencontre pa8 le support U 1 (to) (car lY-Xol  > 

> r + 2 e + d o - e l = a + t l + 2 e - ~  1 d'apr~s (18.5)). 

Soit alors v la solution dans ~ +  (t, N) de 

(18.7) - A v + ~ v = ~ (to)| U 1 (to). 

Comme u, consid6r6e dans t >  t o e t  prolong6e par  0 pour  t < t  o v6rifie aussi (18.7), 

on a : u ( t )=  v (t) pour  t > t o et  t ou t  revient  g mont re r  que 

(18.8) v(tl)=O au voisinage de y. 

Or soit ~ E O n ,  ~ = 1  pour  I x - y ] _ r + e ,  = 0  hors de B, l a f o n e t i o n ~ v e s t d a n s  

O~ (t, N), et ~ U 1 (to)= 0 (les supports  de ar et U 1 (to) ne se reneont ran t  pas). D o n e :  

~2 
(18.9) - A ( ~ v ) +  ~ ( ~ v ) = R ,  

off 

R = - Z  -~-~v (h~)v, 
~x~ ~x~ 

done R peut  ~tre consid6r6e dans O+ (t, D~), d6pendant  continfiment de t, ~ valeurs 

dans L ~(Rn), nulle pour  t < t  o et nulle pour  [ x - y l  ~ r + 8  (car cr dans cette 

boule), et 

(18.10) ~r v = ~ R ,  

fonct ion continue de t>_to ~ valeurs dans L ~ (R~). 

Done (18.8) revient  ~ montrer  que 

~ r  au voisinage de y, (18.11) 

i .e .  

(18.12) f ~t~,-~. x, ~ R~, ~ d �9 d ~ = 0 au voisinage de y. 

On va  montrer  que l 'expression donn6e par  (18.12) est nulle dans la boule I x - y  I <  

< e - ~ 1 ,  ce qui ach~vera le th6or~me. 

Or cherehons le domaine d ' int6grat ion;  on dolt  avoir  : t 1 - v >_ 0, I x - ~ I <- t l -  ~ et  

T > t , l ~ - y l > r + ~ .  I1 en r6su l te :  

Ix--yl>_r +e- - ( t l - v )>_ to+r  + ~--t1=~--el ,  

ce qui fair que si I x -  Y l -< s -  el on int~gre sur un ensemble vide d 'oh  le r6sultat.  
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C O ~ O L L A I R E  18.1. Le support en x et t de Ot, x(Xo) est contenu dans le rdunion 

des ensembles 

F 2 = {x e ~ ,  d (x, F) ~ t -  do, d o = d (Xo, F)}. 

D]~MONSTRATION.  

On preud une suite /~ de fonctions de ~ 2 ,  /k ayan t  son support  dans I x - x o l  ~< 

_< 1//k (k assez grand); on suppose que /~-->~ (xo) dans E'~ lorsque k-~ + ~ .  Alors : 

u k = O~( (~ |  (x0) dans ~ •  t 

et u k, solution de 

- A u ~ + ~ u ~=(~| dans ~+  (t, N) ,  

a son support  donn~ par  le thdor~me 18.1. 

Soit ~ED~• de support  dans ~ (F 1 U F2); il existe k tel quc ~ air son sup- 

por t  dans le compl6mentaire de la r6union des deux ensembles :  

I -Xol<_t+ 
F ~ = { x e ~ ,  d(x ,  F ) _ < t - d 0 §  }. 

Par  le thdor~me 18.1, u ~" est nul  dans ce compldmentaire pour  tou t  k ' > k ,  donc 

u k' ( ~ ) = 0  pour tou t  k ' > k  donc 

(x0) 0, 
c. q. f. d. 

I~EMARQU~ 18.1. 

Le corollaire 18.1 ne peut en gdndral gtre amdliord. Considgrons en effet le cas 

tr~s simple : ~ =  }0,1 { sur R, n =  1. On prend V = e s p a c e  des fonctions uEEa~ L (s telles 

que u ( 0 ) = u  (1) et pour  N l 'espace des u E V telles que 

d 2 d 2 d v ]  ~ 
d x ~ U E L 2  et q u e - f ( ~ u ) e d x = ( ~ U ,  dx 

pour  tou t  v E V. On va  montrer  que dans ces conditions le support  de ~t,x (x0) est 

exactement l 'ensemble F 1 U F2, F~ d6fini comme au corollaire 18.1. 

Ce r6sultat  peut  ~tre obtenu par  un calcul direct de ~t, x (xo) en effectuant une 

t ransformat ion de Laplace en t - -  ou plus naturel lement  : soit / donn6e dans ~ et 
~2 ~2 

u la solution dans D+ (t, N) de ~x 2 u +  ~ u = ~ |  
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La fonction u e s t  ind6finiment diff6rentiable de t > 0 s valeurs duns N (cf. 1~o 16); 

or u ( t ) 6 N  signifie : u ( 0 ,  t ) = u ( 1 ,  t) et ~xxU(0, t ) =  ~xxU(1, t); done si l 'on d6signe par  

Tk U (t) la fonetion x + u  (x--/c, t), /c = entier positif, et si l 'on pose : 

(t) = 5 ~:~ u (t), f =  5 ~:~/, 
k 

la fonct ion ~i est solution duns D+ (t, D'~) de 

~2 ~2 
- ~x--~ ~ +  ~/~ ~ =  ~|  

done 

Si main tenant  / tend vers ~ (x0) dans E '  a, ~-+~ Tk ~x (X0) duns D'x, et 

k 

donc, si l 'ou ddsigne par  (~t~x)~ la restriction de 0t~,x s f/,  u tend vers 

et vers qt, x (x0) d'ofi 

d'ofi le r6sultat. 

k 

k 
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