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Introduction

Le présent travail a pour but essentiel ’étude des problémes mixtes au sens de
M. Hadamard. Rappelons trés bridvement le probléme : on donne un ouvert Q de
R"™ et sur cet ouvert un opérateur différentiel elliptique D, linéaire, & coefficients con-

stants ou variables; on considére le cylindre QX (¢>0), ¢ variable de temps; on cherche

2

0 7
u(z, t), x€Q, t=0, solution de D.u(x, t)+ é—tu=0 (ou D;u(x, t)+a—tzu=0) pour

0
t>0, les fonctions u(z, 0) (resp. et en outre 31 u (x, O)) étant données (conditions

initiales) et wu(x,t) étant assujetti & certaines conditions aux limites sur la frontiére
['x(t>0), I'=frontietre de Q (exemple : u (z, t) est donné sur I'x(¢>0)) (voir dans la
bibliographie les travaux cités d’Hadamard, Courant-Hilbert, Bureau, Petrowsky).

Il existe classiquement deux méthodes de résolution pour ces problémes (sans

parler de la méthode des différences finies):

1¥° méthode. On effectue une transformation de Laplace en ¢ {Doetsch [1]); on
est ramené & ’étude de problémes aux limites attachés & 'opérateur elliptique D +- 4,

A = paramétre.

22"¢ méthode (Méthode des fonctions propres; cf. Bureau [1]). On suppose que D
est auto-adjoint, que l'ouvert Q est borné de frontidre «réguliére» de sorte que les
fonctions propres de lopérateur D (Duy = A, u;) forment un systéme orthonormal

complet dans L?()) (espace des fonctions de carré sommable sur ); on cherche alors

u sous la forme : u (z, t) = 2 ux (x) Xy (£).
k=0

Ces deux méthodes sont applicables sous des conditions différentes, mais il y a

toujours essentiellement les deux mémes difficultés:
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(I) Etude des problémes aux limites relatifs & I'opérateur D + A.

(II) Si I'on a une fonction « obtenue par transformation de Laplace inverse (ou
développement en série de fonctions propres) la fonction « ainsi obtenue est-elle bien
solution du probléme, et notamment est-elle une fois (resp. deux fois) continfiment

différentiable en #?

Le chapitre I de ce travail est une étude systématique des probléemes aux limites

attachés & un opérateur «elliptique» D+ M, le chapitre II apporte une contribution

au probleme (II) par utilisation des résultats du chapitre I.

CHAPITRE 1

Soit V et @ deux espaces de distributions sur un ouvert Q quelconque de R", ¥V
étant un espace de Hilbert, contenu dans @; on donne sur V une forme ((u, v)), qui
détermine & la fois un opérateur A (opérateur différentiel dans les applications) et
des conditions aux limites relatives @ A (la donnée de cette forme revient 3 se donner
une formule de Green). On donne alors au N° 2 une condition suffisante trés simple
permettant d’affirmer que A est un isomorphisme de N sur @', ot @' est le dual de
@ et N un espace construit & partir de ((u, v)) et @. Ce théoreme, de démonstration
facile, donne le critére le plus important du Chapitre I; il contient entre autres un
théoréme de Géarding (résolution du probléme de Dirichlet); c’est d’ailleurs le travail
de Garding (cf. Garding [1] & [4]) qui a été le point de départ du présent travail.
L’opérateur inverse de A, soit G, est 'opérateur de Green de la forme ((u, v)). Di-
verses propriétés de ces opérateurs sont étudiées aux NO 4 & 7: systémes complets
de fonctions propres, stabilité et régularité des opérateurs de Green.

L’idée de se donner la forme ((u, v)) avant de se donner I'opérateur A n’est pas
nouvelle; elle est d'usage courant dans la théorie variationelle des probleémes aux
limites : voir Courant-Hilbert [1], Chap. VII, et les travaux de H. Weyl, Pleijel, Fried-
richs, Aronszajn, Soboleff, etc... La méthode suivie est donc une systématisation,
possible grace & P'usage des distributions de Schwartz, de ces méthodes classiques.

Bien entendu, le probléme pratique ne se pose pas de la méme fagon : on donne
lPopérateur A ainsi que des conditions aux limites; il s’agit de voir si le probléme
aux limites correspondant admet une solution ou non. II est donc nécessaire de donner
une classe générale d’opérateurs A auxquels on sache systématiquement attacher des
formes ((u, v)) sur des espaces de Hilbert convenables. C’est I'objet des N0 8 & 12 du § 1.

Le N° 13 généralise les notions précédentes : au cas des systémes différentiels.
Les resultats de ce N© sont généralisés, suivant une idée de M. L. Schwartz, dans

un court article, suivant ce travail.
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Le § 2 donne les exemples principaux : problémes aux limites relatifs & des opéra-
teurs différentiels d’ordre 2 (3 coefficients bornés non continus, & coefficients non
bornés, etc...), puis problemes aux limites relatifs & des opérateurs d’ordre 2m, m
quelconque; le cas de A®+1, A=laplacien, est étudié de plus prés. On considére en-
suite des problemes aux limites sur un espace de Riemann. Pour finir, est étudié un
systéme de conditions aux limites faisant intervenir des dérivées d’ordre arbitrairement
grand, pour un opérateur différentiel d’ordre 2 (par exemple).

Quelques problemes utiles dans la pratique, pouvant étre résolus par des méthodes
voisines, n’ont pas été donnés, pour ne pas allonger outre mesure : ces problémes font
I'objet d’articles a paraitre.

De fagon générale tout ce chapitre est élémentaire; il suppose seulement connu
les fondements de la théorie des distributions de Schwartz (Schwartz [1], [2]). Rien
n’est supposé connu de la trés vaste littérature consacrée aux problémes aux limites
(sauf en quelques points précis, pouvant étre passés). Dans le § 2 on utilise certaines
propriétés d’espaces fonctionnels, variantes de l'espace de Beppo Levi utilisé en
théorie du potentiel (Deny [1], Brelot [1]); ces propriétés sont démontrées dans Deny-
Lions [1] ou Lions [3] (voir aussi Soboleff [1], [2]).

Une méthode voisine a été donnée indépendamment par Browder [4] qui porte
surtout son effort sur la différentiabilité au sens usuel des solutions — probléme non
abordé ici, olt toutes les dérivations sont effectuées au sens des distributions.

Une autre méthode, basée sur la théorie des prolongements d’opérateurs non
continus dans un espace de Hilbert, a été utilisée par Friedrichs [1] et Krein [1] puis
Visik [2] pour les opérateurs d’ordre 2 (voir aussi Jennings [1]). Les travaux de Visik
peuvent d’ailleurs étre simplifiés et généralisés par utilisation des résultats de Garding

ou des notres.

CrAaPITRE II

Une fois en possession des notions du Chapitre I, on peut poser de fagon ri-
goureuse le probléme mixte au sens de M. Hadamard; c’est le probléme mixte fin
(§ 2, No 1). Il y a lieu de modifier alors ce probléme suivant la méthode de Schwartz
pour le probleme de Cauchy; on est ainsi conduit aux problémes qui suivent. De
fagon générale on désigne D’ (¢, X) lespace des distributions en ¢ & valeurs dans un
espace de Banach X, de supports en ¢ limités & gauche (le strict essentiel concernant
ces espaces et notamment la généralisation du produit de composition en ¢ est rap-
pelé dans le § 1; pour plus de détails on se reportera & Schwartz [6], [7] et Grothen-
dieck [1] et [2])-
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On pose alors le probléme suivant : on donne A défini par la forme ((u, v)), ce
qui définit N; puis on donne K, élément de l'espace D, (¢, £ (N; Q')). Trouver u dans
D% (¢, N), solution de

Au+K%u="T,

ot T est donnée dans D, (¢, Q).

Pour résoudre ce probléme on distingue deux cas. Dans le 1°" cas on suppose que
K admet une transformée de Laplace en ¢&. On donne au N° 2 du § 2 une condition
suffisante générale pour que Uopérateur A+ K* (K*=opérateur de composition en ¢ par
K) soit un isomorphisme de D’ (¢, N) sur D’ (t, Q). On montre que la solution de
I’équation proposée est fournie par u= G % T, ou § est dans D, (¢, L (Q’; N)) et admet
une transformée de Laplace en t. La distribution § est dite : distribution de Green de
Iopérateur A + K*. On donne ensuite deux théorémes d’application du théoréme du No 2,
et on étudie la stabilité des distributions de Green. Ces théordmes sont ensuite ap-
pliqués aux opérateurs différentiels les plus importants de la physique mathématique
{(d’ailleurs considérablement généralisés); c’est Vobjet des N° 5 & 10. Les resultats des
No 2 & 10 sont les plus importants de tout ce travail.

On considére ensuite le 2°™ cas : celui ot K n’admet pas de transformée de La-
place en t; un résultat général pour ce cas est donné au NO 12.

Une fois en possession de la distribution de Green, on constate au N° 13 qu’elle
permet de résoudre une nouvelle catégorie de problémes mixtes : les problémes mixtes
« explosifs ».

Les N° 14, 15, 16 reviennent sur les problémes mixtes initiaux : les problémes
mixtes fins. Le N© 14 utilise pour cela la théorie des semi-groupes (Hille [1] et
Yosida {1]). Les N° 15 et 16 utilisent une transformation de Laplace (bien entendu
ces méthodes sont trés voisines 'une de l'autre). Le N© 17 étudie la régularité des
noyaux de Green, i.e. des noyaux (au sens de Schwartz) des applications T—G % T'.
Enfin le N° 18 étudie rapidement la réflexion des ondes dans le cas du classique
opérateur des ondes.

L’egsentiel de ce travail a été résumé dans les notes (I) et (III) de Lions [1].

Quelques problemes mixtes utiles ne sont pas résolus ici, comme par exemple les
problémes mixtes avec conditions aux limites dépendantes du temps, le cas d’opéra-

teurs & coefficients variables en #; ces problémes feront objet d’articles prochains.

Je suis heureux de pouvoir remercier vivement ici M. L. Schwartz qui n’a cessé
de me prodiguer ses conseils et ses encouragements; je lui suis redevable de trés

nombreuses améliorations, tant dans le fond que dans la forme.
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Je remercie aussi M. H. G. Garnir qui m’a fait bénéficier de sa profonde con-
naissance des problémes aux limites.

Je remercie M. le Doyen Pérées, M. M. Janet et M. H. Cartan qui ont accepté
de se joindre a4 M. L. Schwartz pour constituer le jury auquel cette thése a été
soumise. Ma reconnaissance va également &4 M. J. Hadamard, qui a bien voulu pré-

senter mes notes aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences.

Avant de donner la table des matitres, précisons qu'au cours d’'un méme NO
{example : N© 10) les théorémes, propositions, etc... sont notés : Théoréme 10.1, Théo-
réeme 10.2, ..., Proposition 10.1, ete...

2 553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 28 octobre 1955.
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CHAPITRE I

Problémes aux limites pour une classe générale d’opérateurs de type elliptique

§ 1. Théorie générale

1. Hypothéses et probleéme

On désigne toujours par Q un ouvert quelconque de R". On désigne par Dg
(D lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables
sur £, & valeurs complexes, & support compact, muni de la topologie de limite in-
ductive de Schwartz; on désigne par Dg (ou D’) son dual (muni en général de la
topologie forte), espace des distributions sur Q; on désigne par Eg (ou &) Pespace
des fonctions indéfiniment différentiables sur (Q, sans conditions sur les supports,
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de Q des fonec-
tions et de chacune de leurs dérivées; on note £, (ou E') l'espace dual, espace des
distributions & support compact sur ; on désigne par L” (Q) (ou L?) l'espace des

classes de fonctions de puissance p*™°

sommable sur (), pour la mesure de Lebesgue
de=dx,...dx, (= 1(2,...,%,) €ER"); si w€L? (Q), sa norme usuelle est notée
[l lfzr 0o

Sauf indication expresse du contraire, foutes les dérivaiions sont effectuées au
sens de Dg.

On donne maintenant un espace vectoriel topologique localement convexetl
séparé, @, avec :

Dac@<Dy

les injections® Dy —>Q et @ —> Dg étant continues et Dg étant dense dans Q.
Toute forme linéaire continue sur @, soit 7', définit par restriction une forme linéaire
continue sur Dg, donc une distribution T € Dgq; on a donc une application canonique
du dual @' de @ dans Dg, et cette application est biunivoque : si T' = 0, c’est que
T est nul sur D, done, D étant dense dans @, T=0. On peut donc identifier @' &

un sous-espace vectoriel de D’; on a :

1} Pous les espaces topologiques utilisés sont localement convexes; on ne le répétera plus.
) 8i B ot F sont deux espaces vectoriels topologiques, avec E < F, Vinjection de E dans F
est Papplication identique ¢ — ¢ de E dans F.
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DcQcD
les injections étant continues et D étant faiblement dense dans @'.

L’espace @' sera muni de la topologie forte de dual. Lorsque @ est un espace
de Hilbert (cas fréquent dans les applications) il y a évidemment un isomorphisme
canonique entre ¢ et @’ qui permet d’identifier ces deux espaces; mais sauf dans le cas
particulier ot Q= L?(Q), nous n’effectuerons pas cette identification.

Si TeD’, T désigne la distribution complexe conjuguée de 7). On suppose
que si T est dans @, alors T est aussi dans Q; méme chose pour '

On donne maintenant un espace de Hilbert V, avec :
DcVeQceD,

les injections étant continues. On suppose que si 7 est dans V, T y est aussi.
L'espace D n’est pas en général dense dams V; si D n’est pas dense dans V, on
n’introduira pas P'espace dual V’, qui n’est pas un espace de distributions. L’espace
V est généralement muni d’une topologie strictement plus fine que celle induite par
@, méme lorsque ¢ est un espace de Hilbert. Lorsque D est dense dans V, on prendra
Q="V.

On donne ensuite une forme sesqui-linéaire (2 continue sur VxV, soit :
(L1) (u, ) = (4, v)), u,EV.

La donnée de cette forme est fondamentale. v
Comme D est contenu dans V avec une topologie plus fine, pour u fixé dans

V, la forme semi-linéaire ¢ — ((u, @)) est continue sur D, donc du type :

(L.2) (u, p))=<{Au,p)>, u€V, p€D,
le crochet désignant la dualité entre D’ et D; (1.2) définit A u, élément de D’; on

a donc défini une application linéaire : w ~ Au de V dans Dg, qui est continue
(si w0 dans V, alors ((u, ¢)) - 0 uniformément pour ¢ demeurant dans un en-

semble borné de D, donec Au— 0 dans D’ fort); par conséquent :

(1.3) A€EL(V; Dg) @,

) Défini par T (@)=T (@)-

@ je. ((u, v)) est linéaire en u, et semi-linéaire en v, c’est-a-dire : ((u, A 'v))=i ({u, v)) pour
tout nombre complexe A, 1 = complexe conjugué de A.

(3 Si B et F sont 2 espaces vectoriel topologiques, £ (E; F) désigne Pespace des applications
linéaires continues de E dans F. Cet espace est généralement muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les parties bornées de E (topologie qui fait de L (E; F) un espace de Banach, si E et
F sont des espaces de Banach).
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DErFiviTIiON 1.1. L'opérateur A défini par (1.2) est dit : Uopérateur défins
par la forme ((u, v)); réciproquement on dit que la forme ((u, v)) est une forme atta-
chée @ A.

L'opérateur A sera le plus souvent dans la pratique un opérateur différentiel.

ReMarRqQUE 1.1,

La forme ((u,v)) définit A, mais la réciproque est généralement inexacte : la
connaissance de A, élément de £ (V; D’) détermine ((u, p)) pour tout w€V, et
¢ €D, mais, sauf si D est dense dans V, ne détérmine pas ((u, »)), pour tout €V
et v€V; il est facile d’ailleurs de donner des exemples (cf. ci-aprés) de formes ((u, v))
différentes et définissant le méme opérateur A. Notons que si D est dense dans V,
alors A est dans lespace £ (V; V).

Les problémes
Notre but est de donner des conditions suffisantes portant sur ((u, v)) permettant
de construire des espaces X, Y, tels que A soit dans £ (X; Y), et soit un isomor-

phisme de X sur Y.
Exemples simples de formes ((u, v)).
ExemPrLe 1.1.
On désigne par E}. (Q) Vespace des (classes de) fonetions wu, u € L*(Q), 61;:, u€
L2 (Q) pour tout s=1, ..., n, muni de la topologie la moins fine telle que les applica-

. 0 . . .
tions v —>u et u — 5;“ solent continues de £%.(Q) dans L*(Q); si u, v, sont dans
i

%+ (Q), on pose :
(u, v) 1 = (u, ).+ Zn (»6— u, iv) .
L =1 \0x; ox; /1.

L’espace €7 (Q) est alors un espace de Hilbert (cet espace a été introduit par
Gérding; cf. Garding, [1] & [4]; cf. aussi : Schwartz [3]; le fait que £1. soit un espace
de Hilbert est immédiat; c’est d’ailleurs un cas particulier de le proposition 9.1
ci-apres).

Ceci posé, on prend : V=E}L: et 1a forme :

@ =t (L L) .

L’opérateur A défini par cette forme est :

n 2
A=—-A+b A=73 d s (Laplacien).
i10%;
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ExEmMpLE 1.2,

On prend V=EL comme dans l'exemple 1.1. On utilise en outre le fait suivant
(Cf. Deny-Lions [1]) : on suppose que la frontiére de  contient un morceau I' de
variété une fois continuement différentiable de dimension n—1; on suppose I" borné;
on peut alors prolonger la fonction w (définie dans Q) sur I'; soit yu cette fonction
prolongée. Elle est définie de fagon précise comme suit : on peut définir une applica-
tion linéaire continue et une seule, uw -y u, de £} (Q) dans 'espace L* (I") des classes
de fonctions de carré sommable sur I' pour la mesure superficielle, de telle sorte que
yu coincide presque partout (pour la mesure superficielle) avec les valeurs de # sur

TI’, lorsque u est continue dans Q UI. On prend alors sur VxV la forme :
(%, v)) = b (w, v)s + 2, iu iv) +Icf uyvds
’ ’ & axi ’ 31‘, L y ‘}”U ’
r

k= constante complexe, d s=mesure superficielle sur I'. L’opérateur A défini par cette
forme est encore — A +b, comme dans ’exemple 1.1.
On voit donc bien qu’a des formes différentes peuvent correspondre des opéra-

teurs A identiques.

2. Le théoréme d’isomorphisme

Esrace .

On désigne par H lespace des u €V, tels que Au soit dans @'; on le munit
de la topologie la moins fine telle que les applications w — % et u — A u soient con-
tinues de H dans V et Q' respectivement.

Si D est dense dans V, on prend V=Q, alors H coincide avec V.

On notera que si @ (donc Q') est un espace de Banach, il en est de méme
pour . Par ailleurs, si D n’est pas dense dans V, l'espace H peut & priori étre
réduit & {0}.

EspacE N.
On désigne par N le sous-espace vectoriel de H# formé des fonctions = qui
vérifient :

(2.1) {Au, > = ((u, v)) pour tout v€V,

le crochet désignant la dualité entre @' et Q. L’espace N est un sous-espace vectoriel

fermé de H que I'on munit de la topologie induite par 3.
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St D est dense dans V, Uespace N coincide avec V. En effet, par définition de
A, la relation (2.1) a lieu pour tout v=g@ € D, donc pour tout v € V par prolongement.
Par contre si D n’est pas dense dans V, la relation (2.1) n’est pas vraie en

général pour u€H et vEV.

ExeEMPLE 2.1.

On prend V et ((u, v)) comme dans l'exemple 1.1, p. 4. On prend Q=L*(Q);

H est alors l'espace des w €V, tels que Awu soit dans L?, et qui vérifient :

(—Au+bu, v)r.=((u, v)) pour tout v€V,
1L.e. :

(—Awu, v)y=él(6—8x~i u, —;;;v)u pour tout vEV.
Cette relation n’est pas vrale en général pour w€W, vEV; elle n'est vérifide que
pour les u dont la dérivée normale (dans un sens généralisé, car aucune hypothése
n’est faite sur la frontiere de €)) est nulle sur la frontitre de Q.

On a donc défini des espaces H et N tels que A soit un opérateur linéaire
continu de ¥ (ou N) dans Q. On va maintenant donner une condition suffisante
simple pour gque A soit un isomorphisme de N sur Q'. Pour cela il est utile de

décomposer ((u, v)) en sa partie hermitienne et anti-hermitienne :

(2.2) ((w, ©)) = ((w, ©)); + 4 ((w, v))e,

s

ou :

((w, 9))y =3 (((u, 2)) + (v, )} )

(% ))e =37 (((w, v)) = (v, w))).

On pose alors la

DEriviTrion 2.1. La forme ((u, v)) est elliptique s’il existe a >0, tel que pour
tout w €V, on ait :

(23) ((u, w)y = al|offy .

Cette notion ne dépend donc que de la partie hermitienne de la forme ((u, v)).
Il résulte de la définition 2.1, que si ((u, v)) est elliptique, {((%, v)); définit sur
V un produit scalaire hilbertien de norme correspondante équivalente & ||« ||y.

On a alors le

w ” % ”V=norrne de % dans V; de fagon générale, si E est un espace de Banach, et si e €E,
” e ”E = norme de e.
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TrRorREME 2.1. Si la forme ((u, v)) est elliptique, Uopérateur A défint par cette

forme, est un isomorphisme (topologique) de N sur @' V.
DEMONSTRATION.
a) Soit & résoudre
(2.4) Au=f,
f donné dans @', u cherché dans N. Si (2,4) admet une solution, alors, pour v quel-
conque dans V, on a:
2.5) ((w, v))=<f, ).

Réciproquement, si u est dans V et vérifie (2.5) pour tout v €V, alors (2.5) a en

particulier lieu pour tout v=¢ dans D, donc :
((w, @))=<{Awu, p>=<{f, ¢> pour tout g €D,

done Au=f, ce qui montre déjd que w est dans H. Mais alors, puisque Au=f, on
a, pour v quelconque dans V, {Aw, > =<f, 5> = ((u, v)) (par (2.5)), donc » est dans
N; donc (2.4) équivaut & (2.5), u€V.

REMARQUE 2.1.
Si D est dense dans V, alors N=V, @ =V’, et 'équivalence de (2.4) et (2.5)

est évidente.

b) Pour f fixé dans @', la forme semi-linéaire :
v =<}, B,
est continue sur V, espace de Hilbert pour ((u, v));, donc :
(2.6) <t 5=WJ1, o)

ce qui définit J, élément de L (Q"; V).
Pour w fixé dans V, v — ((u, v)), est une forme semi-linéaire continue sur V, donc :

(2.7) (%, v))e = (Hu, v))y,
ce qui définit H, élément de £ (V; V), opérateur hermitien pour le produit scalaire
((w, v)); .

Alors (2,5) équivaut & :
2.8) A+iH)yu=Jf,

(1) Noter que ceci entraine que N (donc a fortiori H) nest pas réduit a {0}
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qui admet une solution unique, H étant hermitien, donnée par

(2.9) u=_G},
avec:
(2.10) G=01++H'J,

ce qui définit G comme élément de £(Q'; V). Mais en outre G opere linéairement
de @ dans N, et continliment; en effet, si f—0 dans @ alors v —0 dans V, et

comme Au=f u—0 dans N, donc dans N, done :
(2.11) HeL(Q ; N).

Le théoréme est done démontré.

On a en outre construit un inverse bilatére G de A; on a les relations ;

JA-G=1,1€L(Q; Q)

(2.12) |G- A=1, 1€L(N; N).

DiriNiTioN 2.2. L’opérateur G est dit : Uopérateur de Green de la forme
((u, ©)).
En raison de son importance, explicitons dans le cas particulier ot D est dense

dans ¥, I’énoncé correspondant du théoréme 2.1 :

THEOREME 2.2. St D est dense dans V, et si la forme ((u, v)) est elliptique,

Vopérateur A est un isomorphisme de V sur V'.

REMARQUE 2.2.

Comme A est élément de £ (H; @), on peut considérer le composé:
(2.13) G-A=P, élément de L (H; N).

On a: P’=P, donc P est un projecteur de # sur N. A ce projecteur est associé la

décomposition en somme directe topologique de H donnée par :

H=PH+(1-P)H,
ou encore : tout » € Y s’écrit :

u=Pu+(1—P)u,

Pu est dans N, e¢ APu=wu, donc si v=(1—P)u, on a: Av=0, on a donc la

décomposition en somme directe :
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(2.14) H=N+H,,

ol }#a désigne lespace des u € Y solutions de Awu=0.
Lorsque A est fixe, les formes ((u, v)) attachées & A étant variables, alors H,

est fixe et N est un supplémentaire variable de H, dans .

3. Problémes aux limites

On désigne par X un espace vectoriel topologique, contenant H, et on suppose
donné un prolongement de A, encore appelé A, tel que pour tout u € X, A u soit defini,

et soit dans @', de sorte que :
3.1) AEL(X; Q).

On peut toujours prendre X =H mais on pourra trés souvent prendre pour X
un espace beaucoup plus grand que H.

On pose alors le
ProBLEME 3.1. Trouver U dans X, solution de
(3.2) AU=F,
ou F est donné dans @', avec les conditions aux limites (1)
(3.3) U—-hEN,

ot % est donné dans JX. La condition (3.3) ne change pas si 'on remplace & par
h-+v, v quelconque dans N,
On a tout de suite le

TrtorEME 3.1. 8t la forme ((u,v)) est elliptique, le probléme 3.1, admet une

solution unigue, fournie par :
(3.4) U=h+GF—-Ah).

DEMONSTRATION.
Posons : u=U ~h. L’équation (3.2) donne alors: Au=f, f=F—Ah, donc est
dans @', et on cherche % dans N; done, d’aprés le théoréme 2.1, u=Gf, d’ou le

théoreme. La fonction U donnée par (3.4) ne change pas si 'on remplace A par
h+v, vEN, car v—GAv=0.

() Ceci est une définition.
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REMARQUE 3.1.

Si D est dense dans ¥V et si X est un espace strictement plus grand que V, la

condition (3.3) se réduit & :
U—hLEeV.
On pose la

DEriniTION 3.1. Si D est dense dans V, le probleme 3.1 est dit : le probléme
de Dirichlet relativement & ((u, v)), ou & A.

Dans le cas général on pose :

DEriNiTION 3.2. Le probléme 3.1 est dit : le probléme aux limites relative-
ment & la forme ((u, v)).

ExEmrLE 3.1.

On prend les hypothéses et mnotations de I'exemple 1.1, p. 23, et exemple 2.1,
P- 25; A= —A+b; on suppose b > 0; alors, on constate tout de suite que la forme
((u, v)) est elliptique. On prend pour espace K D'espace des distributions u telles que
Awu soit dans L2 espace que 'on munit de la topologie la moins fine telle que les
applications u —u et » —> Awu soient continues de X dans D’ et dans L*(Q) respec-
tivement (cet espace est beaucoup plus grand que l'espace H). Le probléeme 3.1 est
alors le probléme de Neumann (généralisé) relativement i Vopérateur —A +5b, b > 0;
il admet une solution unique.

4. Application de la théorie de F. Riesz

On suppose dans ce N° que les hypothéses suivantes ont lieu :
(cy QcPcq
(C2) L’injection de V dans Q' est complétement continue.

On donne la forme ((u, 7)) sur VxV et l'on définit la forme sesqui-linéaire
adjointe, ((u, v))*, par :
(2, v))* = ((w, V)~ (4, 9)),.

Cette forme définit un opérateur A*, adjoint de A, par :
{A*u, > = ((u, ¢))* pour tout g€D.

On considére alors P'espace N* défini 3 partir de ((x, v))* comme N Pest & partir de
{(u,v)): u€EN* si u€V, A*u€Q et vérifie :
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(A*u, 5> = ((u, v))* pour tout v€ V.

Notons que la forme ((u, v))* est elliptique en méme temps que {(#, v)). On pose

alors les problémes suivants :

ProBLEME P (A) (resp. P, (2)).

Trouver u# € N, solution de
4.1) Au+Au=f (resp. f=0),

ot f est donné dans @', et 4 un nombre complexe donné.

PrROBLEME P*(1) (resp. P; (1)).
Trouver %' € N* solution de
4.2) A*w' +2u' =f (resp. f =0),

ol f est donné dans @', 1=complexe conjugué de A.

On a alors le

THEOREME 4.1. On suppose que (C 1) et (C 2) ont liew et que la forme ((u, v))
est elliptique. Alors :

a) La condition mécessaire et suffisante pour que le probléme P () (resp. P* (2)
admette une solution unique, est que le probléme P, (1) (resp. Py (A)) admette seulement
la solution nulle. Il en est ainsi sauf pour un ensemble dénombrable de valeurs de A
(le spectre du probléme).

b) 8i A est dans le spectre, le probléme Py (1) admet un nombre fini v (dépendant
de 1) de solutions lindairement indépendantes dans V, soit u,, ..., w,. Le probléme PE(2)
en admet le méme nombre; soit uy, ..., u, ces solutions. La condition mécessaire et suffi-

sante pour que le probléme P (1) (resp. P* (1)) admette une solution est que Von ait :

(4.3) o wl>=0 pour i=1, ...,
(resp.

(4.4) fyw>=0 pour i=1,...,).
DEMONSTRATION.

On utilise les opérateurs J et H introduits p. 26. On désigne par J, la restric.
tion de J & l'espace; J; est composé de l'injection de V dans @ et de JEL(Q'; V).
Comme Pinjection est complétement continue par hypothése, J; est complélement con-
tinu. En outre, ((J; w, w));={u, @) =|||[3:=0, done J, est un opérateur hermitien

positif pour la structure ((u, v)),.
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Si # est solution de (4.1), alors pour » quelconque dans V on a:

(4.5) ((u, v)) +A<w, 5>=<f, 7).

Réciproquement si u est dans V, et vérifie (4,5) pour tout v dans ¥V, alors u est
solution de (4.1), donc est dans H, puis on constate que u est dans N, donc (4.1)

équivaut & (4.5) et cette derniére égalité équivaut & :

(4.6) (I+eH+AJ)u=Jf.
De méme (4.2) équivaut 3 :

(4.7) (1—iH+AJ)w=Jf.
On transforme (4.7) comme suit : on pose :

(4.8) (1-:H)ys'=U’,

qui équivaut a

4.9) w=(1—-i{H)'U".

Alors (4.7) équivaut & (4.8) et

(4.10) U+iJ,1—iH)'U=Jf.

Si Ton pose : K=(1+iH) 'J,, son adjoint K* est donné par :

K*=J,(1—iH)™",

et par conséquent (4.6) (resp. (4.7)) équivaut &

(4.11) 1+AK)u=(1+:H) ' Jf
(resp. &
(4.12) L+AK"U' =Jf).

Comme J, est complétement continu, il en est de méme de K, donc les théorémes

de F. Riesz sont applicables aux équations (4.11) et (4.12). Donc:

a) La condition nécessaire et suffisante pour que (4.11) ou (4.12) admette une
solution unique est que 1'équation sans second membre n’admette que la solution
nulle; il en est ainsi sauf pour un ensemble dénombrable de valeurs de A : le spectre

du probléme, ie. le spectre de K.

b) Soit A un élément du spectre; soit u,, ..., u, une base de I'espace des solu-

tions de I’équation homogeéne correspondant & (4.11); de méme U7, ..., U, pour (4.12).
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La condition nécessaire et suffisante pour que (4.11) ait une solution est que :

((L+isH)*Jf, U;)),=0 pour i=1, ...,
soit :
((Jf, A—iH) ' U;)),=0.

Mais si I’on pose : u; =(1—iH) ' Ui, {u;} constitue une base de I'espace des solutions
de Pg (1), et finalement la condition nécessaire et suffisante devient : ({Jf, u3)); =0,
soit {f, w;>=0 pour tout i, c’est (4.3).

La condition nécessaire et suffisante pour que (4.12) admette une solution est :
((Jf, w:));=0 pour tout i, done : {f’, &)>—=0, pour tout 1, c’est (4.4).

5. Systémes complets de fonctions propres

On fait encore les hypothéses (C 1) et (C 2), p. 29, et en outre on suppose que
la forme ({u, v)) est hermitienne : ((x, v))=m pour tout %, vEV. On la suppose
aussi elliptique (déf. 2.1, p. 25).

On cherche les fonctions propres et valeurs propres de opérateur A relativement

a la forme ((u, v)), i.e. les solutions dans N de
(56.1) Au=2u, pour des A convenables (valeurs propres).

Soit J Yopérateur défini p. 26, et comme au NO précédent, J, la restriction de
J a L(V; V). Alors (5.1) équivaut a

(5.2) u=A1J;u.

Or grice & (C 2), J, est complétement continu, et c¢’est un opérateur hermitien
positif; il a un ensemble dénombrable de valeurs propres, et les fonctions propres
correspondantes forment un systéme complet dans V.

Soit :

0< A< SAh=<--
la suite croissante des valeurs propres, chaque valeurs propre étant compiée autant
de fois que son ordre de multiplicité; soit u, les fonctions propres correspondantes,
complétement déterminées si on leur impose la condition de former un systéme ortho-
normal dans L*(Q); on a:
(5.3) ((ux, wie)) = A (v, tic) L=

On ale

TakorkEME 5.1. Sous les hypothéses (C1) et (C2) du N° 4, la forme ((u, v))
étant hermitienne et elliptique, le systéme w, (resp. le systéme ue/VA) est orthonormal
complet dans L* (resp. dans V pour le produit scalaire ((u, v)}).
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DEMONSTRATION.

Le systéme u; est complet dans V; par (5.3), le systéme u,;/ VA est orthonormal.
Enfin comme V est dense dans L? (puisque V contient D) le systéme u, est com-
plet dans L? d’oir le résultat.

Donnons la variante suivante du résultat précédent :

PROPOSITION 5.1. Mémes hypothéses quwau Théoréme 5.1, et en outre @ = L* (=Q’).

Alors le systéme Vzu—k—).—é est orthonormal complet dans N, espace de Hilbert pour le
ket Ak
produit scalaire :
(u, V)v=((%, v)) + (Au, Av)p.
DEMONSTRATION.

Soit J, la restriction de J & L(N; N). L’opérateur J, est complétement continu
(il suffit méme pour cela que linjection de N dans L? soit complétement continue).
Par ailleurs :
(ot Wn= (o, w) + (y, Aw) o= ||l + ((u, w))

donc J, est un opérateur hermitien positif dans N, espace de Hilbert pour la struc-

ture (u, v)y. L’opérateur J, posséde un systéme complet de fonctions propres, systéme

qui n’est autre que wu; reste & montrer que = est orthonormal; or :

Vae+ A2

(i, wi)w= ((ur, ur)) + A% " Uy ”%- =M+ A}

d’ot1 le résultat (V.

6. Propriétés de regularité des nmoyaux de Green

On revient aux hypothéses générales du N© 2, sans hypothése de compléte con-
tinuité. On a défini p. 27, Popérateur de Green GEL(Q'; N) de la forme ((u, v)),
supposée elliptique. Cet opérateur G définit en particulier une application linéaire
continue de D dans D’; cette application est définie par un noyau distribution G, ,'»
(cf. Schwartz [5]) élément de P'espace D;lzxﬂ,, des distributions sur Q,xQ,.

M) Si D est dense dans V, alors Q=V, @’ =V’ (et (C 1) s’éerit : V< L2C V’); A est un isomor-
phisme de V sur V” d’inverse J; si %', v" sont dans ¥, on pose : (v, v’)v-= ((J ', J v’)), ce qui définit
sur ¥V’ un produit scalaire hilbertien. Alors Vlk ur est un systéme orthonormal complet dans V' (pour
la structure (u’, v')v-). En effet il est complet, car V est dense dans V’, et

(Vi we, Vi wid) v = Ao (F wy Juk))= 1.

2 On note avec des indices en bas les distributions, des indices en haut les fonctions.

3 —553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 26 octobre 1955.
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Réciproquement si I'on connait la restriction de G & D, et si D est dense dans
@' (fort), alors G est complétement déterming.

On pose la

DeEriNITION 6.1. Le noyau distribution G, , correspondant & Uopérateur de Green
G est dit : le noyau de Green de la forme ((u, v)) (ou de Popérateur A pour la forme
((u, v)) ou encore de l'opérateur A sans plus lorsque D est dense dans V).

On veut étudier la régularité de @, , (cf. Schwartz [5], pour la notion de ré-
gularité).

On introduit comme au N© 4 la forme adjointe ((u, v))* de ((u, v)), qui définit
A adjoint de A. On fait I’hypothése (la forme ((u, v)) étant elliptique) :

(R1) Toute solution dans N de Au=/f, f donné dans @' N € est dans N n €.
(R* 1) Toute solution dans N* de A*u*=f, f donné dans Q' N € est dans N*n €.

EXEMPLE 6.1.

On donne ((u, v)) comme dans Pexemple 1.1 (p. 23). Alors : A=A*=—-A+b
(on suppose 5>0). Alors (R 1)=(R* 1) a lieu, car toute solution distribution de
—~Au+bu=f, est indéfiniment différentiable 13 ot le 2°™° membre l'est (cf. Schwartz
[1] et [2]).

De fagon générale : (R'1) et (R* 1) seront vérifiés lorsque A et A* seront des
opérateurs différentiels elliptiques & coefficients indéfiniment différentiables, par ap-
plication des théorémes de Petrowsky [1], Friedrichs [1], John [1].

On désigne par G* I'opérateur de Green de la forme ((u, v))*. L’opérateur G est
donné par : @=(1+31H) ' J; alors : G*=(1—iH) ' J.

D’aprés la propriété (R 1), @ opére linéairement de @' N E dans NN & (et G*
de @'NE dans N*N E). Munissons tous les espaces intersection considérés de la
topologie borne supérieure. Il faut voir si dans ces conditions, G opére contindiment
de @NE dans NNE. Cest vrai si le théoreme du graphe fermé est applicable 3
ces espaces; en effet il suffit alors de montrer ceci:si f€Q' N E tend vers 0 dans
@NnE, et Gf—>X dans Nn &, alors X =0 ce qui est évident, va que f—0 dans @',
ce qui entraine G'f--0 dans N, donc X =0.

Pour pouvoir appliquer sans difficulté le théoréme du graphe fermé on est con-

duit & I’hypothése :
(R 2) L’espace ¢ est un espace de Banach.

Alors N est un espace de Banach, ainsi que @', ce qui fait que les espaces
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Nné€ et QN E sont des espaces de Fréchet, donc le théoréme du graphe fermé leur
est applicable (cf. Bourbaki, [1], cor. 5, p. 37).

En résumé :

THHEOREME 6.1. Sous les hypothéses (R 1) (resp. (R* 1)) et (R 2) la forme
((u, v)) étant elliptique, Vopérateur de Green G de ((u, v)) (resp. G* de ((u, v))*) est dans
Vespace : L(Q' N E; NN E) (resp. L@ N E; N*n E)).

En particulier :

(6.1) GeL@NE QNnE)
et
(6.2) GFeELC@QNE QN E).

On introduit maintenant (en vue d’une transposition de (6.1) et de (6.2)) I'espace
dual de QNE, que I'on note @ + &', pour la raison suivante : toute distribution 7'
de l'espace dual de @N & est de la forme: T=f+8, f€EQ et Se&’; cet espace est
muni de la topologie forte de dual. On suppose maintenant que @ est réflexif (i.e.
le dual de @ fort est Q); alors le dual de @' N &£ est noté @+ E£’; toute distribution
de ce dual est somme d’un élément de @ et d’un élément de £. On aura besoin du

LEMME 6.1. L'espace @' est dense dans Q' + &'.

DEMONSTRATION.

Il faut approcher un élément 7 de &' par des éléments de @’; or, par régularisa-
tion par exemple, 7' est limite dans £ d’¢léments de D, d’ol le résultat.

Ceci posé, transposons (6.2); on définit ‘G, élément de L(Q +E&'; Q@+ E'), par:
(6.3) 8, =<8, &

od Se@ +&, feQ' n&E, le premier crochet désigne la dualité entre @+ & et @' N E,
le 2°™ entre @ + & et QN & 'G* n’est pas un transposé au sens habituel & cause de
la présence dans (6.3) des complexes conjugués.

On a maintenant le
LEMME 6.2. Pour tout f dans @', on a :
(6.4) ‘G = af.

DEMONSTRATION.

Soit f, quelconque dans D; il faut montrer que :

¢ f, f=<Gf, f.
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Or le 1°* membre, par définition de ‘G*, vaut : {f, G* f,>. Silon pose : u=Gf, u*=G"f,,
u (resp. u*) est solution dans N (resp. dans N*) de :
Au={f (resp. de A*u*=H},).
Il faut montrer que :
(6.5) C, fy =<, @ ={h, B.
Or

@)= ((u, w*)), {fro &= ((u", w))* = ((u*, w)), +3 (", w))p=((, u"))

d’otr le résultat.
Donc G et ‘@* coincident sur @', et Q' et dense dans Q' + & (Lemme 6.1) donc :

THEOREME 6.2. Sous les hypothéses (R1), (R*1), (R 2) lespace Q étant en
outre réflexif, Vopérateur de Green G de ((u, v)) se prolonge en un opérateur (encore
noté @) élément de Vespace L(Q +E'; Q@+ E').

Résultat analogue pour G*.(V

REMARQUE 6.1.

Le noyau @, est irés régulier au sens de L. Schwartz; il peut s’écrire G, (y)
ou G (x)y; G 4 est une fonction indéfiniment différentiable de z, y, pour z+y. On a :
G: (y) =G (9: (9)), ou &; (y) désigne la distribution en z (€ D},x) masse 1 au point y€Q
(done : §; () €@ + &'). Le noyau distribution G, est ce qu'on appelle ordinairement

la «fonction » de Green.

REMARQUE 6.2.

Il peut étre utile de considérer des hypothéses moins restrictives que (R 1) ou
(R* 1), & savoir : toute solution dans N de Au=/f est m fois continfiment différenti-
able si f est dans @ et m fois continfiment différentiable (cf. les travaux cités de
Friedrichs et John). Si m=0 (fonctions continues), on a: GeL(Q +E% Q+ &%),

ot £'® désigne D'espace des mesures 3 support compact sur ), ce qui suffit pour
pouvoir former G (8; (¥)).

7. Stabilité des opérateurs de Green.
On donne Pouvert Q fixe et sur cet ouvert les espaces V, @, @', fizes. On donne
une suite de formes sesqui-linéaires, notées ((u, v))*, k entier =1, k—>oco. On fait

Phypotheése :

(1 Note ajoutée & la correction des épreuves : M. L. Schwartz a démontré (non publié) que lors-

que A et A* sont elliptiques indéfiniment différentiables, ¢ se prolonge en un élément de 1’espace

L@Q+E; N+ E') (et non seulement £ (Q'+ E’; @+ E).
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((w, v))¥—>((w, v)) lorsque k— oo, uniformément pour u et v
(S 1) demeurant dans un borné de V; autrement dit:

| ((w, o)) — ((w, ©) [<ex||w]lv||v]v, ec—=>0 si kb~ co.

On suppose ensuite :
{La forme ((u, v)) est elliptique, i.e. :

(S 2)
il existe a>0 tel que ((u, w));>a|l«|} pour tout w€V.

Notons le facile

LEMME 7.1. Sous les hypothéses (S1) et (S 2), la forme ((u, v))* est elliptique

pour k assez grand.

DEMONSTRATION.
De fagon plus précise, on va montrer ceci :
( {Pour tout a, >0, avec a, <wa, il existe k(a,) tel que pour k>k (a;) on ait :

((w, w))f >a, ||u||} pour tout weV.
En effet, par (S 1) il existe k,, dépendant de a, tel que pour k>k, on ait :

[, w)i—((w, )| <a—ay, eV, ||ufy<1,
done
(s u))f= (0, W)y — (@ =ay) |||y
d’ou le résultat avee k(a,)=k,.

La forme ((u, v))* définit un opérateur A* (par : {A*u, @)= ((u, ¢))*, p€D). Du
lemme 7.1 résulte que A® est un isomorphisme de N* sur ', N* étant Pespace cons-
truit & particr de A* et ((u, v))* comme N l'est & partir de A et ((u, v)). Soit G*
Popérateur de Green de la forme ((u, v))*; G* est dans l'espace £ (Q’; N*), donc en

particulier dans 1'espace £(Q’; V). On a le

THEOREME 7.1. Sous les hypothéses (S 1) et (S 2), G*—@Q dans Uespace L, (F'; V).V

DEMONSTRATION.

Soit { donné dans @'. On pose :
w=G"f, u=Gf; u* (resp. u) est solution dans N* (resp. dans N) de : A*u*=f

(resp. de Au={). Pour tout » dans V on a les relations :

((u*, o)) ={F, 3, ((w, v)) ={f, &)

M) Voir note (1) p. 21.
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donc ((u* —u, v))* = ((u, v)) — (4, v))¥; si Pon fait dans cette relation : v=u"—u, et

que l'on prend les parties réelles des deux membres, il vient :
((u* ~u, u* —u))i=Re (((u, u* —u)) — ((u, u* —u))*) ™.

Le 1° membre est >a, ||u* —ul|} pour k>k(a;) (lemme 7.1) et par (S 1), le 2°™°

est majoré en module par : g ||||v| 4" —u|y, dou:
(7.2) o —ully=< =l
1

Le théoréme résulte de (7.2) : si f demeure dans un ensemble borné de @', alors
% demeure dans un ensemble borné de V, et (7.2) montre alors que »*—>u dans V?
uniformément lorsque f demeure dans un borné de @', d’ou le théoréme.

On a en outre obtenu, par (7.2), une évaluation de I'erreur qui peut étre utile.

8. Opérateur D+ M

Comme on Ya déja indiqué dans l'introduction la situation pratique sera géné-
ralement inverse de la situation précédente. On donne d’abord l'opérateur A, et cer-
taines conditions aux limites; on cherche si les problémes aux limites correspondants
admettent, ou non, une solution. Il est donc indispensable d’avoir un procédé systé-
matique, permettant de construire, & partir d’opérateurs A donnés assez généraux
pour couvrir les cas pratiques, les formes ((u, v)) et les espaces ¥V et N. On est alors
conduit aux notions des N° 8 a 13.

On donne un espace de Hilbert E avec D E<D’, D étant dense dans E; le
dual de E est un espace de distributions noté E’, qu'on n’identifie pas & E sauf si

E=1I? (cf. p. 21 et 22). On donne 'opérateur 4, avec :
(E 1) A, est un isomorphisme (topologique) de E sur L*.
On introduit alors *4,, élément de C(L? E’), défini par :

(8.1) CAof, ={f, Agey=1f, 4o€)1s

ol f est dans L?, e€E, le 1¥ crochet désignant la dualité entre E’ et E; t4, n’est

pas un transposé ordinaire & cause des complexes conjugués.

On donne maintenant » opérateurs,

(E 2) A€L(E, D) et A, €C(D; 1Y), i=1,...,»

1 Voir note (1) p. 21.
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On introduit ‘4;, élément de L (L% D’), défini par
(8.2) CAif, p=(f, Ai@),  [EL? @€D.
On donne ensuite une famille d’opérateurs g, g, :
(8.3) g €L (IA LA, g€ LA LA, i,§=1,...,»

ExEmrLE 8.1
E=IL*(=E'); 4, opérateur identique de L* dans lui-méme, A4;=opérateur dif-

Y

férentiel quelconque & coefficients constants, g;; =opérateur de multiplication : f—g; f,
par une fonction quelconque g;; € L™ (Q) (espace des fonctions mesurables essentielle-

ment bornées sur Q).

OPERATEUR D+ M.
A partir des données précédentes, on fabrique l'opérateur D, élément de £ (D; D)

défini par :

(8.4) Do= 3 'Ai(gi; 4;9) ©.

1,721
On consideére ensuite I'opérateur :

(8.5) M="4,9,4,
élément de L (E; E'). On pose alors

(8.6) A=D+ M.

Telle est la classe des opérateurs A auxquels on va attacher des former ((u, v))

sur des espaces V & définir.

9. Espaces £(4), D(4), D' (4)

EsracE E(4).

On désigne par & (4) I'espace des fonctions u € B, telles que A4, u, & priori élément
de D', soit dans L? pour tout :=1, ..., »; cet espace est muni de la topologie la
moins fine telle que les applications u—u et u—A4;% soient continues de &£ (4) dans

E et L? respectivement. Pour u, v€E (4) on pose :

(9.1) (w, V)ecay=(4ou, Agv)a+ 2 (4iu, 4;v)1s,
i1

) Tlegt immédiat de counstater que D est élément de Uespace Iy (D; ‘D')‘
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(9.2) Il llca=lwll§+If
ou

(9.3) lloellf =114 ]|z

et

(9-4) lelli= 2 Il AefZe.

Comme d’aprés (E 2), 4; est dans L (D; L?), lespace D est contenn dans & (4).
On a la

ProrosiTioN 9.1. L'espace E(A) est un espace de Hilbert pour la structure
définie par (9.1). L’espace £ (A) est contenu dans E avec une topologie plus fine.

DEMONSTRATION.

La quantité (9.1) est un produit scalaire préhilbertien sur &€ (4). Si ||%|lecsy=0
alors Ayu=0 donc u=0 (par (E1)). On a évidemment £ (4)cE algébriquement;
mais si e—>0 dans € (4), alors 4,¢—0 dans L* donc, par (E 1), e—>0 dans E. Reste
4 montrer que £ (A) est complet pour la structure (9.1). Soit u, une suite de Cauchy
dans &£ (4); donc Aju; et A;u;, 1 fixé quelconque, sont des suites de Cauchy dans
L? qui est complet, donc : 4yu;—~>v, et A;u,—~v; dans L% mais par (E 1), il en ré-
sulte que uy—u dans E, d’ou résulte par (E 2) que 4; u,—4;« dans D’, donc v=4; u,
d’ol le résultat.

Espace D(4).
C'est Padhérence de D dans E(A). Cet espace est muni de la topologie induite
par € (4), c’est un espace de Hilbert. On peut avoir D (4)=E (4) mais les cas les

plus intéressants sont ceux ol D n’est pas dense dans & (4).

ExamprLE 9.1.
E=I% A,=1, A;= 5%, 1=1,...,n. Alors E£(A4) est l'espace EL(Q), de lex-
i
emple 1.1, p. 23. L’espace D (A4) est alors note Di.(Q); cet espace est strictement
contenu dans £1.(Q) si et seulement si la frontitre de Q n’est pas de capacité nulle
(Cf. Deny- Lions [1]).

La proposition suivante est immédiate :

ProrosiTION 9.2. L'espace U (A), orthogonal de D (A) dans E(A) pour la

structure (9.1) est Despace des solutions de I'équation
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Id :
(9.5) '4y dgu+ zl ‘4, Aiu=0.
i=

COROLLAIRE 9.1. La condition nécessaire et suffisante pour que D ne soil pas
dense dans E (A) est que (9.5) admetie des solutions non nulles dans E(4).

Esrpace D' (4).
C’est le dual fort de D (4); c’est un espace de Hilbert. On a la

ProrosiTiON 9.3. Toute distribution T €D’ (A) s'écrit de fagon unique :
(9.6) T=A, A, f+ 2 *4; Aif,
i=1

o f€D(A). Les conditions «f—0 dans D(4)» et «T—>0 dans D’ (4)» sont équi-

valentes.

DEMONSTRATION.

Soit D4 l'espace D muni de la topologie induite par D (4) et ¢—X (p) une
forme linéaire continue sur D4. Alors ¢—X (@) est une forme semi-linéaire continue
sur D,, donc Dy étant un espace pré-hilbertien, il existe un élément f et un seul
dans D (4) tel que: X (p)=(f, p)vs, ou encore X (¢p)=<T, >, T donné par (9.6).
On peut donc identifier X et 7', d’olt la représentation (9.6). Pour tout » dans D (4),

on a alors :

9.7) T = Uo, Ayt 3 (Aif, A )

(1*" membre désignant la dualité entre D’ (4) et D (4)), d’ol aussitét la fin de la
proposition.

On démontrera de la méme fagon la

ProProsiTiON 9.4. Toute distribution du type

(9.8) S=‘A0 fot Z tAi fis
i=1

o% f, et f; sont quelconques dans L2, est dans D’ (4).

10. Espace V, Q; produits scalaires et ellipticité
On prend pour espace V un sous-espace vectoriel fermé de € (4) contenant D (4) :

DcVec €)DD)
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On prendra pour espace @ lespace E sauf si V=D (4), auquel cas V=@, donc
Q=D (A);, si Q=E, alors Q' =E'. Le cas V=D (4) correspond au probléeme de
Dirichlet.

Pour u, veV, on pose, lorsqu’il n’y a pas de confusion possible :

(10.1) (4, ©)a, 6= Z (915 Aju, Aot (9o Agu, Agv) e

i, i=1

Sur ¥xV on prend alors la forme sesqui-linéaire :
(10.2) ((u, ©))= (%, V)4,

On voit facilement que :

(10.3) (@, )= 3 (MA,-u, A,-v)+(@ii’i’Aou, on) m,
1721 2 2 s

Lopérateur A défini par ((u, v)) est D+ M; en effet,
(91 Aju, Ai @)= Aigi; d5u, @,
par définition de d;, et
(9o Ao, Ag@)ra= Ay 9o Ay, P).

Etudions Uellipticité de la forme ({u, v)); elle est elliptique si et seulement si :

(10.4) 2 (M A;u, Atu) + (!Io+go Agu, Agu) ZallulfZ.,
1,7 2 I 2 L2

pour tout eV, a>0.
Le moyen le plus simple de réaliser (10.4) est de supposer qu’il existe a,>0 et
a,>0 tels que :

(10.5) 2 ((gis+g7) Ayu, Aiw)p>ay || ulff

i,j=1
(10.6) (g0 + 90) Apu, Agu)rs=ay||ulfs

pour tout ueV.
On peut poser la

DiériniTION 10.1. L'opérateur M =‘A4,g, 4, est dit de partie hermitienne stricte-
ment positive dans V s'il existe a,>0 tel que (10.6) ait lieu pour tout ueV.

(1) De fagon générale, si X est dans L (L% L?), x* désigne I'adjoint de X.
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Reste a regarder de plus prés la condition (10.5). Il faut d’abord noter — ce
qui est important — quun opérateur donné D admel en général une infinité de dé-

compositions distinctes du type (8.4), p. 39. Voici un exemple :

ExegmprLEe 10.1.

On donne, sur un ouvert ) quelconque de R? (coordonnées x,, x,), opérateur :

et & & &
D= ——+_ -5
0r1 0%y 0,07, 0%, 0%,

Sous cette forme, on prendra :

& % o*
ey Ay= - ’ = A Al
o923’ Tt o3’ TP Oz om,

4,=

Mais l'on peut écrire D sous la forme :

& 1 F 1P P

et sous cette forme, il faudra prendre :

o &
b o
(pas d’opérateur A4,).

On voit donc que (10.5) est une notion non seulement relative & D mais encore
au mode de décomposition de D — ou encore, comme il a déja été signalé, que la
donné de ((u, v)) est davantage que la donnée de A, sauf dans le cas du probléme
de Dirichlet : D dense dans V, ici V=D (4) — .

Supposons done D donné avec sa décomposition; alors la notion (10.5) dépend

encore de ’espace V (comme on verra sur les exemples). Finalement on pose la

DEriniTioN 10.2. L'opérateur D défini par (8.4) est dit V-elliptique, s’il existe
a, >0 tel que Von ait (10.5) pour tout weV.

Cette définition ne fait intervenir que la partie hermitienne de D.

En résume : si Popérateur D est V-elliptique, et M de partie hermitienne stricte-
ment positive, la forme sesqui-linéaire ((u, v))=(u, v)4,, sur VxV, qui est attachée
& D+ M, est elliptique.

ExeEmMpLE 10.2.

o
On prend 4;= P E=1I? A4,=1, done £(A4)=EL, et pour g; Vopérateur de

i
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multiplication par g;; que nous supposons &tre une constante réelle, avec g;;=g;;.

Une condition nécessaire de Di.-ellipticité est alors (voir par exemple Visik [1]).
1}2 gu&sz“lflz, §=(§1)~~-9§n)ean~
,J=1

La condition est suffisante, et méme suffisante pour assurer la El.-ellipticité (im-
médiat). On voit done que dans ce cas la notion de V-ellipticité est en fait indé-
pendante de V. Méme résultat pour-des coefficients variables continus. Il n’en est
plus de méme pour des opérateurs différentiels d’ordre >2, comme le montre I’exem-

ple qui suit.

ExEmMPLE 10.3.

On prend sur un ouvert borné de R? 1'opérateur D de P'exemple 10.1, écrit sous
la 1%° forme. II est D (4) elliptique mais non & (4) elliptique, car :
2

T U
2
oxy

2

+

L2

2 2

62

82
o axlaxzu

u
2
8962

L2

JA]

peut étre négatif. Exemple : u (x;, x,) =2, ,, fonction de £ (4) car Q est borné.
Lorsque D est V-elliptique et M de partie hermitienne strictement positive, toute
la théorie faite dans les N© 1 & 7 est valable. Explicitons la construction dans ce
cas de P'espace N. C’est l’espace des u€V (U tels que (D+ M)u€Q (=E ou D’ (4))
et qui vérifient :
D+ M)u, 5y =(u, v)a,, pour tout v€V.

On a donc d’aprés le théoréme 2.1, le

THEOREME 10.1. 8¢ Popérateur D donné par (8.4) est V-elliptique et Uopérateur
M donné par (8.5) est de partie hermitienne strictement positive alors D+ M est un iso-
morphisme de N sur @ (Q' =E' si V est différent de D (4), @ =D’ (4) si V=D (4)).

11. Opérateurs frontitres; nouveaux produits scalaires

La notion suivante est fondamentale pour les applications :

DEFINITION 11.1. Soit F un espace de Hilbert quelconque. Un opérateur y,
élément de L(E(4); F), est dit opérateur frontiére, si y est nul sur D (4) (et éven-
tuellement sur d’autres éléments).

Tous les exemples utiles se déduisent du suivant :

U On peut prendre ici pour espace H I'espace des u éléments de & (4) (et non seulement de V)
tels que (D + M) u soit dans Q’.
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ExemerLe 11.1.

On prend, comme dans l'exemple 1.2, p. 24, £ (4)= EL. (Q) et on suppose comme
dans cet exemple que la frontiére de () contient un morceau I' de variété une fois
continfiment différentiable et que I' est borné; si Uon prend : F= L*(I'), espace des
classes de fonctions de carré sommable sur I' pour la mesure superficielle ds, alors
on a rappelé dans l'exemple 1.2 comment on pouvait définir une application ¢« pro-
longement en moyenne», u—>y (u), de &L (Q) dans F=L*(T'); cette application est
une application frontiére; elle est en effet nulle sur D31.(Q) (et aussi en général sur

d’autres éléments).

ExemrrLEe 11.2.

On donne cet exemple & titre de curiosité. On suppose que les 4, sont les opéra-

Y

teurs différentiels & coefficients constants et sans terme constant; pour tout ¢ dans

D, on a: fA,q)dx=0. Si 'ouvert € est de mesure finie, I’application u—éf Aiu(x)dx
o} a

est une forme linéaire continue sur & (4), nulle sur D donc sur D (4), et qui définit

donc un opérateur frontitre, avec F'=C, corps des nombres complexes.

Soit maintenant B un élément quelconque de Vespace £ (F; F):
(11.1) BeE(F; F).
On définit sur ¥V xV une nouvelle forme sesqui-linéaire en posant
(11.2) ((w, ©)) = (% V)4, 0 + (Byu, yv)r ().

La forme (11.2) dé’finit Vopérateur A=D+ M. En effet, si v=¢€D, alors yp=0,
done ((u, @))=(u, ¢)4,, et ceci vaubt, comme on a déja vu: ((D+M)u, ¢>.
On a la:

Prorosition 11.1. 8¢ Uopérateur D est V-elliptique, si M est de partie hermi-
tienne strictement positive, et si B+ B* est >0 ou bien de morme assez petite, la forme
((u, v)) est elliptique.

DEMONSTRATION.

On a en effet : (v, v)), = partie hermitienne de (u, v)s,, (donnée par (10.1))
+ (B+ B*

5 VY )p
L’inégalité (10.4) a lien. Si done (B+ B*)>0, on a tout de suite :

((w, w));>a||u||2a, pour tout u€ V.

(U (yu, yv)r désigne le produit scalaire dans F de yu et de yu.



46 J. L. LIONS

Dans tous les cas on a d’ailleurs :
(@, W =alulEw—cl| B+B*]| [ ulfw, c=constante,
d’otr la proposition dans le cas ou la norme de B+ B* est assez petite.
Dans ces conditions la théorie des N° 1 a 7 s’applique.

Explicitons encore la construction de l'espace N : c’est I'espace des w€V, tels
que (D+M)u€Q’, et qui vérifient :

D+ M)u, 5y={(u, v)a,+(Byu, yv)r,
soit :
{Du, 5y= 2 (g1 A%, Aiv):+(Byu, pv)r pour tout v€V.
t,ji=1
Ceci posé, on a, d’aprés le théoréme 2.1, le
THEOREME 11.1. Sous les hypothises de la proposition 11.1, Uopérateur (D + M)

est un isomorphisme de N sur Q.

12. Opérateurs de perturbation

On donne D+ M, avec sa décomposition, et on suppose choisi un espace V< & (4).

On donne un opérateur P :
(12.1) PelL(V; Q).
DeriNiTIioN 12.1. Un opérateur P, donné avec (12.1), est dit opérateur de
perturbation.
ExemprLE 12.1.

P= Z hi Ai’
i=1

meL (L% Q).
ExEMPLE 12.2.
On suppose que V=D(4). On prend alors P comme dans l'exemple 12.1, et
on peut lui ajouter un terme de la forme :
P,=%'Ak;, kE€L(D(A); L?).
DEFINITION 122, L’opérateur de perturbation P est dit de partie hermitienne

positive dans V, si:

(12.2) (Pu, &+ (u, Pud>=0 pour tout u€V.
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On prend maintenant sur Vx 7V la forme sesqui-linéaire :
(12.3) ((w, ©)) = (4, V)4, ¢ + (Byu, yv)r+<{Pu, 5) V.

On a la

ProProsSiTION 12.1. Si D est V-elliptique, M de partie hermitienne positive, st
B+ B*>0, et si P est de partie hermitienne positive, alors la forme ((u, v)) est elliptique.

La démonstration est immédiate. On peut remplacer dans cette proposition :
B+B*>0 et P de partie hermitienne positive par le fait que ces opérateurs soient
de norme assez petite (2.

Sous les hypothéses de la proposition 12.1, la théorie des N© 1 & 7, s’applique.

L’opérateur défini par ((u, v)) est :

(12.4) A=D+M+P,

L’espace N est défini comme suit : c’est ’espace des w€V tels que Du€Q’, et qui
vérifient :

{Du, 5y= 2 (gij4;u, Aiv).+ (Byu, yv)r pour tout v€V.

i,j=1

Ici encore, D+ M+ P est un isomorphisme de N sur Q'

13. Cas des systemes différentiels

Soit x un entier positif fixé quelconque. Si M est 'un quelconque des espaces
vectoriels topologiques considérés jusqu’ici, on désigne par M?* l’espace vectoriel topo-

logique produit M*=Mx---xM, x facteurs; tout m €M est de la forme
m=(my, ..., my)=(m), mEM.
Considérons maintenant les espaces D* et D'%. On donne @, espace vectoriel
topologique, avec :
(13.1) DrcQc DY,

les injections de D* dans @ et @ dans D’* étant continues, I'espace D* étant en outre
dense dans @; tout ¢€EQ est de la forme: g=(q, ..., q;), ¢€D’; alors 7=(3); on

suppose que éEQ. Le dual @' de @ est un espace de vecteurs-distributions :

(13.2) D*c@Q D%

(1) 8i I'on ne peut définir d’opérateur frontidre raisonnable, supprimer le 2%™ torme.

2 @’ qui est soit B soit D' (4) est toujours un espace de Hilbert, done £ (V; @) est un
espace de Banach.
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les injections étant continues, D* étant faiblement dense dans @’. On donne main-

tenant V, espace de Hilbert, avec :
(13.3) Drc@QcVeD'¥,

D* étant dense ouw non dans V, toutes les injections étant continues; tout #€V est
de la forme : 4= (u;), w;€D’; alors ;Z’:(’ﬂi); on. suppose . que Q€ V.
On donne maintenant une forme : %, »—((%, v)), sesqui-linéaire continue sur Vx V;

on la décompose en partie hermitienne et anti-hermitienne :

(13.4) (@, 9)) = ((@, D))y + 5 ((&, ©)),.

La forme semi-linéaire : ¢p—>((%, ¢)) sur D*¥ est continue donc du type :
(13.5) ((u, §))=<Au, gy, AEL(V; D%

On dit que A est défini par la forme ((u, v)).

Esrace N.
Cest 'espace des w€V tels que A%E ', et qui vérifient

(13.6) (A%, vy = ((@, v)) pour tout VEV.

On dira, comme & la définition 2.1, p. 25, que la forme ((@, D)) est elliptique

s’il existe a>0 tel que, pour tout z€V, on ait :
(13.7) (@, w) = al 4|5
On démontre alors exactement comme au Théoréme 2.1 le

THEOREME 13.1. Si la forme ((u, v)) est elliptique, Vopérateur A défini par cette
forme, est un isomorphisme (topologique) de N sur Q'

PROBLEMES AUX LIMITES.

Désignons par H lespace des #€V tels que Aw€Q’, sans la condition (13.6).
Supposons donné un espace vectoriel topologique X, tel que : D¥ < ¥ XK= D'*, et
un prolongement de A & X, encore noté A, tel que A€L(X; @). Comme on a posé
le probléme 3.1 on pose le

ProeLEME 13.1. Trouver ﬁe.‘](, solution de

(13.8) A5=ﬁ, F étant. donné dans @',

avec les conditions aux limites :
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(13.9) U-henN

(probléme inchangé si 'on remplace 3 par h+ élément quelconque de N).
Sous les hypotheses du théoréme 13.1, le probléme 13.1 admet une solution unique.

Les théoremes des N© 4.5, 6.7, se généralisent aussitét au cas actuel.

ExemrpLE 13.1.

De fagon générale, si A €L (E; F), E et F étant deux espaces vectoriels topologiques
quelconques, on définit un élément, encore noté A, de £ (E* F*), en posant, pour tout

e=(ey, ..., e,) EE* :
Ade=(4de,..., Ae,)EF~,
On donne maintenant, comme au N° 8, un espace de Hilbert E, avec :

(13.10) D<cEcD,

et on donne A, isomorphisme de E sur L®. Alors A4, est un isomorphisme de E*
sur (L** et ‘A €L ((L*% (E')*). On donne encore les opérateurs A;, avec (E 2)
p- 38, done :

(13.11) A €L (EB% D'Y), €L(D*% (LA, i=1,...,».
On donne maintenant les opérateurs
(13'12) Gijs goec ((L?)Z’ (L2)Z), 7:3 j= 1’ ey Ve

On considéere 'opérateur D défini pour ¢ € D* par :

(13.13) Dy~ ;2_ "Ai (95 4 §),

i 1
et l'opérateur M :

(13.14) M=*4,g, 4,
On pose enfin: A=D+ M. On introduit les espaces (€ (A))*, (D (4))* et V, sous-

espace vectoriel formé de € (4)*, avec: D (d)c V<€ (4).
Pour 4, b€V, on pose :

(13.15) (Wi, D)0 =

i,

(915 A%, Ai O)inx + (g Ao, Ag¥)cinr.
1

ViV

L’opérateur D est V-elliptique si :
4~ 553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 27 octobre 1955,
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(13.16) > (gis+g53) A, A @)amx = ay||4f},, pour tout w€V
1,721

X
lalli= 2 llolfs %= (w), a;>0.

L’opérateur M est dit de partie hermitienne strictement positive si

x
(13.17) (9o +90) Ao, Ay Wy Za ||l (|%ll= 2 o i= 2 [Eor-

L’espace N est alors 1'espace des €V tels que Au€Q’ et qui vérifient :
(13.18) (A%, 5= (%, 9)a,, pour tout D€ V.
Il résulte du théoréeme 13.1, le

TuktoriME 13.2. 8¢ Vopérateur D donné par (13.13) est V-elliptique, si Vopéra-
teur M est de partie hermitienne strictement positive, Uopérateur A=D+ M est un iso-

morphisme de N sur @'
Ce théoréme généralise le théoréme 10.1, p. 44. Généralisations analogues pour
les résultats des No 11, 12. Exemple : on prend K= L? A,=application identiqué de
. o .
I? sur lui-méme, 4;= Fyerin 1,...,n. On prend pour ¢;; I'opérateur représenté par
)
la matrice :

gi=gi7ll, Lm=1,..,%
ol gij* est opérateur de multiplication par la fonction ¢i} € L (Q); de méme on prend
go=llgo" [I. go™ €L™ (Q).
On a dans ces conditions :

Ap=((APhs .., (A@))

avec :
. L9 ( z 6<pm) x
Agp=—3 S gr?®): S gr g,
(Agh i,jz=16xi mzlg” oz, mglgo Pm
RemMArQUE 13.1.
On peut généraliser davantage, en introduisant des espaces de fonctions & valeurs
dans un espace de Hilbert quelconque, soit H; le cas précédent correspond au cas

particulier ou H est de dimension finie .
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14. Plan général d’étude des problémes aux limites

On suppose donné lopérateur A, sous une forme quelconque. On suppose que
cet opérateur peut étre mis sous la forme: A=D-+ M, comme au N° 8. Si c'est

possible, on étudiera les problémes aux limites suivant le plan qui suit :

Poixnt 1.

On choisit une décomposition du type D+ M ; & cette décomposition correspond
un espace &£ (A). On prendra ensuite foutes les décompositions possibles. Cf. aussi
Aronszajn [2].

1l faut alors étudier Vespace £ (A), et d’abord :

Point 2.

L'espace D est-il, ou non, dense dans £(4)? Si D est dense dans & (4), le
seul probléeme aux limites & considérer (pour A éerit sous eette forme) est le probléeme
de Dirichlet. Sinon, il faut construire des espaces V intermédiaires entre D (d4) et
€ (A). Pour cela est nécessaire ’étude des deux points qui suivent :

PointT 3.

Propriétés de sommabilité locale et globale des éléments de £ (4). Exemple :
of. Chap. I, §2, No 1 ci-apres.
PoiInrT 4.

Définition d’opérateurs frontiéres, si possible & partir du prolongement des élé-
ments de & (4), sur un morceau de la frontidre de Q (cf. déja, N° 1, exemple 1.2).
PoinT 5.

Définition d’espaces V (on utilisera souvent essentiellement les propriétés du
point 4).

PoinT 6.

Propriétés de compléte continuité : l'injection de V dans @' est-elle compléte-
ment, continue ?
PornT 7.

Formes sesqui-linéaires; V-ellipticité.
PoinrT 8.

Exemples d’opérateurs de perturbation.
Poixt 9.

Choix d'un espace X (pour la définition de X, cf. N° 3).
PorxtT 10.

Conclusions : problémes aux limites résolus
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§ 2. Applications

1. Opérateurs différentiels du 2= ordre a coefficients variables bornés

On suppose que l'on donne un opérateur différentiel D avec sa décomposition :

LY 0
1.1 D= — i _
(1) 1,12=1 oz (guaxj)

ol g;;=fonction quelconque de L™ (Q). On donne ensuite, une fonction M avec
(1.2) MeL>(Q).

On fait les hypotheéses suivantes :

(1.3) Z @@+ @) GG = a [0 (=G5 8n)y  a>0, GEC.

i,7=1
(1.4) (M (z) + M (z)) = a,>0,
ces deux inégalités ayant lieu presque partout dans Q.

Point 1
L’espace & (A4) est 'espace EL.(Q) (cf. § 1, exemple 1.1) des fonctions de carré

sommable sur Q ainsi que toutes leurs dérivées d’ordre 1; les notations sont :

2
dzx.

2 __ 2 2 _ < i
Il = [lu@baa futt= 5 [| 5 o

On pose souvent :

Mol =l -
Point 2
La condition nécessaire et suffisante pour que Dg soit dense dans Ei. (Q) est que la
frontiére de Q soit de capacité nulle (cf. Deny-Lions [1]). Exemple trivial : si Q=R",

D est dense dans E5. (R") (végularisation et tronquature).

Point 3
Propriétés de sommabilité locale et globale.
On rappelle la définition suivante (cf. Deny-Lions [1]) :

DErFiNiTiON 1.1. Un ouvert Q de R", n=>3, connexe, est dit ouvert de So-
boleff si pour toute distribution 7' telle que é)—i— T soit dans L?(Q) pour tout ¢ (i.e.
i

T est dans BL(Q), espace de Beppo Levi sur Q) il existe une constante C telle que
T+CEL(Q), 1/g=1/2—1/n.
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Notons que l'introduction de C est évidemment inutile si Q est de mesure finie.

Ceci posé on a la

ProrositioN 1.1. 8i Q est un ouvert de Soboleff dans R", n=>=3 toule fonction
u€EL (Q) est dans LU(Q), 1/g=1/2—1/n.

DEMONSTRATION.
a) Conséquence de la définition si Q est de mesure finie.
b) Q est de mesure infinie.
Soit u € £ (Q); u est donc dans BL (Q), donc il existe une constante ¢ avec

(1.5) v=u+c€L(Q).
Soit Qr Youvert intersection de Q et de la boule |x|<R. Soit vz 1a mesure de Q.
On a:
1
— J‘u(x)dx <\ w ]|z vz
R i
et
1
L fv(x)dx <|[v]lzavste.
VR
Qg

Or de (1.5) 'on déduit :
1 1
vn fv(x)da: = on fu(x)dx+c,
Qp Qp

d’ott en faisant tendre R vers Uinfini : ¢=0, v=u€L(Q), c. q. f. d.
Signalons la propriété de sommabilité locale : toute fonction u de E£5.(Q) est

localement L? si m = 3, localement L”, p fini quelconque si n< 3.

Point 4. Propriétés de prolongement

Soit T'; une portion de la frontiere I" de ; on suppose que T'; est une variété
a4 n—1 dimensions, une fois continfiment différentiable par morceaux. Alors (cf.
déja le §1, Exemple 1.2), on peut définir une application linéaire continue et une

seule,

f->nf

de €L (Q) dans L, (I'y) — espace des fonctions localement de carré sommable sur
[;, pour la mesure superficielle ds,, espace muni de la topologie de la convergence
dans L* sur tout compact, ce qui en fait un espace de Fréchet (i.e. métrisable et
complet) — telle que y,f coincide presque partout sur I', avec les valeurs de f sur
I'; lorsque f est continue dans QUT,.
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On dira dans ces conditions que le prolongement en moyenne sur I'; des fonctions
de €. est possible, et que y, f est la prolongée en moyenne de f sur I';. Pour plus
de détails, cf. Deny-Lions [1], Soboleff [2], Nikolsky [1].

Si Iy est borné, on prend L?*(T')) au lieu de L%, ([;). Si l'on prend alors

F=L*(,), on a ainsi défini un opérateur frontiere y,. On a, pour tout f€EL;

(1.6) lys s <clll Flllys ¢ = constante.

Si I'y est la frontitre entitre de Q, tout élément u de D% (Q) vérifie y, u=0.
Réciproquement si u-est dans £}. et vérifie y, w=0, alors u est dans D}. (pour un

résultat plus préeis, cf. Deny-Lions [1]).

REMARQUE 1.1.

En fait les fonctions de &} (Q) sont de puissance ¢®™e sommable au voisinage
de I'y, » >3, ce qui permet de prolonger les fonctions de &£i.(Q) dans un espace
plus petit que L?([;) (au moins localement), & savoir I’espace L (I',), avec: ¢*=

n—1

n—2
espace F car ce n’est pas un espace de Hilbert. Noter que I'application u—>y, % de
€1 (Q) dans L% (T)) n'est pas sur.

=2 (cf. Deny-Lions [1]). On ne peut utiliser directement I'espace L?* (I';) comme

REMARQUE 1.2

On a souvent une majoration meilleure que (1.6), & savoir :
(L.7) 172 Hlzsn < el lo 171+ e I£1IE, €1, ¢, = constantes.

EXEMPLE: Q ouvert de R" dont le morceau I'; de frontiére est porté par

0
Phyperplan x,=0, et Q contenant I'ouvert : I';x)0, ¢(, ¢ assez petit.

Point 5. Espaces V
‘Espace Vy: V,=D% (Q). Ensuite on prend
Esracze V,=EL (Q).

Espace V;. On suppose que Q posséde un morceau de frontiere I'; tel que le
prolongement en moyenne soit possible. On prend alors pour V, l'espace des fonc-
tions u € 1. (Q) telles que y, u=0 (cet espace contient Di. et est fermé). Plus géné-
ralement : soit ¥; un sous-espace vectoriel fermé de L?(I';); on prend pour espace

V le sous-espace de E£i.(Q) formé des u tels que yu €Yy, .

Espace V,. On prend pour Q le cube J0,1(”. On peut prolonger les fonc-

tions de E£1.(Q) sur la face x,=0 (resp. x,=1); soit 9% (resp. p%) opérateur de
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prolongement en moyenne. On prend alors pour V, l’espace des fonctions de i (Q)

qui vérifient : 5 (w) = y» (w). On peut faire la méme chose avec les autres faces.

EspacE V;.

On suppose € non connexe : Q=0Q, UQ,, Q, et Q, ouverts (connexes ou non),
sans points communs, ayant une portion de frontiére en commun soit X telle que le
prolongement en moyenne des fonctions de E%. (Qy) et de Ei. (Q,) sur X soit possible.
On a alors un opérateur o, (resp. o,) de prolongement des fonctions de £1.(Q,) (resp.
£1: (Q,)) dans L?(Z) (toujours pour la mesure superficielle sur ). Toute fonction
w € EL (Q) peut aussi étre considérée comme un couple de fonctions : w=(u;, u,),
u; € EL:(Q;). On prend alors pour V, le sous-espace de &1.(Q) formé des fonctions
u=(uy, u,) telles que: oy (%) =a 0, (4,), a=constante (plus généralement si Yy est
un sous-espace vectoriel fermé de L?(X) on prendra pour V le sous-espace des

uw=(uy, uy) telles que o (1;) — @ g, (u;) €Vx).

Point 6. Propriétés de compléte continuité

On rappelle le théoreme suivant, démontré dans Deny-Lions [1] :

TuktortME 1.1. S5 Q est un ouvert de Soboleff borné, Pinjection de Ei. (Q)
dans L*(Q) est complétement continue. Voir aussi Soboleff [2], Courant—Hilbert [1].
On voit facilement sur des contre exemples que pour que le théoréme 1.1 soit
vrai, il faut imposer & ( deux conditions : I'une du genre « Q borné » 'autre du genre
«Q a une frontitre réguliere». Cette 2°° condition disparait si I'on veut seulement

avoir la compléte continuité de l'injection de Di: () dans L*(Q) :

TutorkME 1.2. (Cf. G&rding [4).) Si Q est un ouvert borné, Vinjection de Di. (Q)
dans L* (Q) est complétement continue.

A partir des théordmes 1.1 et 1.2 on peut passer 3 d’autres cas. Exemple :
Soit K un compact quelconque de R™ contenant Uorigine, et B une boule ouverte
|#| < R, contenant K; on prend Q=Bn(K, et pour espace ¥ Dl4idhérence dans
EL: de Tespace des fonctions continues dans (, nulles dans un voisinage (variable)
de K. Alors linjection de V dans L?(Q) est complétement continue, l'injection de

Ei: dans L? pouvant ne pas 'étre, si K a une frontitre trés irrégulitre.

Point 7

Avec les notations du § 1, No 10, p. 26, on a:

i ou o1
1.8 = s — —— d, 5dx.
(1.8) (u, ¥)4,9 i.Zln 915 o2 b x +df Musdx
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La partie hermitienne de cette forme est :

sfmutmouon,  (mid
(1.9) (w, v)A,M—ZJ‘ 2 omom dx + g w7 dz.
Q !
Grice & (1.3) et (1.4) on a:
(1.10) (w, wa,g,1=al|«|lf, e=inf (a;, ay), pour tout « dans Ei..

FORMES SESQUI-LINEAIRES ATTACHEES A D+ M.

Si y, est un opérateur de prolongement en moyenne et B un élément quelconque
de L (L*(I'y); L*(T,)), on peut prendre, comme au § 1, No 11 :

(1.11) ((u, v)) = (, ©) a,g + rf (By,w)pvds,.

Pour voir si la forme (1.11) est elliptique, on utilisera la prop. 11.1, p. 45. Pour
fixer les idées, on pourra supposer : B+ B*>0.

Voici quelques remarques plus spéciales & ce sujet.

a) On suppose que Q est un borné quelconque, et V= D1i.((). Alors une ma-

joration élémentaire (cf. Gérding [4]) montre qu’il existe une constante ¢ telle que :
]l < c|l=|l, pour tout » dans Di. (Q)

(majoration inexacte sur Ei.(Q); exemple: u=1). Dans ces conditions | ul, et
[l «]]l; sont sur Di. () des normes équivalentes et ((u, v)) peut étre Di.-elliptique
(évidemment il n’y a pas d’opérateur frontiere a considérer) avec une fonction M
telle que M + M soit négatif.

b) Supposons maintenant que ) soit un ouvert de Nikodym, i.e. un ouvert
connexe borné, tel que toute distribution 7€ BL(Q) soit dans L?(Q) (¢f. Deny-
Lions [1]). Supposons en outre défini un opérateur frontitre ,. Pour u dans £}.(Q),

posons

2
L} (T -

(L12) lolls = el + lyyul

ProrosiTioN 1.2. 87 Q est un ouvert de Nikodym et si on a défini un opéra-

teur de prolongement p,, || ulls défini par (1.12) est sur EL. une morme équivalente &

e I -

DEMONSTRATION.
Décomposons l'espace €. en €L ={c} @ V, {c} =espace des constantes, V =es-

pace orthogonal pour la structure hilbertienne (w, v), + (%, v),. Soit alors = dans
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EL: (Q); elle se décompose de fagon unique en w=c+w, c=constante, v€ V. Comme
Q est un ouvert de Nikodym, V est isomorphe & BL® (QQ) — quotient de BL (Q)
par les constantes — donc ||| v]||; < ¢, || %]|,, ¢; = constantes. Comme y, u=1y,c+yw=
=c+y;v, on a:

le] < “ ?’1“”!-*(1“1) + ”Vﬂ“L'(r‘.) = ”71“”L*(I‘,) + ¢ ”“”1:
done :

Wellly <Nl + el < Ny ulloas + (e + e llull < o flu .
d’ol le résultat, une inégalité de type inverse étant évidente.

APPLICATION.
Sous les hypotheses de la proposition 1.2, si M =0, et si B+ B* est strictement

positif dans C(L*(I';); L*(Ty)), alors la forme sesqui-linéaire correspondante est Ei.-
elliptique.

Point 8
On peut prendre comme opérateur de perturbation :

2

P =
6x;

2

M

T

ou %; € L= (). On applique les remarques du § 1, N° 12,

Point 9. Espace X

Si les g;; et M sont dans &, on peut prendre pour X 'espace des distributions
TED telles que (D+M)T (qui a un sens; il n’en est plus de méme si g;; € L™ (Q))
soit dans L*(Q) (ou dans D7, dans le cas du probléme de Dirichlet).

Variantes évidentes dans le cas ol les g;; et M sont k fois continiiment dif-
férentiables dans Q.

Point 10. Problémes aux limites résolus

On désigne par I' la frontitre de Q. On donne d’abord une formule d’intégra-
tion par parties. On suppose pour cela que I' est indéfiniment (ou suffisamment)
différentiable; soit %, v dans E}., les fonctions » et v étant en outre indéfiniment
différentiables dans Q. Soit s€T, n (s) le vecteur unitaire de la normale intérieure
4 I' en s. On désigne par cos (n(s), ;) le cosinus de 'angle de = (s) avec Paxe des ;.
On désigne par yp (u) la fonction :

(1.13) 8= ypu(s) :zz' gi; (8) a—i— u (8) cos (n(s), @)
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(ot Ton suppose les g;; continues dans ?2). La fonction ypu est dite : dérivée nor-

male de w par rapport & D sur I'. On a alors la formule :
ou o7 —
. D o= =z
(1.14) (Du, v)1 Efgu bz, o, dx+ fypuyvds
a Iy

ol yv=valeurs de » sur I'.

Si maintenant %€E&L. (Q), v€EL, Du€L? sans aucune hypothése sur I, sans
hypothéses supplémentaires sur les g;; la formule (1.14) n’a pas de sens: y v n’a pas
de sens, et ypu encore moins; on peut seulement utiliser (1.14) pour obtenir des
interprétations formelles des problemes aux limites.

Grice aux hypothéses faites, tous les problémes aux limites correspondants aux
espaces ci-aprés admeltent une solution unique.

Esrace V, (p. 54).

C’est le probleme de Dirichlet au sens de Gérding.

Espace V, (p. 54).

a) B=0.

Alors, 4 €N signifie (formellement, on ne le répétera plus) f 'ypu;; ds=0 pour

r
tout v € £3. done ypu=0. Le probléeme aux limites correspondant est (cf. § 1, N° 3):

trouver U dans X, solution de

(1.15) (D+MYU=F, F donné dans 17,
avec les conditions :

(1.16) U—-hEN,

ol % est donné dans X, i.e., grice & linterprétation ci-dessus :
(1.17) yoU=1yph,

c’est-d-dire que ypU, dérivée normale de U par rapport & D est donné sur T,
Cest le probléme de Newmann. La forme sous laquelle il est posé est celle indiquée
en remarque dans Garding [4]. C’est une généralisation des problemes de Neumann
sous la forme de Courant et Hilbert et Pleijel.

b) B non nul.

La condition » €N signifie alors :
J'ypuﬁds = folumds
I‘ Pl

pour tout v dans £}, done :
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ypu=0 sur I' - T}
ypu = By u sur IY.
Le probléme aux limites correspondant revient a :
yp U donné sur I' — T},
ypU — By, U donné sur T.
Généralisation immédiate aux cas ol I'on prolonge sur plusieurs morceaux de frontiére.
Esrace V, (p. 54).

On suppose B=0 pour simplifier. La condition w €N signifie :

fypuﬁ ds = 0 pour tout v dans V,;
T

comme y; v=0 sur I'} reste seulement la condition :

J’ypuﬁds=0
) o

et finalement, u € N (V) signifie :
fypu=0 sur ' = T,
[y1u=0 sur I';.
Le probléme aux limites correspondant revient & :
ypU domné sur I' —~ I'y, ;U donné sur T'y; c’est un probleme aux limites de
type mélé (terminologie de M. Hadamard).

EspacE V, (p. 54).
On prend B=0. La condition u €N signifie :

ulzn=o=u|zn=1 et yp u'zn=o= Yo U |1n=1;

méme chose pour les autres faces. (Cf. Minakshisundaram [1].)
Esrace ¥V, (p. 55).
La condition % € N signifie (on prend encore B=0) :
Oy U =QA 0y Uy SUr X
aypuy+ypu;=0 sur X
Ypu; =0 sur 6Q,— 3%
Ypuy=0 sur 8Q,— % (9 = frontidre de Q).

Le probléme aux limites correspondant est un probléme de transmission.V)

(V' Note ajoutée & la correction des épreuves: ceci ne résout pas les problémes de dérivée
oblique (Bouligand, Giraud); mais on peut adapter la méthode précédente de fagon a résoudre ces
problémes : cof. Lrons, Sur les problémes de dérivée oblique, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 240 (1955),
p. 266—268. (Article détailllé & paraitre aux Annals of Math.)
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Remarques particuliéres
1) On peut chercher & résoudre les problémes aux limites relatifs & D, M =0.
Pour cela, cf. Lions [4].

2) Considérons sur £i. la forme sesqui-linéaire :

((u, v))=(u, v)4,5+ L (u, ) fhuvdx,

ol
1 0
Lu,v)= 3 El fh,- (6:& u v—u—;iv) dx,
a
avec
= o w0
WEL®(Q), 5 -hEL?(Q),

fonctions & valeurs réelles, et :

ai h; (z).

DO | bt
"Mg

h(x) =
Cette forme définit opérateur : A=D+ M+ P, ol :

n
=§ 635,

Si T'hypothése (1.3) p. 52, a lieu, la forme ({%, v)) ci-dessus sera elliptique sur
Elisi: _

(M +M)—h =a,>0 presque partout dans Q.

Dans ces conditions la théorie générale s’applique. Cet exemple ne rentre
pas tout & fait dans les exemples des opérateurs de perturbation; si en effet N est
Pespace construit & partir de cette forme sur ¥V, la condition w €N dépend non
seulement de D mais aussi de P; il n’en est pas de méme dans le cas d’opérateurs
de perturbation.

3) On s'est donné Vopérateur D avec une décomposition fixée. On va donner
au N° suivant un exemple simple d’opérateur du 2éme ordre avec plusieurs décom-

positions.

2. Nouveaux problémes aux limites relatifs a A

On se place sur un ouvert Q de R?, n=2; A est le Laplacien. S8i l’on pose :

d ) d d
2.1 A= 4"y Ay= - —§—— (4,——
2.1) 1 axlﬂaxz 4, oz 'oa (d,= — 4),

on peut écrire :

(2.2) —A=q'A, A, +a,"4,4,, a;,8,=0, a,+a,=1.
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On prend M =opérateur de multiplication par une fonction M € L aveec M (z) = u>0
presque partout dans Q.

1er cas : a, ef a, non nuls

Point 1. Espace & (4).
Cest Vespace des fonctions u € L? (Q) telles que 4,-u et A4, u soient dans L?

donc E(4)=E%L (Q). Les points 2 & 6 sont alors identiques & ceux du N° précédent.

Point 7. L'opérateur — A donné par (2.2) est € (4)-elliptique. Différe seulement
de ce qui précede le

Point 11. Interprétation des problémes aux limites.

On a la formule :

2.3) (—Au, v).=(u, v)_A+If(§;u+i(a2—al):—8u)6ds

7 7
— u=dérivée normale, —— u=dérivée tangentielle.
av o8

Prenons V =EL(Q); la condition 4 €N signifie alors

0 . 2
Fp u+1(a,—ay) £u=0 sur I';

le probléeme aux limites correspondant est différent si a, = a, du probléme de Neumann

. 32 2
relatif & — A éerit sous la forme —— + —8—2
oxi Ous

2% cag: a,=0.
L’espace € (4) = € (4,) est 'espace des fonctions u € L? (Q) telles que A, -« € L* (Q).
Cet espace contient £5:(Q). On a : Vadhérence D (A,) de Dq dans € (4,) est identique &

1:(Q). En effet on voit directement que pour tout ¢ dans Dg on a:

4@l =l
d’ott Yidentité de D (4,) et Di: (Q), complétés de Dy pour la méme norme.

Pour linterprétation des problémes aux limites on fait a,=0 dans (2.3).

3. Opérateurs différentiels du 2% ordre dégénérés

On considére Yopérateur

L 2 .
(3.1) D=- > — 9ii5-) K<n, sur Q< R",

1j=1 0% z;
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ol : g;; EL®(Q), & valeurs réelles, g;;=g;; (tout ceci pour un peu simplifier), et

l'opérateur M, multiplication par M € L” (Q) avec

(3.2) M (x) = >0 presque partout dans Q.
On suppose :
K
(8.3) 2 ()& & = a| P pour tout EEE", x>0.
it

L’opérateur D est dit : opérateur elliptique dégénéré (ceci parce que K <n).
Point 1. Espace & (4).
C’est 'espace des fonctions u € L?(Q) telles que 6% usoit dans L2 (Q) pouri=1,..., K
i

san; cune hypothése 9 u 2
s aucune hyp sur P ,...,axnu .

Point 2. Densité de Dg.
Désignons par R* l'espace des (x,,....xx) et R*"¥ I'espace orthogonal dans R".

Soit Q, (resp. €,) la projection de Q sur R¥ (resp. sur B"¥). On a la

ProrosiTION 3.1. 8¢ la frontiére de Q, n'est pas de capacité nulle, Uespace Dq
n’est pas dense dans E (4).

DEMONSTRATION.
On utilise le corollaire 9.1, §1, p. 41 : il faut montrer qu’il existe « dans &€ (4)
solution non nulle de
82

K
4 _Ss 2 utu—o.
(3.4) Elax?ujLu 0

On considére 'ouvert w=0Q,xQ,>Q. Il existe U € L? (w) avec Z—Z € L* (w) pouri< K,
i

non nul, solution de

Rl

K 2.
(3.5) =2 5 UrU=o.

1o

En effet la frontitre de Q, étant de capacité positive, il existe une fonction u,

non nulle dans &% (Q,), telle que
K 62
— gla—x?ul+ul=0.
Si alors u, est une fonction quelconque de L*(£2,), la fonction U =u, ® u, vérifie

(3.5). Soit u la restriction de U & Q; c’est un élément de & (4) non nul, qui vérifie
(3.4) d’ou le résuitat.
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Point 4. Prolongement des fonctions.

A

On peut suivre une méthode analogue & celle de Deny-Lions [1]; il faudra sup-

poser que les directions des normales & I' vérifient certaines hypothéses de fagon &

pouvoir majorer sans utiliser les dérivées en zgiq, ..., %,.

Point 5. Espaces V. Exemples analogues & ceux du No° 1.

Point 6. Compléte continuité.

L’injection de &€ (4) dans L?(Q) n’est jamais complétement continue; en effet
il n'y a pas de condition de Lipschitz dans l'espace L? pour les translations paralléles
aUX 8XeS Tgiy, -er; Tn.

Point 7. Grice & (3.3), D est &£ (4)-elliptique.

Point 9. Interprétation des problemes aux limites.

On optre comme au N° 1, en utilisant la formule :

(3.6) (D, v)pa=(u, v)p+ [ ypuyvds
r
ol
)
3.7) YU = Z g,,a u cos. (n, ;).

4. Opérateurs différentiels du 2 ordre a coefficients variables irréguliers

On donne dans Q< R" T'opérateur
* 90 0
(@1) -3 (waw )

ot les fonctions g¢;; sont réelles dans L* (Q), ¢:;;=g;; pour tout 7,7, et out les
@y, gy ..., @y Sont des fonctions quelconques dans Q, une fois contindiment différentiables,
& valeurs réelles.

On donne ensuite 'opérateur M de multiplication par une fonction localement

sommable sur Q, avec
4.2) M () = u >0 presque partout dans €.

On suppose que

(43) S gy &8 = alEP, a>0, feE

i,7=1

ey
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Point 1. Espace & (4).
On pose :
(4.4) m=VM,

fonction positive localement de carré sommable; la fonction 1/m est dans L* (Q) :
0<1/m(x) <1/Vu. On prend pour espace E (§1, NO 8) I'espace des fonctions f
du type :

(4.5) f= %g, ol g€L*(Q),

muni de la norme :

(4.6) I ll==1lgllz-

Alors E est un espace de Hilbert, contenu dans L? (c’est aussi ’espace des fonctions
f telles que m f€ L? (Q)). On prend pour A, l'opérateur f—mf de E — L?, isomorphisme
sur (on a donc (E 1)). Le dual E' de E est l'espace des fonctions F du type

4.7) F=m@ GeL* Q) (ou encore telles que %FELz)-
On a: EcI®cE’'; si f€EE, FEE, leur produit scalaire est :
1
438) > = [ (57)aa.
qa

On prend pour g, l'application identique.

OPERATEURS A4, :

9
On prend pour A4; I'opérateur ¢p—>aia—;p; on définit bien ainsi un élément de
i

c (E; Dq) (si fEE alors f est dans L? et a a%f est localement dans Di. (L), donc
i
est dans Dg) et de £ (Dq; L?), donc on a (E2), p. 38. L’opérateur A, est défini
pour f€L*(Q) par: '
]
t : * = — —— :
A f= = o (@)

0
Donc € (A4) est Vespace des fonctions % telles que mu € L? et a; a-%ELz, muni de la
i
norme dont le carré est

z du
2 -
”mu“L.+i§1 a; 7z

4 || L2
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Point 2. Densité de Dg.
On désigne par d(z, I') la distance de x€Q & I’ frontiere de Q. On a la

ProrositioN 4.1. 8ila fonction m est continue ef 81

a; (Z)

(4.9) d(z, T)m (x)

<¢,, ¢ =constante, x €,

alors Dq est dense dans E (4). ¥

DEMONSTRATION.

a) Soit F=(Q et F(e) I'ensemble des points de RB™ & distance <¢ de F; on
désigne par y. la fonction caractéristique de (G F (2¢); si 0 €D n, 0 () = 0 de support

z| <1, de masse totale 1, on note p, la fonction = —p, (z) = R . Alors g, —> 6
0 [ P I e

(= masse 1 & lorigine) dans & .,

lorsque &—0. Posons: b,=y, % g., fonction de
Epn,=1 sur 0 F(3¢), nulle sur F (¢) (donc nulle au voisinage de I'). Soit » donnée
dans € (4), et u,=b,u. On voit tout de suite que mu, >mwu dans L? (Q). Pour

by

montrer que u,—u dans & (4), il reste & montrer que aia%usea,-g—g dans L2 (Q),

ce qui revient & montrer que

O Vu=(Lal 2
a; (— be)u = (m a,axi bs) (mu)—>0 dans L?(Q).

Ty

Or (on désigne par ¢; des constantes diverses) :

2
— <
la&m@)_%ﬁ,

par conséquent :
@

= md (z,T)

— V2

0
a; (a_zl bs)u

et ceci pour x € support de 6% b., i.e. pour d(z, ') < 3¢ donc grice & I’hypothese
i

a; (% bs) %

donc —0 dans L? par le théoréme de Lebesgue. Donc : les fonctions de & (A) nulles

1

Ilmul,

(4.9},

est majoré par ¢;|mu| et tend vers O presque partout dans Q,

aw voisinage de ' sont denses dans & (4).

ai (x)
|z]m (=)
5—553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 28 octobre 1955.

M §i Q=R", il faut remplacer (4.9) par : est borné,
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b) Désignons par ¢ une fonction de D,.,=1 pour |x|<1, et=0 pour |z|>2,

0<c(x)<1 partout, et désignons par cz la fonction: z—cg(z)=c(z/R). Soit u

donnée dans & (4); posons urp=cru; muzr—>mu dans L?(Q); pour montrer que

0 o
@i — up—>a; — u dans L?(Q), tout revient 4 montrer que
6x,- 8x,-

—a (2 (e L2 2
X=a (6—90, cR) u= (a,-m 7, cR) (mu)—0 dans L*(Q).

Or

1
5z 08| = cag et est nulle sauf pour R < |z] <2R. En écrivant :
1

(1 1 d(z, ) K
x= (“" m d (=, F)) ( El ) ('”'axi ”") (mw),

on voit que | X (z)| < ¢;|mu (x)| et donc X —0 dans L*(Q) par le théoréme de Le-

besgue. Combinant avec le a), on a montré : les fonctions de & (A) & supports com-

pacts dans Q sont denses dans E (4).
¢) Soit maintenant « € £ (4) de support compact dans Q. On veut 1’approcher

dans & (4) par une suite de fonctions de Dg. Pour cela on va régulariser w. Soit

g.— 0 dans E;n. On identifie dans le reste de la démonstration une fonction f dé-

finie dans Q avec son prolongement f & R" par 0 hors de Q. Avec cette convention
la régularisée de u par g, est : u,=u g, de support compact dans Q pour & assez
petit. La proposition sera démontrée si I'on prouve que #.—u dans € (4). Comme
u,—~u dans L?(Q) en gardant son support dans un compact fixe, u,—u dans E.

Reste & montrer que

Ue—> iu dans L? (Q), ¢ 0.

a; —
62:,- 895,

Or d’aprés le Lemme de Friedrichs sur les « Mollifiers » (cf. Friedrichs [1]) on sait que :

2 0 2
a; (3xiu) ¥ 0.~ (8_.7;; ue) — 0 dans L*(Q)

(puisque % est & support compact); comme

0 o
a (é_, u) * 0.~ @ o u dans L? (Q),
on a le résultat.

Voici maintenant un critére de non-densité.

Prorosition 4.2. On suppose qu’il existe un ensemble X porté par T', de capacité
positive, ayant un voisinage o dans Q sur lequel les fonctions |a; | sont bornées inférieurement.

Alors Dq n'est pas dense dans E (A).
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DEMONSTRATION.

Soit FED =1 sur un morceau de capacité positive de X, et soit f sa re-

ey
striction & w. Si Dgq était dense dans € (4), on pourrait approcher la restriction f,
de F & Q par une suite de fonctions de D, dans € (4); par restriction & w et en
utilisant le fait que les |ai| sont bornées inférieurement sur w, on aurait : f=1lim. pg
dans E7.(w), ou les @r sont dans &,, nulles au voisinage de X, ce qui est im-

possible.

Point 4. Prolongement des fonctions de & (4).
On se raméne & £ (Q) : soit I, un morceau de I sur lequel le prolongement en
moyenne est possible (cf. p. 53 et 54); on suppose en outre qu’il existe un voisinage w

de I'; dans Q sur lequel les fonctions a; sont bornées inférieurement. Alors toute f

s

dans & (A4) a sa restriction 4 w dans EL. (w), et prolonger les fonctions de & (4) sur

I', revient & prolonger les fonctions de £i.(w) sur T;.

[N

Point 5. Espaces V. Ici encore on a des exemples analogues & ceux du No 1.

Point 6. Propriétés de complete continuité.
Considérons d’abord le cas Q=R". On a la

ProrosiTioN 4.3. On suppose que :
(4.10) Les fonctions a; ne s’annullent jamais ;
(4.11) La fonction M (x) tend vers Uinfini lorsque |x|—> oco.
Dans ces conditions Uinjection de & (A) dans L* (R") est complélement continue.

DEMONSTRATION.

Soit B la boule unité de & (4); il faut montrer qu’elle est relativement com-
pacte dans L?(R") done (cf. A. Weil [1]):

a) Pour tout & > 0 il existe un compact K de RB" tel que
[1#@)|?da < ¢ pour tout f€B.
(¥e
b) Pour tout &> 0 il existe un nombre 7 tel que
len () = fllan, < & pour|h| <y, f€EB

(7 f = translatée de f du vecteur k).
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Montrons a); on a :
flf(x)lzdx =f]mf|2-jll—dx
6k tx

< max 1/m, z€( K,

done

d’ol le a) grice & I’hypothése (4.11).
Comme le a) est démontré, pour démontrer le b), il suffit de montrer ceci :

on donne un compact K et ¢; montrer qu’il existe 7 tel que

f]f(x——h)—f(x)]z dx < ¢ pour | k| < n et pour tout f€B.

Or grice & (4.10) les fonctions f sont localement dans £i., et demeurent dans un
ensemble borné; l'inégalité résulte alors de Schwartz [2] théoreme XVII, p. 42.

On peut généraliser la proposition 4.3 comme suit :
PrOPOSITION 4.4. On suppose que sur wn ouvert Q de R™ on a (4.10) ainsi gue

il existe une partition de Uunité sur Q :

(4.12) N
1= 2 u+p, ok, f€EQ, =0,
k=1

les applications u — awu élant compactes de € (4) dans L* (Q) et

413) si Ty est la portion de frontiére de Q en commun avec le support de f, M (x)—> oo
’ si |z]|—>co(x€Q) ou st x—>T}.

Dans ces conditions, Uinjection de € (A) dans L? (Q) est complétement continue V.
DEMONSTRATION.

Soit B la boule unité de & (A4); il faut montrer qu’elle est relativement compacte
dans L?(Q), i.e. :

a) pour tout >0 il existe un compact K avec

|1 f]lz2¢ 0 < & pour tout f€B
et
b) pour tout £>0 il existe 5 tel que

lzaf = Fll1ucan, < € pour |[R]f <7 et fEB,
f désignant la fonction f prolongée & R” par 0 hors de €.

Par utilisation de la partition de I'unité, on est ramené & démontrer des majorations

analogues pour les fonctions ayf, et ff. Pour «xf ces majorations sont vraies, puisque

(1) La partition de l'unité permet de passer du local au global.
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les applications f-> «,f sont compactes. Pour ff on opére exactement comme dans
la proposition 4.3, grice & (4.13).

Les points 7 & 9 sont analogues & ceux des NO précédents.

Point 10. Problémes aux limites résolus.

On utilise la formule d’intégration par parties :

(D-u, &= (u, V)p+ [ ypuyvds,
r

olt le premier membre désigne le produit scalaire (4.8), ou
ou 0w
(u, U)D':ngiiaié;aié'x‘idx;

et olt
7

o

Yo% = > G175 @ 5 1 €OS (n, ).

i=1 x;

On a des résultats semblables & ceux du N° 1. Par contre les propositions 4.3

et 4.4 donnent des résultats de compléte continuité différents de ceux du N° 1.
. d?

Exemple : on considére sur R! l'opérateur D= — L et M donnée par M (x)=z>+1.
x

L’espace £(A) est donc l'espace des fonctions u telles que Va?+1 w€L* ainsi que

d S . \
L L'injection de &(A) dans L*(R!) est complétement continue, donc le systéme

des fonctions propres :

2
- wuk+(m2+1)uk=ﬂ.kux

forme un systéme complet dans L*?(R1) et méme dans £(4) (cf. § 1, N° 5, p. 32).
On retrouve ainsi le systéme complet des fonctions de Hermite (cf. Titchmarsh [1]}).
Les propositions 4.3 et 4.4 conduisent done 4 de nombreux systémes complets sur
L*(RY) ou sur L*(Q), Q borné ou non. C’est une généralisation des résultats de
Titchmarsh [17, [2].

5. Opérateurs différentiels d’ordre 2m

On considére sur Q ouvert quelconque de R™ lopérateur défini pour ¢ € D par

(5.1) Dop=(=1)" > D"(gse D)

17l |gl=m
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ot p et g parcourent tous les indices r=(r, ..., r,) tels que
n
|r|= 23 ri=m,
i=1

gre €L (Q).

On donne ensuite M, opérateur de multiplication par une fonction M € L™ (Q), avec
(5.2) M (x) = >0 presque partout dans Q.

Comparant avec les notations du § 1, on a: 4;=D" (en ordonnant les indices p).

Point 1. Espaces £ (4).

On prend E=1IL7(Q). L'espace £(A4) étant important on lui donne une nota-
tion spéciale :

Esrace ET7.(Q)(=E (4)).

Cest I'espace des fonctions u € L*(Q), telles que D” w € L* pour tout p avec |p|=m,

sans aucune hypothése sur les dérivées intermédiaires. On pose de fagon générale :
2 __ 14 2 —
lult=ZlD?ulli @, |pl=E.
L’espace HT:(Q) est muni de la norme :

(5-3) lloll g, = Qlalle + [l wlfm)*.

C’est un espace de Hilbert (proposition 9.1, p. 40).
On désigne par ET7.(Q) Vespace des fonctions u dont foutes les dérivées d’ordre

<m sont dans L*(Q), avec la norme
m b3
64 el = ( 3 o)

Les espaces E7.(Q) et E7.(Q) coincident localement (et coincident localement avec
Pespace des distributions dont les dérivées d’ordre m sont localement LZ), mais non

globalement (cf. point 3).

Point 2. Adhérence de Dy dans ET.(Q).

Les topologies induites sur Dy par E7.(Q) et £7:(Q) sont identiques; en effet,

si p€Dgq, les normes ||@|[ . et ||@]|[~ sont équivalentes (comme on voit par trans-

T,

formation de Fourier et utilisation du théoréme de Plancherel). On en déduit :
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TutorkME 5.1. L'espace D (A) est identiqgue & DT.(Q), adhérence de Dy dans
Q).

TatorREME 5.2. 8i la frontiére de Q est de capacité positive, Dq n’est pas dense
dans ET.(Q).

Point 3. Propriétés de sommabilité globale.

On peut trés bien avoir pour certains ouverts Q (de frontidre irréguliére) 1'espace

ET(Q) strictement contenw dans E7.(€)) ce qui conduit & poser la

DfrinitioN 5.1. L'ouvert Q est dit: m-régulier m > 1 si toute fonction
€ ET:(Q) est dans E7.(Q) (autrement dit si les espaces ET:(Q) et £7.(Q) coincident,
algébriquement).

Mais si les espaces E7.(Q) et £7:(Q) coincident algébriquement, comme le 2°™°
a une topologie plus fine que le 1¢r, ces topologies coincident (Théoréme de Banach,
cf. Bourbaki [1] p. 87, Cor. 2) et donc : si Q est m-régulier, pour tout q avec |g|<m,

il existe une constante A4, ne dépendant que de ¢, m, et Q telle que

(5.5) 0% 4|

2:<Aq (|| w|l§+ | u|%) pour tout u€ET(Q).

Réciproquement, soit ) donnant lieu aux inégalités (5.5). Nous ignorons si ceci en-
traine lidentité des espaces ET:(Q) et ET:(Q); la question se raméne & savoir si

ET:(Q) est dense dans ET:(Q) (voir des problémes analogues dans Deny-Lions [1]).

Exemples d’ouverts m-réguliers (1

On voit tout de suite par transformation de Fourier que Q= R" est un ouvert
m-régulier, quel que soit m.

Tout ouvert de Nikodym (cf. p. 56) est un ouvert m-régulier; il y a méme
alors beaucoup plus : toute distribution 7' dont les dérivées d’ordre m sont dans L?
est dans £7.(Q) (évident). Exemple : les boules (ouvertes) sont des ouverts m-réguliers.

Nous démontrons dans Lions [3] le

TatorEME 5.3. Soit Q un ouvert de R" tel que toule paralléle & ox; coupe Q
en un nombre fini ou non de segments ouverts, de longueur finie ou non mais >g>0,
et cect pour toutes les directions d’axes. Alors Q est m-régulier.

Exemple : les complémentaires des boules fermées sont des ouverts m-réguliers.

M) La propriété de m-régularité est une propriété locale de la frontiére.
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Point 4. Prolongement des fonctions de ET.(Q).
Soit I} un morceau de la frontiére I" de (), possédant un voisinage w dans Q

tel que :

(6.6) o est m-régulier et le prolongement en moyenne sur I'; est possible (cf. p. 53 et 54).

Si U est dans E7.(Q), sa restriction 4 & o est dans ET.(w) done, o étant
m-régulier, est dans ET:(w); on peut donc définir y,(u), ..., p;(D°u) pour |p| <m—1,
éléments de L*(T,).

Point 5. Espaces V.

a) Soit ¥ un morceau de frontiére de capacité positive. On prend alors pour
espace V l'adhérence dans E7.(Q) des fonctions qui sont identiques & 0 (ou bien dont
certaines dérivées d’ordre <m—1 sont nulles) dans un voisinage (variable) de X.

b) Soit I’} un morceau de frontiére, avec (5.6).

On peut alors prendre pour V le sous-espace vectoriel fermé de ET.(Q) formé
des fonctions v telles que :

y1(D”v)=0, pour p parcourant un ensemble d’indices H, avec |p|<m—1 (plus
généralement, on prend des sous-espaces vectoriels fermés VY, de L*(I'), p€H, et
pour V le sous-espace des fonctions v telles que y, (D?v)€Y, pour p€ H). Ce procédé
donne évidemment de trés nombreux espaces V; c’est la généralisation naturelle des
espaces V, (p. 54); on généralisera de méme les espaces ¥V, (p. 55).

c) Voici un autre exemple important :

On suppose que l'ouvert Q est m-régulier. On prend pour espace V [l’espace des
fonctions w€ ET.(Q) et appartenant a D5 (Q), k<m (pour k=m, c’est D7 (Q)); comme
Q) est m-régulier, E7.(Q) coincide avec ET7:(Q) et on définit bien ainsi un sous-espace
vectoriel fermé de ET.(Q); c’est lespace des fonctions dont les dérivées d’ordre

<k—1 sont nulles en moyenne sur la frontiére de €.

Point 6. Compléte continuité.

On suppose Q est m-régulier. On est alors ramené & voir quand linjection de
E7(Q) (ou de ses sous-espaces V) dans L*(Q) est complétement continue. On se
raméne & m=1; exemple : si linjection de E1:(Q) dans L?(Q) est complétement con-
tinue, il en est de méme de linjection de £7.(Q) dans L*(Q) (évident). On utilise

alors les critéres des pages 54 et 55.
Point 7. V-ellipticité.
Explicitons pour ce cas particulier la définition générale de V-ellipticité : 'opé-

rateur D est V-elliptique s’il existe une constante oy >0 telle que
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(6.7) > fgpq(x)DauD”udx = o ||u|[% pour tout weV.

Ipl.lal=m Q

(Cf. déf. 10.2, p. 43).

Par application de la transformation de Fourier on a (Girding, Visik) :

TaEoREME 5.4. Si D est & coefficients constants, la condition nécessaire et suf-

1sante pour que D soit Dg-elliptique est que
p q q

(5.8) > gpaft = al &P, EEE".

121, lel=m

Montrons maintenant le

TutorEME 5.5. 8i D est & coefficients constants et si € est borné, la condition
nécessaire et suffisante pour que D soit ET.(Q)-elliptique, est que pour tout ensemble de

nombres complexes {p, |p|=m, on ait :

(5.9) 2 Graleln=a 2 lclz
Ipl.1g|=m Ip|=m

DEMONSTRATION.

Il est immédiat que la condition est suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire :

si (5.9) n’a pas lieu, il existe un ensemble de nombres (3 tels que

E gpchggo'

12 lal=m

Soit alors P un polynome tel que D” P=(3, |p|=m. Puisque Q est borné, P est
dans E7.(Q) et (P, P)p<0, donc D n’est pas E7.(Q)-elliptique d’ot le résultat.

REMARQUE 5.1.

En comparant les résultats des théorémes 5.4 et 5.5, un voit que la notion de

V-ellipticité dépend effectivement de V.

Point 8. Opérateurs de perturbation.

On peut prendre :

(56.10) P= 3 p,D°, h,€L(L%; L),

|p|=m

ou bien, si Q est m-régulier :

(5.11) P= 3 h,D° h,€L(I*; ID).

Ipism
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On considére alors (cf. § 1, p. 46 et 47) :
((u, v)) = (%, ¥)psn + (Byru, 71 0) 12 a0y + <P u, &)
(4, v)p=2 [ gpe D*u D" vdz,

(w, o) = [ Mutda, (u, ©)p,w= (u, v)p+ (¥, O)u
0
et il faudra par exemple (prop. 12.1, p. 47 et déf. 12.2, p. 46) que P soit de partie

hermitienne positive. On peut définir V, sous-espace de E7., par la condition :
(Pu, w)g+ (u, Pu). = 0

(et, éventuellement, des conditions supplémentaires). Il faut que ¥ contienne D, donc

il faut, que pour tout ¢ dans D, on ait :

(5.12) Po, )t (@, Pp)z = 0.

EXEMPLE.

P=(—1) > D%(ap, D%, a,,=a,,=-constantes réelles, 2y < m.
1Pi.1ai=»
Alors (5.12) a lieu si :
S 0,08°*7 = 0 pour tout ZEE".
qa

b,

Point 9. Espace XK.

On suppose pour ce point que

L’operateur D est & coefficients indéfiniment différentiables et M

(5.13) {

est indéfiniment différentiable.

On prend alors pour X Vespace des distributions 7' telles que {D+ M)T soit
dans L*(Q), ou dans D7V dans le cas du probléme de Dirichlet.

Les propriétés locales des éléments de ces espaces ne sont pas connues. Signalons
toutefois le résultat simple suivant, du 3 Friedrichs (1), Théoréme 1 : Si T est une
distribution localement dans &7 (sur Q) telle que DT soit localement de carré
sommable, alors T est localement dans E37. Ce résultat vaut en supposant seule-
ment les coefficients de D m fois continiment différentiables. Pour des résultats
voisins, voir Browder [1], [2], [3], [4] et John [2].

Rappelons également le résultat suivant : si m>n/2 les fonctions de £7: () sont
(presque partout) égales & des fonctions continues (résultat immédiat en utilisant la

transformation de Fourier).
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Point 10. Problémes aux limites résolus.

On va considérer un opérateur D particulier :

n 82 62 n 62 82
(5.14) D=A*= ai,zlm dmdn 02 50 b
ol ¢>0,6=0,a+b=1.
L’espace £(A) est E%:(Q).
L’opérateur A® sous la forme (5.14) est E%.(Q)-elliptique. En effet, pour A? écrit

comme ¢i-dessus, on a
(u, wps=al|u|f+b||AulF>aljull}, a>0.
Donc tous les problémes aux limites dtudiés ci-aprés ont une solution wunique.

Formule d’intégration par parties

On suppose pour linstant que la frontitre ' de Q est assez réguliére, les fonc-
tions u et v suffisamment différentiables et petites & I'infini pour que toutes les inté-
grales c¢i-aprés convergent. On note s le point générique de T, ds la mesure super-
ficielle et n(s) le vecteur unitaire de la normale intérieure 4 I' en s. Si f est une

fonction une fois continfiment différentiable dans Q UT', on pose :

g < i
5y (8)= 218—90; f(s) cos (n(s), 2;) (dérivée normale).
On a:
9 oA _ o
{5.15) (A% u, v).= —a—vuvds—al(u, v)—b (Au)ajjvds—f-(u, V) As
T
olt on a posé :
i o 7
5.16 I (u, »)= — , &) ——bds.
{5.16) (u, v) 1,;:0 (axiax,. u) cos (n x,)axivds
r .

Transformons I(u,v); on se raméne au cas ou v est & support compact sur Q, de
fagon & pouvoir prendre des coordonnées locales au voisinage de ce support : on prend
dans une boule de R™ contenant ce support un systéme de coordonnées locales,
Ays <o An_y, v, de sorte que v désigne la distance de = 4 I'; on a:

7

a—xiv(s) =cos (n(s), z;)
et on peut écrire :

n 32
I(u,v)=
( ) i'ZII‘ 61’132}‘]'

e 8l J _
% cos (n, ;) (kglmva + 5,7 cos (n, xi))ds.
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On intégre par parties en A,. Si lon pose

n 62
(5.17) T (u)= i’jzzlaxiax,-u cos (n, 2;) cos (n, ;)
et

2
(5.18) Su)= — U,k% (67?8?,“ cos (n, x,')Z—i-:c) (en coordonnées locales),
il vient:

I(u,v)= fS(u)ﬁds + fT(u)%iids.
T r

On a finalement la formule :

(6.19)  (A’u,v)p.= f(a%}(Au)—aS(u))ﬁds— f(aT(u)+bAu)£}1‘;ds+(u, VR
r r

Les fonctions S(u) et 7 (u) sont indépendantes des coordonnées curvilignes choisies
4 cause de l'unicité de la décomposition d’une distribution en somme de dérivées
transversales.

On va maintenant interpréter quelques-uns des problémes aux limites relatifs a

A’+ M, M (x)>p>0, résolus par la théorie générale, en utilisant formellement (5.19).
ExemMpPLE 1. V=FE%(Q) (probléme de Neumann).
La condition w€N signifie :

%(Au)——aS(u)=O et al (u)+bAu=0 sur I'.

Le probléme aux limites correspondant est : trouver U dans X, solution de
(A>+M)U=PF,

F donné dans L2, avec les conditions aux limites : U —h €N, & donné dans X, soit :

0 0 .
ﬁ(AU)_aS(U) = ﬁ(Ah)—aS(h) donné sur T

et
aTU)+bAU=aT(R)+bAh, donné sur T

(par la suite nous n’interprétons plus les problemes aux limites mais seulement les
conditions aux limites).
Les conditions aux limites actuelles généralisent celles de Pleijel [1]. Notons

toutefois que cette théorie sous sa forme actuelle ne marche pas pour M =0, cas
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étudié par M. Pleijel (pour M =0 notre méthode marche en utilisant une généralisa-
tion de la notion d’ouvert de Soboleff).

On peut ensuite faire varier ¢ dans 0<a <1, (h=1-a). On ne peut pas faire
0
a=0, de sorte que le probléme aux limites avec les conditions : Au=0, 6_11Au:0

sur I' n’est pas résolu pour linstant; cette lacune est comblée au N° suivant.

ExeEmpPLE 2.

On suppose donné un morceau I, de la frontiére avec (5.6). On utilise alors

les espaces V du point 5, b), p. 72.
1) v€V équivaut a v, (v)=0.
Alors w €N signifie :

y(u)=0 sur I, a%(Au)——wS(u)=0 sur I'=1,, et aT(u)+bAu=0 sur I

2) v€V equivaut & yl( d

a—x;v) =0 pour ¢=1, ..., n.

Alors w€N (N) signifie :
—3—- =0 r tout ¢
Y1 8w¢u =0 sur I', pour tout 3,

aT(uw)+bAu=0 sur I'-T, a—av(Au)-aS(u)=0 sur I

by

On peut donner des variantes évidentes & ces exemples.

.

ExEMPLE 3.

On donne Iy, avec (5.6) et sur I', les fonctions: ¢, continue positive, ¢; une

fois continfiment différentiables, >0. Pour %, v dans E3.(Q) on pose :

N i ou o .
(5.20) J (u, v)= Jcoy] (u)y, (5)ds + 21 fci Y1 (%) 1 (a—w—i v) ds.
r r
On a:
(5.21) J(u, v)=(By; %, 19y

ce qui définit BEL(L*(Iy); L*(T))), =0, donc ((u,v))=(u,v)s,sm+J (4, ) est el
liptique.
Interprétons alors l'espace N. Pour cela transformons J (u,v). Eecrivons pour

simplifier » au lieu de p,v. On pose :
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_ 0 ou 6lk .
(5.22) R(u)= i,zk YN (c¢ 52 890;) +c,u (en coordonnées locales)
d
{5.23) Q(w) = > ¢, —u cos (n, ;).
R
Alors :
(5.24) J (u,v) = J-R(u)ﬁds—}- fQ(u)éaz)ﬁds.
Fl Iy

La condition w€N qui est par définition :
(A%%, v) = (%, V)as + (By, 4, . ¥) 12y pour tout v€E%.(Q))

signifie, en utilisant (5.19) et (5.24) :

0 R(u) sur I
— (Au)—afS(u)=
oy 0 sur I'-1Yy
et
u) sur I'
aT(u)—I—bAu=j ¢w) !
l 0 sur I-T.

ExemMpLE 4.
On prend V="D%L..(Q) N E%(Q) (Q étant supposé 2-régulier; cf. p. 63). La condi-

tion w €N signifie alors :

u=0 sur I', aT (w)+bAu=0 sur I'.

C’est la généralisation des conditions aux limites du probléme II de Pleijel [1].

REMARQUE 5.1.
Si I'on prend pour V l'espace de la page 72, ¢), on peut prendre pour espace @
(cf. § 1, N© 1 et suivants) Pespace D% au lieu de L?; alors @' =D%, et sous les

conditions d’ellipticité précédentes, D+ M est un isomorphisme de N sur D7.

REMARQUE 5.2.

On peut considérer sur £7. la forme :

((u, v)) = ZM HZI (93,0 D u, D’ v) s
e=0lrl.lq|=¢

Si Touvert ) est m-régulier, cette forme sera elliptique sur ¥ sous les conditions

suivantes :
z ((g;na+g;np*)un: Dpu)L’Zalllu“%"

Ipl1g|=m
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m—1
> 2 ((¢3¢+92) D'u, DPu),=>0

e=11rllal=¢

(g0 + g8) u, u) s> ay || w]l5, pour tout w€V.

On peut alors appliquer la théorie générale. L’opérateur A défini par cette forme est :

A=

L~]
IVYE

(=1 2 D”(gh D).

11, e|=¢
REMARQUE 5.3.
On peut considérer Vopérateur D d’ordre 2m, de méme nature que (5.1) p. 70,

défini pour p€D, par

(5.29) D-g=(—-1)" Z D? (gpq0p ag D @)

lol.lal=m

les fonctions ¢,, étant les mémes que précédemment, et les fonctions a, étant réelles,
m fois continfiment différentiables sur €2, pouvant étre non bornées ou d’inverses
non bornées. On prend par exemple M comme précédemment. L’espace & (4) est
I'espace des fonctions u€ L?(Q) telles que a, D’ % soit dans L?(Q) pour tout p. Tout
ceci est la généralisation du N° 4 de ce paragraphe.

6. Autres problémes aux limites relatifs a A%+ M

On étudie plus complétement dans ce N© les problémes aux limites relatifs &

A%+ M; au lieu d’éerire A? sous la forme (5.14), p. 75, on Déerit simplement
(6.1) A*=A-A.
Comme *(A)=A, cet opérateur entre dans la forme générale du § 1, N°o 8.

Point 1. Espace £(4).

On prend E=IL*(Q); E(A)=E (1, A) est Uespace des fonctions u dans L*(Q)
telles que A-u€L*(Q), avec la norme dont le carré est |||+ || Auf3.

Point 2. Espace D (4).
Sur Dg, les normes ||[¢]|l, et (l@|3+||Ae|f)? sont équivalentes (transformation
de Fourier et théoréme de Plancherel), donc D (4) coincide avec D3:(Q2), adhérence

de Dg dans £%.(Q). Si la frontitre de Q est de capacité positive, Pespace Dg n’est
pas dense dans & (4).
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Point 5. Espaces V.

Soit W un sous-espace vectoriel fermé de £1:(Q2), contenant Di.(Q), soit y un
opérateur frontitre, y € L(EL (Q); F), nul sur D}, et B un opérateur hermitien dans
L(F; F). On fait I'hypothése suivante :

(6.2) il existe s >0 assez grand tel que

(, w)-a+ (Byw, yu)r +sllulls= o[«

Z (ou au)
£>0, pour tout u dans W, (u,u)_r= »
P ( )-a igl (3.% 0] L2 c»

(voir aussi pour des considérations de ce genre le Chapitre II, § 2).
On considére alors I’espace N (W, B, — A) des fonctions u € W, telles que A-u € L?

et qui vérifient
(6.3) (—Au,w)pa= (u,w)_p+ (Byu, yw)r pour tout weW.
On a la

PropositioN 6.1. Lespace N(W,B, —A) est fermé dans E (1, A). (On peut
donc prendre V=N (W, B, —A) comme sous-espace vectoriel fermé de £(4), con-
tenant D (4)).

DEMONSTRATION.

Soit w; une suite de Cauchy dans E(1, A), we, € N(W, B, —A). Donc w, —>w
dans I*(Q) et A-wy—>A-w dans L*(Q). Donc —Aw,+swe=fi > —Aw-tsw=f
dans L2(Q). Mais il résulte de (6.2) que — A +s est un isomorphisme de N(W, B, —A)
sur L* (Q), soit G(s) son inverse.

On a alors : wy=G(s)-fr, et comme f, —>f dans L*(Q), on a: G(s)-fr > G(s)-f

dans N(W, B, —A), et nécessairement : G(s):f=w, d’ou le résultat.

ExXEMPLES.
EspacE V, : V,=N(EL, —A) (B=0). C’est donc I'espace des fonctions v € E1. (Q)

5
telles que Aw€L? et 8—;11:0 (notation de la page 75).

Espace V,: V=N(D%i., —A). La condition aux limites est : v=0 sur I'.

Espace V,. Soit y un opérateur de prolongement en moyenne sur I';, morceau
de frontiére (p. 54); B=opérateur de multiplication par une fonction b€ L* (I';), de
sorte que (6.2) ait lieu (si on a linégalité (1.7), p. 54, la fonction b peut étre de
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signe et de norme quelconques dans L® (I')), cf. Chap. II, § 2). On prend alors :

V=N (EL, B, —A). Conditions aux limites :

6—3vv=bv sur I, a—avv==0 sur I'—TY.

Point 7. L’opérateur A? sous la forme (6.1) est & (4)-elliptique. Tous les pro-

blémes aux limites ci-aprés admettent une solution unique.

Point 10. Problémes aux limites résolus.

On designe par N(V, A% lespace N défini a partir de la forme
((u, v))=(Aw, Av) .+ (Mu,v)s.
Cest V'espace des w €V avec A’u€ L*(Q) et
6.3) (A%w, v) .= (Au, Av);. pour tout v dans V.

Pour les interprétations on utilise la formule classique :

0 0
2 . ) - — 1
(6.4) (A u,v)L,—-JavAuvds JAuayvds+(Au,Av)L.
r r

(ce qui suffit pour les interprétations formelles).
On interpréte seulement dans la suite les conditions aux limites. On passe de

14 aux problémes aux limites comme déja vu.
Espace N(E(4), AY).
La condition u € N (€(4), A?) signifie, en utilisant (6.4) :
0
(a) Au=0 et —Au=0 sur I'.
oy
Pour les autres espaces V,, V,, V, signalés ci-dessus, on peut de méme donner une
interprétation & partir de (6.4). On peut toutefois préciser. Nous aurons besoin du

LemME 6.1. 8 V=N(W,B, —A) (cf. proposition 6.1) et st u est une fonction
dans L*(Q) telle que Au€ L*(Q), avec

(6.5) (u, Av) = (Au, v} pour tout v dans V,

alors u est dans V.

6 — 553810, Acte Mathematica. 94. Imprimé le 28 octobre 1955.



82 J. L. LIONS

D#MONSTRATION,
Soit uy€ N(W, B, —A) la solution de —Aw,+suy=—Au+su. Si done w est

quelconque dans W, on a:
(6.6) (g, W)-at+ 8y, W+ (Byug, ywyr=(—Au, w)r:+ s (4, w)re.

Prenons w=v€ V. Grace & (6.5) le 2°™° membre de (6.6 vaut : (v, —Av+sv).. Par
ailleurs, v étant dans V, le 1¢r membre de (6.6) vaut : (u,, —Av).+8(yy, v), et

done :
(6.7) (g—%, (—A+8)v).=0 pour tout v€V.

Comme — A-+s est un isomorphisme de V sur L*(Q), (6.7) équivaut & (uy—u, =0
pour tout f dans I?, done uy,=wu, u est dans V, c.q.{f.d.

On peut maintenant montrer la

ProprosiTioN 6.2. Soit V=N (W, B, —A) (proposition 6.1). Soit N Uespace
des fonctions w €V telles que Auw€V, muni de la norme ||ully =||u|f +||A«|?)? (c’est

un espace de Hilbert). Les espaces N (V, A% et N coincident.

DEMONSTRATION. .
Soit w€MN. Posons Au=1wu,. La fonction u, est dans V, donc si v est quel-
conque dans V (il suffirait méme pour I'égalité ci-aprés de v € W) :
(—Auy, )= (U, v) o+ (Byug, yov)r.
Mais u, est dans ¥V donc dans W, et v est dans V, donc par définition de

V(=N(W, B, —A))
on a:
( - A v, uO)L== (U, ‘ul))—A + (BVU’ yuO)F 3
donce

(—Auy, )= (g, —Av)pe,
ie. (A%u,v).=(Awu, Av),. pour tout »€V, donc
(6.8) N < N(V, A%,

et avec une topologie plus fine (ce dernier point est évident).

Mais soit maintenant u dans N (V, A%); posons Au=1wu,. On a
(Auo, v)L2= (uo, A?))Lz

pour tout »€V, donc par le lemme 6.1, u, est dans V, donec W et N(V, A?) coin-

cident algébriquement. Mais ce sont deux espaces de Banach, dont le premier a une
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topologie plus fine, donc ils coincident topologiquement (théoréme de Banach, cf. Bour-
baki [1], Cor. 2 p. 37).

Comme conséquence immédiate :

u€N(V,, A?) signifie
(b) 8—8’}u=0 et %Au=0 sur I';

u € N(V,, A?) signifie

(¢) u=0 et Au=0 sur I';
u€ N (V,, A?) signifie

(d) u=bu sur I['|, ;;u:O sur I'~TY, —a—a;Au=bAu sur I'; et

av.
2Au= 0 sur '-T
oy i
REMARQUE 6.1.

I1 reste deux problémes non résolus; ce sont ceux correspondants aux conditions

aux limites :

(e) u=0,~a—Au=0 sur I' et
oy
0
() —u=0,Au=0 sur I
ov

Pour ces problémes voir Lions [4].

7. Nouvelles conditions aux limites

On considére un ouvert Q) de R”, de frontitre X qui est supposée une variété
indéfiniment différentiable de dimension n—1; on munit X de sa structure naturelle
d’espace de Riemann. On considére sur Q lespace £L.(Q), et W sous-espace vec-
toriel fermé de EL.(Q):

(7.1) DL(Q)c We EL(Q).
Pour u,v€EW, on pose :
(1.2) (u, v)w=(u, v); +c(u, v)e, >0
ol
r b 0
(w, oh= 2 (a—z a—)

On désigne par D (X) lespace des fonctions indéfiniment différentiables & support

compact sur X et par D’ (X) l'espace des distributions sur X. On a une application
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linéaire continue (prolongement en moyenne) de £5.(Q) dans L}, (X)= D' (X). Soit

enfin W, un espace de Hilbert avec :
(7.3) D(X)< Wy D' (X),
et sur W, une forme sesqui-linéaire elliptique :

(7.4) (@ w,, @, yEW,.
On définit alors l'espace ¥V comme étant l'espace des w €W tels que yu € W,; cet
espace contient Dq (car si € Dg alors yu=0); pour u,v€V, on pose :

(u, v)v = (u, V)w + (Y%, y v)w,;

muni de cette structure V est un espace de Hilbert (immédiat).

On considére maintenant sur V la forme sesqui-linéaire :

(7.5) ((u, v)) = (u, V)w+ ((y w, y V))w,

et il est évident que cette forme est elliptique.
L’opérateur défini par la forme (7.5) est

(7.6) =-A+ec.

L’espace N est lespace des u €V tels que Au € L* et qui vérifient :
(7.7) (—Au,v)=(u, v); + ((yu, yv))w, pour tout v€V,
Lopérateur A= — A+c est un isomorphisme de N sur L.

INTERPRETATION DE L’ESPACE N.

Formellement on peut écrire :
((yu, yo))w,= fAlyu-y_vds
X

o A, est lopérateur defini par ((p, y))w, — done A, est par exemple un opérateur diffé-
rentiel elliptique d’ordre quelconque, aussi élevé qu’on veut — et, toujours formellement,
la condition (7.7) s’écrit :

(7.8) ;;Luﬁds=fA1yuy—vds pour tout »€V.
x X
ExEmMpLE 7.1

W=EL(Q). Alors u€N signifie : %M=A1yu.
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ExempLE 7.2.

Soit I' un morceau de X. On considére alors pour W lespace des u € EL:(Q)
tels que yu=0 sur I". Alors €N signifie :

0
yu=0 sur I', é;u=Alyu sur X T
Ces conditions peuvent étre évidemment considérablement variées. Par ailleurs
on peut remplacer — A +c¢ par I'un quelconque des opérateurs différentiels considérés
jusqu’ici. On obtient ainsi une généralisation et une simplification du travail de
Shapiro [1].

CHAPITRE II
Problémes aux limites de type mixte
§ 1. Préliminaires
1. Distributions a valeurs vectorielles

Espace D' (¢, L).

On désigne par ¢t une variable de temps; t€R'. On désigne par L un espace de
Banach (hypothése qui nous suffira) et par D’ (¢, L), espace des distributions en t &
valeurs dans L, Yespace £ (D (t); L) (on rappelle que si E et F sont deux espaces vecto-
riels topologiques, L (E; F) désigne I'espace des applications linéaires continues de E
dans F, avec la topologie de la convergence uniforme sur les ensembles bornés de E);
D (t) désigne lespace des fonctions indéfiniment différentiables & supports compacts
sur P'axe des ¢, avec la topologie de Schwartz. Si L=C=corps des complexes, on
retrouve les distributions usuelles (pour toutes ces notions, voir Schwartz [6]). Les
notions usuelles relatives aux distributions scalaires se généralisent aux distributions
a valeurs vectorielles (et sans difficulté, lorsque, comme c’est le cas ici, L est un
espace de Banach). Signalons notamment :

— le support en ¢ des distributions & valeurs dans L se définit comme dans le

cas scalaire.

— 81 TED' (t, L), sa dérivée en t, %T est définie dans D’ (t, L) par:

d
(L.1) T )= —T(%‘—f), PED (1).

(Méme chose pour les dérivées d’ordre supérieur.)
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— toute distribution T'€D’ (¢, L) est sur tout intervalle borné de I'axe des ¢,
de la forme :
dar f

(1.2) T=—p

olt {—f(t) est une application continue de ¢ dans L (dérivée au sens (1.1)).

— 81 a€E(f) (espace des fonctions indéfiniment différentiables en ¢ & supports

quelconques), aT est défini par

(1.3) aT(p)=T(ap), €D @). |

REmMaArRQUE 1.1.

Si L est lui-méme un espace de distributions (exemple : L= L?(Q)) donec muni

de dérivations, on écrira ;t T au lieu de ditT’ TeD (¢, L).

Espacze §' (¢, L).
C’est le sous-espace de D' (¢, L) formé des distributions & croissance lente en i,

espace noté §’ (¢, L), défini par :
(1.4) §¢ L)y=L(S@; L)

olt § (t)=espace des fonctions indéfiniment différentiables & décroissance rapide (voir
Schwartz [2]). Pour L=C, on retrouve 'espace §’ des distributions ordinaires & crois-
sance lente, Schwartz [2].

L’espace suivant joue un role essentiel dans la suite :

Espace D, (¢, L).

On désigne par D_ (¢) V'espace des fonctions indéfiniment différentielles, de sup-
port limité & droite, muni de la topologie de limite inductive de Schwartz (p€D_ (t)
signifie : ¢ est nulle pour t<a, a dépendant de @). Le dual de cet espace est I'espace
D’ (t) des distributions (scalaires) de support limité & gauche. On désigne alors par
D’ (t, L) Vespace des distributions en t & valeurs dans L, de support limité & gauche;

on peut le définir par
(1.5) D (t, L)=L(D_(#); L)

ce qui a l'avantage de munir D) (¢, L) d’une topologie plus intéressante que la topo-
logie induite par D' (f, L); T est dans D, (¢, L) si elle est nulle pour t<a, a dé-
pendant de 7'.
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Produits tensoriels

Considérons le produit tensoriel D'®L, et désignons par D'®L cet espace muni

de la topologie « produit tensoriel projectif » de Grothendieck (voir Grothendieck [1], [2]
et Schwartz [7]); on désigne par D'®L le complété de cet espace. On démontre que :

(1.6) D'&L=D'(t, L),
algébriquement et topologiquement.

De méme :
(1.7) S'eL=8(, L), D.&L=D.( L)

Ces résultats sont trés commodes. Voici un exemple qui nous sera utile. On donne

deux espaces de Banach E, E' et un élément

(1.8) MEeL(B; E).

On donne aussi :

(1.9) KeL(D.; DL).

Ces applications définissent :

(1.10) KoM elL(D,\®F; D\ &F),

(application produit tensoriel des applications K et M), de la fagon suivante : en con-
sidére D, ®F; si T=S8%®e, SED,, ¢€E, on pose: KOM (T)=(K-8)®(M -e), 6lé-
ment de D) ®E’, et ceci définit une application continue de D, K dans D, QF’,
done qui se prolonge par continuité en une application linéaire continue de D.&E

dans D, ®E'; c’est I'application (1.10).

2. Produit de compesition

On donne maintenant trois espaces de Banach, L, M, N, et une application bili-
néaire B de LxM dans N continue.

Considérons les distributions :
S=e®l, ecD,, l€L; T=f®m, f€D,,, meM.

Pour e et f dans D, on sait définir leur produit de composition ex f, ce qui définit
une application bilinéaire : e, f—e % f, hypocontinue de D, x D, dans D', (Schwartz [2]).

On pose alors :

(2.1) SxT=(exf)®B(l, m), élément de D’ ® N;
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on a donc défini une application bilinéaire
(2.2) S, T—>8%T de (D.9L)x (D', ®M)—>D,ON;

on montre alors le

LeMME 2.1. Lapplication (2.2) se prolonge en une application bilinéaire séparé-
ment continue, notée encore «8, T->8xT» de D, (t, L)xD’\ (t, M) dans D% (t, N).
Cette application est hypocontinue.

La distribution ST est le produit de composition des distributions S et T';

\

relativement ¢ B. On notera parfois S T, pour rappeler que I'on compose en ¢ et
t B

par rapport a B.

ExEmPLE 2.1.
Soit @ et R, deux espaces de Banach. Prenons L=L(@; R), M =L (R; Q), N=L(Q; Q)

et B(l, m}=mol, composée des applications I et m, EN. Cette application bilinéaire

est continue, le lemme 2.1 s’applique. On pose :

SxT=T%x8.
t, B

Explicitons le résultat en raison de son importance pour la suite

LEMME 2.2. On peut définir une application bilinéaire hypocontinue et une seule,

(2.3) 8, T—>Tx8
de

D, (¢, (@ R)xD. (¢, L(R; )—~>D5 (t, L(Q; Q)
telle que
(2.4) TxS=(exfie(mol), S=exl, T=[fom.

Prenons maintenant N=L (R; R) et B(l, m)=lom€N, on a le
LeMME 2.3. On peut définir une application bilindaire hypocontinue et une seule,
(2.5) S, T—>8%T

de
D. (¢, £(Q; R))xD: (¢, L(B; Q) —~ D% (¢, L(B; R)),
telle que

(2.6) SxT={exf)@(lom), si S=exl, T=fOm.
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ExeMerLE 2.2.
L'espace L étant donné on prend M=L(L; N) et B(l, m)=m(l), image de {

par m; B est continue, le lemme 2.1 s’applique donc encore et on a le

LeEMME 24. On peut définir une application bilinéaire hypocontinue et une seule,

2.7) 8, T—>T*8
de

D', (t, L)x D’ (t, £ (L; N))~D. (t, N),
telle que
(2.8) Tx8=(exf)®(m () si S—e®l, T=fom.

3. Transformation de Laplace
On désigne par S; lespace des distributions (scalaires) 7' telles que
exp—&t-TES

pour tout & > £, muni de la topologie la moins fine telle que les applications T—exp — £¢- T
soient continues de §; dans $’. (Voir Schwartz [4].)

On désigne par §;, (¢, L) I'espace des distributions en ¢ & valeurs dans L, telles
que exp—¢&t-T€S (¢, L) pour tout £>¢&, (le produit de exp—&¢ par T est défini

en (1.3)), topologie analogue au cas scalaire. On démontre que

(3.1) Si (¢, L)=$:&L (algébriquement et topologiquement).

On peut alors former : § (exp—(pt)), p=£&+1in, £>&, yER', ce qui définit un élé-
ment de L. On pose :

(3.2) 8 (exp— (pt)) = L S (p).

On a le

LemMmE 3.1. Lapplication p—L 8 (p) est holomorphe de &> &, dans L (pour la

notion de fonction holomorphe & valeurs dans un espace de Banach, voir Hille [1]);
la fonction n—LT (E+1in) est dans §' (n, L) pour &> E,.

DEriniTion 3.1. La fonction p—>L S(p) est la transformée de Laplace de 8
(si L=C on retrouve la notion usuelle).

Le lemme 3.1 admet une réciproque :

LemmE 3.2. Si une fonction p—F (p) est holomorphe de &£>§&, dans L, la fonc-
tion n—>F (E+1in) éant dans §' (n, L) pour tout £>§, et demeurant dans un ensemble
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borné de cet espace lorsque & parcourt un compact, alors il existe une distribution S dans

S (&, L) et une seule telle que L8 (p)=F (p). On pose :

(3.3) S=L"'(F) (transformée de Laplace inverse).
On a des formules d’inversion analogues au cas scalaire.

Produit multiplicatif

Soit F=LS, S€S,(t, L), et G=LT, TES, (t, M), avec une application bili-
néaire BB comme au N° 2. La fonction : p—B(F (p), G (p)) est holomorphe de &> &, =
= gup (&,, &) dans N, & croissance lente en 7 pour £>§&, fixé. On désigne par F -G

la fonction considérée :
(3.4) F-G(p)=B(F (p), G(p)).

Cest le produit multiplicatif des fonctions F et G.
La fonction F -G est transformée de Laplace d’'une distribution; on montre par
ailleurs que le produit de composition S%7T a encore un sens, et on a les importantes

formules :
(3.5) CYFP-G)=8x%T, C(S*T)=LS-LT.
La distribution Sx7 est dans $j (¢, N).

LEMME SUR LES SUPPORTS.

Le lemme qui suit est fondamental pour la suite. Il se démontre exactement

comme dans le cas scalaire (voir alors Schwartz [4]).

LemMmE 3.3. La condition nécessaire et suffisante pour que T, élément de S;, (t, L)
soit nulle pour t<<a, est que pour tout nombre b<a on ait :

exp b&-F(&-+in) demeure dans un ensemble borné de S’ (n, L) lorsque &— + oo.

(Il s’agit en réalité des fonctions n—exp b&-F (§+1in).)

4. Lemmes

On va maintenant donner quelques lemmes qui nous seront utiles.

LemmE 4.1. Soit B et F deux espaces de Banach et p—>a (p) une application holo-
morphe d’'un ouvert O du plan complexe dans Uespace L (E; F). On suppose que pour

tout p€0, a(p) admet un inverse bilatére a™'(p), i.e. :

a(p)-at(p)=1, 1EL(F; F) et a*(p)-a(p)=1, 1€L(E,; ),
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et on suppose aussi que ||a™'(p)|| (norme dans L (E; E)) est borné sur tout compact

de O. Dans ces conditions Uapplication p—>a™ ' (p) est holomorphe de O dans L (F; E).

DEMONSTRATION.

1) On va d’abord démontrer que l'application p—a~' (p) est continue de O dans
L(F; E). Soit p,€0 et supposons que p tende vers p, en demeurant dans un com-
pact de 0. On a:

a” (p)—a (p) = —a”' (p) (@ (p) —a(py) a”" (py),
d’ou :
la™* (p) —a™" (o) “C<F; 5=C|la(p)—a(po)llcm m C=constante,
d’olt le résultat.
2) Montrons maintenant que Papplication p—a™' (p) est holomorphe. On part de
I'identité :
a”t(p)—a" (p,) 1 (@ (p)—a(py) .
———— = — g7 (p) 2 ,
Py p) = (po)

d’olt résulte que, lorsque p—p,, le premier membre a une limite, qui vaut :

—a' (py) @ (py) @ (py),
d’ou le lemme.

LeMME 4.2. Soit W wun espace de Hilbert, H,, H,, ... , Hy, k opérateurs hermi-
tiens positifs dans C(H; ) et oy, ..., ax, k nombres, € [0, 2]. Alors Dopérateur

k
A(p)=1-+ 2 p™ H;
i-1

est inversible pour £>0; soit A7 (p) son inverse. On a les majorations swivanies :

4.1 HA T (o) [[<ep E>0, si 0y <2 pour tout i;
(4.2) Cy N9 <n/4
47 @)={ &+9
¢ , [P =n/4

si certains o; somt égaux & 2 (p=rexp (19)). Les c¢; désignent diverses constantes

dépendant seulement des H; et des «;).

DEMONSTRATION.

Soit €W, avec |[x||=1. Posons : k; (x)=(H;-x, z). On a:
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14 (p)-z]|=|(4 ()2, 2)|=

5

k
> sup (’1 + 2, 7% cos (o F) A (x)

i=1

k
Z ™ gin (Oti 19) hi (.’Z)
i=1

Lorsque ¢ varie dans [—x/2, /2] les sin (¢; @) sont tous de méme signe,

é r* sin (o @) by () |= + (2 % sin (o #) by (x))
i-1 i=1

et on peut supposer ¢ =0.

Distinguons deux cas :
1) 0<9<Gy=1inf (n/2¢), i=1,..., k.

Alors cos («; ) =0 pour tout i, et les H; étant positifs,

k
1 +Z r% cos (o ?) ki ()| = 1.

i=1

Donce
|4 (p)-z||>1 pour tout z€H, avec |z]|=1.

2) 9,<9<n/2 (ce qui n’a de sens que s’il existe des «;>1). On suppose p
et x fixés.
a) Il existe ¢ tel que : r* h; (x)>1/2k. On a alors :
sin oy 9

(4.3) |4 @) || = Y

b) On a:r%h; (x)<1/2k pour tout <. On a alors:
(4.4) |4 @)-2||=1-k/2k=1/2.

Les mémes majorations ont lieu pour Padjoint de A4 (p). Il en résulte comme il
est bien connu (cf. par exemple Stone [1] ou Riesz-Nagy [1], p. 264) la premiére partie
du lemme.

Démontrons pour finir les majorations.

Si tous les «; sont <2, on a dans le cas 2), sin (a; 9)=c¢,>0 d'oit (4.1).

Supposons maintenant certains oy égaux a 2. Pour |#|=n/4, (4.3) donne :

2£|n]
§2+n2

|4 (p)-z||=c5]sin (28)|=cs 8l o =2,

et || A (p)-w||=cs>0 si a;<2, dou (4.2).

Les deux lemmes suivants sont des variantes immédiates du lemme précédent.
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LeumEe 4.3. On donne les opérateurs H; et les nombres oy comme aw lemme pré-

cédent; en outre 0 <a, <2, et on donne ¢,>0. Alors Uopérateur

k
A(p)=1+(p™~o0,) H, + ;p“i H;

est inversible pour &> (2ay)"™

(ce qui n’est pas la meilleure constante) et si A~ (p)
est son inverse on a des majorations analogues d (4.1), (4.2), en remplacant £>0 par

E ~ (2 O.o)l/cu (1),

LeMME 4.4. On donne les H;, et o; commé précédemment, avec : O <o; <2 pour
k

tout 4, et on donmne 0,>0. Alors Vopérateur A (p)=1+ 3 (p*™ — o,) H; est inversible pour
i=1

&> sup (20,)""™ et on a des majorations analogues & (4.1) et (4.2) pour &> sup (2 g ).

LeMME 4.5. On donne encore k opérateurs positifs, H,, ..., Hy; on donne égale-

ment un opérateur hermitien quelconque, K et un nombre positif, o,. On pose :
i
A(p)=1+iK+(p*—0y) Hy+ > p% H;
i=2

ot 0<o;<1,0,>0. Il existe & tel que A(p) soit inversible pour &>§,, son inverse
vérifiant :

(4.5) N4 @ll=1, £=¢,.

M On a pour « € H# avec “xl|=1 :

K
“A (p)x”Z sup (,1+r°“ (cos (o &) — :0;%) By () + > % cos (o ) By (2) ],
‘ ;

i=2
On prend &, = inf. n/3 7
Pour 0 <@ <, cos (a, &) est >1/2, donc puisque &> (2 6,)/* on a : ™ >2 g, done : cos (o, B) —

k
> % sin (o 9) hy (z)
i=1

g
- ;;'I >0 et donc || 4 (p) z||=1. Si 9, <8 <n2, ou bien il existe ; tel que ¥ h; (x) > 1/2 k et alors,
”A (p)x ”Z sin (a; #) * 1/2 &, ou bien r* k; (x) <1/2 & pour tout 4; or : | cos (o, B) — oy fr™ l <3/2 et

K
. o
14 % (cos (o 19)——7‘:) hy () + Z 7™ cos (a; B) ki (x) | = 1/4,
r i-2

d’ol1 le lemme, car on a des évaluations analogues pour “ A (p)* x” .
Méthode analogue pour le lemme 4.4.
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DEMONSTRATION.

Soit x€H, avec ||z||=1. On a:

k

|(4 (p) z, 2)| = |1+ (™ cos (a; F) — ag) by () + 3 7% cos (a; D) by () |-

i=2
On peut choisir §,>0 tel que pour £>¢, on ait : r* cos (o, #)—0,>0 (et si £>0,
r% cos («;#) =0, car les ¥; sont <1). Il en résulte que pour £=§, on a:

| (4 ()=, x)| =1, done ||4 (p)z]|=1 si ||x]=1.
Majoration analogue pour (4 (p))*, d’out le lemme.

LemumE 4.6. Soit H,, H,, H;, trois opérateurs hermitiens; on suppose : h, (x) =0,
By ()| S by (2), |y (2)|<cyhy (x) pour tout x dans H. On pose :

AP)y=1+(p*—0a,) H +pH,+ H,, 0, > 0.
L’opérateur A (p) est inversible pour &> &, et vérifie alors :

4 =e S

DEMONSTRATION,

Soit €M, avec ||x||=1. On a:|(4(p)=, 2)|= sup (| X}, |Y|) avec :
X=1+(8—n"—0y) by () + E by () + g () et Y=2&nhy (x)+nhky (x).

I cas : || <ng 1,>0 fixé quelconque.

On a: |Ehy () + by (x) | < (€g & +c5) by (2).

Or, il existe &, tel que pour £=&;, et |5]| <7, on ait : (£ — 5> —0,—cy & —5) > 0.
Alors : [X|=1 pour &>§,.

2°" cas : |n| =7,

On pose : ©*=§* + 9%, Distinguons encore deux cas :

a) (r*+ag) by (x)=1/4.

On a:|hy(x)|<cyhy (2) <2&h, () pour £>¢,/2, done :
| ¥1=]n] @& c) by (2)

done :

2&—cy) |7
ME 4(Q*+ay)

pour &>c,/2.

b) (% + o) by (2) < 1/4.

On a alors :
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ey &ty

(€ =7 =00 b (2) + E by () + iy ()| 1/ i

et ceci est <1/2 pour &=¢&,, donc |X|>1/2 pour £>§&,
On a des majorations analogues pour A4 (p)*, d’ou le lemme en prenant &, assez

grand.

§ 2. Problémes mixtes

1. Position des problémes mixtes

On donne comme au Chap. I, No 1 du § 1, les espaces V et @ avec: D=V
c@cD'. Pour éviter toute difficulté relative aux espaces vectoriels que l'on va in-
troduire, on supposera foujours que @ est un espace de Banach. Sur VxV, on donne
une forme sesqui-linéaire ((u, v)) — sans aucune hypothése supplémentaire pour
I'instant.

Soit H et N les espaces (de Banach) associés & cette forme, A I'opérateur qu’elle
définit, élément de L (H; Q).

On considére alors l'opérateur produit tensoriel :
18A, élément de £ (D, &6H; D' &Q).

La définition directe de cet opérateur (sans produits tensoriels) est la suivante : soit
TeD., (t H); pour tout p€D._, T (p) est dans H et AT (p)€Q’; p—>AT (¢) est une
application linéaire continue de D_ dans @', donc définit A -7, élément de D/, (¢, @),
AT=(1®A)T. En effet il en est ainsi si T=eQu, e€D,, u€N. Sur les exemples
nous wutiliserons la notation A-T, mais pour la théorie nous conserverons la motation
(1®A)T.

On donne ensuite une distribution :
(1.1) KeD., (¢, L Q).

Cette distribution définit une application linéaire continue, notée K*, soit T->KxT,

de D’ (t, #) dans D’ (¢, Q).
ProsrLEME 1.1. Pour quelles distributions K, Uopérateur
(1.2) I®A+K*

est-il wn isomorphisme de D, (t, N) sur D (¢, Q')?

Problémes mixtes correspondants

Au probléeme 1.1 est attaché le
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ProBLEME 1.2. Trouver U dans D (t, H) V), solution de
(1.3) (1A +K*U=8,
ol 8 est donné dans D) (t, @Q'), avec les conditions aux limites
(1.4) h—-UED, (¢, N),
ol h est donné dans D} (¢, H).

DEFINITION L.1. Le probleme 1.2 est dit : probléme mixte attaché & Uopérateur
1A+ K*, relativement & la forme ((u, v)).

Si D est dense dans V, alors V=Q=N, Q' =7’, le probleme 1.2 est dit : pro-
bleme mixte avec les conditions aux limites de Dirichlet.

On voit immédiatement que si pour K donné le probléme 1.1 est résolu par 'affirma-
tive, alors le probléeme mixte 1.2 admet une solution unique dépendant continiment

"des données.

Les problémes mixtes fins
On a rappelé dans lintroduction la définition des probléemes mixtes au sens de

M. Hadamard. On peut maintenant préciser le probléme comme suit :
ProBrLEME 1.3. Trouver une application t—U (f), une fois (resp. deux fois) con-
tintment différentiable de t>0 dans ¥, solution de

& 0

(1.5) AU @)+ 8 U () (resp. + = U () au lieu de + tU (t)) =8 @)

ot ot ot

ol les dérivées en ¢ sont prises au sens usuel, ol {—38 (¢) est une application continue

de t>0 dans @', avec les conditions aux limaites :
(1.6) U@)—h(t)€EN pour tout ¢>0,

out t—>h (t) est une application une fois (resp. deux fois) continiment différentiable de

t>0 dans H, avec les conditions initiales :
1.7 U (t)~>U, dans H lorsque {—>0

(resp. et en outre

d
(1.8) d—tU(t)—>U1 dans # lorsque {—0), (U,—h(0)EN et U,— g—th(O)EN).

) On peut remplacer H par X, X étant défini p. 28.
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DiriNiTioN 1.2. Le probléme 1.3 est dit : probléme mixte fin attaché & opé-
2

: 0
rateur A+% (resp. + 6—t2)’ relativement & la forme ((u, v)).

Transformons le probléme 1.3. On pose w()=U@)—h(t) et SE—Ah(t)—
- %h(t) (resp. ~ %h(t)) =T (). Alors le probleme 1.3 équivaut & trouver t—u (f)
une fois (resp. deux fois) continiment différentiable de ¢>0 dans N, solution de

2

(1.9) Au(t)-l—%u(t) (resp. + Ea?u(t))=T(t) t>0

avec les conditions initiales :

% (£)->u, dans N (resp. et en outre d%u(t)—w,1 dans N), t>0.

On utilise maintenant la méthode de Schwartz pour le probléme de Cauchy (cf.
Schwartz [1], p. 131 et sq.):on fait passer les conditions initiales au 2°"° membre.
Pour cela on considere la distribution # dans D (¢, N), égale 4 O pour t<0 et &
u (t) pour t>0. Dans ces conditions si u est solution de (1.9) avec les conditions
initiales voulues, % est solution dans D (¢, Ny de :

2 -
(1.10) (1®(A) %+ %’IZ (resp. 8%—212) =T 4 0Qu, (resp. +0' Quy+0®u,)

ot T€D (t, Q) est nulle pour t<0 et =T (f) pour ¢>0, les dérivées en ¢ étant prises
cette fois au sens des distributions.
Sous la forme (1.10) on peut laisser tomber toute condition de continuité en t; on

2

est donc amené & remplacer le probléme 1.3 par le

ProOBLEME 1.4. Trouver 4 dans D% (¢, N), nulle pour <0, solution de
(1.11) A®A)a + 94 (res c 8 =7
' at P-Top®) T

ot T, est dans D (¢, @) nulle pour t<0.

Mais les conditions ¢«nulles pour {<0» sont secondaires; on peut les remplacer

N

par «de support en ¢ limité & gauche» donc :trouver » dans D) (¢, N) solution de

2

0 0 ,
(19A)u+ 7 (resp. 5{211,)=T, T donné dans D, (¢, Q).

2

Sous cette forme les opérateurs 51 O g n’interviennent pas de fagon essentielle (au

7—553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 28 octobre 1955.
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moins pour poser le probléme); on peut donc les remplacer par des opérateurs beaucoup
plus généraux de composition en ¢ par des distributions K comme on a vue et

finalement on a remplacé le probleme 1.3 par le

ProBLEME 1.5. Trouver u dans D (¢, N), solution de
(1.12) (1®A)u+ Kxu="T,

ou TED, (¢, Q).

Ce dernier probléme revient au probléme 1.2 avec A=0.

En resumé : en théorie des distributions on voit que I'on est amené a remplacer
le probléeme mixte fin 1.3 par le probléme mixte 1.1. Sile probléeme mixte fin admet
une solution elle est donnée par la solution du probléeme mixte. Par contre si 'on

prend dans (1.11) @ solution du probléme mixte, elle n’est pas forcément solution du

A

probleme mixte fin. I y a donc tout avantage & s’attaquer d’abord au probleme

mixte 1.1; le probleme mixte fin pourra é&tre étudié ensuite.

2. Théoréme d’isomorphisme

La méthode de résolution que l'on va utiliser est d’effectuer une transformation
de Laplace en ¢ — ce qui suppose au moins pour commencer, que K admet une trans-

formée de Laplace en f. On suppose donc :

(2.1) exp (—EHKES (¢, L(W; Q) pour &> &k,
On désigne par K (p) la transformée de Laplace en t de K :
2.2) R(p)=K (exp (-pt), &>éx

On a: K (p)eL(H; Q).
Notons maintenant que l'opérateur 1® A + K* n’est autre que l'opérateur de com-

position en ¢ par la distribution :
(2.3) 0@ A+ K, élément de D, (t, L(H; Q')),
distribution qui admet une transformée de Laplace en ¢, donnée par :
(2.4) A+ K (p), élément de C(H; Q).

On fait alors les hypothéses suivantes :

H1) {Il existe &, tel que pour tout &> &, (&, > ék),

A+ K (p) soit un isomorphisme de N sur @', d’inverse G (p);
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(2.5) (A+R(p)G(p)=1, 1€L(Q;Q),
et
{2.6) Gp)(A+K(p)=1, 1€L(N; N).

Il existe un nombre b tel que
(H 2) :

exp (=0 &) |G (p)|lces m< pol ([p]) ().
On a alors le
TakoriME 2.1. Sous les hypothéses (H 1) et (H 2), ¢l existe une distribution et

une seule, sott G, dans Uespace : D (t, £ (Q'; N)), admettant une transformée de Laplace

en t, telle que

(2.7) (@A + K)xG=0®1, 1€L(Q; Q).
On a alors :

(2.8) G*(09A+K)=06®1, 1€L(N; N).
DEMONSTRATION,

Soit G (p) la transformée de Laplace de §, supposée exister. On a alors :
(A+ R (p) G (p)=1, et donc, graice & (H 1), on a: G (p)=G (p). Il reste a vérifier :

a) que la fonction p—G (p) est holomorphe de &>£&; dans £(Q'; N) et est trans-
formée de Laplace d'une distribution €S, (¢, £(@’; N)).

b) que G est dans D’ (¢, L(Q; N)).

Si a) et b) sont vérifiés on aura (2.7), et (2.8) résultera de (2.6).

VERIFICATION DE a).

On a, grice & (H 2) :
(2.9) G @) lc @i » = exp (0&) pol (| p]),

done |G (p)|lcco.n est borné sur tout compact du demi plan &> &, alors par le
lemme 4.1, § 1, p. 90 et 91, Papplication p—@G (p) est holomorphe de &> &, dans £(Q'; N).
11 résulte de (2.9) que G (p) est transformée de Laplace de §.

VARIFICATION DE b).

De (2.9) et du lemme 3.3, §1, p. 90, résulte que G est nulle pour t< —b, ce
qui achéve la démonstration du théoréme.

On déduit aussitét du théoréme 2.1 le

) On désigne par pol (l P ]) divers polynomes en |p| & coefficients positifs.
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TEEOREME 2.2. Sous les hypothéses (H1) et (H2), p. 98 et 99, Uopérateur
1®9A +K* est un isomorphisme de D, (t, N) sur D, (t, Q).

COROLLAIRE 2.1. Sous les hypothéses (H 1) et (H 2), le probléme mixte 1.2,

admet une solution unique dépendant contindiment des données.

DErFiNiTION 2.1.

a) La distribution §, donnée par le théoréme 2.1 est la distribution de Green de
l'opérateur 1® A + K*, relativement & la forme ((u, v)).

b) La distribution § définit une application linéaire continue : T—GxT de
D, (t, Q) dans D, (¢, N); soit G* cette application; c’est Uopérateur de Green de
I®A+K*.

¢) L’opératear G* définit en particulier une application linéaire continue de
Daxey dans Dg.u, (t)= axe des t; cette application est définie par un noyau distri-
bution (théoréme des noyaux de Schwartz), soit (., :- ce noyau; c’est le noyaw de
Green de 1® A+ K*.

De ce qui précéde, dégageons également, en raison de son importance pour les

applications (voir notamment les travaux de Garnir, cités dans la bibliographie) le

TutoriME 2.3. Sous les hypothéses (H 1) et (H 2), la distribution de Green peut

étre obtenue par transformation de Laplace en t.

REMARQUE 2.1
Sous les hypothéses (H 1) et (H 2), la solution du probléeme 1.2 (p. 96) est don-

née par :
(2.10) U=h+Gx(8-T), T=(18A+K")h.

Cette solution U nme peut pas en général étre calculée par transformation de Laplace
en i; en effet dans (2.10), %, 8, T' peuvent étre 3 croissance quelconque en ¢; seule
G peut étre calculé par transformation de Laplace; dans (2.10) les produits de com-
position en ¢ ont un sens pour des raisons de support, non pour des raisons de crois-
sance & l'infini en ¢.

Notons maintenant le

TuEOREME 2.4. Sous les hypothéses (H 1) et (H 2), si dans le probléme 1.2,
p. 96, S et h sont indéfiniment différentiables en t (i.e. SED. (¢, @), hED. (t, H)) alors

U est indéfiniment différentiable en t.
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DEMONSTRATION.

Conséquence de la formule (2.10) et des propriétés générales des produits de com-

position en ¢.

REMARQUE 2.2.

Comme § est dans Despace S (£, £ (Q’; N)), elle est d’ordre fini ent. Cet ordre

est facile & préciser dans chaque cas particulier.

3. Premier exemple général d’application du théoréme d’isomorphisme
ple g PP P

On donne cette fois :
(3.1) KeD, ¢ L(V; Q) avec :

K admet une transformée de Laplace en ¢, K (p), avee

(M 1)
| & @) |lccvien< pol (|p), £>&,.

On donne A défini par ((u, v)) sur V, et 'on considére la forme sesqui-linéaire :
(3.2) ((, v)) ()= ((u, v)) + <K (p) u, 7).

Soit :
((w, v)) (P) = (%, v))1 (D) + 7 ((%, )2 (P)

la déecomposition en partie hermitienne et anti-hermitienne :
((u, )1 (9) = ((w, ©)); +1/2 KK (p) w, &) +<u, K (p) D).
On fait I’hypothése :

Il existe £,>&; tel que pour &>¢&, on ait :
(M 2)

((u, u))y (p) = |«|% pour tout w€V.

1
pol | p]
On a alors la

Prorosition 3.1. Sous les hypothéses (M 1) et (M 2), les hypothéses (H 1) et
(H 2) (p. 98 et 99) ont liew avec b=0.

DEMONSTRATION.

A

On cherche I'inverse de A+ K (p). Soit donc 3 résoudre

(3.3) (A+R(@)u=f u€EN, feq.
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Si (3.3) admet une solution, alors, pour tout v dans V, on a :
(3.4) ((u, ) (P) =<, B>.

Réciproquement, si u est dans V, et vérifie (3.4) pour tout v€V, alors, (3.4) a lieu
en particulier pour tout v=g¢ dans D, donc on a (3.3), puis 'on constate que u est
dans N. Tout revient donc & résoudre (3.4).

Or si f est fixé dans ', la forme semi-linéaire v—{f, &> est continue sur V, done :

(3.5) =0 ()], v)1(p),
ce qui définit J (p) élément de L(Q'; V) (2).

De méme si u est fixé dans V, la forme v—((u, v)), (p) est continue sur ¥V, donec :

(3.6) ((u, )z () = (H(p) w, v)); (P);

ce qui définit H (p)€L(V; V), hermitien, et (3.4) équivaut & : (1+¢H (p))u=4J (p)f,

qui admet une solution unique : si
3.7) G(p)=(1+iH (p)) " J (p),

elle est donnée par : u=G (p)f. Majorons maintenant || G (p)||c e »- On déduit de 3.5

(T @ F T @) M) =< I () >
done, grace & (M 2),

17 (@) c @ vy = pol (| p]).
Par ailleurs :
[+l (p)*||=1, done ||G @) ]lco: v= pol (|p])-
Il reste & majorer G (p) dans £(Q'; N). Or si fEQ’, et si u=G(p)f, on a:

Au=f—K(p)u,
done :

[Aulle<|lflle-+ pol (tp]) [l2llv

(grice & (M 1)) d’ou T'on déduit : || G (p)|lco: » < pol (|p|) d’olt la proposition.

On a done tous les résultats du N° 2, et notamment le

THEOREME 3.1. Sous les hypothéses (M 1) et (M 2), Vopérateur 1@ A+ K™ est un
isomorphisme de D', (t, N) sur D, (t, Q).
L’opérateur inverse est G*, opérateur de Green, la distribution de Green § étant

obtenue par transformation de Laplace en t.

1) Grice & (M 2), ((u, v)), (p) est pour £>£, un produit scalaire hilbertien sur ¥V, de norme
correspondante équivalente & || ul|y.
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Etude de la stabilité
On donne A et K comme précédemment, avec (M 1) et (M 2); on précise les
polynomes en p :
I R®)lev:n=Py (2D,

I (Cw, w))s (@) || = FJTI)”“”ZV pour tout u€ V.

On donne alors une suite des distributions : K¥€ D' (¢, L(V; @) (V et @ sont
fixes), et une suite de formes sur VxV : ((u, v))*, qui définit A*. On suppose que

les hypothéses suivantes ont lieu :

(SM 1) “Kk (p)“c(V: <P (lpb:

(SM 2) ((u, w))% (p) = lu|[% pour tout €V, £<&,

1
P, (lpl)
| ((u, v))* (D) — ((w, v)) (D) | < e Py (| 2 ) || w]lv || wllv O,

(SM 3)
ol g0 si k—>oco, P;(|p|) indépendant de k.

De (SM 1) et (SM 2) résulte en vertu du théordme 3.1; 1@A* + K*" est une iso-
morphisme de D', (¢, N) sur D} (t, Q). Soit G la distribution de Green de cet opérateur.
On a: G*€D, (t, £(Q; N¥)), donc en particulier : €D, (t, £(Q; V). On a alors le

TaRoREME 3.2. Sous les hypothéses (M 1), (M 2), (SM 1), (SM 2) et (SM 3), la
distribution de Green G de 1®A*+ K* tend, dans Despace D', (¢, L(Q; V)), vers la
distribution de Green G de 1@ A+ K*.

DEMONSTRATION,

Toutes les distributions G* sont nulles pour t<0. On aura donc montré da-
vantage que le théoréme si I'on montre que G*—G dans S, (¢, £(Q'; V).
Or il résulte du Chap. I, § 1, N° 7, qui si G*(p)f=u"‘® et G (p)f=u, alors:

lu* ~ully<ex Po(|p) P (2D [[2lv,
d’olt 'on déduit facilement le résultat.
4. Deuxiéme exemple général d’application du théoréme d’isomorphisme

On donne, comme au Chap. I, § 1, N° 8, un opérateur D avec sa décomposition :

(4.1) D= 3 "Aigi; 4;.

i,j=1

W ((u, 0))* (p)= (u, v)* +<K" (p) w, 5.
2 gk (p) = transformée de Laplace gk
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On suppose en outre qu’est donné 4, isomorphisme de E sur L%, de sorte que
& (4) est bien déterminé (cf. p. 38 et 39). On suppose donné V, contenu dans &€ (4),
et contenant D (A4), et P, opérateur de perturbation :
PeEL(V, E') si V est différent de D (4);
P=P,+P,, P,eEL(D(A); &), P,e L(E; D' (4)) si V=D (4).

On prend alors :
(4.2) A=D+P,

Il n’y a pas en général (dans la pratique) de terme en M (avec les notations de la

page 39) dans les problémes mixtes.

ExEMPLE 4.1.
2

On considére les problémes mixtes relatifs & — A+ 68152’ done K=§", A= —A,
M=P=0.

Sur VxV, on considére alors la forme :
(4.3) ((w, v))= Z (915 4;%, Aiv)1:+<{Pu, 7>+ (Byu, yv)r

(on prend B=0 si I'on ne peut définir d’opérateur frontiére raisonnable u—yu, de
€ (4) dans Pespace de Hilbert F). L’opérateur défini par cette forme est A=D -+ P.
On prend Q=E si V=D (4) et Q=D (4) si V=D (4). Dans tous les cas, @
est un espace de Hilbert.
Pratiquement, il serait trop restrictif de supposer la forme ((u, v)) elliptique.
ExeMPLE 4.2.

On considére le méme opérateur que dans l’exemple 4.1. On prend

E(4)=EL(Q),

= — s
g (axz T [
et P'on n’a pas en général

(W)= ((w, w) Zallulf,, a>0,

et

pour tout €V W,

) Cest toutefois vrai si par exemple V est égal a lespace Di:(Q) et Q étant borné
(Garding).
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Par contre 'hypothése suivante est trés fréquemment vérifiée dans les problemes

de la Physique Mathématique:

[ Tl existe un nombre 6o>0 tel que

Al
@n l ((w, w)); + 0o (Agu, Agu)s=a||u|%, a>0, pour tout uw €V @,

ExemMpPLE 4.3.
On reprend Popérateur de l'exemple 4.2. Alors A,=opérateur identique de L?

sur lui-méme; tout nombre g,> 0 convient.

REMARQUE 4.1.

Sous TI'hypothése (A 1) la quantité ((u, v)),+ 0o (Agu, Ag2)r. définit sur V un
produit scalaire hilbertien de norme correspondante équivalente & ||u|lv. Il y aura
souvent intérét, pour simplifier quelques calculs, & considérer le produit scalaire

((uw, v)); + 04 (g, Ao u, Agv) 12, OU g, € L(L?; L?) est un opérateur strictement positif, i.e.

(9. f D= || fIZ, ¢,>0, pour tout f€ L2

Au sujet de (A1), on a la

ProrosiTioN 4.1. On suppose que Uopérateur D, sous la forme (4.1) est V-ellipti-
que (cf. p. 43) et que Von a :

wq) lylls < exllull ll 2l + e | [ pour tout u dans & (4) .
Alors (A1) a lieu, quels que sotent les opérateurs B et P.

DEMONSTRATION,

On a en effet :

. * * _—
((u, w), = z(gff_’;f’ﬂ A,u,A,-u)qu (B;B v, yu)F+ }((Pu,a>+{u, Pud).

Le ler terme est = a, ||« |3.

Le 2éme terme est majoré en module par :

ca |l wllo Nl lly+eq [} 13-

Majorons maintenant | { Pu, @) |.

1) Voir note 2, p. 21.

{2) Ceci & souvent lLieu lorsque y est un opérateur de prolongement en moyenne (cf. Deny-
Lions [1]).
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Si PEC(V; B'), on a: |{(Pu,a>| <e|lullv|ulz,
d’otr :
I CPuay+ Cu, Py | < eq ([l + [l ]l

Méme majoration si P=P;+ P,, dans le cas V=D (4).

Dans tous les cas on a donec:

B+ B* 1 o 9
(B vu ) +50@uay + o Pun)| < e duli + lulbliuly.

Or pour g, assez grand,

ag||wllf + oo llwlls = e (Nl s + Nl llo [[2]l)

est =a,llu|} dou le résultat.
On donne maintenant K € D', (¢, £ (V;Q’)), admettant une transformée de Laplace

en t, et avec (M 1), que I'on écrit :

(A2) ||K(p)”c(v,0'>5P01 (|P|): £>¢§,.

Cherchons des conditions suffisantes pour que A+ K (p) soit un isomorphisme

de N sur @’. On a & résoudre :

(4.5) Au+RK(p)u=f, f donné dans @', u cherché dans N ;
si u est solution de (4.5), alors pour tout v dans V, on a:

(4.6) (w, )+ <K (®)u, 5> =], 7)

et réciproquement, si u est dans V, et vérifie (4.6), on montre par le procédé habi-
tuel, que u est dans N et vérifie (4.5). Donec tout revient & résoudre (4.6). Or on

peut écrire (4.6) sous la forme :

(4.7) (%, ©))1+0g (Ao w, Ao v)1s +4 ((u, )y +

+ (R (p)u, ) — 0 (Agu, Ay v)1s = {f, 7).
On pose :
(4.8) (s 2))1,0,= ((w, ©))1 + 0 (4 u, Ao V) s

Si (A1) a lieu, on a les formules suivantes :

(4.9) {85 = ((J (o) [, D)1,
ce qui définit J (g,), élément de L (Q'; V), puis :
(4.10) ((w, 0))y = ((H (00} %, ¥))1,0,5
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ce qui définit H (o) élément de L(V; V), opérateur hermitien pour la structure

((u, v))1,6,; On a enfin :
(4.11) (R (p)u, 5> — 04 (Agu, Ag v) 2= (L (P, 6) %, ¥))1.0, +

Dans ces conditions, I’équation (4.6) équivaut a :

(4.12) X (p, o) u=4d (0y) f,
-ol
(4.13) X (p, 0p)=1+1iH (0,) + L (p, q,).

On peut multiplier les deux membres de (4.12) par (1 +¢ H (g,))”' mais cette opéra-

tion n’est pas utile pratiquement. On est donc conduit 3 Phypothése suivante :

11 existe &, > &,, tel que pour &> &,, Vopérateur X (p,. o,) soit inversible dans
(A3) L(V; V), et vérifie :
X, 00) Hlecv. vy < pol (| p]) .

On peut maintenant démontrer la

ProrosiTioN 4.2. i les hypothéses (A1), (A 2) et (A 3) ont lieu, alors les hypo-
theses (H1) et (H2) (p. 98 et 99) ont liew (avec b=0).

DEMONSTRATION.

On vient de voir que {4.5) équivaut & (4.12), done, si (A 3) a lieu, (4.5) admet

une solution unique :

(4.14) u=G (p)f, pour £>§&,,
avec :
(4.15) G (p)=X (p, 09) " J (0y).

De plus G (p) est dans I'espace £(Q’; N). On a donc déja (H1).
I reste & majorer || @ (p) ||lcco,n- Or, par (A 3), on sait déja que : || @ (p) |lcco: 1) <
< pol (|p}). En outre si w=@Q (p)f, alors Du+ Pu+ K (p)u=Ff, donc :
IDulle < lflle+I1 @) ulle +1IPulle < || fllo:+pol (| p]) [l llv

d’ou le résultat.

) On pourrait prendre plus généralement :

| x @, ) lleev, vy < exp (5 & pol ( L2]).
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REMARQUE 4.2.

La condition (A 3) a notamment lieu si :
(X o) | =
pol |p|
et si on a une majoration analogue pour X (p,0,)*. Ceci a notamment lieu si

((u, u)), + Re (K (p)u, @) =

1 2
— tulr @
pot [p] 1“1
ce gqui n'est autre que (M2), p. 101.

11 résulte de la proposition 4.2 et du théoréme 2.2, le :

THEOREME 4.1. Sous les hypothéses (A1), (A2) et (A3), Uopérateur 1@ A+ K*
est un isomorphisme de D', (t, N) sur D5 (t, Q).

Ce théoréme est le plus important pour les applications pratiques. La vérifica-
tion de (A1) étant généralement triviale, et (A 2) étant une simple constatation, la
seule difficulté pour passer du Théoréme 4.1 aux applications pratiques est la vérifica-
tion de (A 3), qui est un probléme d’inversion d’opérateurs dans un espace de Hilbert.
Pour cela, on appliquera les lemmes du § 1, N° 4, p. 90 et suivantes (ou au besoin

des résultats semblables).

Stabilité

On donne une suite d’opérateurs A*, définis par des formes ((u,v))* sur Vx V.
On fait hypotheése :

(SA 1) { ((w, v))* > ((u, v)) uniformément lorsque u et v demeurent dans un en-

semble borné de V.
Si (A1) a lieu, il en résulte :

il existe o, > 0 tel que
(4.16) ((w, w))f + 0 (Ao w, Agu)ze = a|ulfy
pour tout w €V et pour tout k.
On donne ensuite une suite de distributions K*, éléments de D% (¢, L(V; @),

admettant des transformées de Laplace en ¢ soit K* (p), holomorphe pour &> §&;, &

indépendant de k, et on suppose que

(SA 2) ”jfk(1’7)‘1?(?’)”::(V:Q')S ﬂkP1(|P|)s e =0 si k> oo.
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On considére alors l'opérateur
(4.17) X* (p,0p) = 1+i H" + L* (p, o),
construit 3 partir de ((u,2))* et K* comme X (p, o,) D'est & partir de ((u, v)) et K.
On suppose que

J 11 existe &, indépendant de % tel que pour &>§,, X* (p, o,) soit inversible
(SA 3) dans £(V; V), et que son inverse vérifie :

” X* (p, 0‘0)_1 ”c(V: V>§92(|P|)~

On a le

TatoriME 4.2. Sous les hypothéses (A 1), (SA 1), (SA 2), (SA 3), la distribution
de Green G* de 1 ® A*+K** tend, dans Uespace D (t, C(Q'; V)) vers la distribution
de Green G de 1@ A+ K™

DEMONSTRATION.

Comme les G* sont nulles pour <0, on aura démontré davantage que le théo-
réme si P'on montre que G* — G dans S (¢, £(Q'; V).

Or, si G* (p)= transformée de Laplace de G, et si 'on pose G* (p) f=u*, G (p) f=wu,
alors u* (resp. u) est la solution dans N* (resp. dans N) de

A u*+ R (p)u*=f
(resp. de .
Au+K(p)u=/)

d’olt V'on déduit :
I (" —u, v)) + (K (p) (" ~u), 5>
| = (", ) = (", )" + (R ()~ B* (p) u*, 5>

pour tout vE€ V.

(4.18)

Or le 1er membre vaut : ((X (p, gy) (u* —u), 9))1,,,. On introduit maintenant deux

opérateurs, Y* et Z*, définis par

(4.19) ((w, 2)) — ((w, 9))* = ((Y* u, 1)) 1,4,
et
(4.20) (R (p)—K* (@) u, 5> = (Z*u, v))1,0,

de sorte que (4.18) donne :
(4.21) W —u=X(p, o) (Y*+Z*) u*, &£>¢,.
Par ailleurs :

(4.22). uf=X*(p, 0p) ' J* |,
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ou

(4.23) 5y = ((T*f, 9).e,
définit J*.

On déduit de (4.23) et avec (4.18), que ||J*f||v est borné lorsque f parcourt un
borné de @', de sorte que (4.22), avec (SA 3) donne :

(4.24) uellv < pol (| 2]) || fllas pol (]p|) étant indépendant de k.
Alors (4.21), en utilisant (SA 3), donne :
(4.25) s —ully < pol (| 21) (Il P11 2 1) 1/ o
Or par (SA 1), on a:
| (%, 9)) — ((u, )| < & ”u“V ”U“h gr > 0 si koo,
donc
| Y*llecvivy < ek, &= 0 si ke —>oo.

Ensuite, par (SA 2), on a :

|<(R ()~ B* (), w, > < me Py (|p]) ullv [l

done
”Zk llt:(V:V) < i pol (|P|)
et done : ,
|| w* —ullv < pol (|p|) (ex+2x) [ £l
done :

| 6* () — G (D) |lecorsvy < (et 1) POl (| P])s

d’ou on déduit le théoréme.

5. Applications (I) : Problémes mixtes non auto-adjoints

On introduit les distributions en ¢ suivantes :

(5.1) K,=LC ' (p%, &>0.
On a
1
2 K——  Pfa" ;
(5.2) =T (=) Pf(z Jes0, poUr « non entier
et
(5.3) K,=06® pour o entier (Schwartz [1], p. 43).

Lopératur K5 : T—>K,* T, de D', - D, est dit opérateur de dérivation d’ordre

«; pour a entier, c’est un opérateur de dérivation usuel.
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On donne maintenant une famille d’opérateurs :
(54) ngE(Lz;LZ), le,...,[t, ngO,

et g, étant strictement positif, i.e. :

(5.5) (9. Hee = ¢ || f|Ges €, >0, pour tout f€ L2
On pose :

(5.6) Ri="4,9; 4,,

et I'on prend :

(6.7) K=j§1Kaj®Rj,

ot 'on suppose :
(5.8) 0<sy=1, j=1,..., u, 0,>0.
ProrosiTioN 5.1. On donne un opérateur A=D+ P comme au NO 4, et Von

suppose que (A1) a lieu. On donne K par (5.7) avec (5.4), (5.5) et (5.8). Alors (A2) et
(A 3) (p. 106 et 107) ont lieu.

DEMONSTRATION.

Comme K (p)=XpYR;, (A2) est vrai. Il reste & montrer (A3). On prend ici
(cf. remarque 4.1, p. 105) :

((w, )1, 0,= (%, ©)); + 0 (91 Ag 1, Ay V) 1a.
Prenons alors la définition de X (p,0y). On a:
_ M
(R (p)u, ) =j§1p°‘j (97 Agu, Agv)Le.

Or: (g5 dpu, 4y v):= ((Hju, v))1,,, (H; dépend de o), ce qui définit H;€L(V; V),
opérateur hermitien positif; si H (o,) est défini par (4.10), p. 106, on a :

“
(5.9) X (p, 00) =1+ H (60) + (p* = 00) Hy + 3.1 H,

et alors (A3) est conséquence du lemme 4.5, p. 93, d’ou la proposition.

Il en résulte que fous les théorémes du NO 2 sont valables; en particulier :

TutorEME 5.1 Sous Uhypothése (A1), la distribution K étant donnée par (5.7),
avec (5.4), (5.5) et (5.8), Uopérateur 1 ® (D+ P)+ K" est un isomorphisme de D’ (¢, N)
sur D, (t, Q).
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A chaque exemple du Chap. I, § 2, le théoréme 5.1 fait correspondre un théoréme
d’isomorphisme, ce qui résout déjd de trés nombreux problémes mixtes. Signalons

notamment :

ExeMPLE 5.1,

On considére 1'opérateur :

L9 0 z ] 0
A= — = g,— o Z
i_iz=1 axi (g} 690,) +igl @ 6xi +a0+ ot 91
ou Pon suppose :
— gi; €L* (Q) avec :
SS9 @)+ @)GG=a |¢?, @>0,€C, presque partout dans Q.
i
— a;, a, fonctions quelconques de L% (Q),
— ; €EL™ (Q), avec g, (x) = ¢; > 0 presque partout dans Q.
Soit ¥V un sous-espace vectoriel quelconque de E}:(Q), contenant Di. (pour des
0
exemples, cf. Chap. I, § 2, N°1); si D= X 8% (g“ 8_x)’ on prendra pour N 'espace
: s 7
des u €V, tels que Du€L? et tels que :

9 i'u) +(Byu,yv)r
§x3

u,
ox; o0y

(Du, v)s=3 (g“-

ot F=IL*(T'), y=opérateur de prolongement en moyenne, B opérateur quelconque si
(4.4), p- 105, a lieu, et sinon, opérateur tel que B+ B* = 0, ou bien de norme assez
petite. Dans ces conditions, A est un isomorphisme de D, (t, N) sur D, (t, L?) (et aussi

de D, (t, DL) sur D% (¢, D).

ExEMPLE 5.2,

On considére 'opérateur

.0
A=(-1)" 3 D’ (¢ D)+ 2 @ D T
126 lgl=m Iri=m
ou l'on suppose :

— les fonctions g, , sont dans L* (Q); si V est un sous-espace vectoriel fermé

de ET.(Q), on suppose que la forme

(0, 0)g= > (gp.¢ D%, D" v)1:
R 2l.lgl=m
est elliptique sur V.
— les fonctions «, sont quelconques dans L,

— ¢, €L (Q), ¢, (x) = ¢; >0 presque partout dans €.
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Dans ces conditions A est un isomorphisme de D, (¢, N) sur D, (t, L*). Notons

que si l'ouvert Q est m-régulier (cf. p. 71), on peut remplacer I'opérateur > a, D"
Ir|=m

par > a, D" ol cette fois la sommation est faite pour || < m et non plus seulement
Irl<m

pour |r|=m; les fonctions @, sont quelconques dans L*.
REMARQUE 5.1

On peut donner de nombreuses variantes du théoréme 5.1. Par exemple on

pourra remplacer K, par :
K=C(Vp*+1,£>0).

La démonstration est en tous points analogue.

Cas du probléme de Dirichlet

On donne A=D+P comme au début de ce N°, mais 'on prend pour espace V

Iespace D {A4). On considére alors une familles d’operateurs :

(5.10) hij€C(L*; L%, i,7=0,1,...,»,
avec
(5.11) hi; =0, ho,o strictement positif.

On pose alors :

(5.12) Ri;j="4;(h; 4;), €C(D(4); D' (4)).
On prend maintenant :
(5.13) K= Y K., ®Ry,
1520
ou
(5.14) 0<ay;<1, ogy>0.

La formule (5.13) définit un élément de D) (¢, C(V; Q")), car V=D (4), ¢ =D (4).
On a la

ProrosiTioN 5.2 On donne A=D+ P comme & la proposition 5.1 et on donne
K par (5.13), avec (5.11) et (5.14), V=D (A). Alors les hypothéses (A 2) et (A 3) ont lieu.

DEMONSTRATION.

On a: K(p)=iz p*i Ri;, (A2) a lieu. On pose celte fois :
W7

((w, V)1, 0, = (%, 9)); + 0 (hoo Agu, Ay v)1e.

8 —553810. Acta Mathematica, 94. Imprimé le 29 octobre 1955.
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Si alors
(kif A]' u, AJ' U)D: ((HU u, /U))l,u", 3

ce qui définit H;; élément de L (V; V), hermitien positif, pour la structure ((u, 2))1, 4,
on a:
(5.15) X (p, 00) = 1+1 H (60) + (p™ — 09) Hyg +i gopa” H;;

et alors (A 3) a lieu, par application du lemme 4.5, p. 93.

Comme conséquence :

THEOREME 5.2 Sous les hypothéses de la proposition 5.2, Uopérateur 1&(D + P) + K*
est un isomorphisme de D', (t, D (4)) sur D} (t, D’ (4)).

Signalons maintenant un cas spécial au probléme de Dirichlet :

ProPOSITION 5.3 On prend V=D7:(Q), Q ouvert quelconque de R,. Sur V on

donne la forme :

(5.16) ((w, V)= > (gpgD%u, D°v)1.+ > (ars DPu, D" v)L
1ol.lal=m Irj+ls|<2m~1
trl<sm,|s|<m
ot gp o € L(LP; LP), avec
(5.17) (%, w)g,1=2 ((9pq + gpo) D, D’ u) 1. = a, ” % ”%" ’

a,>0, pour tout w€ DT, et a,s € L(L*; L?), quelconques. Alors (A1) a lieu.

DEMONSTRATION.

On a:
((u, w))y = (u, u)g,1 + Z((@r s + a5) D" u, D" w) e,

et le 2°° terme est majoré en module par
eyl -1 (fllle morme de u dans &5).
Or, on voit facilement par transformation de Fourier, que pour tout ¢>0, il existe
A(e) tel que
(5.18) e fllm-r < el 2 llln+ 2 () ] ¢ {lo

pour tout u € DT
On prend ¢ tel que ¢, e<a,. Il existe alors o,>0 tel que :

ay ||l -+ oo |l w 8= 1 llm (e lll 2 llln+ 4 (&) [Ju [lo) s0it = @, [[[w]ll, az<as—e;e.
Si o, est ainsi choisi, on a :

((w, w)), + o || #l]s = @y || %% ¢ q.fd
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ExeEmMPLE 53.
Considérons 'opérateur :

A=(- 1)mlpl ?a:,,.Dp e DY+ > (=D (e, DY)+

IT|+[s]<2m—1

Irl.islsm
0 0
— - -1y D (h, D
ot g, 2 (VD D)

ol 'on suppose :
— les ¢p.q € L™ (Q), avec (5.17),
— les a, ; € L* (Q)) quelconques,
— la fonction g, est dans L% (Q), avec g, (z) = ¢; > 0 presque partout dans Q,
— les fonctions %, sont dans L* (Q), k, (x) = 0 presque partout. De la proposi-

tion 5.3 et du théoréme 5.2 résultent que, sous les conditions ci-dessus, A est un
isomorphisme de D (t, D% sur D (¢, DF).

Stabilité

On donne une suite de formes ((u, v))* sur V fixe, ((u, v))* définissant A*, avec

(SA 1), p. 108. On suppose que l'on donne:

(5.19) gre C(L%; L?), gf >0, gf strictement positif,
aveo :
(5.20) g¥ —¢g; dans £ (L?; L?) pour la norme;

on donne ensuite, les nombres

(5.21) af €(0, 1), af >0,
avec

(5.22) of >0 sik—co.
On pose :

(5.23) Rf='4,g} A,

et

(5.24) K*= T K, ® R}.

On désigne alors par
(5.25) G" =distribution de Green de 1® A"+ K**.

Sous les hypothéses ci-dessus, on montre que (SA 2) et (SA 3), p. 109, ont lieu,
donc : G* tend vers G dans Uespace D (t, L (Q'; V)).
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REMARQUE 5.2.

Le théorémes 5.1 et 5.2 sont en général faux si certains des o; sont >1.
Donnons un contre-exemple.

On prend Q=R", n>1 quelconque, D= —(1+1¢) A, A=Laplacien, 4,=1, @=0.
On a: E=L*=E', N=E%. Montrons que —(1+4) (1QA)+KL®1 n'est pas un
isomorphisme de D’ (t, N) sur D, (t, L?), pour o>1. Pour simplifier on prend a«=2.
Soit @ une fonetion donnée dans L?; cherchons u dans D (¢, £3.) solution de

2

(5.26) —%1+ﬂAu+§Pu=6®a.

Effectuons une transformation de Fourier en z, y=variable duale; soit F la trans-
formation de Fourier; c’est un isomorphisme de L sur L2 et de £3. sur H*=espace
des fonctions €L qui sont encore dans L aprés multiplication par |y[*. Soit
v=Fu élément de D) (t, D,); (5.26) équivaut & :

d* |

ﬁv=6®A, A=F (a).

Résolvons (5.27) dans D', (t, Dy)=L(D- (t); Dy) :

1) il y a dans cet espace une solution :

(5.27) 42 (1+3) |yo+

0sit<O

A . - .
(5.28) v(t)= y—~ol(y, t):W—g)-i-i)'/—ﬂsm Cr+)"|y|t)sit>0
4

presque partout en y, (1+14)"=V2 exp (i7/8).
2) Cette solution est unique.

/ / d .
Cherchons en effet les solutions dans D (t, Dy) de |y [>v+ =0 (on supprime

2
ae’
le facteur 4% (1+14)). Soit p dans D (t), v,=v % o est alors dans D, (¢, D,), solution

2

d

v, (fp) =0 pour #;, convenable, donc, par Schwartz [9], p. 26, on a v,=0, donc

de |y |2 v, (¢) + (t)=0, et comme v, est nulle pour ¢ assez petit, on a : v, (t,) =0,
dt
=0, c.q.f.d.

Donec si (5.27) admet une solution elle est donnée par (5.28). On aura donc
démontré le contre-exemple si 'on montre que v définie par (5.28), n’est pas dans
D (¢, #?). Soit donc ¢ dans D_,(f). On a:

(4

1 ((p(t) sin (2a (L+0)"|y|t)dt»

’U((p)—* «:l/—>A(:Ij)———l
1 Iz
235|y|( 1) §
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et, y —>sin (27 (1 +4)”|y|t) étant & croissance exponentielle en |y|, cette fonction

n’est pas en général dans H?, c.q.f.d.

6. Applications (II) : Problémes mixtes auto-adjoints

On donne l'opérateur A=D+ P comme au N° 5, mais on le suppose cette fois
défini par une forme ((u, v)) hermitienne. On suppose que (A1l) a lieu. Résumons

ces hypothéses dans :

6.1) la forme ((u, v)} est hermitienne, et il existe o, tel que
’ ((w, w)) + 04 (Agu, Ag u) 2 = ¢ ||u|f3 (c,>0) pour tout w€V.

On donne ensuite :

R;='4,9; A, comme dans (5.6), avec (5.4) et (5.5) (cf. p. 111), et Yon prend :

(6.2) K- fl K, ®R,

ou : "

(6.3) 0<a <2 a>0.
On a la

ProrosiTion 6.1. On donne A=D+ P, défini par ((u, v)) avec (6.1), et K avec
(6.2) et (6.3). Alors (A2) et (A3) (p. 106 et 107) ont Leu.

DEMONSTRATION.

,\ 3
On a: K(p)= 2 p%R;, donc (A2) a lieu. Il reste & montrer (A3). On prend
i=1
cette fois :

((’LL, U))l.dn = ((u’ U)) + Go (gl AO U, AO U)L’

avec g, assez grand pour avoir ainsi un produit scalaire hilbertien de norme corres-
pondante équivalente & ||ul|lv. On a: (g; 4qu, Agv) - =(H; 4, v))1.q,, co qui définit

H; opérateur hermitien positif de £(V; V), pour la structure ((¥, v));q; on a alors :
J73
X (p, 00) =1+ (p* —00) H, + 3, % H,

et (A 3) résulte du lemme 4.6, § 1, p. 94.

Il en résulte que tous les théortmes du N° 2 sont valables et notamment :

TukoREME 6.1. Sous les hypothéses de la proposition 6.1, opérateur 1® (D + P) + K*
est un isomorphisme de D (t, N) sur D’ (¢, Q').
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REMARQUE 6.1.

Supposons que l'on ait, outre les hypothéses précédentes,
(6.4) R (p)=K (- p).
Exemple : K=¢"® R,.

Alors X (p, 65)=X (—p, g,), done X (p, gy) est inversible pour &< —§&,, et avec
les mémes majorations pour l'inverse. On peut donc définir deux fonctions p - G (p),
holomorphes respectivement dans & > &, et £ < — &;, & valeurs dans £ (@; N). La
1re est transformée de Laplace de la distribution G, élément de D (¢, £(Q'; N)),
considérée jusqu’ici, la 2°™° est transformée de Laplace d’une distribution G_, élément
de D_ (¢, C(Q; N)) W, nulle pour ¢t>0. On a donc le :

THEOREME 6.2. Sous les hypothéses du théoréme 6.1 avec en outre : K (p)= K (—p),
Vopérateur 1 ® (D+ P)+ K* est un isomorphisme de D (t, N) (resp. de D_ (¢, N)) sur
D' (t, Q) (resp. sur D_ (t, Q).

ExeEmrrLE 6.1. (Analogue & l'exemple 5.1, p. 112.)
On considére 'opérateur

g o\ # 0
Ad—— S 2y, 2y 9 5+ 2 !
2 o (g”ax,.)“Latz Gty oM

12%)
— ¢i;=§;: pour tout ¢, §, et
2058 G=alllf, GeC,
1,7

— ¢; (%) = ¢, >0 presque partout dans Q, g, (x) = 0 presque partout.
Dans ces conditions, A est un isomorphisme de D’ (t, N) sur D (t, L?) (ou de

D’ (t,D%) sur D, (t, D).
EXEMPLE 6.2.

On considére ’opérateur
» - o 0
A=(-1)" 2 D (g DY)+(—-1y > D’ (ape DY+ 50 + 92
o, 1al=m o1, 1al-v ot ot

ou l'on suppose :

- — les fonctions g, et g, sont comme dans I'exemple 6.1,

M) §i E est un espace vectoriel topologique, on a : Dl, t, By=LC (D+ (t); E)=espace des dis-
tributions en ¢ a valeurs dans H, de support en ¢ limité & droite, ol D+ (t) = espace des fonctions
indéfiniment différentiables en ¢, de support limité & gauche, muni de la topologie de Schwartz.
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— on prend @=0D%:; pour espace V lespace des « € E7.(Q), en supposant que
Q est un ouvert m-régulier, et u étant en outre dans D% (cf. Chap. I, 2 NO 5, p. 72),

— Ja forme :

(u, v)e= Z (9pa D?u, D" v) 1o+ Z (ape D* u, D* v) 1,

p,q

est hermitienne, et on a (A1),

Dans ces conditions A est un isomorphisme de D (¢, N) sur D’ (¢, D).

ExEMrLE 6.3.
Si dans les deux exemples précédents, g,=0, on pent remplacer D', par D’ (Théo-

reme 6.2).

REMARQUE 6.2.
Prenons Q=IL% et D+ P comme au théoréme 6.1. On montre alors par la méme

méthode que précédemment que

&° 0
1 ®(D+P)+(aﬁ +b5§ +c) ®1,

ot a>0, b et ¢ constantes réelles, est un isomorphisme de D’ (t, N) sur D, (¢, L?).

REMARQUE 6.3.
On remplace les hypothéses ¢;=0, ¢, >0, faites jusqu’ici par :
(6.5) 9= O’j; 9;>0,
et les hypotheses «; €[0,2], «, >0, par
{6.6) 2;€)0,2) pour tout j=1,..., u.

On a alors le

THEOREME 6.3. On donne A=D+ P défini par ((u, v)) avec (6.1), ef K par (6.2)
avec (6.5) et (6.6). Alors Vopérateur 1 ® (D + P)+ K* est un isomorphisme de D, (t, N) sur

D. ¢, Q).

DEMONSTRATION.

On prend cette fois :

I
(s V)1, 0, = ((w, v)) + G“;Z (95 dou, Apv)re.

Ceci définit bien, si (A 1) et (6.5) ont lieu, un produit scalaire hilbertien de norme
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correspondante équivalente & [[u|y en choisissant o, assez grand. Si Pon pose :

(95 Agu, Agv) 2= ((H; %, v))1,6,, on a alors :
©
X(p, gg)=1+ 21 (p™ — o) H;
i=

et (A 3) a lieu, grice au lemme 4.4, p. 93.

ExEMPLE 6.4.

On donne dans R™ un ouvert Q du type Q=Q,U€Q,, Q et (), étant sans
points commun, leurs frontiéres ayant en commun un morceau X, « régulier » (cf.
Chap. I, § 2, p. 55). On donne dans  Topérateur

L0 0
b 32 (02

i,,-slaxi axj
ol gij=gu pour tout i,j=1,...,n, €EL"(Q), avec
Sgy @) &L =allf?, & €0, presque partout dans Q.

La donnée de ¢y équivaut 3 la donnée de gy, 1 €L®(Q;), et de gi;,2 € L” (€,), done,
avec des notations évidentes, la donnée de D équivaut & la donnée de D; dans £,
D, dans Q,, D, et D, étant élliptiques et auto-adjoints. On prend pour espace @
Pespace L?(Q) et pour espace V lespace Vs, p. 55. Toute fonction f€L*(Q) est
du type : f=(f,, /), i € L*(€); on considére les opérateurs g, et g,, € L(L*; L% sui-
vants : g;()=(f,,0), et g()=(0,f,). On a done g,+g,=1, donc (6.5) a lien. Tl

2

en résulte, par le théoréme 6.3 que D + (%291 + g g, est un isomorphisme de D', (£, N)

ot
sur D, (t, I?) ou encore : on donne 7, €D} (t, L*()), T, €D’ (¢, L? (Qp)); il existe
une distribution = (u,, u,), € D% (¢, N), et une seule telle que :

& d
Dlul + 5{21,0] =T1, D2u2 + 5iu2=T2.

L’interprétation de l'espace N est donnée p. 60. Ce théoréme résout un probléme

mixte avec conditions aux limites de transmission.

Cas du probléme Dirichlet

Les hypothéses sur l'opérateur A =D+ P sont les mémes que précédemment, mais
avec V=D(4)(=@Q). On peut alors prendre K comme & la page 113, avec en outre
0<o;<2 (au lieu de (5.14)); on a alors un théoréme d’isomorphisme analogue au
théoréme 5.2, p. 114).
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REMARQUE 6.4.

On a des résultats de stabilité analogues & ceux de la page 115.

7. Applications (III): Systémes différentiels
On adopte les notations du chap. I, § 1, No 13, et pour simplifier on considére
seulement le cas de Iexemple 13.1, p. 49. On donne donc 4, isomorphisme de L?(Q)
sur lui-méme et A4;€L(D; L?) et € L(L?; D’), puis les opérateurs g¢;; avec g€
C(LY*; (L)), et
(71) D= ztAigi,—Aj.
i

On donne également V, sous-espace vectoriel fermé de (€ (4))* et
(7.2) PeL(V; (LAX).

On suppose que D+ P est défini par la forme ((u,v)) sur V, qui est supposée avoir
les propriétés :
((w, v)) est hermitienne et il existe ¢, tel que

7.3
(7.3) | ((w, w) + 0| Ao |2z = al|u]% pour tout w€V.

(le 2°™° point généralise de fagon évidente (A 1), p. 105).

On donne maintenant la distribution :

(7.4) K€D, ¢ L(V; (LPP),
du type suivant :
73

(7.5) K= > K,®R;

: i=1
olt
(7.6) R="4,9;4,
avec :

g; € L (I**; (L*)%), opérateur hermitien positif,

(7.7) . u“
j=1,..,u, et 29>0.
F=1

On suppose enfin que les nombres o; sont dans )0.2).
On a alors le
TefoREME 7.1. Sous les hypothéses (7.3), (71.5), (7.6) et (7.7), Uopérateur
19(D+ P)+ K*
est un isomorphisme de D (t, N) sur D (¢, (L*)).
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DEMONSTRATION.

Pour u,v€V, on prend (en choisissant ¢, assez grand) :
L

((u, V)1, 0, = (4, v)) + g Zl (g5 Aou, Agv)rs.
j=

On a alors les formules : (g; 4qu, 4yv)= ((H;%, v))1,,,, qui définissent les opérateurs H;

hermitiens dans L(V; V) pour la structure ((u,v)),,, €t par conséquent :
M
X (p, 09) =1+ 1—21 (p™ —0,) H;

d’olt le théoréme, par application du lemme 4.4, p. 93.
Le théoreme 7.1 résout des probléemes aux limites de type mixte pour des sys-
témes différentiels. On a bien entendu un théoreme analogue au théoréme 5.1, dans

le cas ol la forme ((u,?)) n’est pas hermitienne (cas non auto-adjoint).

8. Applications (IV): Equation des télégraphistes généralisée

On donne lopérateur A, défini par la forme ((u,v)), que 'on suppose hermi-

tiénne; on donne A,, et des opérateur g,,¢,,9;, € L(L*; L*). On suppose :

6.1 (A 1) a lieu, done ((u, w))+ 6|l doul|f-=allu|l}
) pour tout u€V, a>0,

8.2) I g, est strictement positif, g, et g; sont des
' l opérateurs hermitiens quelconques.

On pose :

(8.3) Ri='4,9,4,, j=1,23,

et on considere :
(8.4) K=¢"QR, +0®R,+6QR,.

ProPosITION 8.1. Sous les hypothéses (8.1), (8.2), les hypothéses (A 2) et (A 3),
p. 106 et 107, ont liew, relativement & Uopérateur 1Q A+ K*.

DEMONSTRATION.
On pose :

((, 9))1, 0, = ((u, v)) + 04 (g, Aput, Ag¥) -, 0y assez grand.

On a: K(p)=p*R,+pR,+R,, donc (A 2) a lieu. Reste & vérifier (A 3).
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Or :
(ngOu’ AOII))L"—:((HJJ"‘U v))l.d..: 7.=1, 2, 3:
de sorte que
X (p, 09)=1+(p*— o) Hy+pH,+ Hj,
ot H; est un opérateur hermitien dans L(V; V), pour la structure ((u, v))1,4,, H;=0;
en outre :

, (Hju, u)), c.,l = ’ (92 4ou, 4q ’“)'L' , <e “ Ao“”i* e ((Hyu, u)h, o,

car g, est strictement positif; majoration analogue pour ((Hsu, u))i,,; on est dans
les conditions d’application du lemme 4.6, p. 94, d’ot (A 3) et la proposition.

Comme conséquence :

TrkOoREME 8.1. Sous les hypothéses (8.1) et (8.2), Uopérateur 1@ A+ K* est un
isomorphisme de D (¢, N) sur D (¢, L?).

ExeEmMpPLE 8.1.

On considére ’opérateur
2

. 8 o
A=(-1) 2 DPgpe D)t gt 95t 0s
i21, igl=m ot ot
ot l'on suppose :
— (u, )y =2 (gpg D*u, D”v) 2= (v, w)g , (4, w)g = a||u||% Vouvert Q étant m-régulier,
— g, () >¢, >0, presque partout dans Q, g, et g, € L*(Q) & valeurs réelles.
Dans ces conditions, 4 est un isomorphisme de D (¢, N) sur D (¢, L*) (ou de

D, (t, D7) sur D, (t, D) V).
9. Applications (V)
On donne A défini par ((u,v)) sur V, < &(4), (4, étant donné), et on suppose :

01) {la forme ((u,v)) est hermitienne, et ((u, u))=a|| |} pour tout w€V

(autrement dit la forme ((u, v)) est hermitienne et elliptique sur V).

On donne également :

(9.2) g € C(L*; L?), opérateur hermitien quelconque.
On pose :

9.3. BR=%4494,

et

1 L’hypothése « () est m-régulier » est alors inutile.
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(9.4) A=1®A+ia%®R.

On a la

Prorositrion 9.1. Relativement a A, défini par (9.4), avec (9.1), (9.2), (9.3),
les hypotheéses (A 2) et (A 3), p. 106 et 107 ont leu.

DEMONSTRATION.

On a: K(p)=ipR, donc (A 2) a lieu. On prend iei: ((u, )1, 4= ((#,v)), indé-
pendant de &,. Si: (gAgu, Agv) = ((Hwu, v)), ce qui définit H hermitien dans L(V ; ¥),
on a:

X(p,oy))=X(p)=1+ipH.
Lopérateur X (p) est inversible pour £>0 (resp. pour £<0) et son inverse est ma-
joré par

”X_l(p)”c(V:V)Sl‘l"gl, £>0 ou £<0.

On a donc démontré la proposition. Il en résulte le

TuforEME 9.1. Sous les hypothéses de la proposition 9.1, Uopérateur A est un
isomorphisme de D, (t, N) (resp. de D (¢, N)) sur D\ (t, Q') (resp. sur D_({t, @)).

REMARQUE 9.1.

7 &
Le théoréme 9.1 est généralement faux si 1'on remplace 51 P op dans 4.

10. Applications (VI)
On donne l'opérateur A2=*A A (chap. I, § 2, No 6), et on considére 1'opérateur
(10.1) A=13AN*-K, 9 A+K,®1, a a,€)0,2).

by

Les problémes mixtes attachés & des opérateurs de ce genre sont en général,
comme on verra dans un article prochain, des problémes mixtes avec conditions aux
limites dépendant du temps. Voici toutefois un exemple qui entre dans le cadre de
la théorie actuelle.

Lespace &£(A4) est Pespace des u€ L* tels que Au€ L%

L’espace V est le suivant : on donne W, sous-espace vectoriel fermé de EL.(Q);
on suppose défini un opérateur frontiére : u ->yu de W dans F (=L?(I")); on donne

B, opérateur hermitien positif dans L(F; F); pour u,v dans £}., on pose

n p] o
(u, 0)y=(u, v)_p = 21 (5;, “ 592”) a
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Alors V est lespace des w €W, tels que Au€L? et qui vérifient :
(—Awu, w)e={(u, w); +(Byu, yw)r pour tout w€W.

On définit ainsi un sous-espace vectoriel fermé de &(4), par la prop. 6.1, p. 80.

L’espace N est alors le suivant : c’est I’espace des w €V tels que A’u € L* et
(A?u, v) .= (Au, Av);. pour tout v€V.
Ceci posé, on a la :

ProrosiTioN 10.1. L'espace N élant défini comme ci-dessus, les hypothéses
(A 2) et (A 3), p. 106 et 107), relativement & Uopérateur A, défini par (10.1), ont lieu.

DEMONSTRATION.

On a: K(p)=—p"A+p* donc (A 2) a lieu. On pose :
(%, Y1, 0,= (A, AV)pa+ Gy (4, ¥) 12, 6,>0 quelconque.

Ceci définit sur V un produit scalaire hilbertien de norme correspondante équivalente
a ||ullv. On a:

A

(K (p) u, v) 1 — 0 (4, ©) o= P* (&, 0)1 + (By u, y v)r + (p™ — 00) (4, v)1:.
On introduit alors les opérateurs H, et H, définis par :
(u: v)l + (B'}’u, VU)F: ((Hl U, v))l, A
et
(u: v)Lﬂ = ((Hz u, v))l, oy 5
les opérateurs H, et H, sont hermitiens positifs. On a :
X (p, 0o)=1+p™ Hy+ (p™ — 00) H,

done (A 3) a lieu par application du lemme 4.3, p. 93, d’olr la proposition. On en
déduit le

TaforkmE 10.1. Sous les hypothéses de la proposition 10.1, Vopérateur A, défins

par (10.1) est un isomorphisme de D', (t, N) sur D (t, L?).

11. Sur une hypothése de M. Hadamard

Ce NO généralise et précise les considérations faites dans Hadamard [1], p. 484, 485,
Du lemme 4.1, p. 90, résulte le
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LEmME 11.1. Soit w—~ L{w) une application continue d’un espace topologique
X (w€X) dans Dy (¢, C(N; Q)). On suppose que pour tout w€ X il existe G (w) élé-
ment de D (¢, £L(Q; N)), avec :

(11.1) Lw)*xGw=3801, 1€L(Q;Q),
et
(11.2) Go)*Lw)=601, 1EL(N;N).

8i G(w) demeure dans un ensemble borné de D’ (¢, C(Q'; N)) lorsque w parcourt un

compact quelconque de X, Vapplication o — G (w) est continue de X dans D} (t, £(Q';N)).

Application

On donne A défini par la forme {(u,v)) sur V, et on suppose :

(Ha 1) la forme ((u«, v)) est elliptique sur V.

Il en résulte (Théoréme 2.1, p. 26) que A est un isomorphisme de N sur @;
soit G son inverse, opérateur de Green de la forme ((u,v)); GEL(Q; N).
On donne ensuite K, élément de D’ (¢, C(H#; @')), et on pose :

(11.3) L(@)=8® A+ zl)K, w>1.

On suppose que

Pour tout w > 1, il existe §(w) (distribution de Green) avec (11.1) et
(Ha 2) (11.2), et G(w) demeure dans un ensemble borné de D {t, L(Q'; N))

pour w = 1.

On a alors le

TrEoREME 11.1. Sous les hypothéses (Ha 1) et (Ha 2), lorsque w—> oo, la distri-
bution de Green G(w) de L(w) tend dans D', (¢, L(Q'; N)) vers @G, @ étant Vopérateur
de Green de A.

DEMONSTRATION.

Si w->o0, L(m) tend vers d®A, et il est immédiat de voir que :

(6®A) % (68@Q)=621, 1EL(Q; Q),
et
(@) % (6@A)=1, 1€L(N; N)
done
Q(OO)Z(S@G’
d’out le théoréme.
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ExempLy 11.1.

On donne

A=D+M,D= 3 *A;g45A;, M="4,94,,

1,7=1
avec (Ha 1), et

R;= tAogi 4,,

avec :

G ELA LY, =1, ..., u, ;20,9,>0 (cf. p. 111) et a; € (0,1}, a;>0.

1 1 ; ;
Alors — K=Y K,®—R; et Rj/w=tAo(&)A0, et comme Z a les mémes pro-
w T w w w

priétés que g;, il résulte du Théoréme 5.1, p. 111, qu'il existe G (w) aveec (11.1) et
(11.2).

Montrons que Pon a (Ha 2), ie. que les G(w) demeurent dans un ensemble
borné de D, (¢, £L(Q'; N)) lorsque w=>1.

Les distributions §{w) sont nulles pour ¢<0. On aura donc démontré davan-
tage que (Ha 2) si I'on montre que les §(w) demeurent dans un ensemble borné de
S, (8 L(Q'; N)). Pour cela, on va majorer les transformées de Laplace G, (p) des
G (w), dans Pespace L£(Q'; N).

On prend ici: ((u,)),s = ((%,v)),, puisque par (Ha 1), la forme ((u,v)) est
elliptique.

En se conformant aux notations du N° 5, p. 111, on a : H(o,)=H défini par :
((w, v))o= ((Hu,v)),, H; défini par (g;d,u, 449).=((H;u, v)),, et, avec des notations

évidentes, on a alors :
I
Xo(p, 00)=X,(p)=1+iH + 3 p* H;/0
i=1

et
Go(P)=Xo(p)'J, E>E=0.

Du lemme 4.5, p. 93, résulte :

” X;! (p) ”c(V:V) =1,
d’ott Pon déduit :
|G P lc @:m < pol (| p)),
polynome indépendant de %, d’olt aussitdot le résultat. Le théoréme 11.1 est donc

applicable.
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On établira par la méme méthode des résultats analogues pour les exemples des
No 6 a 10.

12. Un résultat général d’inversibilité

Soit A4 une distribution dans D' (¢, C(¥; @’)). On désigne par A* 'opérateur :
T>AxT de D, (¢t H) dans D) (£, Q). On suppose qu’il existe un sous-espace
vectoriel fermé N de H tel qu’il existe § dans D’ (¢, C(E'; N)) avec

(12.1) AxG=06®1, 1€L£(Q; Q)
et

(12.2) G*xA=0601, 1€L(N;N)
et enfin

(12.3) G est nulle pour ¢<O0.

Des exemples d’une telle situation sont donnés par les résultats des N© 2 & 10.
On donne maintenant une distribution L dans D% (¢, C(H; Q') et on désigne

par L* Popérateur
T>LxT de D, H) dans D (t, Q).

Ceci posé on va montrer le

THROREME 12.1. Sous les hypothéses (12.1), (12.2), (12.3), et st L est nulle pour
t<a, a>0, Uopérateur A*+ L* est un isomorphisme de D', (t, N) sur D, (t, Q).

DEMONSTRATION.

Cherchons un inverse & droite R et un inverse & gauche S de A4+ L, donc R, §
éléments de D% (¢, L(Q'; N)), avec

(12.4) (A+L)xR=611, 1€L(Q; Q)
et
(12.5) Sx(A+Ly=0®1, 1€L(N;N).

Composons & gauche les deux membres de (12.4) par §. Si l'on pose :
(12.6) gxL=X, €D, LIN;N)
on a

(12.7) (081 + X) % R=G.
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Or X est nulle pour t<a, donec X**=Xx% X% ... x X (k facteurs) est nulle pour

t<ka, et comme a>0, ka— + co avec k, ce qui assure la convergence dans

DLt C(N; N)

de la série

(12.8) X=3 (—1)FX* (X*°=¢01).
k=0
On a:
(12.9) 621+ X)*x X =6®1, X%(601+ X)=4681.

Alors (12.7) donne :
(12.10) R=Xxg.

Si maintenant 1'on compose les deux membres de (12.5) par G & droite, en posant

(12.11) LxG=Y, YED:(t L(Q;Q)),

on a:

(12.12) 8% @91+ Y)=@.

Mais Y est nulle pour ¢<a, ce qui assure la convergence dans D) (¢, £L(Q'; @) de
la série :

(12.13) Y = k§0(~ 1) ¥**,

d’ott _

(12.14) S=Gx7Y.

Comme X**% G=G % Y** on a R=4.
On a donc le théoréme, avec en outre un procédé de calcul de l'inverse de

A+ L, une fois connu l’inverse de A4.

REMARQUE 12.1.

Soit G (L)(=R=5~S) l'inverse de A4 -+ L. Cest la distribution de Green de A+ L.
Cette distribution ne peut en général étre calculée par transformation de Laplace

A

en t, puisque L peut &tre & croissance quelconque en ¢. Pour inverser 4+ L seul
intervient le comportement de L (nulle pour ¢£<0) au voisinage de t=0.

ExempLE 12.1.
On prend : L= > 6" (a;)QC; our:
i=1

9 - 553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 29 octobre 1955.
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— 0" (a;) = dérivée d’ordre n; de la distribution en ¢, masse -1 au point a;,
avec a;=a>0 pour tout 7, a;— + oo,

— C;=élément quelconque de L(H; Q).

13. Problémes mixtes « explosifs »

On adopte les mémes notations qu’au N© 12 : A4 est donnée dans D (¢, L(¥; E')),
nulle pour ¢ <0, et il existe N tel que

{ AxG=001, 1€L(E'; E)
(13.1)

Gx A=081, 1€L(N; N),

la, distribution de Green G étant nulle pour ¢<0.

Soit a un nombre positif donné, L un espace de Banach. On désigne par
(13.2) Dit<a, L)=L(D-(<a); L))

lespace des distributions 7 en t dans Uowvert ¢t < a, nulles pour ¢ < b(T) (quantité
finie dépendant de T') & valeurs dans L; D_(t <a) désigne l'espace des fonctions in-
définiment différentiables dans f<a, nulles au voisinage de @, muni de la topologie
de Schwartz usuelle.

Si T' est donnée dans D (¢, L), elle définit par restriction un élément noté T,
de D) (t<a,L). Mais réciproquement, une distribution 7' de D (t <a, L) n’est pas
en général la restriction & t<a, d'une distribution définie sur 1'axe entier. Toutefois,
si o est donnée dans D_(t<a), et T dans D} (t <a, L), « T se prolonge & l'axe entier,
en une distribution notée («7")~, définie pour ¢ € D_(t), par (« 7)™~ (p) =T (e ).

Soit maintenant 7' dans D ({<a, Q'), et ¢ dans D_(¢<a). La fonction :

t—><Gs, @ E+8)>=1()

est dans D_(t, C(Q'; N)), et elle est nulle pour ¢>a, si ¢ est nulle pour {>a,, ce
qui a lieu avec a,<a. On peut donc trouver a €D_ ({<a), «a=1 au voisinage du

support en ¢ de f, et 1'on peut poser :
T, H=LD)~:

le 2™ membre ayant un sens et définissant un élément de N (cf. Schwartz [6]). On
a donc défini une application ¢— (T, f> linéaire continue de D_ (t<a) dans N, donc

une distribution de D) (t<a, N), notée GiT; on a la formule :

GeT, @>=LT,{Gs, p(t+3)>).
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L’application T > GiT est continue de D' (t <a, @) dans D, ( <a, N); on la
note : G*°.

Soit maintenant o, une suite de fonctions de D_ (¢ <a), a; étant définie avec

les conditions :

ax=1 si t<a—1/k, ox({t)=0 si t>a—1/2k.
I1 résulte de la définition de Gi7T que :
(13.3) QiTzklirg (G (2 T)~), dans D, (t<a, N),

et que si 7 est dans D (£, Q’), on a:
(13.4) Gx(Ta)=(G*Ta.

On en déduit (pour w€D_(t<a, N), Afu est défini par le méme procédé que ci-
dessus) :

(13.5) AGiT=T pour tout T dans D) (t<a, Q).

En effet :
ALGiT=1lim A% (G (0 T)~), par (13.3).

Mais par {13.4), avec A, on a:
ALG* (@ T) ™ )a= (A% G* (@ T)™)a= (0 T)T = T

(lavant derniére égalité grice & la 1% relation (13.1)), d’out le résultat.

De méme, pour tout u dans D% (t<a, N) on a:

(13.6) G2 A2 u=u.

On a donc les relations :
)4*'“' g*,azl’

1 = application identique de D) (f<a, @) dans lui-méme et
g*, a ., )4*, a__ 1

1 = application identique de D', (t <a, N) dans lui-méme.

On a en particulier le

TuktorEME 13.1. Sous les hypothéses (13.1), A et G élant nulles pour t <0,
A*? est un isomorphisme de D (t<a, N) sur Di(t<a, @), a>0 quelconque.

Ce théoréeme d’isomorphisme résout le
ProsLimz 13.1. Trouver U dans D) (f<a, ), solution de

(13.7) AU=8
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(A% U est toujours défini de la méme fagon que ci-dessus), ot S est donné dans

Diat<a,Q), avec les conditions aux limites :
(13.8) rh—UE€D, (t<a, N),
ou & est donnée dans D) (t<a, }).

DirinNiTioN 13.1. Le probléme 13.1 est dit probléme mixte « explosif », rela-
tivement & l'espace N.

Il résulte aussité6t du théoréme 13.1 que l'on a le

TatorkME 13.2. Sous les hypothéses du Théoréme 13.1, le probléme 13.1 admet

une solution unique, fournie par U=h—GiT, avec T= A5h—S.

DiriNiTION 13.2. L’opérateur G*°¢ est dit opérateur de Green de 1'opéra-
teur A4*°.

14. Problémes mixtes et semi-groupes

On fait les hypothéses suivantes :

SG 1) Q=1*=q

(SG 2)

la forme ((u,v)) étant donnée sur V, il existe g,>0 tel que
((w, w)), + 0o || %|[3.= @|| » ||} pour tout w€V et Dy< N.

Soit A l'opérateur défini par ((u,v)). Pour u dans N, on pose :
(14.1) Au=—Au,

et on considére 4 comme opérateur non continu de domaine de définition N, muni
de la topologie induite par L2, & valeurs dans L?. Le domaine N est dense dans
L? (car N 2 Dg,) et Vopérateur A4 est fermé c’est-a-dire : si ux—u dans L2, w; € N, et A u,—>v
dans L? alors u€N et Au=v; pour cela notons d’abord qu’il résulte de (SG 2),
que A+s est pour s assez grand, un isomorphisme de N sur L?; soit G(s) son in-
verse; alors (A+s)ur =sur— Au,=fr—>su—v dans L? donc u,=G(s)f, tend vers
w=0G(s) (su—v) dans N; nécessairement uw=w, d’ou le résultat.

De fagon générale si X et Y sont deux espaces vectoriels topologiques quelconques,
on désigne par L, (X; ¥) Pespace L(X; ¥) muni de la topologie de la convergence
simple forte.

Ceci posé on a le
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TatoriiME 14.1. Sous les hypothéses (SG 1) et (SG 2), Dopérateur A défini par
(14.1) est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe : t—X (t), représentation continue
de t=0 dans L, (L%; L?) et C,(N; N).

DEMONSTRATION.

Comme on vient de le signaler, A— A4 est un isomorphisme de N sur L? pour o
assez grand (A=o0+147); soit R(A) son inverse, élément de L (L?; N); On majore
R(4) dans L(L*; L*). Soit pour cela f donnée dans L?; R(A)f=w est la solution
dans N de (A+A)u=f d’ou Pon tire

((w, W), + o] w|f= Re (f, u) 1.
d’ott en choisissant o> o, assez grand :
allully + (o —allz[E <l ll%llo
d’otx

1
(14.2) HB M)l czss 1y € —— pour o> a,.
c— 0,

Ceci montre par application du théoréme de Hille-Yosida (cf. Hille [1], Yosida [1],
Philipps [1]) que A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe ¢t—X (f) représenta-
tion continue de £>0 dans L;(L?; L?), une fois continfiment différentiable de ¢>0
dans C,(N; L*) (on note en effet que sur espace N, la norme ||wl|l,+| A ]|, est
équivalente & la norme initiale); on en déduit que f{-—> X (f) est continue de >0
dans L, (N; N) d’ou le théoréme.

On a la relation, pour fEN :

(14.3) C%X(t)f=;4X(t)f, £>0.

Considérons I'application
(p—éfX(t)(p(t)dt de D dans L(L*; L*) et L(N; N).
0

Chacune de ces applications est continue, donc définit une distribution X € D (¢, C(L2; L?)
et €D C(N; N). Si f est dans N la distribution w=X % (0 (2)®f) est dans
D% (¢, N) et vérifie (conséquence de (14.3)) :

—(1oA)u+ %uzé: (a)®f

done
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X % (8 (@)®f)= G % (3, (2)®f)
si G est la distribution de Green pour V et B de 1®A+§—t®l. Done X=Q

sur D, &N donc X=¢ dans D), (t, C(N; N)) donc aussi dans D', (¢, C(L*; L?)), ce
qui montre que X est dans D (t, C(L*; N)) et le

TrEOREME 14.2. Sous les hypothéses (SG 1) et (SG 2) la distribution de Green
de Dopérateur 1@ A + %@ 1 relativement @ V et B est presque partout égale & une

représentation continue t— G (t) (=X (t)) de ¢=0 dans L, (L*; L?) et dans Ls(N: N).

Notons également ceci qui peut étre utile :
” G ”C(L!; 15 < exp (g,t).

15. Problémes mixtes fins (I)

~ Comme dans le N° précédent, on suppose que

(F 1) Q=L*(=¢)
on donne A=D+P (cf. Chap. I, p. 47), défini par ((«,v)), sur V,
(F 2) sous-espace vectoriel fermé de E(A) et il existe g, > 0 tel que

((w, w)), + 0o }| % |3 = a ||« |5 pour tout w€V,a>0 W.

Il résulte de (F 2) que pour ¢ =6y, D+ P+o0 est un isomorphisme de N sur L%

On considére l'opérateur

(15.1) 1®(D+P)+%®1.

On sait que c’est un isomorphisme de D (¢, N) sur D (¢, L?) (Théoréme 5.1); soit G
la distribution de Green; si donc f est donné dans L*? il existe une solution unique
dans D% (¢, N) de Péquation :

0
(15.2) (1e(D+ P)u+ é—iu=6®f.
On va montrer sans utilisation des semi-groupes (ce qui a l'avantage de permettre,
comme on va voir, des généralisations) le :

TrtorEME 15.1. Sous les hypothéses (F 1) et (F 2), et si f est dans N, la

\

solution dans D' (t, N) de Uéquation (15.2) est (presque partout) égale & une fonction

@ On pourrait remplacer (F 2) par (SG 2); on a pris (F 2) parce que c’est peut-étre plus
commode sous cette forme pour les applications.
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continue, t—>u(t) de t =0 dans V. Lorsque t—0, u(t)—f dans V et lorsque t— oo,
exp (—&t)u(t)—0 dans V pour tout £=o,.

DEMONSTRATION.

On désigne par Y la fonction de Heaviside en ¢ (=1 pour ¢ >0 nulle pour £ <0).
On introduit la distribution

(15.3) v=Yof, €DL(t N).

On pose w=u—v; c’est un élément de D, (¢, N) qui vérifie :
P q

(15.4) (1e(D+P)w+ a%w= Y®h
ol
(15.5) k= —(D+ P)f, élément de L*(Q).

La solution de (15.4) est : w=(G % (Y®h) mais, comme Y®k admet une trans-
formée de Laplace en !, la solution peut é&tre calculée par transformation de Laplace;

soit alors @ (p) la transformée de Laplace de w. Pour simplifier I’écriture, on pose :

(15.6) » (p)=g.
On a done :
(15.7) (D+P)g+pg=h/p, gEN, & assez grand,

d’ott Pon déduit, en prenant le produit scalaire des deux membres avec g dans L? et

séparant les parties réelles et imaginaires :

(15.8) (g, 9+ £l gllE=Re (% (&, g)u),

1
(15.9) (9. 902+ 79| =Tm (1—0 (R, g)u) :
Grace & (F 2) on peut choisir ¢, tel que
(g 91+ oollglE=colllg Iz, co>0,

donc (15.8) donne pour &>, :

colllgllE+ (€~ gl < ﬁnhuouguo

W On rappelle que |||e||[f =[] u[5+ | «[f}.
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X C
(15.10) lalllf < Wlhllollgllo, &>0,

(c; désigne toujours une constante). Il en résulte que: |((g, 9)).| < czﬁ”h”o”g”o

. 1 1 c
et (15.9) donne gli<e, — || +— 2|l llglly done ||glle< == | |lo-
[nlllgli=ea o Mol + o ALl done lgllo= = [l
A Taide de (15.10) on en déduit :
c
(15.11) 9llle < =il 2
Moo= ot 13T

donc : la fonetion 7 —|||% (E+ i) ||l (=]|g||l.) est pour &> 0, dans espace L!(y, V)
(on a évidemment une majoration sans terme en 1/|#| au voisinage de =0) des
classes de fonctions sommables en # & valeurs dans V; par transformation de Fourier
en 7, il en résulte que la distribution exp (—£&#)w est en réalité une fonction :
t—>exp (—&t)w(t), continue de t€R; (axe des t) dans V, nulle pour { - + oo, £ >0,
et nulle pour ¢<0.

Comme v (¢)=f pour ¢=0, et que w=u—v, on en déduit le théoréme.

COoROLLAIRE 1. On suppose que (F 1) et (F 2) ont liew et qu’en outre

D+ P est un opérateur différentiel a coefficients indéfiniment
différentiables.

(F 3) {

Sous ces hypothéses, si [ est donné dans Dq, la solution du (15.2) est une fonction in-

définiment différentiable de t>0 & valeurs dans N; lorsque t—0,

j—;u(tw(—n"w*—l’)ki

dans N.

DEMONSTRATION.

A 4 . / .
Si l'on pose u; = 51 élément de D. (¢, N), u; est solution de :

QoD+ P)u, + %u1=6’®j.

Si alors l'on pose: v, =0®f (6lément de D (¢, N)) et w,=wu,—v, élément de
D% (t, N) qui vérifie

1D+ P)w, + %wfa@ ~(D+P)f,

équation du type (15.2) et ou (D+P)f est dans Dy (car f est dans Dg, et on a
(F 3)); donc en particulier (D+ P)f est dans N; d’aprés le théoréme 15.1, w; est
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fonction continue de t=0 a valeurs dans V, et w, () >—(D+ P)f dans V si ¢—0.

Or u,(t)=w, () pour t>0, donc %, est continue en ¢(>0) & valeurs dans V; or
(D+Pyu(t)= —u,(t) pour t>0; on en déduit que u () est continue en £({>0) &
valeurs dans N.

0 p )
u,; 4y est dans D' (¢, N) solution de

On pose maintenant : u, = T

1D+ P))u, + %u2=6”®f;

o
on pose: v,=0'®f, et wy=wu,—wv,; d’aprés le théoréme 15.1, w, est continue en ¢ &
valeurs dans ¥V, d’ou résulte que (D + P)u, est continue en ¢(¢>1) & valeurs dans V,
et done que u; est continue en ¢{({>0) & valeurs dans N.

On opére de méme pour les dérivées suivantes d’olt le résultat.

COROLLAIRE 15.2. On suppose que les hypothé:s’es (F 1) et (F 2) ont liew, avec
en outre (dans (F 2)) la possibilité de prendre c4<0. Il en résulte que D+ P est un

isomorphisme de N sur L*; soit G son inverse. La solution dans D% (¢, N) de
°
(1®U1+Pnu+iﬁu:5®ﬁ+Y®% fEN,geL?

est alors ume fonction continue de t>0 & wvaleurs dans V, et lorsque t— + oo, u(t)

—>uy=G0G(g) dans V.

DEMONSTRATION.

Posons : w=u— Y®u,. Alors (1®(D+P))w + %w=6®(f—uo), done par le théo-

réme 151, (f—u,) étant dans N, t—w(t) est continue de ¢>0 dans V et puisque
0,<0, on a: w(t) =0 dans V lorsque {— + co; comme % (¢)=w (I)+ u,(f) pour >0,

on a le résultat.
16. Probléemes mitxes fins (IT)
On suppose encore dans ce N° que (F 1) a lieu; rappelons cette hypothése :
(F" 1) Q=L*(=¢Q).
On fait ensuite ’hypothése :

On donne A =D + P, défini par la forme ((u,v)) sur V< &(4);
(F" 2) on suppose que {(%,v)) est hermitienne et qu’il existe g,>0 tel que :

((w, w)) + g || |3 = a||«|[% pour tout uw€V,a>0.
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Dans ces conditions I'opérateur
2

(16.1) ®D+P) +

®1

est un isomorphisme de D) (t, N) sur D, (¢, L?) (cas particulier du théoréme 6.1,

p- 117). On va successivement étudier le comportement en ¢ de la solution des équa-

tions :
2

(16.2) 19D+ P))u + %uzé'@fo, fo donné dans N,
62

(16.3) 1eD+P)u+ —zu=06®f, f, donné dans N.

ot

On commence par (16.3). On a le

TahoREME 16.1. Sous les hypothéses (F' 1) et (F 2), | étant donné dans N,
la solution dams D (t, N) de (16.3) est (presque partout) égale & une fonction une

fois contintiment différentiable de t>0 dans L*, continue de t=0 dans V; lorsque

t—>0, u(t)~>0dans V, et (%u(t)—ﬂ‘ dans L.

DEMONSTRATION.
On désigne par ¥, la fonction de ¢, égale & ¢ pour ¢>0 et nulle pour £<0;
on pose : v=Y,®f, et w=u—v; w est dans D (, N) et vérifie :

2
1D+ P)w + §?w= Y,®hy ot hy=-—(D'+Q)f;.

On peut calculer w par transformation de Laplace en ¢; on pose encore @ (p)=g.
On a done, pour & assez grand : (D+ P)g+p*g=hy/p*. On prend le produit scalaire

des deux membres avec g dans L® et on sépare les parties réelles et imaginaires :

1
s (0,0 + @ =)l B =Re (550,00,
1
(16.5) 267 |g[E=Im (p (hes 9): )
De (16.5) Yon déduit :
”.‘7”0—25! lezn 1”0

ce qui en utilisant (16.4) donne :

gl < clglpuhlno
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donc : n—|||&(E+in)||, est dans L'(y, V) d’ou suit que exp (—£&f)w est continue
en f, & valeurs dans V, et est nulle pour ¢ < 0 (lemme sur les supports); on en
déduit déja que u est continue pour ¢>0, & valeurs dans V, et w({) =0 dans V

si t—0.

On a par ailleurs la majoration :

1
= C2WIlh1|{0

d 3 5
donc : 7 (exp (—&t)w) est continue en ¢ & valeurs dans L?, d’oui le théoréme.
Passons maintenant 4 (16.2). On a le

TatorEME 16.2. Sous les hypothéses (F' 1) et (F' 2), st [, est dans N ainst
que (D+P)f,, la solution dans D, (t, N) de (16.2) est (presque partout) égale & une

fonction wune fois contindment différentiable de t >0 dans V; u(t)-—~>f, dans V et

d
Cﬁu(t)——>0 dans V st t—0.

DEMONSTRATION.
a) On pose: v=Y®f,, Y =fonction de Heaviside, et w=u—wv, d’olt résulte
que w est dans D’ (¢, N) et solution de

2

19(D+ P)w + (;;%ws Y®hy, hy=—(D'+Q)fy, EN.

On peut encore calculer w par transformation de Laplace en ¢; si I'on pose : @ (p) =y,
on a:

(D+P)g+p°g="ny/p,
d’ou l'on tire :
1
(9, 9)) + (& —7P) Hgl|2=Re;(ho, 9)zs
et

1
257]|I9|I3=Im5(k0, 9
d’oll P’on déduit :

”g|[0_2§| |” o”o

[lp

done : 9 —||@(&E+in)||. est dans L*(y, L*(Q)), donc w est continue en ¢ & valeurs
dans L?(Q), nulle pour £<0, d’ou résulte que u est continue en £, >0, & valeurs

dans L* et tend vers f, dans L? lorsque t— 0.
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d / e
b) Posons maintenant : FTRaCE c’est un élément de D (t, N) qui vérifie :

& "
(D+ P)u; + a—tzu1=6 ®fqs

. 82
si Pon pose: »,=0®f, et wy,=u;,—v; on a: (D+P)w1+a—t2w1=6®(—(D+P)f0)
et comime par hypothése (D -+ P)f, est dans N, on est dans le cas du théoréme 16.1.
Donc wy est continue pour ¢> 0, & valeurs dans V, une fois contintiment diffé-
rentiable de ¢>0 dans L*(Q), on en déduit le méme résultat pour w; d’ou le

théoréme.

CoROLLAIRE 16.1. On suppose que (F' 1) et (F' 2) ont lieu; on suppose en outre
(3 { D P est un opérateur différentiel & coefficients indéfiniment

différentiables.

Alors st f, et f, sont donnés dans Dg, les solution des égquations (16.2) et (16.3) sont

fonctions indéfiniment différentiables de t>0 ¢ valeurs dans N.

DEMONSTRATION.

1) Prenons I'équation (16.2).

o ’ .
On pose : u; = —u; alors u; est dans D (£, N) solution de
p 17 51 1

82 1t
ASD+P)u+ 5u,=8"8f,.

Si Pon pose : v;=48®f, et w;=wu,; —v;, w; est dans D} (t, N) et est solution de
62
(1D + P))w, + é—téwl—:é@ —(D+ P)f,.
Puisque f, est dans Dg et (D+ P) & coefficients indéfiniment différentiables, (D -+ P)f,
est dans N, donc le théoréme 16.1 donne :

u, est fonction une fois contintiment différentiable de ¢>0 & valeurs dans V.

. 0 . 14 , .
On pose ensuite : u, =540 c’est toujours un élément de D (¢, N), solution de

2

a ter
1D+ P))u,+ 572“2:5 ®fq -

On pose v,=8®f, et wy=u,—v,. On a:

(1&(D + P))w, + ai:zwz: _§e(D+ Py,
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et comme (D+P)f, est dans Dg, (D+P)(D+P)f, est dans Dg donc en parti-
culier dans N, et on peut appliquer le théoréme 16.2, donc : u, est une fois con-

tiniment différentiable en ¢ & valeurs dans V, donc u est trois fois continiiment dif-

32
férentiable en ¢, t>0, & valeurs dans V. Comme pour {>0: (D+Plu= — ﬁu, on
voit que u est continue en ¢, >0, & valeurs dans N.

On peut continuer par la méme méthode pour les dérivées successives.

2) On suit une méthode analogue pour ’équation (16.3).

17. Régularité des noyaux de Green

On aura besoin dans ce NO de I'espace (£%.),. défini comme suit :
Soit Q un ouvert quelconque de R", ) une suite de compacts contenus dans

Q de réunion Q; on désigne par (L?). l'espace des fonctions u sur Q de carré som-

. . 1/2
mable sur tout compact, muni des semi-normes : ( f |u(@)Pdx)"; c’est un espace de
2

Fréchet (métrisable et complet); on désigne alors par (£%:).., & entier positif quel-
conque, l’espace des fonctions u € (L?),, dont les dérivées distributions D? u, sont dans
(L*)oe pour |[p|<Fk, muni de la topologie la moins fine telle que les applications
u—>DP y solent continues de (E%:)0c dans (LP).; c’est un espace de Fréchet. Notons
par &° Pespace des fonctions sur ( qui sont s fois continiment différentiables, muni
de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact des fonctions et de chacune
de leurs dérivées d’ordre <s; E°=E. On désigne par L*+ &’ Vespace dual de L? N &
(toutes les intersections sont munies des topologies borne supérieure) (cf. Chap. I, § 1,
Neo 11) : toute distribution de L*+ &’ est somme d’une fonction de L? et d’'une dis-
tribution € €E’. Notons le

LemuME 17.1 (Soboleff). 8i k>n-+s/2 (n=dimension de U'espace) alors (%)
est contenu dans E° avec une topologie plus fine. (Une démonstration facile de ce lemme
est donnée par transformation de Fourier.)

On se borne pour simplifier & I'étude de 1'opérateur suivant :
(17.1) 19D+ K,@M*

ol

172) D= 3 ‘4,9:;;4; (cf. Chap. I, § 1, N° 8), M'=opérateur de multiplication
. ii=1

par une fonction M'(x)€L* (Q), M'(x)=u>0 presque partout.
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Il en résulte que A4, est I'opérateur identique de L? sur lui-méme :
(17.3) Q=I~
On suppose que

on donne V sous-espace vectoriel fermé de & (4) et soit
® 1) ((u, v)) une forme attachée & D; on suppose qu'il existe
0,>0 tel que ((u, u)) + 0y (M u, w).=a| | a>0

pour tout w€V.

Il résulte de cette hypothése que D+ g, M est un isomorphisme de N sur L?; soit
G, son inverse.

On suppose toujours que 0 <o« <1 si ((%, v)) n’est pas hermitienne, et que 0 <o <2
si ((u.v)) est hermitienne. Done, lopérateur (12.1) est un isomorphisme de D', (¢, N)
sur D (t, L?), soib G sa distribution de Green. De plus :

D+ p* M' est un isomorphisme de N
(17.4) {

sur I* pour &>§,, d’'inverse G (p).

On fait maintenant les hypothéses fondamentales suivantes :
® M" est une fonction indéfiniment différentiable et D est un
2) {

opérateur différentiel & coefficients indéfiniment différentiables.

On se propose dans ces conditions de donner quelques propriétés supplémentaires pour
la distribution de Green §.

Notons d’abord qu’il résulte de John {1] et Friedrichs [1] que si % est dans N,
avec (D+AM)u€Eqy (resp. €E%.(Q)we) (A paramétre complexe quelconque) alors u
est dans NN Eg (resp. dans N N (E55 ™), si D est d’ordre 2m).

Il en résulte, en utilisant le théoréme du graphe fermé, que Gy et G (p), £>&,,
sont dans les espaces L(L*NE; NN E) et L(L*N (Efdoe; N N (E5 ™hoo) pour tout
k=0. On pose

(17.5) Gy M= ~C; C a les mémes propriétés.

Done €” est dans £ (L2 N (ET)oe; N N (ELT ™)) et comme (faire k=0) N est contenu

dans (€T, On a, grice au lemme 17.1 le

LemmEe 17.2. Pour (»+1)m>s+n/2, C" est dans Vespace L (N; N n E°).

Montrons maintenant le
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LEMME 17.3. Lorsque p parcourt un compact K quelconque du demi-plan &> &,
G (p) est borné dans L(L*N E; N n E).

DEMONSTRATION.

L’espace L?*N £ étant tonneld, il suffit de montrer que G (p) est borné dans
LAL*N E NN E) (i.e. pour la convergence simple forte), done ceci : soit f donné dans
L2 n E, fixé; il suffit de montrer que G (p) f=u est borné dans N n E lorsque p par-
court K. Or % est la solution dans N de (D+p* M) u=/{, donc

(D +og MY u+ (p*— 6y) M u={,

d’otr :
u=0Gyf+ (p*—0y) Cu
donce
(17.6) u=X, (p) [+ (p*— o) C* - u
ol
(17.7) Xu(p) f=Gof+ (@ —0p) CGyf+ -+ + (@ — o)™ "1 Gy f.

Lorsque p parcourt K, X,(p)f demeure dans un ensemble borné de NN E. Pour
(p+tlym>s+n/2, (p*— gy C*u demeure dans un ensemble borné de E£°(Q) lorsque
p parcourt K; donec » demeure dans un ensemble borné de N N E° lorsque p parcourt

K et ceci quel que soit s (en prenant u assez grand) d’ou le lemme.

CorovLLAIRE 17.1. La fonction p—G (p) est holomorphe dans le demi-plan &> &,
& valeurs dans C (L*n E; N n E).

DEMONSTRATION.

[N

L’application p—D -+ p* M* est holomorphe dans tout le plan, & valeurs dans
L(NNE L*NE) et son inverse est borné sur tout compact; la démonstration du
lemme 4.1, p. 90 s’applique, d’ou le résultat.

Soit maintenant &> &, fixé; on désigne par G¢ la fonction n—~>G(§+¢n) de R,
(axe des n) dans L(LPNE NN E). On ale

LeMME 174. Pour & fixé, >&, Q¢ est dans §' (n, L(LPNE& NN E)) et demeure

dans un ensemble borné de cet espace lorsque & parcourt un compact (&> &;).

DEMONSTRATION.

Montrons d’abord que G est dans §' (5, L(L*N E; N n E)). Soit ¢ donné dans
D (5); on pose :
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Ge(p)=[GE+in) g dn, &ément de L(L*nE; NnE).

11 faut montrer gue l'application p—G;(¢) est continue de D (S) (=espace D muni
de la topologie induite par §) dans £(L*N &; N n E). Comme la topologie de D (§)
est métrisable, il suffit de montrer que si ¢ demeure dans un ensemble B de D, borné
dans S, alors G (@) demeure dans un ensemble borné de L (L*N & N n E). Comme
Tespace L*N £ est tonneld, il suffit pour cela que G;(p) demeure dans un ensemble
borné de L, (L*N E; N n &), cest-a-dire : soit f fixé dans L? n &; il faut voir si G; (¢) - f
demeure dans un ensemble borné de NN €. On sait qu’il demeure dans un ensemble
borné de N (car G:€S (y, C(L* N }) — et ceci uniformément lorsque & parcourt un

compact. Reste donc seulement & montrer ceci :

(a) Ge(p)f demeure dans un ensemble borné de €&.
Pour cela on va démontrer :
G(E+in)

(b) Pour tout entier s il existe un entier k=1Fk (s) tel que TERTC .
Y

/ demeure

dans un ensemble borné de E° lorsque % varie sur R,.

Voyons tout de suite que (b) entraine (a) : puisque les fonctions ¢ demeurent

dans B borné dans §,

+00

GE+in)

Gelp) f= a-+ ,'72)16

F A+ pn)dy

est dans un ensemble borné de E°; ceci (en changeant k(s)) est valable pour tout s,

on aura donc (a).

By

Reste & montrer (b). On sait qu’il existe un entier k; tel que (avec les nota-
tions du lemme 17.3) % (p)(l+%%)* demeure dans un ensemble borné de N. On
déduit de (17.6) que :

% (p) X.(p)f , (p*— GO)M C,u( d ) .

A (L [pl T APy A Ax el \a+pD"

Le 1° terme est borné dans N N &; le 2!™° dans €° si: (u+1)m>s+n/2, d’ou le lemme.
Considérons maintenant la distribution de Green §, élément de D (t, L (L% N));
elle définit par restriction un élément (encore noté G) de Despace D (¢, L(L* n E; N)),
de la facon suivante :
Si @ est donnée dans D_, G (p) restreint a LN E définit un élément de
L(I2n & N) et Papplication ¢—G () est continue de D_ dans cet espace d’out le
résultat. Evidemment § considérée dans D (¢, L(L*n E; N)) est nulle pour £<0, et

admet une transformée de Laplace en ¢. Ceci posé on a le



PROBLEMES AUX LIMITES EN THEORIE DES DISTRIBUTIONS 145

TatoriME 17.1. Sous les hypothéses (R 1) et (R 2), la distribution de Green G
de Vopérateur (17.1), relativement & V et B, définit par restriction & L*N E un élément
noté encore G de D, (¢, C(L*0 & N &)).

DEMONSTRATION.

Considérons G dans D’ (t, (LN E; N)). Elle a pour transformée de Laplace
en ¢, la fonction p—@ (p), holomorphe de &>§&, dans £ (L*n E; N). Mais G (p) est
dans £ (LN & N n E), Papplication p—>@G (p) est holomorphe de & > £, dans cet espace
(Corollaire 17.1) et par le lemme 17.4 admet une transformée de Laplace inverse en
p, soit §G,, élément de

Sit, L(LAN & NN &),
done G=g, est dans D’ (t, L(L*N & NN E)), c. q. £ 4.

Il résulte du théoréme précédent que ’on peut en particulier considérer § comme
élément de D (¢, L(L*n &; L* n E)).

Considérons maintenant la forme adjointe (cf. p. 29) ((u, v))* de ((u, v)), qui
définit D*, adjoint de D. Si N* est l'espace construit 3 partir de ((u, v))* et D*
comme N & partir de ((u, v)) et D, l'opérateur 1@ D* + K,® M* est un isomorphisme
de D, (¢, N*) sur D, (¢, L*); soit G* la distribution de Green de cet opérateur.
L’opérateur D* est évidemment encore un opérateur différentiel & coefficients indé-

finiment différentiables, donc on a encore :

G*eD. @t C(I*n & N*n &)

et en particulier :
G eED(t CULENE IPNE)Y), et €85 (5, LIANE; L2 n E)).
Considérons alors pour p—D_ fixée, T€L?+ £’ fixé, la forme semi-linéaire
u><T, G () uy
sur I2n E. Elle est continue, donc définit

‘G* (p) T élément de L*+ €&,
avec :

CGH@) T, ay=<T, G (p)u).
L’application : T->'G* (p) T est continue de L*+ &’ dans lui-méme, et l'application
¢—>'G* (p) est linéaire continue de D_. dans L(L*+ &'; L2+ '), donc définit : ‘G*
élément de
D)@ LA+ &5 L+ EY),
et également élément de
10— 553810. Acta Mathematica. 94. Imprimé le 29 octobre 1955.
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Se, (t, C(LP+E5 P+ E)).

Cherchons la transformée de Laplace G, (p) de ‘G* :

CG* (exp (—pt) T, @) =<T, G* (exp (—pHwy=<T, G* (P)w,
ot G (p) est la transformée de Laplace de G*.

Ceci posé on va montrer que :

our tout f dans L*n €, on a: Gf="'G*f dans
(17.9) {P

D, (t, I*+E’) et dans S (¢, L*+ E').

En effet, il suffit de montrer que, pour £>§&), on a: G(p)f=G;(p)f. Or, pour
tout ¢ dans L*NE, on a:

G (p)f, 9> =< & (D) g
Si done : G (p)f=u, G* (p)g=v, il faut montrer que

(17.10) (f, ’U)Lz:(u, g)Lz.
Or u (resp. v) est la solution dans N (resp. N*) de

(D+p*MYy u=f (resp. de (D*+P* M"Y v=yg),
d’ou résulte :
(f, )= ((u, v)) + p* (M u, v) 15
et
(9, W= ((v, w)* +7* (M v, w)zs,
d’out le résultat. ,

Soit alors ¢ dans D. (), on a: G (p)-f="G" (¢)-f, pour tout f dans L? n &; donc
lapplication f—§ (¢)-f est continue de L* N £ muni de la topologie induite par L?+ &’
dans L?+ &' (puisqu’il en est ainsi pour lapplication f—'G* (¢)-f); comme L2 N &€ est
dense dans L?+ &', cette application se prolonge par continuité en une application
notée encore f-—>G (¢)-f, continue de L?-+ £ dans lui-méme (et coincidant avec ‘G* (p));
lapplication ¢—G (p) de D_ dans L(L*+E'; L*+ E') est continue car elle coincide
avec p—'G (¢), donc :

THEOREBME 17.2. Sous les hypothéses (R 1) et (R 2), la distribution de Green de
Vopérateur 19D + K @ MY, soit G, relativement & V et B, définit par prolongement par
continuité, une distribution G élément de D, (t, C(LP+ E'; L* +E&)).

En résumé : on pourra considérer § comme élément des trois espaces suivants :

D, (6, L5 N)), D, (t, CUENE NnE)), Dy (t, CUA+E; LF+E).
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Considérons la distribution 6; (s)®9; (y), produit tensoriel de la distribution en ¢
masse 1 au point s et de la distribution en x masse 1 au point y, y €Q; I'application
(s, y) =0, (8) ® 8, (y) est indéfiniment différentiable de R,xQ dans D) ()& (L*+ &)
et donc

COROLLAIRE 17.2. Le noyau (au sens de Schwartz) de Papplication définie par
G* W (noyau de Green) est:

G# (0 (8)®0: (1)) = G (9): (),

(on met les indices en bas pour les distributions, en haut pour les distributions-
fonctions) ou encore Qi .(y); Vapplication s, y—>G:i s . (y) est indéfiniment différen-
tiable de RyxQ dans D, (t, L*+ E').

RevMArRQUE 17.1.

On a des résultats voisinsg pour les conditions aux limites de Dirichlet.

REMARQUE 17.2.

Soit p€Dgq; on a:
(09D + K, @ MM % Gx(5 (0)®¢) =4, (0)Q0¢.

Si lon prend une suite de ¢ tendant vers d,(y) on a, & la limite :

(6®D +Ka®M1)3§Gt,z () =06: (0)®6: (y).

18. Hyperbolicité; réflexion des ondes

On se borne dans ce N© & l'étude du classique opérateur des ondes : —~1®A+
il &
+ é—~t2®l, que nous écrirons simplement — A+ B
Soit f, donné dans un espace N choisi, et soit u la solution dans D, (t, N) de

2

(18.1) —Au+ :—tzu=5®f1.

8

Comme on a vu au N° 16, u est (presque partout) égale & une fonction f—u (¢) con-
tinue de t>0 dans L*(Q) (et méme une fois continfiment différentiable). On veut

étudier le support de w () pour ¢>0 fixé quelconque. On a le

(1) g* est ici lapplication T—>(%T; & ne pas confondre avec la distribution de Green de
19D*+ K, ®M".
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THXOREME 18.1. On suppose que la fonction f, a son support contenu dans lo
boule |x—xy|<a, contenue dans Q. On désigne par dy=d (%, I') la distance du point
zy & la frontiére T' de Q et par u la solution de (18.1). On a:

a) pour t<d,—a, le support de w(t) est contenu dans la boule |z —~2z,|<a-+t.

b) pour t=d,—a, le support u(t) est contenu dans la réunion des ensembles :

B, ={z€Q, |z—x,|<a+i}
E,={x€Q, d(x, T)<a+t—d,}.

DEMONSTRATION,
2

a) Soit G* la distribution de Green de — A+ 6%2 pour Q=R" (voir son ex-
pression explicite dans Schwartz [8]), soit f, le prolongement de f, & R™ par O hors
de Q; f, est dans £3.(R"). Posons :

U= gw*(6®f1);

on obtient ainsi une fonction ¢—U (f) continue de ¢>0 dans £7:(R") et ayant son
support dans |z—x,|<a+¢ pour tout ¢.

Il en résulte que la restriction Ug de U & Q et pour ¢<d;—a est dans
D, (t<dy,—a, N), donc en vertu du théoréme 13.1, on a : u=Uq pour t<d,—a, d’'ou
le résultat.

b) Soit t=t, fixé, =d;—a, et y¢E, U E, donc :

(18.2) |y —z]>a+t,
et
(18.3) dy, N>a+t—dy=r.

On choisit ¢ >0 assez petit pour avoir

(18.4) dy, >r+2¢
et
(18.5) ly—z|>a+t,+2¢

puis I'on prend ¢, avec 0<g <e.

On considére maintenant la boule :
B:|z—y|<r+2e.
Grice & (18.4) cette boule est contenue dans €). Posons :

(18.6) ty=dy—a— ¢,
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Reprenons la fonction U du a). La fonction U (f,) a son support dans |z —2o|<a+,=
=dy—¢ et il en est de méme pour la fonction (;_t U) {ts)=U, (t,) (qui est encore

dans N). Dans ces conditions, B ne rencontre pas le support U, () (car |y—z,|>
>r+2stdy—e=a+t,+2e—¢ d’aprés (18.5)).
Soit alors v la solution dans D/, (¢, N) de

0
(18.7) —Av+ B Ot (L) U, (£,)-
Comme u, considérée dans t>f, et prolongée par 0 pour f<t, vérifie aussi (18.7),
on a:u()=w(t) pour t>£, et tout revient & montrer que
(18.8) v (t,) =0 au voisinage de v.

Or soit « €Dg, a=1 pour Ix——ylSr+8, =0 hors de B, la fonction « v est dans
D) (t, N), et aU,(t,)=0 (les supports de « et U, (f,) ne se rencontrant pas). Donc :

2
(18.9) —A(av)+a%2(ocv)=R,
ol
doa Ov
R——-—E%%—(Aa)v,

donc R peut étre considérée dans D', (¢, D;), dépendant contindment de ¢, & valeurs
dans IL?(R"), nulle pour ¢<#, et nulle pour |x—y|<r+e& (car «=1 dans cette
boule), et

(18.10) %v=G" %R,

fonction continue de t>t, & valeurs dans L?(R™).

Donc (18.8) revient & montrer que

(18.11) G**R (t,)=0 au voisinage de y,
ie.
(18.12) J'Qi’f_,’ 2 6B edrdE=0 au voisinage de y.

On va montrer que I’expression donnée par (18.12) est nulle dans la boule |z —y| <
<&—g, ce qui achévera le théoréme.
Or cherchons le domaine d’intégration; on doit avoir : t,— >0, |z —&|<t,—Tet
>t |[E—y|=r+e 1l en résulte :
le—y|=r+e—(t,—1) =ty +r+e—t,=c—eg,

ce qui fait que si |x—y|<s—eg on intégre sur un ensemble vide d’ol le résultat.
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COROLLAIRE 18.1. Le support en x et t de G , (x,) est contenu dans le réunion
des ensembles
F,={z€Q, |x—m,|<t},
Fo={x€Q, dx, '<t—d,, dy=4d (z,, I')}.

DEMONSTRATION.

On prend une suite f* de fonctions de Dg, f* ayant son support dans |2 —2,|<

<1/k (k assez grand); on suppose que f*—d (x,) dans £, lorsque k—> + co. Alors :
u*=G* (81 )—>G; . (x,) dans D;‘AXRt

et «*, solution de
2

a son support donné par le théoréme 18.1.
Soit @€Dgq«r,, de support dans ( (F;U F,); il existe k tel que ¢ ait son sup-

port dans le complémentaire de la réunion des deux ensembles :
F’fz{xGQ, |x—x0]§t+ 1/k},
Fi={x€Q, d(x, [)<t—dy+1/k}.

Par le théoréme 18.1, 4* est nul dans ce complémentaire pour tout k' >k, donc
u* (p)=0 pour tout k' >% donc

G, = (o) (9) =0,
c. q. f. d.

REmMArQUE 18.1.

Le corollaire 18.1 ne peut en général étre amélioré. Considérons en effet le cas
trés simple : Q=)0,1( sur B, n=1. On prend V —espace des fonctions u € E%. (Q) telles
que % (0)=wu (1) et pour N l'espace des w €V telles que

d? 9 d? _ d d
WuEL et que —f(ﬁu)vdx— (E;cu’ %v)u

pour tout v€V. On va montrer que dans ces conditions le support de G . (z,) est
exactement I'ensemble F, U F,, F; défini comme au corollaire 18.1.
Ce résultat peut étre obtenu par un calcul direct de § . (x,) en effectuant une

transformation de Laplace en t — ou plus naturellement : soit f donnée dans Dy, et
2 2

% la solution dans D) (¢, N) de — a—a—zu+ ;—tiu:&@f.
x
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La fonction u est indéfiniment différentiable de ¢>0 & valeurs dans N (cf. N 16);

7
or u(t) €N signifie : u (0, t)=wu (1, ) et pyes 0, t)= 5(1 u (1, t); donc si 'on désigne par
x

7 % (¢) la fonction x—>u (x—Fk, t), k=entier positif, et si 'on pose :
w(t)= %ﬂcu(t), f=2f,

la fonction 4 est solution dans D’ (t, D) de

done

=G % (6®]).
Si maintenant f tend vers J, (z,) dans Eg, =2 7 6, (x,) dans D, et
dé%“wk (Ge)
done, si l'on désigne par (Gi.)q la restriction de Gi°, & Q, u tend vers

%Txﬁk (gtoor)!)

et vers G ; (x,) d’ol

Gtz ()= %Txﬂtk (G%:)a

d’out le résultat.
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