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Einleltung. 

Alle im folgenden vorkommenden Komplexe sollen in euklidische Simplexe zerlegbar 

sein. Unter der 3-Sphere | verstehen wir den Rand eines euklidischen 4-Simplexes. Eine 

Knotenlinie ist ein orientierter, geschlossener, doppelpunktfreier Streckenzug in der | 

Wird yon der Orientierung abgesehen, so sprechen wit yon einer nicht-orientierten Knoten- 

linie. Eine Klasse von Knotenlinien, die sich durch orientierungserhaltende, semilineare 

A~)bildungen der | auf sich (w 1) ineinander iiberfiihren lassen, heisst Knoten (w 5). Ein 

nicht-orientierter Knoten ist entsprechend als Klasse nicht-orientierter Knotenlinien de- 

~iniert. Als Kreis wird derjenige Knoten bezeichnet, der durch den orientierten Rand 

eines 2-Simplexes repr/isentiert wird. 

In der Knotentheorie haben einige Verfahren Interesse gefunden, die es gestatten, 

aus einem oder mehreren gegebenen Knoten neue ,,kompliziertere" Knoten abzuleiten: 

Schlauchknoten [4] 1, Schlingknoten [12], Produktknoten [9]. Die dabei zur Konstruktion 

benutzten Knoten wird man als ,,einfacher" ansehen als die abgeleiteten. Es erhebt sich 

die Frage, wie dieses ,,Einfacher-Sein" zu erfassen ist und ob nicht auch anderen Knoten, 

die nicht durch die angegebenen Verfahren erhalten werden kSnnen, ,,einfachere" Knoten 

zugeordnet werden kSnnen. Diese Frage ist der Anlass zur vorliegenden Untersuchung 

und sol1 mit dem Begriff des Begleitknotens eines Knotens beantwortet werden (w 13). 

Wit betrachten dazu in der 3-Sphiire fiir einen gegebenen Knoten neine Knotenlinie 

k, welche n darstellt, und einen u !~, der k im Inneren enthglt und die folgenden 

Bedingungen erfiillt: 

1) k ist nicht im Inneren einer auf ~ liegenden Kugel enthalten, 

2) k ist nicht ,,Seele" yon !~ (w 6), 

3) !~ ist verknotet, d.h. dutch die Seelen von !~ wird nicht der Kreis dargestellt. 

Wenn nun k auf ~ nicht nullhomolog ist, betrachten wir eine Seele a v o n  !~ und ori- 

entieren sie so, dass k auf ~ zu einem positiven Vielfachen yon a homolog ist. Falls k auf 

!~ nullhomolog ist, betrachten wit eine nicht-orientierte Seele a yon !~. Dutch a wird ein 

Knoten bezw. nicht-orientierter Knoten )t dargestellt, den wit als (orientierten bezw. 

nicht-orientierten) Begleitknoten yon ~ bezeichnen. 

1 Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 
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Fails k nieh~-orientiert ist und den nicht-orientierten Knoten u darstellt, definieren wir 

entsprechend nichVorientierte Begleitknoten yon ~. Einen Begleitknoten ~ eines Knotens 

bezw. nicht-orientierten Knotens z fassen wir als ,,einfacher" verknotet als ~ auf, und wit 

nennen einen Knoten einfach, wean er keinen Begleitknoten besitzt. 

Diese Definitionen erweisen sich dadurch als sinnvoll, dass jeder Knoten yon seinen 

Begleitknoten verschieden ist und dass die Eigenschaft, Begleitknoten zu sein, transitiv 

ist: Ist ft Begleitknoten yon ), und ~t Begleitknoten yon u, so ist tt Begleitknoten von 

(w 13). Driickt man die Eigenschaft yon X, Begleitknoten yon u zu sein, durch ~ < ~  aus, 

so erh/ilr man in der Menge aller Knoten und nicht-orientierten Knoten eine (schwache) 

Anordnung, fiir welche die ein~achen Knot~en minimale Elemente sind. Beispiele ein~acher 

Knoten sind der Kreis, die Torusknoten (Schlauchknoten mit dem Kreis als Tr/iger) und 

diejenigen Schlingknote~ deren Diagonalkno~en der Kreis ist (w 20, w 21). Dutch die 

Begleitknoten wird auch der Begriff des ,,Einfacher-Seins" erfasst, yon dem wir oben 

ausgegangen sind: Schlauchknoten besitzen ihren ,,Tr~ger" als Begleitknoten, wenn dieser 

kein Kreis ist, Schtingknoten besitzen ihren ,,Diagonalknoten" als nicht-orientierten Begleit- 

knoten, wenn er kein Kreis ist, und fiir einen Produktknoten sind alle vom Kreis verschie- 

denen Faktoren Begleitknoten. Die AusnahmeroIle, die der Kreis hierbei spielt, riihrt 

daher, dass wit oben dutch die Bedingung 3) den Kreis als Begleitknoten ausgeschlossen 

haben. Die Griinde hierfiir sind eirmrseits methodischer Art, da in delt folgenden Unter- 

suchungen unverknotete Vollringe eine Ausnahmestellung einnehmen werden, und anderer- 

seits die Tatsache, dass sonst jeder Knoten den Kreis als Begleitknoten besitsse. 

Im einzelnen werden wir fiir Produkt- bezw. Schling- bezw. Schlauchknoten folgendes 

zeigen: 

Ein Begleitknoten eines Produktknotens ~ ist Faktor von ~ oder Begleitknoten eines 

Primfaktors yon ~. Dariiber hinaus ergibt sich ein neuer Beweis (vgl. [9]) fiir die Eindeutig- 

keit der Zerlegung eines Produktknotens in Primknoten (w 19). 

Jeder yore Kreis verschiedene Schlingknoten besitzt das Geschlecht 1 und ist daher 

Primknoten. Ein Schlingknoten mit einem vom Kreis verschieden-en Diagonalknoten 

besitzt diesen als einzigen maximalen Begleitknoten: geder weitere Begleitknoten ist 

BegleiSknoten des Diagonalknotens. Die Schlingknoten (nach Definition nicht-orientierte 

Knoten) werden bei Orientierung symmetrische Knoten, d.h. man erh~lt durch beide mSg- 

lichen Orientierungen denselbea Knoten (w 20) 1. 

Schlauchknoten mit einem yore Kreis verschiedenen Tr/tger b ~ t z e n  diesen als einzigen 

maximalen Begleitknoten. Tr/iger, Umlauf- und Verschlingungszahl t)ilden ein vollst/~ndiges 

Invariantensystem fiir die Schlauchknoten, wenn fiir den Kreis als Tr/iger Umlauf- und 

1 Zur Klassifikation der Schlingknoten vgl. H.  SEIFERT [12]. 
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Verschlingungszahl so normiert werden, dass die Umlaufzahl kleiner als der Betrag der 

Verschlingungszahl ist 1. "Schlauchknoten sind Primknoten. Das Geschlecht eines 

Sehlauehknotens lasst sich aus dem seines Tr/igers berechnen (5 21). 

Wir werden die Schlauchknoten noch verallgemeinern zu Knoten, die sich dutch 

,,Schlauchz6p/e (w 22) darstellen lassen und zu Knoten, die sich dutch ,,verallgemeinerte 
Schlauchz6pfe" darstellen lassen. Die ersten besitzen einen einzigen maximalen Begleit- 

knoten (w 23), die zweiten besitzen unter ihren orientierten Begleitknoten einen einzigen 

maximalen (5 24). In beiden Fallen erhalt man Primknoten. Ein Knoten kann sich auf 

mehrere Weisen als Schlauchzopf bezw. verallgemeinerter Schlauchzopf darstellen lassen, 

es lasst sich jedoch ein vollst/indiger ~berblick fiber alle diese Darstellungen erhalten. 

Um zu diesen Resultaten gelangen zu kSnnen, werden wit zun~chst die erforderliehen 

Hilfsmittel bereitstellen. In Kapitel I wird die Einbettung von Vollringen in die 3-Sph/ire 

| untersucht. Im Mittelpunkt steht der Satz yon Alexander [2], dass jeder (simpliziale) 

Torus in der ~a mindestens eincn Vollring berandet, woffir ein Beweis in w 4 wiedergegeben 

wird. Der Satz yon Alexander wird erg/s dutch den Satz, dass das Komplement eines 

Vollringes !8 in der | genau dann ein Vollring ist, wenn !~ unverknotet ist (5 7). In w 10 

wird gezeigt, dass sich zwei Vollringe in der | genau dann dutch eine orientierungserhaltende 

semilineare Selbstabbildung der | ineinander iiberffihren lassen, wenn ihre Seelen densel- 

ben nicht-orientierten Knoten darstellen. 

In Kapitel II werden Begleitknoten eingefiihrt und die ffir die Anwendungen spezi- 

fisehen Hilfsmittel entwickelt. In w 9 wurden bereits eine Homologie- und eine Isotopie- 

Invariante ffir die Einbettung einer Knotenlinie in einen Vollring eingeffihrt. In w 15 und 

w 18 werden gleichzeitig mehrere Vollringe betrachtet, welche dieselbe Knotenlinie im 

Inneren enthalten. w 16 undw 17 enthalten hierbei benStigte tIilfsbetrachtungen fiber die 

Zerlegung eines Vollringes bezw. seines Komplements durch einen Kreisring. Die Unter- 

suchungen in Kapitel I und II wurden, wo ihnen selbstandiges Interesse beigemessen 

wurde, fiber das fiir Kapitel III  unbedingt Erforderliche ausgedehnt. 

Die vorliegende Arbeit wurde angeregt dureh unverSffentlichte Untersuehungea yon 

H. Seifert fiber Schlauchknoten. w 7 Satz 1, w 16 Satz 1, w 17 Satz 1, die hierbei benutzte 

Faserung der ~a undw 21 Satz 5 gehen darauf zurfick. 

1 D i e s e s  R e s u l t a t  s t a m m t  y o n  H .  SEIFEttT [14]. 
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KA1)ITEL I. 

VoUringe in der 3-Sphfire. 

w 1. Semilineare Abbildungen. 

Wit werden in weitgehendem Masse semilineare Abbildungen benutzen, die von Graeub 

[6] behandelt worden sind, und stellen die wesentlichsten Resultate hier zusammen. 

Zungchst treffen wir folgende Vereinbarungen: Unter einem Komplex verstehen wir 

stets eine Punktmenge in einem euklidischen n-dimensionalen Raum, die sich in endlich 

viele euklidische Simplexe zerlegen l~sst. Wenn wir yon Wegen, Fl~ichen, Kugeln und 

Vollringen sprechen, so sind stets solche Komplexe gemeint. Die 3-Sphiire | nehmen wir 

stets als Rand einas euklidischen 4-Simplexes an. Es hat demnach einen Sinn, von eukli- 

dischen Simplexen in der ~3 zu sprechen. Als simpliziale Zerlegungen werden nur solche 

in euklidische Simplexe zugelassen. 

Eine topologische Abbildung q~ eines Komplexes K auf einen Komplex K' heisst semi- 

linear, wenn es eine simpliziale Zerlegung von K gibt, deren Simplexe durch ~ affin abge- 

bildet werden. Statt semilineare Abbildung sagen wir auch kurz s-Abbildung. Bei s-Ab- 

bildungen der ~3 auf sich soll es sich stets um orientierungserhaltende Abbildungen handeln. 

Die s-Abbildungen der ~3 auf sieh bilden eine Gruppe. Dies beruht darauf, dass es 

zu zwei simplizialen Zerlegungen (in euklidische Simplexe) eines Komplexes stets eine 

gemeinsame Unterteilung gibt. Aus gleichem Grunde gilt: Ist s eine s-Abbildung des 

Komplexes K auf den Komplex K', ~ eine solche von K' auf K",  so ist ~s eine s-Abbildung 

yon K auf K".  

Satz ~t: Zwei hom6omorphe Fliichen lassen sich semilinear au/einander abbilden ([6] 

S. 5). 
Insbesondere gilt: 

a) Seien el und e2 zwei Elementarfliichenstiicke. Eine s-Abbildung des Randes yon 

r au~ den Rand yon e2 liisst sieh zu einer s-Abbildung yon el auf r erweitem. 

b) Seien ~l und ~2 zwei Kreisringe. Eine s-Abbildung des einen Randes yon ~1 auf 

einen Rand yon ~2 l~sst sich zu eine~ s-Abbildung yon ~1 auf ~2 erweitern. Unte~ einem 

Kreisring ist dabei eine (orientierbare) Fl~che mit zwei R~ndem und der Charakteristik 

null zu verstehen. 

Satz 2: Ein Elementar]Igchenstiick in der ~3 liisst sich dutch eine s-Abbildung de~" ~a 

au/ sich in ein 2-Simplex iiberfiihren. ([6] S. 16). 

Satz 3: ~ sei eine 2-Sphtt're, welche clutch einen Riickkehrschnitt s in zwei Elementar- 

]Igchenstiicke r und r zerlegt wird. Haben dann s', e'l und r entsprechende Bedeutung ]i~v 
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eine 2-SphSre ' 6  3, so gib~ es eine s-Abbildung yon ~ aul ' 6  ~, wetche s, e~, e2 auf s', e'l, e'2 ab- 

bildet ([6] S. 7). 

Sa t z  4: Sind die beiden Komplexe K und K" ira euklidischen Raum R n ineinander 

iiber/i~hrbar dutch eine orientierungserhaltende s-Abbildung q~ des R n au] sich und liegen 

beide im Inneren des Simplexes ~ ,  so gibt es eine s-Abbildung des R a au] sich, welche au/ K 

mit qJ i~bereinstimmt und ausserhalb ~'~ die Identitdt ist ([6], S. 13). 

Sa t z  5: Es sei ~3 der Rand, ~3 eine dreidimensionale Seite eines d-Simplexes, A ein 

nicht zu ~3 geh6riger Punkt yon ~3 und ~ c 6 8 eine Punktmenge, die ]remd zu einer Umge- 

bung yon A ist. Dann gibt es eine s-Abbildung yon 6 3 au] sich, sodass ~3 dhnlieh au] ein 

3-Simplex in seinem Inneren abgebildet wird und dass das Bild yon ~ iin Inneren yon ~ 

liegt ([6] S. 14). 

Auf den Satzen 4 and 5 beruht es, dass man fiir die Frage, ob sieh in der 6 a zwe 1 

Komplexe K und K',  von denen keiner die gesamte 6 3 ausmacht, durch s-Abbildungen 

der 6 3 auf sich ineinander iiberfiibren lassen, Untersuchungen im 3-dimensionalen eukli- 

dischen Raum R 3 zu Hilfe nehmen kann. Wegen Satz 5 litsst sich zuniichst annehmen, class 

K und K' im Inneren desselben 1 3-Simplexes ~3 der 6 3 liegen. Dann kann ~3 als 3-Simplex 

im R 3 aufgefasst werden, wobei K und K'  als Komplexe im R 3 anzusehen sind. L~sst sich 

nun K durch eine orientierungserhaltende s-Abbildung ~0 des R 3 auf sich in K '  iiberfiihren, 

so kann ~ nach Satz 4 so gew~hlt werden, dass ~ auf dem Rande von ~3 die Identitiit ist. 

Fasst man ~3 wieder als 3-Simplex der 6 3 auf, so l~isst sich die durch ~ gegebene s-Ab- 

bildung yon ~3 auf sich zu einer s-Abbildung der 6 3 auf sich erweitern, indem man festsetzt, 

~dass sie auf dem Komplement yon ~3 beziiglich der 6 3 die Identitiit  sein soU. 

Es sei K ein (endlicher) simplizialer Komplex im R ". Unter einer simplizialen De/orma- 

tion von K verstehen wir eine Schar von simplizialen Abbfldungen ~'t (0 ~_t <=1) yon 

K in den R ~, welche die Bedingungen erfiillt: 

1. ~o ist die Identitat .  

2. ~t ist auf dem topologischen Produkt  des Komplexes K mit der Strecke 0 =< t g 1 

stetig. Ist  die Abbildung fiir jedes t topologisch (also semilinear), so heisst die Deformation 

isotop simplizial. 

Sind A t die Ecken der simplizialen Zerlegung yon K, so ist die Abbildung Y~t dutch die 

Bilder Y~t (A~) der Ecken A i vollstiindig bestimmt. Stat t  yon einer simplizialen Deformation 

sprechen wir daher auch von einer Verschiebung der Ecken von K. 

S a t z  6: F/~r ~eden (endlichen) simplizialen Kom~lex K im R" existie~t eine Zahl e ~  0 

1 Gegebenenfalls ist eine geeignete Permutat ion der 3-Simplexe, welche 6 3 als Rand eines 4-Sim- 
plexes ausmachen, zu Hilfe zu nehmen. 
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derart, dass jede Verschiebung der Ecken yon K um weniger als seine isotope simpliziale 

De/ormation ist ([6] S. 10). 

Satz 7: Entstehen die simplizialen Komplexe K o und K 1 im R n auseinander dutch 

die isotope simpliziale De]Ormation Y~t (0 <=t-<1), so existiert eine arientierungserhaltende 

s-Abbildung des R ~ au] sich, welche K o in K 1 i~ber[gthrt und au] K omit ~ i~bereinstimmt 

([6] S. 8). 

Die Definition der isotopen simplizialen Deformation iibertr~gt sich ohne weiteres 

auf einen simplizialen Komplex K, der im Inneren eines 3-Simplexes ~3 der ~3 liegt, 

wenn man die Forderung hinzunimmt, dass jede Eeke yon K wiihrend der Deformation 

im Inneren von ~3 verbleibt. Nach dem oben Bemerktea iibertragen sich die S~tze 6 und 

7 auf diese Deformationen. Wir werden hiervon insbesondere in folgender Weise Gebraueh 

zu maehen haben: 

Seien 31 und 32 zwei geschlossene Fl~chen in der ~3. Wegen Satz 5 kann angenommen 

werden, dass beide im Inneren eines 3-Simplexes ~a der @a liegen. Dutch eine isotope simpli- 

ziale Deformation der simplizial zerlegten Flache 3 ,  li~sst sich dann erreichen, dass der 

Durchschnitt von 31 und 32, falls er nicht leer ist, nur aus endlich vielen d9ppelpunktfreien , 

geschlossenen Sehnittkurven besteht, die sich untereinander nicht treffen. 1 

Unter einer Kugel wollen wir stets das semilineare Bild eines 3-Simplexes verstehen. 

S a t z  8: Seien ~l und ~2 zwei Kugeln. Eine s-Abbildung des Randes yon ~l auf den 

Rand yon ~ l~sst sich zu einer s-Abbildung yon ~1 au/ ~2 erweitern. 

B e w e i s :  Es geniigt zu zeigen, dass sieh fiir ein 3-Simplex ~3 eine s-Abbildung ~ des 

Randes von ~3 auf sich zu einer s-Abbildung von ~3 auf sich erweitern liisst: Man halte 

etwa den Schwerpunkt M von ~3 lest und bilde die von M nach den Randpunkten von 

~3 fiihrenden Strecken entsprechend ~ affin aufeinander ab (vgl. [6] S. 5). 

Satz 9: (Alexander) Eine 2-Sphgre zerlegt die G 3 in zwei Kugeln ([6] S. 25). 

Satz t0: Zu zwei Kugeln in der | existiert eine s-Abbildung der ~3 au] sich, welche 

die eine Kugel au] die andere abbildet ([6] S. 25). 

Anmerkung: Die s-Abbildung der | auf sich kann so gewtthlt werden, dass ein vorge- 

gebenes Elementarfl~chenstiick auf dem Rande der einen Kugel ein vorgegebenes Ele- 

ment~rflttehenst~ck auf dem Rande der anderen Kugel als Bild hat. Dies folgt unmittelbar 

aus den Si~tzen 3, 8, 9. 

Satz 11: Es seien el und e2 zwei Elementar/liichensti~cke in der ~a, deren Durehschnitt 

aus dem gemeinsamen Rande s besteht. ~)~ sei ein Komplex, dessen Durchschnitt mit el + e2 

aus s besteht und der zum Inneren einer der beiden yon e~ + e2 in der ~ berandeten Kugeln 

1 Vgl. hierzu [9] S. 26. 
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]remd ist. Dann gibt es eine s-Abbildung der ~a au] sich, die r in r i~ber/i~hrt und au] ~ die 

Identit~it ist ([6] S. 12). 

Satz 11 beruht darauf,, dass man die von el und e2 berandete Kugel ~, deren Inneres 

zu ~ fremd ist, nach Satz 10 durch eine s-Abbildung ~ der | auf sich so in ein 3-Simplex 

iiberffihren kann, dass el in eine 2-dimensionale Seite und r in die fibrigen drei 2-dimensio- 

nalen Seiten dieses 3-Simplexes fibergehen. Wegen Satz 5 kann dabei angenommen werden, 

dass ~ ( ~ )  und ~(~)  im Inneren eines 3-Simplexes der ~a ]iegen. Der von ~ ( ~ )  und ~(%) 

gebildete Komplex gestattet dann nach simplizialer Zerlegung eine isotope simpliziale 

Deformation, die auf ~ ( ~ )  die Identitiit ist und ~ (e2) fiber T(.~) hinweg in ~ (r deformiert. 

Das Deformationsergebnis kann nach Satz 7 durch eine s-Abbildung Z der @a auf sich 

selbst erhalten werden. Die Abbildung ~-IZ~ hat dann die in Satz 11 angegebenen Eigen- 

schaften. 

Der bier auftretende Sachverhalt, dass eine isotope simpliziale Deformation eines 

Komplexes in der G a mit einer s-Abbildung der ~a auf sich transformiert wird, wird 5fters 

auftreten. Wir vereinbaren daher: 

Sei K ein (endlicher) Komplex in der G a. Sofern nicht ausdrficklich etwas anderes 

gesagt ist, verstehen wit unter einer De]ormation von K eine stetige Abbildung ~b t (K) des 

topologischen Produktes von K mit der Strecke 0 < t < n, welche der Bedingung geniigt: 

Ffir jedes Intervall i -<t _<i + 1 (i = 0 , 1 , . . . ,  n - 1) existiert eine s-Abbildung ~i der 

~a auf sich, fiir welche ~ ~b t ffir i _< t _< i + 1 und eine geeignete simpliziale Zerlegung yon 

~i ~bi (K) eine isotope Simpliziale Deformation yon ~0 i (~i (K) darstellt. 

Nach Satz 7 l~tsst sich das Resultat der Deformation durch eine s-Abbildung der | 

auf ~sich erhalten: Es existiert eine s-Abbildung der ~3 auf sich, die K in ~ (K) iiberffihrt. 

Wit werden h~ufig folgende Anwendung zu machen haben: 

Es seien ~1 und ~2 zwei Fl~chen in der | die sich in einer doppelpunktfreien, geschlos- 

senen Schnittkurve s durchsetzen, s berande auf ~i  ein Elementarfliichenstfick Cl, dessen 

Durchschnitt mit ~ nur aus s bestehe. Auf ~ berande s ein Elementarfli~chenstfick r 

Die yon r und e2 gebildete 2-Sphi~re berandet dann in der ~3 eine Kugel ~, deren Durch- 

schnitt mit ~2 nut  aus e~ besteht. 1 

Nach Satz 11 liisst sich ~2 so deformieren, dass r in r fibergeht und ~2 - r lest bleibt. 

Durch eine ansehliessende Deformation, die ~ 2 -  r ausserhalb einer beliebig kleinen 

Umgebung yon s festhalt, li~sst sich erreichen, dass der Durchschnitt  yon ~ mit einer hin- 

reichend kleinen simplizialen Umgebung von r bezfiglich ~ leer ist, oder auch, dass 

er nur noch aus einzelnen Punkten oder Stricken von s besteht, ohne dass sich der Durch- 

sehnitt  von ~ -  e~ mit ~1 ~indert. 

1 Dies folgt daraus, dass r mit ~2 nur den Rand s gemein hat. 
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Diese letzte Deformation bezeichnen wir als Abheben. Dass sie mSglich ist, erkennt 

mall ohne weiteres, wenn man dutch eine s-Abbildung der ~3 auf sich eine hinreichend 

kleine simpliziale Umgebung yon el beziiglich ~1, die noch ein Elementarfl/ichenstiick 

ausmucht, in ein 2-Simplex iiberfiihrt und die Abbildung so w/ihlt, dass ~1 und ~2 in das 

Inhere eines 3-Simplexes der ~3 zu liegen kommen (Siitze 2, 5 und 6). 

Weitere Resultate, die nicht wiederholt benutzt werden, bringen wir an gegebener 

Stelle, S/itze, die sich auf Knoten beziehen, sind in w 5 zusammengestellt. 

w 2. Deformation yon Wegen auf einem Torus. 

Unter einem Torts verstehert wir eine orientierbare, gesehlossene Fl~ehe der Charakte- 

ristik null. Wie Grae}b [6] bemerkt hat, iibertr~tgt sich der Beweis des Fundamentalsatzes 1 

der Fl~tchentvpologie mit geringfiigigen J(nderungen bei B3sehrXnkung auf semiline~re 

Abbildungen (und Fl~ehen, die euklidische Komplexe sind). Ein Torus % kanu danach 

aufgefasst werden als Bild eines Rechteekes ~ der euklidisrhen Ebeae, seines Fundamental- 

polygons, beziiglich einer Abbildung a mit folgenden Eigensehaften: 

1) Die Simplexe einer geeigneten simplizialen Zerlegung yon g werden dureh a affin- 

abgebildet. 

2) Werden diejenigen Randpunkte yon 6, die auseinander dutch Translation in Rich- 

tung einer Seite von 9 entstehen, identifiziert, so induziert a eine topologische Abbildung 

auf ~. 

3) Die Bilder der Seiten yon ~ m~chen ein vorgegebenes Paar konjugierter Riickkehr- 

so~hnitte auf ~ aus. 2 

Ist re in  Kreisring in der euklidisehen Ebene, der dadurch entsteht, dass man aus einem 

gleichseitigen Dreieek ein kleineres, konzentrisch iihulich gelegenes herausnimmt, so kann 

auch aufgefasst werden als Bild von r beziiglich einer Abbildung ~ mit den Eigenschaften: 

1') Die Simplexe einer geeigneten simplizialen Zerlegung yon r werden dutch ~ affin 

abgebildet. 

2') Werden diejenigen Randpunkte yon r, die auf demselben Halbstrahl yore Mittel- 

punkte des Kreisrings aus liegen, identifiziert, so induziert r eine topologische Abbildung 

auf ~. 

3') Das Bild der Rander yon r i s t  ein vorgegebener Riickkehrschnitt s yon ~, der 

auf ~ nicht nullhomolog ist. 

1 SeIFERT-THRELFALL, Lehrbuch der Topologie, Leipzig u. Berlin 1934, S. 130 ff. 
2 Man beachte, dass auch yon Riickkehrschnitten verlangt wird, do~ss sie sich in euklidische Simplexe 

zerlegen lassen. 
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Bei Benutzung dieser zweiten Darstellung yon ~ sagen wir auch, dass wir ~ liings s 

au/geschnitten haben. Die MSglichkeit dieser Darstellung ergibt sich ohne weiteres aus der 

ersten unter Zuhilfenahme der Tatsache, dass sich der Beweis des Fundamentalsatzes der 

Fl~chentopologie auf semilineare Abbildungen iibertr~igt, und des Hilfssatzes: 

I - I i l fssatz  l :  Es sei rein Kreisring mit den Riindern s 1 und s 2. Eine orientierungser- 

haltende s-Abbildung yon si au/ sich kann zu einer s-Abbildung yon r au] sich erweitert werden~ 

die au] s2 die Identitiit ist. 

Bewei s :  Nach w 1 Satz 1 b kann angenommen werden, dass r die oben beschriebene 

Gestalt hat  und dass s~ der innere Rand von r is t .  Eine orientierungserhaltende s-Abbildung 

yon s~ auf sich lasst sich nun zu einer orientierungserhaltenden s-Abbildung der eukli- 

dischen Ebene auf sich erweitern, zuni~chst etwa dadurch, dass man die vom Mittelpunkte 

des Kreisringes ausgehenden Halbstrahlen entsprechend T permutiert  und gleic.hzeitig affin 

so aufeinander abbildet, dass der auf s~ liegende Punkt  eines Halbstrahles in einen solchen 

fibergeht. Da sich aber s~ in ein 2-Simplex einschliessen liisst, das zu s2 fremd ist, gibt es 

nach w 1 Satz 4 eine s-Abbildung der euklidischen Ebene auf sich, die auf si mit  ~ fiberein- 

s t immt  und auf s2 die ]denti t~t  ist, woraus der Hilfssatz folgt. 

Unter  einem ein[achen Weg verstehen wir im folgenden stets einen orientierten, doppel- 

punktfreien, geschlossenen Streckenzug. Wir wollen die kombinatorischen Isotopieklassen 

von einfachen Wegen auf einem Torus ~ untersuchen. 

Unter  einer kombinatorischen De/ormation eines orientierten Streckenzuges k auf einem 

Komplex ~ verstehen wir folgende Operation: Es sei s der Rand eines 2-Simplexes c, 

welches auf ~ liegt und dessen Durchschnitt  mit  k entweder aus einer Seite oder aus 2 

Seiten besteht, s werde so orientiert, dass s und k auf ihrem Durchschnitt  verschiedene 

Orientierungen induzieren. Wird dann k durch k' = k + s ersetzt ~, so sagen wir, es sei k 

fiber r kombinatorisch in k' deformiert. 

Zwei orientierte Streckenzfige k und k' heissen kombinatorisch isotop auf ~, wenn sie 

sieh dutch endlich viele kombinatorische Deformationen auf ~ ineinander fiberffihren 

lassen. Es gilt 

t t i l f s sa tz  2: Der Rand eines Elementar/liichenstiickes e werde dutch zwei Punkte P 

und Q in zwei Wege u und v zerlegt, die beide yon P nach Q orientiert seien. Dann sind u und 

v kombinatorisch isotop au/e, und es k6nnen bei der De]ormation P und Q/estgehalten werden. 

Ein Beweis dieses Hilfssatzes finder sich bei Graeub ([6] S. 33). Wit  beweisen nun: 

S a t z  l :  Au/ einem Torus ~ bilden die ein/achen Wege, die au/ ~ nullhomolog sind, 

1 Bei der Addition ist die Orientierung zu beachten. Der Durchschnitt yon s und k hebt sich weg. 



Knoten und Vollringe. 141 

zwei kombinatorische Isotopieklassen, welche repriisentiert werden durch den Rand eines 

2-Simplexes au] ~ in beiden mSglichen Orientierungen. 

Beweis :  Es sei s ein einfacher Weg auf ~, der auf ~ nullhomolog ist. s berandet dann 

auf ~ ein Elementarfi~ichenstfiek ~. e sei ein vorgegebenes 2-Simplex auf ~. Wir zerlegen 

simplizial so, dass s und der Rand yon e simplizial sind. [ werde so orientiert (durch 

]~oh~rente 0rientierung der 2-Simplexe), dass die Orientierung von s diejenige ist, die von 

au~ s durch die Randbildung induziert wird. Die Orientierung von ~ l~tsst sich zu einer 

Orientierung yon ~ erg~nzen, wodurch auch e orientiert wird. Der Rand von e erhalte 

die von e induzierte Orientierung. 

Falls nun ~ in der gewiihlten simplizialen Zerlegung nieht nur aus einem 2-Simplex 

besteht, so gibt es auf ~ ein solehes, etwa ~', dessert Durchsehnitt mit dem Rande s von 

entweder aus genau ehler Seite oder genau zwei Seiten besteht 1. Das abgeschlossene 

Komplement yon [' beziiglich ~ ist dann ein Elementarfl~tchenstiick, und aus Hilfssatz 

2 folgt, dass sich s au f  ~ kombinatoriseh isotop in den orientierten Rand yon ~' deformierert 

l~sst. Die gleiclm Schlussweise kann auf den Rand von e angewendet werden, falls r in 

der gewithlten Zerlegung von ~ aus mehr als einem 2-Simplex besteht. 

Wir kSnnen also weiterhin annehmen, dass e und ~ 2-Simplexe einer simplizialen Zerle- 

gung von ~ sind und die oben festgelegte Orientierung besitzen. Falls nicht bereits e und 

zusammenfallen, lassen sieh nun ~ und e dutch eine endliche Folge von 2-Simplexen der 

Zerlegung yon ~, etwa ~ = %, el . . . . .  e,  = e, so verbinden, dass ei und ei+l (i = 0, 1 . . . . .  

n - 1) genau eine Kante  gemein haben. Der orientierte Rand yon ei (in induzierter Orientie- 

rung) liisst sieh kombinatorisch in den yon ei+l deformieren, niimlich dureh zwei kombina- 

torische Deiormationen zuni~chst der Rand von e~ fiber e~+1 in den Rand yon e~ + e~+~ 

und danach fiber r in den Rand von e~+~. Damit ergibt sich, dass die Riinder von ~ und e 

in der festgelegten 0rientierung kombinatorisch isotop auf ~ sind. 

Zum vollstiindigen Beweise des Satzes ist nur noch zu zeigen, dass der orientierte Rand 

s e ine s  2-Simplexes e auf ~ nicht zu dem entgegengesetzt orientierten kombinatorisch 

isotop ist. Dies folgt daraus, class s bei kombinatorisch isotoper Deformation stets Rand 

eines Elementarfliichenstiickes bleibt und seine Orientierung als Rand beh~tlt. Da ~ orien- 

tierbar ist, kSnnte s nur dana kombinatoriseh isotop in sein entgegengesetzt Orientiertes 

deformiert werden, were1 ~ dutch s in zwei Elementarfl~chenstiicke zerlegt wiirde, was 

nicht zutrifft. 

H i l i s s a t z  3: Es seien 81 und s 2 zwei einJache Wege a~[ e~nem Torus ~ und s 1 nicht 

nullhomolog au] ~. Dann liisst sich s2 kombinatorisch isotop au[ ~, so de]ormieren, dass sich 

1 GRAEUB [6] S. 15. 
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s 1 u n d s  2 nu t  in so vielen Punkten  tre]]en, wie der Betrag der algebraischen Schnittzahl yon 

s 2 mit  s 1 angibt. 

Beweis:  Dutch kombinatorisch isotope Deformation von s 2 l~tsst sich zun~tchst errei- 

chen, dass der Durchschnitt yon s I u n d  s~ uur aus (endlich vielen) Punkten besteht, in denen 

sl v0n s 2 fiberkreuzt wird. Man erh/ilt dann die algebraische Schnittzahl yon s2 mit s 1, wenn 

man einen solchen Punkt  mit der Vielfachheit + 1 z/~hlt, werm in ihm s 2 vom linken zum 

rechten Ufer yon s 1 iibertritt, mit der Vielfachheit - 1 im entgegengesetzten Falte. Die 

algebraische Schnittzahl ist eine Invariante der Homologieklassen yon s I u n d s  2. 

Sei nun die Anzahl der Schnittpunkte yon sx und s2 grSsser als der Betrag-der alge- 

braischen Schnittzahl. Dann kSnnen nicht alle Schnittpunkte dieselbe algebraische Viel- 

fachheit besitzen, und bei Durchlaufen yon s2 muss es zwei aufeinanderfolgende geben, 

etwa P und Q, in denen s 1 yon s2 in verschiedenen Richtungen fiberkreuzt wird. Das von 

P nach Q ffihrende Stfick von s2 nennen wir v. 

Um den Sachverhalt besser fiberblieken zu kSnnen, benutzen wir die oben angegebene 

Darstellung von ~ durch einen Kreisring r u n d  eine Abbildung ~ mit den Eigenschaften 

1', 2', 3'. Es kann dabei angenommen werden, dass s I Bild der R~nder von r bezfiglieh 

ist, da sl nieht nullhomolog auf ~ ist (Fig. 1 a). v ist dann Bild eines Weges auf r, den 

wir wieder mit v bezeichnen, der auf einem Rande yon r entspringt und auf demselben 

Rande endet und keine weiteren Punkte mit dem Rande yon r gemein hat. Dies ~olgt daraus, 

dass s 1 yon s 2 in P und Q in verschiedenen Richtungen fiberkreuzt wird und auf v kein 

weiterer Schnittpunkt yon s~ und s~ liegt. P und Q schneiden daher aus si einen Bogen u 

aus, der zusammen mit v au~ ~ ein Elementa~fliichenstfick e berandet. 

Falls auf e ausser dem Randbogen v kein weiterer Bogen von s2 liegt, kanu man v 

nach Hilfssatz 2 kombinatorisch isotop fiber e ia u deformieren, wodurch gleichzeitig 

s~ kombinatorisch isotop deformiert wird, und danach liisst sich durch weitere kombina- 

torisch isotope Deformation erreichen, dass s 2 zu u punktfremd wird, wobei die Schnitt- 

punkte P und Q verschwinden, ohne dass neue entstehen (Fig. 1 a, b, e). 

Sollten auf r  von v verschiedene BSgen von s 2 liegen, so schneidet jeder von ihnen 

aus c ein Elementarflachenstfick aus, u n d e s  gibt unter diesen ein solches, das keinen 

Qe 

s , /  . . . .  \ 

b. c. 

Fig. 1. 
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weiteren Bogen von s~ enthglt. Aufdessen auf s~ liegenden Randbogen kann die beschriebene 

Deformation zun/*ehst angewendet werden, wobei ebenfalls zwei Schnittpunkte von s~ und 

s2 versehwinden. 

Das angegebene Yerfahren kann so lange fortgesetzt werden, bis die Anzahl der 

Schnitt-punkte yon sl und sz gleich dem Betrag der algebraischen Schnittzahl ist. 

t i i l f s sa tz  4: Ist re in  Kreisring mit den gleichsinnig orientierten Riindern sl und s 2, 

so ist s= au] r lcombinatorisch isotop zu sl. 

Dieser Hilfssatz ergibt sich ohne weiteres aus Hilfssatz 2, wenn man 1: durch zwei 

Fig. 2. 

Quersdmitte tl und t2 in'zwei Elementarfl/ichenstficke el und e2 zerle~ (Fig. 2): Man 

kann s~ zungehst fiber el und danach fiber e2 kombinatoriseh isotop deformieren, wodurch 

s 2 is s I iibergeht. 

Sa tz  2: Zwei ein/ache Wege sl, s e au] einem Torus ~, die nicht nullhomolog sind, sind 

genau dann kombinatorisch isotop, wenn sie homolog sind. 

Beweis :  Seien s~ und s= einfache Wege auf ~, die zueinander homolog aber nieht 

nullhomolog sind. Naeh Hilfssatz 3 kana angenommen werden, dass sieh 81 und 82 nieht 

treffen, da die algebraisehe Schnittzahl zweier einfaeher Wege derselben Homologieklasse 

null ist. Dann wird 5~ dutch sl und s2 in zwei Kreisringe r~ und r2 zerlegt, wie man unmittel- 

bar erkennt, wenn man ~ lgngs s I zu einem Kreisring aufschneidet, s 1 und s= sind gleich- 

sinnig orientierte Rgnder von r~, da andernfalls s~ und s= nulthomolog wttren. Nach Hilfssatz 

4 lgsst sich s~ durch kombinatorisch isotope Deformation fiber ri in sl iiberffihren. Da die 

Homologie von s~ und s= ftir die kombinatorische Isotopie offenbar notwendig ist, ist der 

Satz bewiesen. 

Der Zusammenhang zwisehen kombinatorischer Isotopie und s-Abbildungen wird 

hergestellt durch 

S a t z  3: Es sei 5s ein im R ~ gelegener Torus, sl, s, seien zwei ein]ache Wege au] 5~, die 

au] T, kombinatorisch isotop sind. Dann existiert eine s-Abbildung des R a au] sich, die 5s 

so au I sich abbilde2, dass s= in s 1 ii~ergeht, und die ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung 

yon 5~ die Identitiit ist. 
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Beweis:  Es kann angenommen werden, dass s 1 aus s 2 durch eine einzige kombinatorische 

Deformation fiber ein 2-Simplex r auf ~ cntsteht. In einer hinreichcnd feinen simplizialen 

Zerlegung von ~ besitzt e cine simpliziale Umgebung auf ~, die ein Elementarflitchenstfick 

ausmacht. Dutch eine s-Abbildung ~ des R 3 auf sich liisst sich erreichen, dass ~ in ein 2- 

Simplex ~' iibergeht. Seien A, B, C die Ecken dieses 2-Simplexes. Es lassen sich nun zwei 

Punktc D und E auf verschiedenen Seiten von ~' und beliebig nahe an [' so wiihlen, dass 

~(~)  mit jeder Verbindungsstrecke von D bezw. E m i t  einem Randpunkt  yon ~' nut  diesen 

Randpunkt gemein hat. Man erh/~lt damit eine Doppelpyramide mit den Ecken A, B, C, 

D, E (Fig. 3), die eine Kugcl ~ berandet, deren Durchschnitt mit ~0(~) nut  aus [' besteht. 

D C 

Fig. 3. 

Das Bild yon e bezfiglich cf ist ein Elementarfli~chenstfick auf ~'. Durch eine s-Abbildung 

y / y o n  ~' auf sich, die auf dem Rande von ~' die Identit~tt ist, kann ~(e) in ein 2-Simplex 

e ' a u f  ~' fibergeffihrt werden (w 1 Satz 1, a, b), und es l~sst sich ~p' zu einer s-Abbildung 

~p" yon ~ auf sich erweitern, welche auf dem Rande yon ~ die Identitiit ist, indem man die 

Projektionsstrahlen von D und E nach den Punkten yon ~' unter gleichzeitiger affiner 

Abbildung entsprechend ~0' permutiert. ~"  wird zu einer s-Abbildung yJ des R 3 auf sich 

erweitert, wenn man festsetzt, dass y) ausserhalb ~ die Identit~t sein soll. 

Das 2-Simplex e', in welches r fibergeffihrt ist, babe die Ecken A', B', C'. Auf ~' liegt 

ein Streckenzug yon s~ =yJq~(s2), der fiber e' zu deformieren ist. Es kann angenommen 

werden, dass ~ so beschaffen ist, dass die Kante A' C' yon e' in die Kanten A' B', B' C' 

zu deformieren ist. Dies kann nun auch durch eine isotope simpliziale Deformation des- 

jenigen Komplexes erreicht werden, der yon dem Rand yon ~' und den auf ~' liegenden 

BSgen yon s~ gebildet wird, indem man ihn simplizial so zerlegt, dass A' und C' ats Ecken 

auftreten und auf A'C' eine einzige weitere Ecke F '  liegt, und danach F '  unter Festhalten 

aller iibrigen Ecken yon s~ nach B' verschiebt. Das Deformationsergebnis litsst sich aber 

auch nach w 1 Satz 7 erhalten dutch eine s-Abbildung der dutch ~' bestimmten Ebene 

auf sich, die auf dem Rande yon ~' die Identitat  ist. Die damit auf [' induzierte Abbildung 
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li~sst sich wie oben zu einer s-Abbildung Z des R 3 auf sich erweitern, welche ausserhalb 

die Identi t~t  ist. Die Abbildung ( p - - l ~ 0 - - 1 ~ ) ( ~  liefert die Behauptung des Satzes. 

Anmerkunq 1: Der Satz gilt nach den ErSrterungen in w 1 auch, wenn ~ in der | 

s tart  im R z liegt. 

Anmerkung 2: Aus Satz 3 folgt insbesondere, dass ein einfacher Weg s2 auf einem Torus 

in einen k~)mbinutoriseh isotopen s~ stets dutch eine s-Abbildung yon ~ auf sieh iiber- 

gefiihr~ werden kann. 

Anmerkung 3: Auf die gleiche Weise ergibt sich: Es sei ~ eine gesehlossene oder 

berandete Fl~che in der | und es seien Sl, s 2 zwei einfaehe Wege auf ~, die auf ~ kombina- 

toriseh isotop sind. Dann gibt es eine s-Abbildung der | auf sich, die s I in s 2 iiberfiihrt 

und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung von ~ die Identi t~t  ist. Wenn sich s t 

auf ~ kombinatoriseh isotop so in Sz deformieren lasst, dass dabei s 1 stets punktf remd zum 

Rande von ~ bleibt, so l~sst sieh die s-A])bilduag der | auf sieh so wiihlen, dass ~ auf 

sich abgebildet wird. 

Unter  einem System von n Parallelkurven auf einem Torus ~ verstehea wit im folgenden 

n einfache Wege auf ~, die sich gegenseitig nieht treffen und zueinander homolog aber 

nicht nullhomolog sind. 

S a t z  4: Au/  einem Torus ~ in der | seien zwei Systeme von n Parallelkurven gegeben, 

die yon den ein/achen Wegen sl, s~ . . . . .  s~ bezw. tl, t2 . . . .  , t n gebildet werden. Die Wege 

beider Systeme m6gen derselben Homologieklasse anqehSren. Dann gibt es eine s-Abbildunq 

der ~ au[ sich, die ~ au] sich abbildet, ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung yon 

die Identitiit ist und das zweite System von Parallelkurven in das erste iiber/iihrt (d.h. t i 

in s~ bei geeigneter Numerierung). 

B e w e i s :  Nach den S~itzen 2 und 3 kann  angeuommen werden, dass bereits t 1 mit  s 1 

zusammen~itllt. Dutch Aufschneiden l~ings Sl entsteht aus % ein Kreisring r, der dutch s2, 

s z . . . . .  s,~ in n Kreisringe rl, r2 . . . .  , r n zerlegt wird. Die Numerierung sei nun so vorge- 

nommen, dass ri(i  = 1, 2 . . . .  , n) yon s i und S~+l (i + 1 rood. n )be rande t  wird. Ebenso 
! r t P 

wird ~ dutch t~, Q , . . . ,  t~ in n Kreisringe ~1, ~2, �9 �9 �9 , ~n zerlegt, wobei ~t yon t i und ti+ 1 

berandet  werde. 

Es kann t 2 auf r kombinatoriseh isotop so deformiert werden, dass s, von t, nicht mehr  

getroffen wird. :Dies ist auf die gleiehe Weise auszufiihren wie im Beweise yon Hilfssatz 3. 

Es bleibt niimlieh bei den dort angegebenen Deformationea t~ stets punktfremd zu t~ = sl, 

da t 2 und s, zu tl = sl disjunkt sind und ein von BSgen auf t 2 und s~ berandetes Elementar-  

flitchenstiick nicht Sl enthalten kann, da sonst s I nullhomolog w ~ e  gegen die Vorausset- 

zung, 

Nachdem sieh t2 und s 2 nicht mehr treffen, wird ~ yon tz und sz in zwei Kreisringe 
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zerlegt, von denen einer t 1 = 81 nicht enth~tlt. Uber diesen kann t2 in s 2 kombinatorisch 

isotop deformiert werden nach Hilfssatz 4. 

Da die kombinatorischen Deformationen von t2 in s 2 stets fiber Elementarfl~tchenstiicke 

erfolgen, die t 1 = Sl nicht treffen, ergibt sich aus der Schlussweise des Beweises yon Satz 3 

und der Anmerkung 1 zu Satz 3, dass t~ in s 2 fibergeffihrt werden kann dutch eine s-Ab- 

bildung der | auf sich, die ~ auf sich abbildet und die auf s 1 und ausserhalb einer beliebig 

kleinen Umgebung von ~ die Identit~tt ist. 

Nunmehr liegen s3 . . . . .  s .  und t3 . . . . .  t~ auf einem von t 2 = s 2 und t 1 = s 1 auf ~ beran- 

deten Kreisring. Mit entsprechender Schlussweise wie f i i r t  2 zeigt man, dass t3 in s 3 so 

iibergefiihrt werden kann, dass s 1 und s 2 ungeiindert bleiben. Aus der Art der Numerierung 

von Sl, s2 . . . .  , s n und tl, t2 . . . .  , t~ ergibt sich, dass dieses Verfahren fortgesetzt werden 

kann, bis tn in s~ fibergeffihrt ist. 

A n m e r k u n g :  Die Abbildung kann offenbar so gew~thlt werden, dass ein vorgegebener 

der Wege t l ,  t 2 . . . .  , t~ in einen vorgegebenen der Wege s l ,  s 2 . . . .  , s n fibergeht: Die Numerie- 

rung kann so vorgenommen werden, dass t I u n d  s 1 diese vorgegebenen Wege sind. 

w 3. Vollrlnge. 

Im R 4 liege ein 2-Simplex r und in einer zu r orthogonalen Ebene der Rand s eines 

2-Simplexes. Das topologische Produkt  yon r und s bildet dann einen (euklidischen) 

Komplex. Wit kSnnten einen Vollring durch die Eigenschaft definieren, semilineares Bild 

dieses Komplexes zu sein. Es ist ffir unser.e Zwecke jedoch vorteilhaft, eine andere, gleich- 

wertige Definition zu Grunde zu legen. Die Gleichwertigkeit wird sich ohne weiteres aus 

der Anmerkung zu tIilfssatz 1 ergeben. 

Es sei ~ ein gerades Prisma im R 3, dessen Bodenfl~iche r und Dachfi~tche r reguliire 

n-seitige Polygone sind. Ein Komplex !~ heisst V o l l r i n g ,  wenn es eine Abbildung a yon 

auf ~ gibt mit den Eigenschaften: 

1) Die Simplexe einer geeigneten simplizialen Zerlegung yon ~ werden durch a affin 

abgebildet. 

2) Identifiziert man fibereinanderliegende Punkte  yon el und r so induziert a eine 

topologische Abbildung. 

Die spezielle Wahl des Prismas ~ ist dabei unwesentlich. Ist  ~ '  ein zweites solches 

Prisma, dessen t~odenfl~che r und Dachfl~iche r etwa m-seitige regulate Polygone sind, 

so gibt es offenbar eine s-Abbildung Z yon ~ '  auf ~ ,  die e~ in r und fibereinanderliegende 

Punkte  von e~ und e~ in solche yon el und e2 fiberffihrt. Besitzt dann die Abbfldung 

yon ~ auf !~ die Eigenschaften 1) 2), so hat die Abbfldung a ' =  a X von ~ '  auf !8 die ent- 

sprechenden Eigenschaften und umgekehrt. 
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Wit werden noch von einer anderen DarstellungsmSglichkeit eines Vollringes Gebrauch 

zu machen haben, n~mlich dutch eine Abbildung ~ von ~ auf !~ mit den Eigenschaften 

1') Die Simplexe einer geeigneten simplizialen Zerlegung von ~ werden durch 

affin abgebildet. 

2') Identifiziert man jeden Punkt P von el mit demjenigen yon e2, der aus P durch 

2 ~  
Translation li~ngs der Achse von ~ und gleichzeitige Drehung um - -  (7, (~ ganz) entsteht, 

7 
so induziert ~ eine topologische Abbildung. 

Die MSgliehkeit dieser Darstellung yon !~ ergibt sich folgendermassen: Nach w 1 Satz 

1 a und w 2 Hilfssatz 1 gibt es eine s-Abbildung des Randes von ~ auf sich, welche el 

2z5 
punktweise festliisst uud e2 um - -  dreht, und nachw 1 Satz 8 kann diese Abbildung zu 

7 
einer s-Abbildung ;~ yon ~ auf sich erweitert werden. Besitzt dann die Abbildung a v o n  

auf ~ die Eigenschaften 1) 2), so ist v = aZ -1 eine Abbildung von ~ auf !~ mit den Eigen- 

schaften 1') 2') und umgekehrt. 

Das semilineare Bild eines Vollringes ist wieder ein Vollring. Ist ~ eine semilineare 

Abbildung des Vollringes ~ auf ~ und sind a, v Abbildungen yon ?~ auf ~ mit den Eigen- 

schaften 1) 2) bezw. 1') 2'), so sind ~a uncl ?~ Abbildungen yon ~ auf ~ mit den entspre- 

chenden Eigensehaften. 

Sind umgekehrt ~ und ~ zwei Vollringe, so existiert eine s-Abbildung von !~ auf ~ ,  

wie man durch Vermittlung yon ~ erkennt, wenn man beide Vollringe mit Hilfe desselben 

Prismas ?~ darstellt. 

Ist !~ tin Vollring im R 3 (offenbar existieren solche), so bewirkt eine s-Abbildung des 

R a auf sieh, welche den Rand ~ yon ~ in sieh iiberfiihrt, eine s-Abbfldung von !~ auf sich. 

Dies beruht darauf, dass der R 3 von ~ zerlegt wird und !~ das Innere von ~ ausmaeht. 

Sei wieder a eine Abbildung des Prismas ~ auf den Vollring !~ mit den Eigenschaften 

1) 2). Der Rand yon !~ (d.i. das Bild des Mantels von ~) ist tin Torus ~. Durch a wird der 

Rand der Bodenfl~tche r von ~ auf einen einfachen Weg auf ~ abgebildet. Dieser Weg 

bestimmt in seinen beiden mSglichen Orientierungen zwei Homologieklassen auf ~, die 

auf ~ night nullhomolog, wohl aber nullhomolog auf !~ sind. Die einfachen Wege dieser 

beiden Homologieklassen nennen wit Meridiane yon ~. Die Meridiane yon ~ sind die ein- 

zigen einfachen Wege auf ~, die nullhomolog auf !~, n ich~ber  auf ~ sind. 

Beweis : Sei c ein einfaeher Weg auf ~. Das orlentierte Bild t einer (geraden und zu 

el senkrechten) Mantellinie von ~ beziiglieh a ist Erzeugende der 1-dimensionalen Homolo- 

giegruppe yon ~, wie aus Eigenschaft 2) von a folgt, m sei das orientierte.Bfld des Randes 
10-- 533806. Acta mathematica. 90. Imprim6 le 23 novembre 1953. 
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yon el beziiglieh a. Nun bflden m u n d  t eine 1-dimensionale Homologiebasis yon ~. Also 

gilt auf ~7 eine Homologie 

c~ tim + ~t (~, fl ganz). 

Ist nun c ~ 0 auf !~, so muss cr = 0 sein. Das besagt abet, dass die algebraische Schnittzahl 

yon c m i t  m gleich null ist. Nach w 2 Hilfssatz 3 kann daher angenommen warden, dass 

m yon cn ich t  getroffen wird. Ist nun e + 0 auf ~, so muss wegen der Doppelpunktfreiheit 

yon c gelten fi = +_ 1, wie man erkennt, wenn man ~ l~ngs m zu einem Kreisring auf- 

schneidet. 

3eder Meridian yon !~ ist Rand eines Elementarfl~tchenstiickes, das au( ~ liegt und 

mit ~ nur seinen Rand gemein hat. Fiir das Bild des Randes yon el ist dies unmittelbar 

zu sehen (niimlich durch das Bild yon el). Fiir einen beliebigen Meridian folgt dies aus 

w 2 Satz 2 und 3, da ~ stets als semilineares Bild eines Vollringes im R a aufgef~sst werden 

kann. Wit bezeichnen ein solches ElemerttarfI~ehenstiick als Meridian/ldche von ~.  

I-Iilfssatz l :  Es seien ~1, ~2 zwei Kugeln in der G a, deren Durchschnitt aus zwei 

disjunkten Elementar]liichenstiicken e, ~ besteht. Dann ist die Vereinigungsmenge ~1 (J ~2 ein 

Vollring ~,  undes  sind r und ~ Meridianfliichen yon ~ .  

Beweis :  Seien | der  Rand von ~1, ~ der Rand yon ~2. Zuni~chst steUt man lest, 

dass r und ~ sowohl auf ~ wie auf @~ liegen, da andernfalls ~1 und ~ ein 3-Simplex gemein 

haben miissten. 

Sei nun ~1 ein gerades Prisma im R a, dessen Bodenflitche r und Dachfl~tche [' regutitre 

Dreiecke sind. ~2 sei ein zweites solches Prisma, das ~' zur Bodenfl~tche und die Dachfl~iche 

r hat. 

Nun litsst sich zun~tchst g'l auf ~ durch eine s-Abbildung al so abbiIden, dass e in 

r und [ in ~' iibergeht. Dies kann beispielsweise so geschehen, dass man zun~chst r semili- 

near auf r abbildet, danach den Kreisring r, der das abgeschlossene Komplement von 

e U ~ beziiglieh | ausmacht, auf den Mantel von ~1 und zwar so, dass diese s-Abbildung 

yon r auf dem Rande yon e m i t  der Abbildung von r auf {~1 iibereinstimmt (w 1 Satz 1 a, b), 

und schliesslich ~ auf ~' semilinear so abbildet, dass diese Abbildung auf dem Rande yon 

mit derjenigen iibereinstimmt, die v o n d e r  Abbildung yon r induziert wird: Damit erhiilt 

man eine s-Abbildung yon | auf den Rand yon ~1, die sieh n ach w  1 Satz 8 zu einer s- 

Abbildung yon ~1 auf ~1 erweitern liisst. Auf diese Weise siekt man aueh, dass eine s-Abbil- 

dung as' yon ~ auf ~z existiert, die auI [ mit o* 1 iibereinstimmt and e in e, iiberfiihrt. 

Bezeichne co die s-Abbildung von ex auf e2, die man erhalt, wenn ma~  e~ parallel zu sich 
t 1 nach e2 verschiebt. Da~n ist ~ = wa~a2- eine orientierungserhaltende s,Abbiidung von 

e~ auf sick Dies. folgt daraus, dass bei kohiiren~er Orientiertmg der 3-Simplexe einer simpli- 
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zialen Zerlegung der | in der ~1, 5,, e und ~ simplizial sind, auf e und ~ dutch 51 und 

5~ entgegengesetzte 0rientierun~en induziert werden, da andernfalls ~1 und ~2 ein 3-Simplex 

gemein haben miissten. Nach w 2 Hilfssatz 1 und w 1 Satz 8 existiert eine s-Abbildung Z 

yon ~2 auf sich, die auf e~ mit y~ iibereinstimmt und au[ ~' die Identit~t ist. Sei as = Za2. 

Nun ergeben ~1-1 und ~2-1 eine Abbildung a des Prismas ~ = ~1 U ~2 auf ~ = 51 U ~2 

mit den Eigenschaften 1) 2). ~ ist also ein Vollring, und e und ~ sind offenbar Meridian- 

~l/ichen yon ~. 

Anmerkung: Ffir die Giiltigkeit des Hilfssatzes ist die Einbettung yon ~1, ~2 in die 

@3 unwesentlich, wenn gefordert wird, dass sich 5~ und 52 so orientieren lassen, dass auf 

e und [ von ~1, 52 entgegengesetzte 0rientierungen induziert werden. 

Hilfssatz 2: Es sei ~ ein Torus in de~ ~3, e ein Elementar[liichenstiick, dessen Rand 

s au] ~ liegt und das sonst keinen Punkt mit ~ gemein hat. Ferner sei s nicht nullhomolog au] 

~. Dann berandet ~ in der | einen VoUring ~, ]iir welchen e Meridianfliiehe ist. 

Beweis: Sei tein einfacher Weg auf ~, der zu s homolog ist und s nicht trifft. Durch 

s und t wird ~ in zwei Kreisringe r~ und r~ zerlegt, da s nicht nullhomolog ist. r~ bildet 

zus'ammen mit e ein von t berandetes Elementarfl/ichenstfick g. Es kann angenommen 

werden, dass ~ ein 2-Simplex ist und dass ~ und e im Inneren eines 3-Simplexes der | 

liegen, da sich dies dutch eine s-Abbildung der | auf sich erreichen l~sst. Von ~ lassen 

sich ,,obere" und ,,untere" Seiten so unterseheiden, dass der Kreisring r2in s an der unteren 

Fig. 4 (Sehnitt). 

Seite yon g anstSsst (Fig. 4). Projiziert man t von einem Punkte Q aus, der hinreichend 

wenig ,,fiber der oberen Seite yon g" liegt, so erh~lt man als Projektionskegel ein Elemen- 

tarfIgchenstiick ~, das r2, und damit ~, nur in seinem Rande t trifft. Nun bilden e, rl und 

zusammen eine 2-Sph/~re ~ ,  welche die ~ in zwei Kugeln zerlegt (w 1 Satz 9). Eine dieser 

beiden Kugeln, sie heisse 51, enth/~lt keinen Punkt von r, im Inneren, da r2 mit | nur 

die R~nder s und t gemein hat. Von e, rz und ~ wird eine 2-Sph/i~e ~ gebildet, welche eine 

Kugel 5 ,  berandef~, die im Inneren keinen Punkt yon ~1 enth~lt, da ~ und ~ sieh nicht 
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durchsetzen sondern nut  in e und ~ beriihren. Damit sind die Voraussetzungen yon Hilfssatz 

1 erfiillt, u n d e s  folgt die Behauptung, da !~ = ffl O ~z von rl tJ r2, also yon ~:, berandet 

wird. 

Anmerkung: Aus dem Beweis ~olgt noch: Wird der VoUring ~ als Bild des Prismas 

beziiglich einer Abbildung a mit den Eigenschaften 1) 2) dargestellt, so kann yon a noch 

gefordert werden, dass das Bild yon Boden- und Dachfl~tche des Prismas eine vorgegebene 

Meridianfl~tche e yon !~ ausmacht. (Die Einbettung yon !~ in die ~a ist dabei unwesentlich, 

da jeder Vollring als semilineares Bild eines Vollringes in der | aufgefasst werden kann). 

Fiir die Darstellung yon !~ durch ~ und die Abbildung a sagen wir dann auch, dass wir 

l~ings e au/geschnitten haben.  

Hi l f ssa tz  3: Es sei ~ ein Vollring in der ~a, e und ~ seien zwei di'sjunkte Meridian- 

/l~chen yon ~, ebenso e' und ~'. Dann gibt es eine s-Abbildung der | au] sich, die r au] r 

~' auf ~ und ~ au/ sich abbildet und die ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung yon 

die Identitiit ist. 

B e w e i s :  Wegen w 2 Satz 4 kann man annehmen, dass e und e' den gemeinsamen Rand 

ml, ~ und ~' den gemeinsamen Rand m2 besitzen, m i und m2 zerlegen den Rand ~ yon 

in zwei Kreisringe rl und rz. 

!~ wird dutch e und ~ in zwei Kugeln ~1, ~z zerlegt, die yon e, rl, ~ bezw. [, rs, e berandet 

werden, e' und ~' zerlegen !8 in zwei Kugeln ~ und ~ ,  die yon e', rl, ~' bezw. ~', ~2, e' 

berandet werden. Nun 1/isst sich e' semilinear so auf e abbilden, dass der Rand m lpunktweise 

Iestbleibt (w 1 Satz I a). Entsprechend karm ~' semilinear auf ~ abgebildet werden. Nimmt 

man die identische Abbildung fiir rl und ~ hinzu, so erh/flt man auf diese Weise eine s- 

Abbildung des Randes yon ~ auf den Rand yon R1 und eine s-Abbildung des Randes yon 

~Q~ auf den Rand yon Rs. Diese Abbildungen kSnnen zu s-Abbildungen yon ff~ auf R1 

bezw. R~ auf ff~ erweitert werden, wodurch man eine s-Abbildung yon !8 auf sich erh/ilt, 

die auf ~ die Identit~tt ist und daher zu einer s-Abbildung der | auf sich erweitert werden 

kann, die ausserhalb !8 die Identit/it ist. 

Hi l f s sa tz  4: Der Torus ~ sei der Rand des VoUringes ~.  Eine s-Abbildung 9~ yon 

~. au] sich, die Meridiane yon ~ in Meridiane iiber]iihrt, Idsst sich zu einer s-Abbildung yon 

au] sieh erweltern. 

B e w e i s :  Es seien el undes  zwei disjunkte Meridianfl~chen I yon ~ mit  den Riindern 

m 1 bezw. ms. Dureh m I u n d  m s wird ~ in zwei Kreisringe rl, Ks zerlegt, und durch el und 

e~ wird !8 in zwei Kugeln ~1, ~s zerlegt, die von el, rl, es bezw. es, rs, el berandet werden. 

I Dass  zwei solche Meridianfl~chen existieren, e rkennt  m a n  ohne weiteres,  wenn m a n  ~ durch  ein 
Pr i sma  darstellt .  
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Nach Voraussetzung sind ml =V (ml) und n~ =~  (m2) Meridiane von !~, welche ~ in zwei 

Kreisringe ~ = (p(rl) und r~ = ~(r~) zerlegen. 
! v t p 

Es seien nun el und e4 zwei disjunkte Meridianfli~chen von !8, die ml bezw. ms zum 

Rande haben. Dass zwei solche Meridianfl~tehen existieren, ergibt sich vermSge el und % 

aus w 2 Satz 4, da !8 ohne Einsehritnkung der Allgemeinheit als Vollring in der | angenom- 
v r v V ! I men werden kann. Durch r und ee wird !~ in zwei Kugeln ~1, R~ zerlegt, die von el, rl, e2 

] v P 

bezw. e2, r~, ex berandet werden. Die durch ~ gegebenen s-Abbildungen yon m I bezw. m 2 

auf m~ bezw. m~ kSnnen nach w 1 Satz 1 a zu s-Abbildungen yon el bezw. e, auf e~ bezw. 

e~ erweitert werden, die wir ebenfalls mit ~ bezeichnen. Dann sind durch ~0 fiir ~1 bezw. 

~2 s-Abbildungen des Randes auf den Rand yon R'I bezw. ~ definiert, die nach w 1 Satz 

8 zu s-Abbildungen yon ~1 bezw. ~ auf ~'1 bezw. ~ erweitert werden k5nnen. Damit 

ergibt sich die Behauptung. 

w 4. Ein Satz von Alexander. 

Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis des Satzes yon Alexander [2], dass in der 

3-Sphere 6 3 jeder (simpliziale) Torus mindestens einen Vollring beran~let. 

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass es fiir die Giiltigkeit des Satzes wesent- 

lieh ist, dass der Toms eine Zerlegung in euklidisehe Simplexe besitzt. 

Wit werden den Alexandersehen Beweis unter Anlehnung an Graeub [6] ausfiihren. 

Der Beweis l~tuft darauf hinaus, dass eine Meridianfli~che des Vollringes aufgesucht wird, 

worauf w 3 Hilfssatz 2 angewendet werden kann. Dabei machen wir Gebraueh von den 

ErSrterungen in w 1. Wir kSnnen annehmen, dass der Toms im Inneren eines 3-Simplexes 

~3 der 6 3 liegt, und kSnnen dann ~3 auch als 3-Simplex im R 3 auffassen und s-Abbildungen 

des R a auf sich benutzen. 

Es sei ~ eine geschlossene Fliiche im R 3. Wit nennen mit Graeub [6] eine Schar paral- 

leler Ebenen (E) des R a zuliissig in bezug au[ einen Punkt P yon ~, wenn der Durchschnitt 

der durch P gehenden Scharebene E m i t  dem Aussenrand s eines Simplexsternes, der 

den Mittelpunkt P besitzt und eine Umgebung yon P beziiglich ~ ausmacht, nur aus 

endlich vielen Punkten besteht, in welchen E yon s durchsetzt wird. Die Anzahl 2 k dieser 

Schnittpunkte ist stets gerade, und es heisst k - 1 die Ordnung von P beziiglich der Schar 

(E). Die Schar paralleler Ebenen (E) des R 3 heisst zuldssig in bezu~ au/~, wenn sie zuli~ssig in 

bezug auf jeden Punkt von ~ ist. Man erhalt eine in bezug auf ~ zul~issige Ebenensehar 

beispielsweise dadurch, dass man ~ simplizial zerlegt und die Schar (E) so bestimmt, dass 

ihre Ebenen zu keiner der Geraden parallel sind, die durch 2 Ecken der Zerlegung gehen. 

Da eine simpliziale Zerlegung von ~ stets nut endlich viele Ecken aufweist, lasst sich eine 

solche Sehar stets finden. 
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Wit zitieren yon Graeub [6]: 

I-Iilfssatz t :  Ist eine Schar paralleler Ebenen (E) im R 3 zuliissig in bezug au/ die 

geschlossene Fldche ~ und bilden die Ebenen einer zweiten Schar (F) mit denen yon (E) einen 

geniigend kleinen Winkel, so ist (F) eben[alls zuldssig in bezug au] ~, und die Ordnung jedes 

Punktes P yon ~ ist in bezug au[ (F) dieselbe wie in bezug au/ (E) ([6] S. 21). 

I-Iilfssatz 2: Es sei die Schar paralleler Ebenen (E) des R ~ zuldssig in bezug au] die 

geschlossene Fldiche ~. Eine s-Abbildung qJ des R 3 au] sich, die jede Ebene yon (E) au] sich 

abbildet, ]iihrt ~ in eine Flgche ~' iiber, ]iir welche (E) eben]alls zul~issig ist, und Punkte 

yon ~ und ~', die sieh beziiglich q~ entsprechen, haben dieselbe Ordnung in bezug au] (E) 

([6] s. 21). 
Ferner gilt: Ist (E) zul/issig in bezug auf ~, so sind die Punkte yon ~, deren 0rdnung in 

bezug auf (E) nicht null ist (also - 1 oder grSsser als null), Eeken jeder simplizialen Zerle- 

gung yon ~. Wegen Hilfssatz 1 kann stets angenommen werden, dass ]ede Scharebene 

hSchstens einen solchen Punkt  enth~lt. Wir wollendiejenigenPunktevon~, deren 0rdnung 

beziiglich (E) positiv ist, als Ausnahmeecken yon ~ beziiglich (E) bezeiehnen. Wit stellen 

zuniichst fest: 

Sa tz  1 : Ist die Schar paralleler Ebenen (E) des R a zul~issig in bezug au] die geschlossene 

Flgche ~ und besitzt ~ keine Ausnahmeecke beziiglich (E), so ist ~ eine 2-Sphdire. 

Beweis:  Wir betrachten eine simpliziale Zerlegung yon ~ und diejenigen Ebenen von 

(E), die durch die Ecken dieser Zerlegung gehen. Dies sind endlieh viele, etwa El, E ~ , . . .  

Ek, wobei die Numerierung im Sinne wachsender ,,HShe" beziiglich einer zu (E) orthogona- 

len Achse erfolge. 

Der Durchsehnitt von E1 mit ~ besteht aus einem isolierten Punkt  P1, da andernfalls 

noch eine tiefere Ecke von ~ auftreten miisste, was der Numerierung der Ebenen E i 

widerspricht. Verschiebt man E 1 parallel nach E2, so erhi~lt man dort eine Schnittlinie s2 

von E~ mit dem Simplexstern, der von denjenigen Simplexen der Zerlegung von ~ gebildet 

wird, die P~ zur Eeke haben. E~ wird in s2 von ~ durchsetzt, da jeder Punkt  von s 2 die 0rdnung 

null in bezug auf (E) hat. Verschiebt man E 2 parallel naeh E.~, so erh~lt man in E~ eine 

Schnittlinie s3 von Ea mit ~, die zusammen mit s2 auf ~ einen Kreisring berandet, da 

zwischen E 2 und E 3 keine Ecke yon ~ liegt, s 3 kann keine weitere etwaige Schnittlinie 

yon ~ und Ea treffen, da sonst eine Ausnahmeeeke auf s 3 litge, und es wird E 3 yon ~ 1/ings 

s 3 durehsetzt, da (E) zul~tssig in bezug auf ~ ist. Wie yon s2 auf s3 kann man jetzt weiter- 

sehliessen, bis man sehliesslieh zu einer Schnittlinie s~ von E~ mit ~ gelangt, welche bei 

Parallelverschiebung von Er nach E~+I in einen einzigen Ptmkt P~+I yon E~+~ zusammen- 

schrumpft. Dies muss sp~testens fiir Ek-1 eintreten, da fiber Ek_~ nut  noch eiae einzige 
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Ecke der Zerlegung von ~ liegt (n~imlich in E~), und ist t a t s~hl ich  erst dana der Fall. 

Man bemerkt n~tmlich jetzt, dass durch s2, s3 . . . . .  Sr aus ~ zwei Elementarfl/~chenstiicke 

(auf denen P1 bezw. Pr+l liegen) und r - 2 Kreisringe ausgesehnitten werden, die sich bereits 

zu einer gesehlossenen F1/tche zusammensetzen, also ganz ~ ausmaehen mfissen. Die 

Eulersche Charakteristik ergibt sich nun als - 2 ,  d.h. ~ ist eine 2-Sph/ire. 

Wir wenden uns nun dem Beweis des Alexandersehen Satzes zu. Dabei nehmen wir 

an, dass der Torus im Inneren eines 3-Simplexes der ~s  liegt. Ffir spatere Anwendungen 

verseh~rfen wit die zu beweisende Aussage in folgender Form: 

Sa t z  2" Sei ~3 der Rand eines 4-Simplexes im R 4, der mit einer Hyperebene R ~ des R ~ 

ein 3-Simplex ~a gemein babe. ~ sei ein Torus in ~3, (E) eine Schar 19aralleler Ebenen in R 3, 

die zuldissig in bezug au~ ~ ist und bei welcher jede Scharebene ~ in hSchstens einem Punkte 

tri][t, dessen Ordnung bez@lich (E) ungleich null ist. Dann 9ibt es eine Scharebene dutch eine 

Ausnahmeecke yon ~, die ~ in einem Meridian eines yon ~. in ~3 berandeten Vollringes 

schneider. 

Beweis :  Nach Satz 1 besitzt ~ Ausnahmeecken bezfiglich (E). Sei P eine solche, k - 1 > 0 

die Ordnung von P und E die Scharebene durch P. Da ausser P alle Punkte des Durchschnit- 

tes von ~ und E die Ordnung null haben, muss dieser Durchsehnitt  aus k doppelpunktfreien, 

gesehlossenen Schnittlinien bestehen, die nur den Punkt  P gemein haben, und mSglicher- 

weise noch endlich vielen, etwa r, gesehlossenen, doppelpunktfreien Schnittlinien, die sich 

untereinander und die k ersten nicht treffen. Jede dieser k + r Schnittlinien berandet 

auf E ein Elementarfl/~chenstfick, und es gibt unter ihnen eine ,,innerste" s, d.h. eine solche, 

die auf E ein Elementarfl/~chenstfick e berandet, das keine weitere Schnittlinie enth~lt. 

Es sind nun zwei F/ille denkbar: 

Fall 1: s ist nullhomolog auf ~, d.h. 3; wird dutch s zerlegt. 

Fall 2: s ist nicht nullhomolog auf ~, zerlegt also ~ nicht. 

Wenn wir auf Fall 2 gelangen, so folgt die Behauptung des Satzes unmittelbar aus w 3 

Hilfssatz 2, wenn ~3 als 3-Simplex der ~3 aufgefasst wird. Es muss also nur noeh der Fall 

1 diskutiert werden. 

Sei s nullhomolog auf 3;. Auf E berandet s das Elementarfliichenstiick e, das offenbar 

in ~3 liegt. Durch eine orientierungserhaltende s-Abbildung ~o yon E auf sich fiihren 

w i r e  in ein 2-Simplex e' fiber. ~o 0 soil so gewiihlt werden, dass P Fixpunkt  ist und, falls P auf 

s.liegt, ausserdem Ecke yon e' ist. 1 ~o wird zu einer s-Abbildung ~ yon R a auf sich erweitert, 

die jede Ebene yon (E) in sich fiberfiihrt und die zu E senkrechten Geraden permutiert.  

geht durch ~p in einen Torus ~ '  iiber. Dutch eine Ahnliehkeitsabbildung Z des R s a u f  

1 Eine solche s-Abbildung existiert nach GRAEUB [6], S. 7. 
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sich liisst sich noch erreichen, dass 3;' und r in ~a liegen. Nach w 1 Satz 4 existiert eine 

s-Abbildung ~ des R a auf sich, die ausserhalb ~a die Identit~t ist und auf 3; und r mit X~ 

iibereinstimmt, und es induziert ~0 eine s-Abbildung der ~a auf sich. 

Wegen Hilfssatz 2 hat  jeder Punkt  Q von 3; in bezug auf (E) dieselbe Ordnung wie 

sein Bildpunkt q(Q) auf 3;'. Dariiber hinaus bemerken wir: Die Sehnittlinien von 3; mit 

einer Scharebene entsprechen umkehrbar eindeutig solehen yon 3;' mit einer Scharebene. 

Ist  die Schnittlinie t' von 3;' mit einer Scharebene Meridian eines von 3;' in der ~s  berandeten 

Vollringes, so ist die ihr entsprechende Schnittlinie t auf 3; Meridian eines yon 3; in der 

| berandeten Vollringes. 

Wit betrachten nun 3;' und e'. Da ~(s) nullhomolog auf 3;' ist, wird 3;' durch ~(s) in 

eine gelochte Ringfliiche g' und ein Elementarflachenstiick [' zerlegt. [' bildet zusammen 

mit r eine 2-Sphiire, welche die | in 2 Kugeln zerlegt. Eine dieser beiden Kugeln, sie 

heisse ~; enthiilt keinen Punkt  von g' im Inneren, da ~' und e' von g' nur in ~0(s) getroffen 

werden (r sollte keine weitere Schnittlinie von 3; und E enthalten). Nach w 1 Satz !1 li~sst 

sich nun durch eine s-Abbildung der ~a auf sieh erreichen, dass 3;' in den yon r und g' 

gebildeten Torus 3;" iibergefiihrt wird, wobei g' punktweise festbleibt. 3;" liegt wieder 

in ~s. 

Die Ebenensehar (E) ist jetzt nieht mehr zulgssig in bezug auf 3;". Da e' konvex 

ist, kann man,aber  dadureh, dass man die Seharebene E um einen hinreiehend kleinen 

Winkel dreht und zwar urn eine in E liegende Aehse dureh P, die e' h6ehstens in P trifft, 

eine Sehar (E) erhalten, in bezug auf welehe die yon P versehiedenen Punkte yon e' die 

Ordnung null, die yon P versehiedenen Punkte yon g' dieselbe Ordnung wie in bezug auf 

(E) haben und bei weleher 3;" v o n d e r  dureh P gehenden Seharebene E nut  noeh in 

k + r - 1 Sehnittlinien getroffen wird. 1 

Start die Ebenensehar zu ~ndern, drehen wir 5g" um die bezeiehnete Aehse und zwar 

so wenig, dass 3;" noeh im Inneren von ~s verbleibt. Eine Sehnittlinie yon 3;" mit einer 

Seharebene EQ dutch die Ausnahmeeeke Q geht dabei in eine auf 3;" homologe iiber. Die 

Drehung von 3;" kann naeh w 1 Satz 4 dureh eine s-Abbildung der ~a auf sieh bewirkt werden, 

die ausserhalb ~s die Identit~t ist. 

Das Verfahren l~sst sieh nun auf eine neue innerste Sehnittlinie yon 3;" mit der dutch 

P gehenden Seharebene anwenden, wenn fiir diese wieder Fall 1 eintritt, und entspreehend 

ist fortzufahren. Wenn nie Fall 2 eintritt, ist P naeh hSehstens k + r - 1 Sehritten nieht 

mehr Ausnahmeeeke, da dann nur noeh eine Sehnittlinie vorhanden ist. Es kann dann 

das Yerfahren flit eine andere Ausnahmeeeke wiederholt werden, bis sehliesslieh einmal 

der Fall 2 eintritt. Tats~ehlieh muss dies gesehehen, da sonst 3; in eine F1/~ehe iibergefiihrt 

1 Vgl. hierzu GRAEUB [6] S. 23, 24. 
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werden kSnnte, die beziiglieh einer zuliissigen Ebenenschar keine Ausnahmeecke besitzt, 

was nach Satz 1 unmSglicl~ ist. Wenn Fall 2 eintritt, erhiilt man auf dem aus ~ entstandenen 

Torus fiir einen yon diesem Torus in der 6 a berandeten Vollring einen Meridian, der in 

einer Scharebene dutch eine Ausnahmeecke dieses Torus liegt. Wie sich aus dem Vorange- 

henden ergibt, entspricht diesem Meridian auf ~ ein solcher mit entsprechenden Eigen- 

schaften. 

w 5. Knoten. 

Unter  einer Knotenlinie in der 6 a verstehen wir einen einfachen Weg, also einen 

orientierten, doppelpunktfreien, geschlossenen Streckenzug. Zwei Knotenlinien heissen 

dquivalent, wenn es eine (orientierungserhaltende) s-Abbildung der 6 a auf sich gibt, welche 

die eine in die andere iiberfiihrt. Wie Graeub [6] gezeigt hat,  sind zwei Knotenlinien genau 

dann/iquivalent,  wenn sie kombinatorisch isotop sind. Eine Aquivalenzklasse yon Knoten- 

linien heisst Knoten. Der Knoten, der yon dem Rand eines orientierten 2-Simplexes repr/i- 

sentiert wird 1, heisst Kreis. Eine Knotenlinie repr~sentiert genau dann den Kreis, 

wenn es ein Elementarfl~tchenstiick 2 gibt, dessen Rand sie ist [9]. Eine solche Knotenlinie 

nennen wir Kreislinie oder sagen auch, dass sie unverknotet  sei. Die Iolgenden Zitate ent- 

nehmen wit [9]: 

Es sei ~ eine Kugel in der 6 3. Unter einer Sehne u von ~ verstehen wir einen doppel- 

punktfreien, orientierten Streckenzug, der von einem Punkte  P des Randes von ~ durch 

das Inhere von ~ zu einem von P versehiedenen Punkte Q des Randes von ~ fiihrt, ohne den 

Rand von ~ sonst zu treffen. Zieht man auf dem Rande von ~ einen doppelpunktfreien 

Weg w von Q nach P, so bilden u und w zusammen eine Knotenlinie. Wit sagen, dass 

die Sehne u in ~ den durch diese Knotenlinie dargestellten Knoten erzeugt. Dieser Knoten 

ist unabhangig yon der Wahl von w. Zu jedem Knoten existiert eine Kugel ~ mit Sehne u, 

sodass u in ~ diesen Knoten erzeugt. Eine Sehne u der Kugel ~ heisse unverknotet, wenn 

sie in ~ den Kreis erzeugt, andernfalls verknotet. 

H i l f s s a t z  t :  Es seien ~1 und ~2 zwei Kugeln in der 6 s mit den Sehnen u 1 bezw. u2. 

Es existiert eine s-Abbildung der 6 3 au] sich, die ~1 so au] ~ abbildet, dass u 1 in u2 iibergeht, 

genau dann, wenn u I in ~1 denselben Knoten erzeugt wie u~ in ~2. In diesem Fall kann die 

s-Abbildung der 6 a au[ sich so gewdhlt werden, dass ein vorgegebener Verbindungsweg der 

Sehnenendpunkte au/ dem Rande yon ~1 in einen vorgegebenen solchen Verbindungsweg au/ 

dem Rande yon ~ iiberge]i~hrt wird ([9] S. 11). 

1 Die R/inder irgend zweier orientierter 2-Simplexe in der 6 a sind ii.quivalent. 
2 Es ist zu beachten, dass wir keine Fliichen mit Singularitiiten zugelassen haben. 
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H i l f s s a t z  2: Erzeugen in einer Kugel ~ zwei Sehnen u 1 und u 2 mit gemeinsamem An]angs- 

punkt und gemeinsamem Endpunkt denselben Knoten, so existiert eine s-Abbildung der 6 3 au] 

sich, die u 1 in u2 iiber]i~hrt und ausserhalb ~ die Identiffit ist ([9] S. 15). 

Es sei k eine Knotenlinie in der 6 3, die den Knoten u repr~isentiert, und 6 2 eine 2- 

Sphiire, die von k in genau zwei Punkten getroffea und dort durchsetzt wird. Nach w 1 

Satz 9 zerlegt 6 2 die ~3 in 2 Kugeln ~1 und ~2, und k bildet in ~1 bezw. ~2 ]e eine Sehne 

u I bezw. u 2. I s t  ui(i = 1, 2) der Knoten, der yon ui i n ~  erzeugt wird, so heisst x clas 

Produkt von gl und z2. Zu je zwei vorgegebenen Knoten existiert genau ein Knoten, der 

ihr 1)rodukt ist. 

Die Produktbildung ist assoziativ und kommutat iv .  Der Kreis spir die Rolle des 

Einselementes: 

S a t z  i :  Ist in einem Produkt yon zwei Knoten ein Faktor der Kreis, so ist der Produkt- 

knoten gleich dem anderen Fa]ctor und umqekehrt ([9] S. 28). 

S a t z  2: Das Geschlecht eines Produktknotens ist gleich der Summe der Geschlechter seiner 

Falctoren 1 ([9] S. 24). 

S a t z  3: Der Kreis ist der einzige Knoten vom Geschlecht null ([9] S. 16). 

Aus den Si~tzen 2 und 3 folgt, dass sich der Kreis nur als Produkt  von Kreisen darstellen 

l~tsst. 

Nach Satz 1 l~sst sich jeder Knoten darstellen als Produkt  von sich selbst mit  dem 

Kreis. Ein Knoten, der auf keine andere Weise als Produkt  zweier Knoten darstellbar 

ist und der selbst kein Kreis ist, heisst Primknoten. 

S a t z  4: Jeder Knoten vom Geschlecht 1 ist Prim]~noten ([9] S. 29). 

S a t z  5: Jeder Produktknoten ist Produkt yon (endlich vielen) Primknoten ~ ([9] S. 29). 

Eine Faktorzerlegung eines Produktknotens liisst sich auf ~olgende Weise darstellen: 

H i l f s s a t z  3: Es sei ~ das Produkt der Knoten 21, 23 . . . . .  ~t~, und es sei k ein Repriisen- 

tant yon ~. Dann gibt es n paarweise pun]ct]remde Kugeln ~1, ~ . . . .  , ~n derart, dass k 

in jeder Kugel ~i (i = 1, 2 . . . .  , n) genau eine Sehne u i bildet und dass u i in ~i den Knoten 

2 i erzeugt. Man  erhdh aus k eine Kreislinie, wenn man jede Sehne u i dutch einen geeignet 

orientierten Verbindungsweg ihrer Endpunkte au] dem Rande yon ~i ersetzt ([9] S. 30). 

Umgekehrt  gilt: 

1 Sei k eine Knotenlinie. Das kleinste Geschlecht aller orientierbaren (singularit~tenfreien) Fl~chen, 
die /c zum (einzigen) Rand haben, ist das Geschlecht des von ]c dargestellten Knotens. 

2 Das sch~rfere Resultat yon 19], duss sich jeder Produktknoten nur auf eino Weise als Produkt 
yon Primknoten darstellen l~sst, wird sich in w 19 erneut ergeben. 
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t t i l f s s a t z  4: Es sei k eine Knotenlinie. ~l, ~2 . . . .  , ~,~ seien paarweise punkt/remde 

Ku~eln derart, dass k in jeder Kugel ~i( i  = 1, 2 . . . .  , n) genau eine Sehne u~ bildet. Die 

Sehne u i erzeuge in ~i den Knoten ,~e Die Knotenlinie k' entstehe dadurch, dass man in jeder 

Kugel ~i die Sehne u, durch eine unverknotete Sehne ersetzt. Der yon k dargestellte Knoten 

istdann das Produkt aus den Knoten ,~i und dem Knoten, der yon k' dargestellt wird ([9] S. 32) 1 

t t i l fssatz~5:  I n  einer Kugel ~ erzeuge eine Sehne u den Knoten x, der das Produkt 

der ~noten  u I q~ntl ~2 ist. Dann ld'sst sich ~ dutch ein Elementar]liichenstiick e, das yon u in 

genau einem Punkte getro]/en und dort durchsetzt wird, so in zwei Kugeln ~1 und ~2 zerlegen, 

dass das in ~l  bezw. ~2 liegende Stiick yon u als Sehne yon ~1 bezw. ~2 in ~l  bezw. ~2 den 

Knoten x 1 bezw. ~2 erzeugt ([9] S. 20). 

Umgekehrt gilt: 

t t i l f s s a t z  6: Eine Kugel ~, in der eine Sehne u den Knoten x erzeugt, werde von einem 

Elementar]liichenstiiclc e, das yon u in genau einem Punkte getrof]en und dort durchsetzt 

wird, in zwei Kugeln ~l  und ~2 zerlegt. Das in $tl bezw. ~2 liegende Sti~clc von u m6ge in 

~ bezw. ~2 den Knoten x~ bezw. x2 erzeugen. Dann ist ~ das Produkt der Knoten • und ~2 

([9] S. 22). 

Die Knotenlinie /~ sei Repriisentant des Knotens x. Durch Umorientierung von k 

entsteht ein Repr~sentant eines Knotens n', der yon x nicht verschieden zu sein braucht. 

Das Paar (x, u') nennen wir einen nicht-orientierten Knoten, die Knoten x und ~' bezeichnen 

wir als ovientierte Komponenten voa (• u'). Die Knotenlinie k soll nach Weglassea der 

Orientierung nicht-orientierte Knotenlinie und Repr/isentant des nicht-orientierten Knotens 

heissen. Zwei nicht-orientierte Knotenlinien stellen genau dann denselben nicht-orientier- 

ten Knoten dur, wenn es eine (orientierungserhMtende) s-Abbildung der ~3 auf sich gibt, 

welehe die eine in die andere iiberfiihrt. Um Verweehslungen zu vermeiden, werden wir 

Knoten bezw. Knotenlinien gelegentlieh aueh als orientierte Knoten bezw. Knotenlinien 

bezeichnen. 

Wenn fiir einen nieht-orientierten Knoten (x, ~') gilt x = x', so heisst der Knoten x 

symmetrisch. Ein Knoten u heisst amphicheiral, wenn es zu einem Repriisentanten k yon 

x eine orientierungsumkehrende s-Abbildung der | auf sieh gibt, welehe k auf sieh mit 

Erhaltung der Orientierung abbildet. Wir werden in w 21 feststellen, dass Torusknoten 

symmetriseh, nieht aber amphieheiral sind. Der Kreis ist symmetriseh und amphieheiral. 

w 6. Seelen und Breitenkreise eines Vollringes in der | 

Es sei ~ ein Vollring in der ~s. ~ werde dutch zwei disjunkte Meridianfl~tchen e, 

in zwei Kugeln ~ und ~2 zerlegt. Auf e und ~ werde ]e ein mittlerer Punkt  P bezw. Q 

1 In [9] ist auf S. 32 eine etwas andere Aussage bewiesen. Der dcr~ gegebene Beweis iibertrigt 
sich jedoch wegen Satz 1 fast w6rtlich auf die hier gegebene Aussage. 
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gewi~hlt, und es werde P mit Q in ~1 durch eine unverknotete Sehne al, Q mit P in ~2 

durch eine unverknotete Sehne a2 verbunden, al und a 2 setzen sich zu einer Knotenlinie 

a zusammen, die orientierte Seele von ~ heisse. Durch Umkehrung der Orientierung von 

a erh~tlt man ebenfalls eine orientierte Seele von !~. Dies beruht darauf, dass die unverkno- 

teten Sehnen al, a2 von ~1 bezw. ~2 bei Umkehrung ihrer Orientierung wieder unverknotete 

Sehnen sind, da eine Kreislinie bei Umkehrung ihrer Orientierung wieder eine Kreislinie 

darstellt. Sieht man vonde r  Orientierung von a ab, so heisse a Seele von ~3. 

Durch die angegebene Konstruktion lassen sich verschiedene Seelen yon !~ erhalten. 

Es stellen jedoch alle Seelen denselben nicht-orientierten Knoten dar. Genauer gilt: 

t t i l f s sa tz  1: Es seien a und a' zwei Seelen des Vollringes ~ in der | Es gibt eine 

s-Abbildung der @a au] sich, die a in a' iiber]iihrt und au[ dem Komplement yon ~ die Identitiit 

ist. 

B e w e i s :  e, [, ~1, ~s, P, Q, al und a s mSgers die oben angegebene Bedeutung fiir a 

haben, e', [', ~ ,  ~ ,  P ' ,  Q', a~ und a~ die entspreehende Bedeutung fiir a'. 3; sei der Rand 

von ~ .  

Die Rgnder yon e und ~ sind Meridiane yon ~ und bilden bei geeigneter Orientierung 

ein System von 2 Parallelkurven auf ~. Gleiches gilt fiir die Rgnder von e' und ~'. Nach 

w 2 Satz 4 gibt es eine s-Abbildung ~ der ~s auf sieh, die 3; auf sieh abbildet, den Rand 

yon e bezw. [ in den Rand yon e' bezw. [' und die ausserhalb einer beliebig kleinen Umge- 

bung von ~ die Identit/it ist. ~0 bildet !~ auf sich ab und kann insbesondere so gew/~hlt 

werden, dass a punktweise festbleibt. Durch ~o geht ~1 bezw. ~s in eine Kugel ~0(~1) 

bezw. q0(~z) fiber, und es ist al Sehne von f (~ l ) ,  as Sehne von ~v(~s). al-ist unverknotet 

in ~0(~1) nachw 5 Hilfssatz 1, ebenso ist as unverknotet in q0($}~). Wit kSnnen also unter 

Benutzung der urspriingliehen Bezeichnungen im Weiteren annehmen, dass der Rand von 

e bezw. ~ mit dem Rand von e' bezw. ~' zusammenf/~llt. 

Durch die Riinder von r und [ wird 3; in zwei Kreisringe rl, rs zerlegt, wobei rl auf 

dem Rande yon ~ ,  r2 auf dem Rande von ~ liege, rl liegt entweder auf dem Rande von 

~1 oder auf dem Rande von ~2. Falls rl auf dem Rande von ~ liegt, behalten wit die 

Bezeichnungen bei. Falls rl auf dem Rande von ~s liegt (und damit rs auf dem Rande 

von ~1), vertausehen wir die Bezeichnungen yon ~i und ~ und von a~ und as, wobei 

wir diese Sehnen gleichzeitig umorientieren. Wie oben bemerkt wurde, bleiben diese 

Sehnen dabei unverknotet, und a bleibt als nicht-orientierte Knotenlinie erhalten, rl 

liegt nun auf dem Rande von ~ und ~ ,  r~ auf dem Rande von ~ und ~'~. 

Wir bilden nun e dureh eine s-Abbildung ~o auf e' ab und zwar so, dass ~o auf dem ge- 

meinsamen Rande yon e und e' die Identit~t ist und dass der mittlere Punkt  P yon e 

in den mittleren Punkt  P '  yon e' fibergeht. Dass eine solehe Abbildung existiert, erkennt 
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man ohne weiteres, wean man e' in ein 2-Simplex iiberffihrt. Entsprechend definieren 

wit eine s-Abbildung y~ von [ auf ~', die auf dem Rande von ~ die Identitiit ist und Q in Q' 

iiberfiihrt. Auf ~ definieren wit ~ dutch die Identit~tt. Damit ist fiir den Rand yon ~1 

bezw. yon .~2 eine s-Abbildung y~ auf den Rand von ~ bezw. ~ definiert. Nach w 1 Satz 8 

kbnnen diese s-Abbildungen zu s-Abbildungen ~0 yon ~'1 auf ~'L bezw. yon ~2 auf ~ er- 

weitert werden. Dabei gebt a I in eine unverknotete Sehne von ~ fiber, die von P '  nach 

Q' fiihrt, ebenso wie a~, aus a s entsteht eine unverknotete Sehne yon ~ ,  die von Q' nach 

P'  ffihrt wie a~. Nach w 5 Hilfssatz 2 kann ~p auf ~1 und ~2 so definiert werden, dass al in 

a~ und a s in a~ fibergeht. Damit ist eine s-Abbildung ~ von !~ auf sich definiert, welche 

a in a' iiberfiihrt und auf dem Rande yon !~ die Identitgt ist. Definiert man ~ im Komple- 

ment von ~ noch durch die Identit~t, so erhitlt man eine s-Abbildung der ~3 auf sich 

mit den gewfinsehten Eigenschaften. 

Wit stellen nun ~ wie in w 3 als Bild eines Prismas ~ beziiglieh einer Abbildung a 

mit den dort angegebenen Eigenschaften 1), 2) dar. Dabei kann angenommen werden, dass 

in einem 3-Simplex der ~a liegt. Es hat  dann Sinn, yon einer Sehne yon ~ zu sprechen. 

Hi l f ssa tz  2: Der Vollring f~ in des | sei liings einer Meridianfliichee zu einem Prisma 

?~ au]geschnitten. Die zugeh6rige Abbildung yon ~3 a n / ~  sei a. Ist u eine unverknotete Sehne 

yon ?~, die einen Punkt der Dach/liiche yon ?~ mit dem darunter liegenden Punkt der Boden- 

]liiche verbindet, so ist a(u) orientievte Seele yon ~.  

Beweis: Es sei el die Dachflitehe, e~ die Bodenfl~ehe von ~. Die Sehne u von 

verbinde den Pmlkt P1 yon el mit dem Punkte P2 yon e~. Dabei ist a(P1) = a(P2). Neben 

u betrachten wir eine Sehne u', die geradlinig yon P1 nach P~ ffihrt. Offenbar ist u' unverkno- 

tet in ~.  Naeh w 5 Hilfssatz 2 gibt es eine s-Abbildung )~ von ~ auf sieh, welehe u' in u fiber- 

fiihrt und auf dem Rande yon ~ die Identit~tt ist. Nun wird !~ nicht nut  durch ~ und a 

sondern aueh durch ~ und die Abbildung a' = a z von ~ auf N dargestellt. Es ist zu zeigen, 

dass a ' (u ' )= a(u) eine orientierte Seele yon ~ ist. 

Es sei t' eine gerade Mantellinie yon ~, die parallel zu u' ist. Verbindet man die End- 

punkte von u' und t' in der Dachfl~tche el und in der Bodenfl/iche e2 yon ~ geradlinig, 

so erh/ilt man einen rechteckigen Streckenzug, der ein ebenes Elementarflitchenstfick 

g' auf ~ ber~ndet (Fig. 5). Dutch ein Elementarfl~ehenstfiek ~', das parallel zu el ist, 

wird ~ in zwei Kugeln ~ ,  ~s und g' in zwei Elementarfliichenstfieke g[, g~ zerlegt, wobei 

g~ in ~ liege. Dutch die Abbildung a' gehen el und e2 in die Meridianfl~tehe e und ~' in eine 

Meridianfl~tche ~ yon ~ fiber, e und ~ zerlegen ~ in zwei Kugeln ~-t'l, S~',, die Bilder yon 

~t'l, ~ sind. Dureh das in ~ bezw. ~ liegende Stfiek yon a' (u') erhalt man eine Sehne 

yon ~ bezw. ~ ,  die unverknotet ist, wie dutch das Bild yon g~ bezw. g~ ~n Evidenz gesetzt 

wird (w 5 Satz 3). a ' (u ' )=a(u )  ist also eine orientierte Seele yon !~. 
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Fig. 5. 

Wir merken noch an, dass g' durch (r' in einen Kreisring g iibergefiihrt, wird, der a u f  

liegt und dessen R~tnder die Bilder von u' und t' sind. 

t t i l f s s a t z  3: Es sei f~ ein Vollring in der 6 3, a eine Seele, ~ der Rand yon f~. Ferner 

sei c ein ein]acher Weg au/ 7~, dessen algebraische Schnittzahl mit den Meridianen von ~ + 1 

sei. Bei geeigneter Orientierung yon a ist c au/ f~ kombinatorisch isotop zu a, und es stellen c 

und a denselben Knoten dar. 

Beweis :  Wir benutzen die angegebene Darstellung yon ~ als Bitd des Prismas 

beziiglieh der Abbildung (r'. Das orientierte Bild des Randes der Bodenfl~tche r von ~ ist 

ein Meridian m von ~,  das orientierte Bild der Mantellinie t' von ~ ein zu m konjugierter 

Riickkehrschnitt t, u n d  es besteht auf ~ eine Homologie 

Es kann angenommen werden, dass fl = 0 und ~ = 1 ist. Zun/ichst ist ~ = + 1, wie sich 

durch ~Jbergang zu den algebraischen Schnittzahlen ergibt, und die Orientierung von t 

kann so festgelegt werden, dass 0r = + 1 ist. Sollte fl nicht null sein, so ~[ihre mart eine 

semilineare Abbildung o~ yon ~ auf sieh aus, welche e~ ~estl~tsst und die Dachflache ex 

yon ~ um ein sotches Vielfaches von 2 ~ dreht ( + 2 ~fl), dass das geeignet orientierte Bild 

der Mantellinie t ' v o n  ~ bezfiglich a 'w ein zu c homologer einfacher Weg auf ~ ist. Start  

a'w ist dann wieder a' zu schreiben. 

Ferner kann angenommen werden, dass die Sehne u' yon ~ durch a '  in die gegebene 

Seele a v o n  ~ iibergeffihrt wird, denn wegen Hilfssatz 1 kann man andernfalls a" noch 

mit einer s-Abbildung von ~ auf sich zusammensetzen, die auf ~ die Identit/tt  ist und 

a '(u ')  in a iiberfiihrt. 

Nun ist c homolog zu t auf ~, also zu t kombinatorisch iso~op attf ~ nach w 2 Satz 2, 

und bei geeigneter Orientierung von a sind a und t kombinatorisch isotop auI ~,  wie sich 

mit Hilfe des Kreisringes a '(g')  aus w 2 Hilfssatz 4 ergibt. Damit erhalt mart ctie Behatrptung, 

da kombinatorisch isotope Knotenlinien/iquivalent sind. 
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Sei !~ wieder ein Vollring in der ~a mit dem Rande Q:. Ein einfacher Weg auf ~, 

der im abgeschlossenen Komplement von ~ (also in | _ !~ + ~i) nullhomolog ist, ohne 

auf ~ nullhomolog zu sein, heisse Breitenkreis yon ~.  Die Breitenkreise von ~ bilden auf 

zwei tIomologieklassen, die auseinander durch Umorientierung entstehen. 

Die Existenz von Breitenkreisen ergibt sich daraus, dass eia Meridiaa m yon !3 Er- 

zeugende der 1-dimensionalen Homologiegruppe von ~a _ !~ + ~ ist. Ein zu m konjugierter 

Riiekkehrschnitt b auf ~ ist daher in 6 3 - ! ~  + ~7 homolog einem Vielfaehen von m. 

Insbesondere kann b so gewi~hlt werden, dass b in 6 8 - ~  + ~ nullhomolog ist. b ist also 

Breitenkreis yon ~.  Nach Wahl von b bilden m u n d  b eine eindimensionale Homologiebasis 

auf ~. 

Ist  nun c Gin beliGbiger einfacher Weg auf ~, der nullhomolog in | _ ~ + ~ nicht 

aber auf Q: ist, so besteht auf ~ ring Homologie 

c~ fim + ~b (o~, fl ganz). 

Hierin ist fl = 0, wig sieh dureh ~Jbergang zu den Verschlingungszahlen mit einer orien- 

tierten Seele a vo~l ~ ergibt. Es haben nKmlich c und b m i t  a die Verschlingungszahl null, 

da sic in 6 3 - ! ~  + ~ nullhomolog sind, und die VGrschlingungszahl yon a mit m ist + 1. 

Wegen fi - 0 ist die algebraische Schnittzahl von c m i t  b auf ~ gleich null. Es kann daher 

nachw 2 Hilfssatz 3 angenommen werden, dass c und b disjunkt sind. Dann ist aber c -  + b 

(also 0r = + 1), wie aus der Doppelpunktfreiheit von c folgt, wenn man ~ 1/ings b zu einem 

Kreisring aufschneidet. Die Breitenkreise von ~ liegen also in den beiden Homologieklassen 

yon ~, die dutch _+ b bestimmt sind. 

Wir bemerken: Ein Breitenkreis von ~ bildet zusammen mit einem Meridian eine 

1-dimensionale Homologiebasis auf %. Auf ~ ist dig algebraische Schnittzahl eines B re i -  

tenkreises mit einem Meridian gleich + 1, und aus Hilfssatz 3 folgt insbesondere, dass ein 

Breitenkreis von ~ zu einer geeignet orientierten Seele von ~ auf ~ kombinatorisch iso- 

top ist. 

Ferner ist ein Breitenkreis b yon !~ Erzeugende der 1-dimensionalen Homologiegruppe 

yon ~: Jeder 1-Zyklus ist auf !~ homolog zu einem 1-Zyklus auf ~ und damit aui !~ ho- 

molog zu einem Vielfachen von b, da die Meridiane yon !~ nullhomolog auf ~ sind. Daraus 

folgt auch, dass jede orientierte Seele yon ~ Erzeugende der 1-dimensionalen Homologie- 

gruppe yon !~ ist. 

Die Definition der orientierten Seelen eines Vollrihges gestattet folgende Umkehrung: 

I-Iilfssatz 4: Es sei a eine orientierte Seele des Vollringes ~ in der G 3. ~ werde dutch 

zwei disjunkte Meridianfliichen r und r die von a in nut je einem Punkt~ getro/]en werden, 
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in zwei Kugeln ~1, ~2 zerlegt. Dann bildet a in ~1 und ~s je eine Sehne a 1 bezw. as, und es 

ist a I unverknotet in ~1, as unverknotet in ~s. 

Wit beweisen zun~chst den 

I ' I i l fssatz 5: Es sei k eine Knotenlinie im Inneren des Vollringes ~,  die au] ~ zu der 

~vientierten Seele a yon ~ homolog ist. ~ werde dutch zwei disjunkte Meridian/ldchen r 

und r die yon k in nut  je einem Punkte getro]]en werden, in zwei Kugeln ~1, ~s zerlegt. 

Dann bildet k in ~i  und ~s je eine Sehne ]r bezw. ks, und der yon k dargestellte Knoten x 

ist das Produkt aus den, yon a dargestellten Knoten 2 und den yon ki und k e in U 1 bezw. Us 

erzeugten Knoten xl, xs; also ~ = xlxs2. 

B e w e i s :  r und es werden in dem Punkte,  den sie mit k gemein haben, durchsetzt. 

Andernfalls l~tge k entweder ganz auf ~-~1 oder ganz auf ~s und w~tre daher nullhomolog 

auf ~,  was unmSglich ist, da k auf !~ homolog zu der Erzeugenden a der 1-dimensionalen 

Homologiegruppe yon ~ ist. k bildet also in ~1 und Us je eine Sehne ki bezw. k s. 

Nach w 5 lisst sich ~1 als Produkt  von sich selbst mit dem Kreise darstellen, und nach 

w 5 Hilfssatz 5 l~tsst sich ~l  durch ein Elementarfl~tchenstiick [, das yon k 1 in genau einem 

Punkte getroffen und dort  durchsetzt wird, so in zwei Kugeln ~11, ~ls zerlegen, dass das 

in U~ liegeude Stiick kll voa  k 1 in Uli dan Knoten • und das in Uls liegende Stiick k~2 

yon ki in Uls den Kreis erzeugt. 

Durch den Rand von ~l l  wird die | zerlegt in die Kugel Uil und eine Kugel ~[ll. 

kll ist Sehne yon Ull, k~s + ks Sehne von Ull , und der yon k dargestellte Knoten x ist 

das Produkt  des yon kit irt ~11 erzeugten Knotens x i mit dem yon kl2 + ks in f lu  er- 

zeugten Knoten, den wir mit # bezeichnen: u = Xl/U. 

Wir ersetzen nun kll dutch eine unverknotete Sehne k~l yon Uil, die denselben Anfangs- 

punkt  uad denselben Endpunkt  wie kl~ besitzt. Wir erhalten damit eine Sehne k'x = k~l + kl~ 

yon ~ ,  die nach w 5 Hilfssatz 6 in ~ unverknotet  ist. Aus k entsteht eine Knotenlinie 

k' = k~l + kls + ks = k~ + ks, die auf !~ zu k homolog ist. Diese stellt das Produkt  aus dem 
- -  ! 

yon k12 + ks in ~11 erzeugten Knoten tt und dem yon kll in Ull erzeugten Kreis dar, also 

den Knoten ft. 

Der Rand yon ~s zerlegt die | in die Kugel Us und eine Kugel ~s. Dutch k' und 

den Rand yon ~s wird # dargestellt als das Produkt  des yon ks in ~s erzeugten Knotens 

x s mit dem yon k~ ir~ ~s erzeugten Knoten, dan wit mit v bezeichnen: # = usv. 

Wir ersetzen nun k s durch eine unverknotete Sehne k~ yon ~s, wodurch aus k' eine 

Knotenlinie k" = ~1 + kt ' s entsteht, die auf !~ homolog zu k' und damit homolog zu k ist. 

k"  stellt einen Knoten dar, der das Produkt  des von k~ in ~s erzeugten Kreises mit dem 

yon k~ in ~s erzeugten Knoten u ist. k" stellt also den Knoten u dar, und es ist z = zlzsv. 
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Nun ist abet k" eine orientierte Seele von ~,  da k" in ~ und ~2 je eine unverknotete 

Sehne bildet, n~mlich k~ bezw., k~. Naeh Hilfssatz 1 gibt es eine s-Abbildung der | auf sich, 

die k" auf die Seele a v o n  ~ abbfldet und ausserhalb ~ die Identit/it ist. Dabei geht die 

Orientierung von k" in die yon a fiber, weft k" auf ~ zu k und damit zu a homolog ist und 

weil die Abbildung jeden l-Zyklus auf ~ in einen homologe.n iiberffihrt, da sie auf dem 

Rande von ~ die Identit/~t ist. Es ist also v = 2, woraus sich die Behauptung ergibt. 

Wir wenden uns nun dem Beweise yon Hilfssatz 4 zu. Wendet man Hilfssatz 5 auf 

a an, so erh/flt man: Der yon a dargestellte Knoten n = 2 ist das Produkt  von sich selbst 

mit den Knoten nl, x2, die von a 1 bezw. a 2 in ~ bezw. if2 erzeugt werden. Naeh w 5 Satz 

I i s t  •215 der Kreis. Dann sind aber auch • und ~2 Kreise, da der Kreis nur als Produkt  yon 

Kreisen dargestellt werden kann. Es ist also a~ unverknotet  in ~ ,  a2 unverknotet  in ~2. 

w 7. Unverknotete Vollringe. 

Wir nennen einen Vollring ~ in der | unverknotet, wenn durch eine orientierte Seele 

~on 93 der Kreis dargestellt wird. Andernfalls heisst ~ verknotet. Ffir einen unverknoteten 

Vollring in der ~3 stellt jede orientierte Seele den Kreis dar. Dies iolgt aus w 6 Higssatz 1 

und der Tatsaehe, dass der Kreis symmetriseh ist. Wit wollen mit den S/ttzen 1 und 2 

zwei Kriterien daffir aufstellen, dass ein Vollring in der | unverknotet  ist. 

H i l f s sa t z  t :  Es sei ~ ein Vollring in der ~3 mit dem Rande ~. ~ sei ein Elementar- 

]liichensti~ck, dessen Rand im I~neren yon ?~ liegt und dessen Durchschnitt mit cs aus doppel- 

punkt]reien, ~aarweise punkt/remden Schnittlinien besteht. ~ liisst sich bei [estgehaltenem 

Rand so de/ormieren, dass der Durchschnitt yon 3; und ~ keine au[ 3; nullhomologe Schnittlinie 

enthiilt. 

Beweis: Wit betraehten die Schnittlinien yon ~ und 3;, die auf 3; nullhomolog sind. 

Jede berandet auf ~: ein Elementarfl~tchenstfick, und es gibt unter ihnen eine solehe, etwa 

s, die auf ~ ein Elementarfl~ehenstfiek ~ berandet, das keine weitere Schnittlinie enth/ilt. 

s berandet auf ~ ein Elementarfl/iehenstiiek e, und es bilden e und ~ zusammen eine 2- 

Sph/ire | welehe die | nachw 1 Satz 9 in zwei Kugeln zerlegt. Da ~2 den Rand von (~ 

nieht trifft, enth/tlt eine dieser Kugeln den Rand von ~. Die andere der beiden Kugeln 

sei ~. Wie in w 1 ausgeffihrt (Satz 11) kann man ~ dadurch deformieren, dass man e 

fiber ~ deformiert und ansehliessend so yon ~ abhebt, dass die Schnittlinie s versehwindet 

und keine neuen Sehnittlinien von@ und T entstehen. Das Abheben kann zudem so vorge- 

nommen werden, dass der Rand yon ~ festbleibt. Auf diese Weise lassen sieh der Reihe 

naeh alle Schnittlinien yon ~ und 3; beseitigen, die nullhomolog auf 3; sin& 

11 - 5 3 3 8 0 6 .  Acta  matl~ematica. 90. Impr im6 le 24 novembro 1953. 
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Sa t z  t :  Es sei ~ ein Vollring in der ~3. Im Inneren yon ~ liege eine Kreislinie k so, 

dass: k nic]tt bereits in einer au/ ~ liegenden Kuget enthalten ist. Dann ist ~ unverknotet. 

Beweis :  Da k eine. Kreislinie ist, gibt es nachw 5 ein Elementarfl~chenstiiek ~, das 

yon /c berandet wird. Naeh den ErSrterungen yon w 1 kana angenommen werden, dass 

de r  Durchsehnitt yon ~ mit dem Rande ~ von ~ entweder leer ist oder nur aus doppel- 

punktfreien, paarweise punktfremden Sehnittlinien besteht, und wegen Hilfssatz 1 kann 

angeuommen werden, dass yon diesen Sehnittlinien keine nullhomolog auf ~ ist. 

Der Durehsehnitt von ~ und ~ kann nieht leer sein. Andernfalls 1/tge ~ im Inneren 

yon ~8, da~ dies ~iir den Rand/c  der Fall ist, und eine geniigend kleine simpliziale Umge- 

bung yon ~ wiirde eine Kugel ausmaehen, die in ~ liegt und k enthgit, im Widersprueh zur 

Voraussetzung. 

Von den verbliebenen Schnittlinien berandet jede auf (~ ein Elementarflgehenstiick. 

Wir betrachten eine solche, s, die auf ~ ein Elementarflgchenstfick e berandet, das keine 

weitere Schnittlinie enthglt, e muss entweder auf ~ oder auf ~ a _  ~ + ~ liegen. Lgge 

e auf ~,  so wgre s nullhomolog auf ~,  und da s nieht nuHhomolog auf X ist, miisste s 

Meridian yon ~ sein. Dann vc~e e Meridianfl~che yon ~.  D~es ist aber unmSglich, denn 

es liesse sich sonst ~ dureh eine Meridianfl~che ~, die zu e hinreiehend benachbart ist und 

e nicht trifft, in zwei~ Kugeln zerlegen, von denen eine k enthalten Infisste, da k yon e nicht 

getroffen wird und aueh nieht yon ~ wean ~ hinreichend nahe an e gew~hlt wird. Man er- 

hielte damit einen Widerspruch zur Voraussetzung. 

Es muss also e auf |  ~ + ~ liegen, s ist ~un eine Kreislinie au{ T, die nullhomolog 

auf  ~ * -  ~ + ~ nieht aber auf ~ ist, wie sieh aus der Berandung yon e ergibt. Die Kreis- 

linie s ist also Breitenkreis von ~,  und naeh w 6 Hilfssatz 3 stellt s denselben Knoten dar 

wie eine geeignet orientierte Seele yon ~.  ~ ist also unverknotet.  

I-Iilfssatz 2: Es sei ~ ein verknoteter Voll-ring in der | Eine Kreislinie s au/ dem 

Rande ~ yon: ~ ist entweder nullhomolog au/ ~ oder Meridian yon ~.  

Bewei s :  Es muss nut  gezeigt werden, dass s n~Hhomolog auf ~ i s t .  W/~re dies abet 

nicht der Fall, so kSnnten wit s kombinatorisch ins Innere yon ~ deformieren (dass dies 

mSglich ist, erkennt mar~ an einer Darstellung yon ~ d~trch ein Prisma ~ tmmittelbar), 

wodurch wit eine Kreislinie ira Inneren yogi ~ erhielten, die n icht in einer auf ~ tiegenden 

Kugel enthalten sein kann, da sie auf ~ nich~ nullhomolog ist,: Satz 1 ergibt dann unmittel- 

bar einen Widerspruch zur Voraussetzung, dass ~ verknotet  ist. 

Sa t z  2: Das abgeschlossene K .o~ 'men t  eines Vollringes ~ in der ~ ist genau dann 

ein VoUring, wenn ~ unverknotet ist. 
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Beweis: Sei zungchst,!~ unverknotet.  Eine orientierte Seele a yon ~ ist dann unverkno- 

tet  und Rand eines Elementarfl/ichenstiickes ~. Es kann wegen Hilfssatz 1 angenommen 

werden, dass der Durchschnitt  von ~ und dem Rande ~ von ~ entweder leer ist oder 

nur aus doppelpunktfreien, paarweise punktfremden Schnittlinien besteht, die auf 

nieht nullhomolog sind. Der Durchsehnitt von@ und ~ kann nicht leer sein, da sonst a 

auf ~ nullhomolog sein miisste. Wir betrachten auf @ eine Sehnittlinie s, die auf ~ ein 

yon weiteren Schnittlinien freies Elementarflgchenstiiek e berandet. r kann nieht auf 

liegen, denn es wSre sonst e Meridianflgche von ~ und miisste daher von a gesehnitten 

werden, e liegt also auf ~3 9J + ~. Da s nicht nullhomolog auf ~ ist, folgt aus w 3 Hilfssatz 

2, dass ~ 3 _  ~ ~ ~ ein Vollring ist, fiir welchen e MeridianflSehe ist. 

Es mSge nun umgekehrt ~ 3 _  !~ + ~ ein Vollring ~ sein. Ein Meridian von ~3 ist 

dann eine Kreislinie auf X, die Breitenkreis fiir 5~ ist. ~ ist unverknotet,  da ein Breiten- 

kreis n a c h w  6 Hilfssatz 3 denselben Knoten darstellt wie eine geeignet orientierte Seele 

v o n  ~ .  

w 8. Deformation fiber Vollringe. 

Wir haben in w 1 ausgefiihrt, dass sich der Durchschnitt zweier F1/tchen in der 6 3 

mSglicherweise dadurch vereinfachen igsst, dass man ein Elementarfl~tchenstiick auf der 

einen Flache fiber eine Kugel hinweg deformiert. Nunmehr sind wir in der Lage zu zeigen, 

dass unter gewissen Voraussetzungen ein Kreisring fiber einen Vollring hinweg deformiert 

werden kann: 

Satz:  Es seie~, r 1 und r2 zwei Kreisringe in der ~a, deren Durchschnitt aus den gemein- 

samen R~indern s 1 und s2 bestehe. Der yon rt und re gebildete Torus ~ berande einen Vollring 

~,  und es seien sl und s 2 au/ ~ homolog zu einer orientierten Seele yon ~.  Ferner sei ~ ein 

Komplex, dessen Durchschnitt mit !8 aus s 1 und s 2 bestehe. Dann qibt es eine s-Abbildung der 

6 3 au/ sich, die r2 in r~ i&er[i~hrt und au/ ~ die Identit~t ist. 

Wir sagen auch, dass sich r2 bei festem ~ i'&er ~ in r~ de/ormieren l~sst. Tatsiichlich 

handelt es sich dabei um eine Deformation im Sinne yon w 1. 

Beweis: Da s, und se auf ~ liegen und doppelpunktfrei sind, ist die Aussage, dass s 1 

und s2 auf ~ homolog zu einer orientierten Seele sind, gleichbedeutend damit, dass s~ 

und s2 auf ~ die a]gebraische Schnittzahl 1 mit einem Meridian von !~ haben. 

Wir zerlegen ~ durch zwei Meridianflgchen r ~ in zwei Kugeln. Der Rand yon e 

bezw. [ ist ein Meridian ml bezw. me yon 9,}. Es kSnnen r und ~ so gewiihlt werden, dass 

ml und m 2 yon s 1 und s 2 nur in je einem Punkte "getroffen werden. Sind ngmlich r und 

zungchst beliebig gewghlt, so gibt es, da die algebraische Schnittzahl yon sx, s2 mit den 

Meridianen yon ~ gleich • 1 ist, jedenfalls ein System von 2 Parallelkurven t 1, t~ auf 
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r 2 , 

Fig. 6. 

(vgl. w 2) derart, duss die R~nder von e und ~ von t 1 und t~ in nur ie einem Punkte getroffen 

werden und dass tl, te zu sl, s2 (bei gecigneter Orientierung) auf ~ homolog sind. Nach 

w 2 Satz 4 1/isst sich das Kurvenpaar tl, t 2 durch eine s-Abbildung der | auf sich so in 

das Kurvenpaar sl, s~ iiberfiihrcn, dass ~ in sich iibergeht und !~ uuf sich abgebildet wird. 

Aus den zun/ichst willkiirlich gew~thlten Meridianfl/ichen e, ~ entstehen dabei so]che mit 

dcr gewfinschten Eigcnschaft. 

Dutch ml, m2 wird ~ in zwci Kreisringe 81, 82 zerlegt, und cs zerlegen e und ~ den Voll- 

ring ~ in zwei Kugeln ~tl, S~, die yon e, 81, ~ bezw. ~, 82, e berandet werden (Fig. 6). Die 

Kreisringc r~, ~2, in welche ~ durch s~ und s 2 zerlegt ist, werden durch m~ und m 2 in je zwei 

Elementarfl~chenstiicke ~11, ~12 bezw. ~21, ~2 zerlegt, wobei ~1~ und ~ t  auf ~,  ~1~ und ~ 

auf 82 liegen mSgen. 

Nach w 1 Satz ] I und den anschliessenden ErSrterungen litsst sich der aus r2 und ~/~ 

bestehende Komplex zun/ichst dadurch deformieren, dass m a n  ~21 iiber ~1 in dus Elemeatar- 
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fl/ichenstfick r + gll + I deformiert und g82 und ~ festh/ilt. Danach kann man den aus 

~ ,  ~11, e, ~ und !~88 bestehenden Komplex deformieren, indem man das Elementarfl/iehen- 

stfick r + g88 + ~ fiber ~8 in gl~ deformiert und ~11 und ~J~ festh~tlt. Insgesamt ist damit 

der aus ~ und r8 bestehende Komplex in den aus ~J~ und rl bestehenden bei festem ~3~ 

deformiert. 

Anmerkung 1: Die im Satz bezeichnete s-Abbildung kann so gew/ihlt werden, dass 

sie auf dem Komplement einer beliebig kleinen Umgebung von !3 die Identit/it ist, da man 

stets aunehmen kann, dass dieses Komplement auf ~J~ liegt. 

Anmerkung 2: Der Satz gestattet folgende Anwendung: 

Es seien 31, 38 zwei F1/ichen in der | die sich in zwei Schnittlinien Sl und s2 durchset- 

zen. sl und s~ mSgen auf ~1 einen Kreisring ~1 beranden, dessen Durchschnitt mit ~8 

nur aus Sl und s 2 bestehe. Auf ~8 werde von sl und s 2 ein Kreisring r2 berandet, rl und r~ 

bflden zusammen den Torus ~, der einen Vollring !~ berandet. Wir wollen amlchmen, 

dass der Durchschnitt yon ~ mit 38 nut  aus r~, von !~ mit einer hinreichend kleinen Umge- 

bung von r 1 bezfiglich ~1 nur aus l~ 1 besteht, dass also 31--1~1 und ~ z -  r8 in 81 und s 8 

an !~ -con aussen anstossen, und dass s 1 und s 8 auf !~ zu einer (geeignet orientierten) Seele 

von ~ homolog sind. 

Unter diesen Voraussetzungen 1/tsst sich der Satz anwenden, also ~2 in die F1/iehe 

~8 - r2 ~- rl deformieren. A~schliessend 1/~sst sich noch durch Abheben, d.h. eine s-Abbildung 

der ~3 auf sich, die ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung von ~ die Identit/it ist, 

erreichen, dass der Durchschnitt der deformierten F1/~che ~8 mit rl entweder fiberhaupt 

leer ist oder nur noch aus einzelnen l~unkten oder Stricken von Sl oder s8 besteht, ohne 

dass sich der Durchschnitt yon ~8-1:~ mit  ~ / i n d e r t .  

Dass dieses Abheben yon rl mSglich ist, erkennt man, wenn man etwa zun/ichst ein 

Elementarflachenstiick auf ~1, das eine Umgebung von gll bezfiglich 31 ausmacht, in ein 

2-Simplex iiberlfihrt und das Abheben yon ~11 so ausfrihrt, dass die beiden Randstiicke, 

die gXl mit 612 gemein hat, festbleiben. Anschliessend lasst sich entsprechend das Abheben 

von g12 ausffihren. 

Eine weitere Anwendung des obigen Satzes ist der Iolgende: 

H i l f s s a t z  l :  Es seien ~1 und ~8 zwei Kugeln in dev ~a mit den Riindern ~ bezw. 

~2. ~8 liege au] ~ ,  und der Durchschnitt yon ~ und ~ bestehe aus zwei disjunkten Ele- 

mentarfliichenstiicken e, ~. Ferner sei u eine Sehne yon ~ ,  die yon einem Punkte au/ e zu 

einem Punkte au] ~ /i~hrt, sodass also u auch Sehne yon R1 ist. 

Das abgeschlossene Komplement yon ~ beziiglich ~ ist genau dann ein Vollring, wenn 

u in ~ und in ~8 denselben Knoten erzeugt. Falls das abgeschlossgne Komplement yon ~8 



168 Horst Schubert. 

beziiglich ~1 ein Vollring ist, so ist dieser unverknotet, und die Riinder yon r und ~ sind Breiten- 

kreise dieses Vollringes. 

Beweis:  Seien s bezw. t die R~nder yon r bezw. ~. Durch s und t wird ~ in die beiden 

Elementarfliichenstiicke c, ~ und einen Kreisring r~ zerlegt. Entsprechend wird ~ in c, 

und einen Kreisring r2 zerlegt, rl und r2 bilden zusammen einen Torus ~ (Fig. 7). Das 

abgeschlossene Komplement von ~1 beziiglich der ~3 ist eine Kugel ~1- Der Durchschnitt 

VOI1 ~2 u n d  ~1 bestcht aUS c und [. Nach w 3 Hilfssatz I sind c und [ Meridianfi~chen eines 

yon ~ in der ~a berandeten Vollringes !~, der yon g~2 und ~1 gebildet wird. Das abgesch]os- 

sent Komplement ~ von ~[2 beziiglich g~l ist zugleich das abgeschlossene Komplement 

v,,n ~ bezfiglich der ~3. 

$ 

p �9 . . . . .  
' -[i '  / .  

I! 

il I! 

rl i[ : zl  

i ,,~f ._1.. 

t 
Fig. 7. 

Ist nun ?I ein Vollring, so ist 9/(und auch ~) nach w 7 Satz 2 unverknotet, und es sind 

s und t als Meridiane yon !~ Breitenkreise yon ?l. Nach dem obigen Satz li~sst sich r2 fiber 

?l in rl deformieren, und es gibt eine s-Abbildung ~ der ~3 auf sich, die r2 in rl fiberffihrt 

und die auf e, ~ und u die Identit~tt ist. ~ bildet ~2 so auf ~1 ab, dass u festbleibt. Nach 

w 5 Hilfssatz 1 erzeugt u in ~ ,  und in ~1 denselben Knoten. 
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Es mSge nun umgekehrt u in ~1 und in ~2 denselben Knoten erzeugen. Es ist zu 

zeigen, dass ~( ein Vollring ist. Wegen w 7 Satz 2 ist dies gleichwertig damit, dass !~ unver- 

knotet  ist. 

Wir kSnnen annehmen, dass ~1 im Inneren eines 3-Simplexes der ~3 liegt und ein 

(euklidiseher) Wiirfel ist, der r and ~ zu gegeniiberliegenden Seiten hat. P sei der Anfangs- 

punkt yon u auf e, Q der Endpunkt  yon u auf ~. Auf s bezw. t wiihlen wir je einen Punkt  

S bezw. T. P und S werden geradlinig dureh die von S nach P orientierte Strecke v auf 

r verbunden, Q und T durch die von Q nach T orientierte Strecke w auf ~. Auf rl verbinden 

wir T mit S durch einen von T naeh S orientierten Weg z~, der mit s bezw. t nur den Punkt  

S bezw. T gemein hat. Entsprechend wShlen wir den Weg z~ auf r2. Nun bilden uwz~v und 

uwz~v Knotenlinien, welehe den yon u in ~1 bezw. ~2 erzeugten Knoten, also denselben 

Knoten ~, darstellen. Durch isotope simpliziale Deformation des von S naeh T fiihrenden 

Weges v u w  kann man eine Sehne u' yon ~2 erhalten, fiir welche S der Anfangspunkt, 

T der Endpunkt  ist. Dabei entstehen Knotenlinien u'z  I u n d  u'z~, die noch denselben Kno- 

~en ~ darstellen. Nun wird x dureh u' z~ und die 2-Sphere ~ als Produktknoten dargestellt 

und zwar als Produkt  yon 2 Faktoren~ die yon u'z  2 bezw. zlz~ l repr/isentiert werden. Da 

u'z2 ebenfalls den Knoten u darstellt, ist ZlZ2 ~ nachw 5 Satz 1 eine Kreislinie z. Auf 

hat z mit dem Meridian s yon !~ die algebraisehe Sehnittzahl + 1. Nach w 6 Hilfssatz 3 

stellt z denselben Knoten dar wie eine geeignet orientierte Seele yon ~ .  ~ ist also unver- 

knotet. 

Der soeben betrachtete Sachverhalt wird besonders einfaeh, wenn u in ~x unverkno- 

tet  ist: 

ttilfssatz 2: Unter den Voraussetzungen yon Hil]ssatz I sei u in ~t~ unverknotet. Dann 

ist u auch in ~2 unverknotet. 

Beweis: Wir Sehliessen u zu einer Knotenlinie k durch eine unverknotete Sehne y der 

zu ~ komplement/~ren Kugel ~ .  Der yon k repritsentierte Knoten u wird durch | 

als Produkt  des yon u in ~1 und des yon y in ~'~ erzeugten Knotens, also als Produkt  zweier 

Kreise, dargestellt. ~ ist also der Kreis. Andererseits wird ~ dutch k und | als Produkt  

des yon u in ~2 nnd des yon y in der zu ~2 (in der ~a) komplement~ren Kugel ~ erzeugten 

Knotens dargestellt. Beide Knoten miissen Kreise sein, da sieh der Kreis nur als Produkt  

yon Kreisen darstellen litsst, u ist also auch in ~ i  unverknotet.  

w 9. Die Ordnung eines Vollringes in bezug auf eine KnotenUnie. 

Wir betrachten einen Vollring !3 in der |  eine Knotenlinie k, die auf !3 liegt. 

Da eine orientierte Seele yon ~ erzeugendes Element der 1-dimensionalen Homologie- 
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gruppe yon !~ ist, ist k auf !~ homolog zu dem Vielfachen einer solchen Seele. Den Betrag 

dieser Vielfachheit nermen wit die Umlau/zahl von k auf ~.  Ist  k nieht nullhomolog auf !~, 

so bezeichnen wit eine Seele a v o n  ~,  die so orientiert ist, dass k auf !~ zu einem positiven 

Vielfachen von a homolog ist, als ~ositiv orientiert bezi~lich k. Ist k eine nicht-orientierte 

Knotenlinie auf !~, so bezeichnen wit die Umlaufzahl, die ]c bei Orientierung auf !8 erhiilt, 

auch als Umlaufzahl von k auf !~. Es ist dabei offenbar gleichgiiltig, welehe Orientierung 

von k benutzt wird. 

Es sei nun k eine orientierte oder nicht-orientierte Knotenlinie, die auf eir~em Vollring 

!~ in der 6 3 liegt. Wir betrachten solche Meridianfliichen von !~, die von k in allen Punkten, 

die sie mit k gemein haben, durchsetzt werden. Aus einer beliebigen Meridianfl~tche von 

!~ kann man eine solche durch eine beliebig kleine Deformation erhalten. ~)ie kleinste der 

Schnittpunktzahlen von k mit einer solchen Meridianfl~iche voa  ~ heisse die Ordnunq yon 

in bezug au] k. 

Hi l f s sa t z  :I: Es sei k eine Knotenlinie au/ einem Vollring ~ in der 6 3. Die Ordnung 

yon ~ in bezug au] k ist nicht kleiner als die Umlau/zahl yon k au/ ~. Die Di/]erenz aus 

Ordnung und Umlau/zahl ist gerade. Liegt k au] dem Rande yon ~, so stimmen Ordnung 

und Umlau]zahl i~berein. 

Beweis :  Die Umlaufzahl von k auf !~ kann auch als algebraische Schnittzahl von k 

mit einer (geeignet) orientierten Meridianfl~che yon !~ aufgefasst wsrden, Wobei die Wahl 

der Meridianfl~che gleichgiiltig ist. Sei insbesondere m eine Meridianfliiche von !~, die von 

k in nur so vielen Punkten getroffen wird, wie die Ordnung von !~ in bezug auf k angibt. 

Die Ordnung von !~ in bezug auf k ergibt sich also, indem man die gemeinsamen Punkte 

yon k und m alle mit der Vielfachheit + 1 ziihlt, wahrend sich die Umlaufzahl von ]c auf 

dadurch ergibt, dass man diesem Punkte  die Vielfachheit + 1 oder - 1 zulegt, je nach 

der Richtung, in welcher m von k in diesen Punkten durchsetzt wird. Gleichzeitig ergibt 

sich, dass sich Ordnung und Umlaufzahl um eine gerade Zahl unterschsiden. 

Es liege nun k auf dem Rande ~ von !~. m sei ein Meridian, b ein Breitenkreis von ~.  

m u n d  b bilden auf ~ eine eindimensionale Homologiebasis. Auf ~ gilt also sine Homologie 

k -  ~m + :r (:r ~ ganz). 

Es kann angenommen werden, dass b so orientiert ist, dass ~ > 0 ist. Dann ist ~ die Um- 

laufzahl yon k auf !~, denn auf !~ ist m nullhomolog und b Erzeugende der eindimensionalen 

Homologiegruppe yon !8. Die algebraische Schnittzahl yon ]cmit m auf ~ ist _+ ~. Nach 

w 2 Hilfssatz 3 kann m so gew~thlt werden, dass/c mit m nut  u Punkte gemein hat. Eine 

Meridianfiache von !~, die m zum Rand hat, trifft nun k in ~ Punkten. Die Ordnung yon 

!~ in bezug auf k ist also hSchstens gleich r162 und sie muss cr sein, da sie nach dem Obigen 
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nicht kleiner als die Umlaufzahl ~ von k auf ~ sein kann. Damit ergibt sich die letzte 

Behauptung des Hilfssatzes. 

Folgerung aus Hiltssatz 1: Hat  ~ die Ordnung 1 in bezug auf k, so hat  k die Umlauf- 

zahl 1 auf ~.  

Fiir das Folgende beschr/inken wir uns auf den Fall, dass k im Inneren von ~ liegt. 

Sa t z  1: Die Knotenlinie k liege im Inneren des Vollringes ~. ~ hat in bezug aut k 

genau dann die Ordnung null, wenn k im Inneren einer Kugel liegt, die yon ~ um/asst wird. 

Beweis :  Wenn ~ die Ordaung null in bezug auf k hat, so gibt es eine Meridianfl~che 

e yon ~ ,  die k nicht trifft. Eine Meridianfl~che ~ von ~ ,  die hinreichend benachbart zu 

e ist und e nieht trifft, wird dann von k ebenfalls nieht getroffen, e und [ zerlegen ~ in 

zwei Kugeln, wovon eine k im Inneren enthalten muss. 

Es liege nun umgekehrt k in einer Kugel ~, die von ~ umfasst wird. Man kann anneh- 

men, dass ~ den Rand yon ~ nieht trifft. Sollte dies nKmlich nicht der Fall sein, so kann 

man ~ dutch eine s-Abbildung der ~3 auf sich in ein 3-Simplex iiberfiihren. Durch/~hn- 

liches Zusammenziehen'dieses 3-Simplexes l~sst sich dann eine Kugel erhalten, die im In- 

neren von ~ liegt und k noch im Inneren enth/ilt. Sei nun m eine Meridianfl/iche von ~ .  

Es kann angenommen werden, dass m den Rand @2 von ~, falls iiberhaupt, nur in doppel- 

punktfreien, disjunkten Sehnittlinien trifft. Die Schnittlinien lassen sich der Reihe nach 

beseitigen. Jede berandet n/imlich auf m u n d  auf | ein Elementarflachenstiick. Wir 

betrachten zun/ichst eine solche, s, die auf | ein Elementarfl/~chenstiick e berandet, das 

keine weitere Sehnittlinie enth/~lt, s berandet auf m ein Elementarfl~ichenstiick ~. e und 

bilden zusammen eine 2-Sph/ire, welche eine Kugel berandet, die m - ~  nicht enth/~lt. 

~)ber diese kann nachw 1 ~ in e ~ deformiert und anschliessend von e abgehoben werden, 

sodass die Schnittlinie s verschwindet und der Durchschnitt von m - [ mit | unge/~ndert 

bleibt. Auf diese Weise lassen sich alle Schnittlinien von m u n d  ~2 beseitigen. Man erh/~lt 

damit eine Meridianfl/iche m von ~ ,  die ~ und damit auch k nieht trifft, da der Rand yon 

m ira Ausseren von ~ liegt. 

Sa t z  2: Der Vollring ~ enthalte die Knotenlinie k im Inneren und babe in bezug au/ 

k die Ordnung 1. Dann ist k entweder orientierte Seele von ~, oder der yon k dargesteUte Knoten 

ist Produ~ eines yore Kreise verschiedenen Knotens mit dem~eniqen Knoten, der yon einer 

bezi~glich k positiv orientierten Seele yon ~ repriisentiert wird. 

B e w e i s :  Nach der Folgerung aus Hilfssatz 1 hat k auf !~ die Umlaufzahl 1. Es hat dem- 

nach einen Sinn, yon einer beziiglich k positiv orientierten Seele yon ~ zu sprechen. 

Sei nun e eine Meridianfl~iche yon !~, die k in nut  einem Punkte trifft. Es l~sst sich zu 

e eine hinreichend benaehbarte Meridianfl~che ~ so w/ihlen, dass ~ yon e nicht getroffen 
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wird und von /c nur in einem Punkte.  Dass diese Wahl von ~ mSglieh ist, srkennt man 

ohne weiteres, wenn man 93 lgngs e aufsehneidet und dureh ein Prisma darstellt. 

e und ~ zerlegen 93 in zwei Kugeln ~1 und ~2, in denen k je eine Sehne kl bezw. k2 

bildet. Nach Definition der Seele und naeh w 6 Hilfssatz 4 ist k genau dann Seele yon 93, 

wenn k 1 in ~1 und/c 2 in ~2 unverknotet  ist. 

Es sei nun k nieht Seele yon 93. /c stelle den Knoten ~ dar, eine bezfiglieh k positiv 

orientierte Seele yon 93 den Knoten 2. Ferner erzeuge kl in ~1 den Knoten ~1, k~ in ~[2 

den Knoten ~2. Naeh w 6 Hilfssatz 5 is t~ - ~ . ~ .  Da k nieht Seele yon 93 ist, so ist minde- 

stens einer der Knoten s~, ~ kein Kreis, und es ist aueh ~, z~ nieht der Kreis, da der Kreis 

nut  als Produkt  yon Kreisen dargestellt werden kann. Damit ergibt sieh die Behauptung. 

Anmerkung:  Satz 2 ist eine Ergitnzung zu der Aussage yon w 6 Hilfssatz 3, dass eine 

Knotenlinie auf dem Rande yon 93, in bezug auf welehe 93 die Ordnung 1 hat, denselben 

Knoten darstellt wie eine gleiehsinnig orientierte Seele yon 93. 

t t i l f s s a t z  2: Es sei ]c eine Knotenlinie im Inneren des Vollringes 93. ml, me . . . .  , m~ 

seien Meridiane yon 93, die sicl~ gegenseitig nicht treJ/en. Es  existieren dann fi Meridian/liichen 

yon 93, die m 1 bezw. me, �9 �9 mZ als Rand  haben, paarweise punkt]remd sind und k in nu t  

so v~ielen Punk ten  tre[]en, wie die Ordnung yon 93 in bezug au] k angibt. 

B e w e i s :  Sei zun'Xchst (~1 eine Meridianflitche von 93, die k in nur so vielen Punkten 

trifft, wie die Ordnung yon ~ in bezug auf/c angibt. Wenn man 93 lgngs e~ aufsehneidet 

und dureh ein Prisma darstellt, erkennt man, dass in hinreichender Nithe von r noch 

weitere Meridianfl~chen % . . . . .  e~ gewithlt werden kSnnen, die sich gegenseitig und c~ 

nicht treffen und k nur in so vielen Punkten wie el: Die Rander yon e~, % . . . . .  e~ bilden 

auf dem Rande 3; von 93 ein System yon fl Parallelkurven (bsi glsichsinnigsr Orisntierung), 

die Meridians yon 93 sind. Naeh w 2 Satz 4gibt  es eine s-Abbildung der ~a auf sieh, die dieses 

System yon Parallelkurven auf 3; in dasjenige fiberffihrt, das yon den Meridianen ml, 

m 2 , . . . ,  m~ (bei geeigneter Orientierung) gebildet wird. Die Abbildung litsst sieh so wghlen, 

dass sie 3; in sieh fiberfiihrt und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung yon 3; die 

Identi tgt  ist. Da k im Inneren von 93 liegt, kann diese Umgebung yon 3; so gewghlt werden, 

dass sie k nieht trifft. Dutch die Abbildung gehen dann el, e2 . . . .  , e~ in Meridianfl~ehen 

yon 93 fiber, welehe die geforderten Eigsnsehaften haben. 

Es sei ~3 ein Vollring in der ~a, der den Vollring 93 umfasst. Die Ordnung yon ~ in 

bezug auf eine Seele yon 93 ist unabh~ngig yon der Wahl der Seele, weil es naeh w 6 Hilfssatz 

1 zu je zwei Seelen yon 93 eine s-Abbildung der ~a auf sieh gibt, welehe die eine Seele in 

die andere fiberffihrt und auf dem Komplement yon 93 die Identi tgt  ist. Wir bezeiehnen 

daher die Ordnung yon }~3 in bezug auf eine Seele yon 93 als Ordnung yon ~i~ in bezug au] 93. 
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Entspreehend bezeichnen wit die Umlaufzahl einer Seele yon ~3 auf ~ als UmIau/zahl 

yon ~ auf ~ .  

t t i l f s s a t z  3: Der Vollring ~2~ enthalte den Vollring ~ im Inneren und babe in bez~*g 

auf ~ die Ordnung null. Dann gibt es eine Meridianfliiche yon ~..~, die ~ nicht trijfl. 

B e w e i s :  Um Weitl/iufigkeiten zu vermeiden, benutzen wir Resultate des folgenden 

w 10, die wit unabh~ngig yon diesem Hilfssatz erhalten werden. 

Es sei a eine Seele yon 9.~. Nach Definition der Ordnung gibt es eine Meridianfl~tche 

11l von ~;~3, die a nicht trifft. Naeh w 10 Hilfssatz ] gibt es einen Vo]lring ~ ' ,  der a zur Seele 

hat  und in einer beliebig kleinen Umgebung yon a liegt. Insbesondere kann ~ '  so gew.~hlt 

werden, dass ~ '  im Inneren yon ~ liegt und dass ~ '  yon nl nicht getroffen wird. Da ~ '  

im Inneren yon ~ liegt und a zugleieh Seele yon ~ und ~ '  ist, hat ~ in bezug auf 93' 

die 0rdmulg 1, und durch die Seelelt von ~ und ~ '  wird derselbe nicht-orientierte Knoten 

dargestellt. Nach w 10 Hilfssatz 2 gibt es eine s-Abbildung 9 der ~3 auf sich, welehe 

~ '  in ~ iiberfiihrt und ausserhalb eiuer beliebig kleinen Umgebung von ~ die Identit/~t 

ist. Da ~ im Im~ereu yon 9.~ liegt, kann q0 insbesondere so gew~hlt werdeu, dass cp im 

Komplement yon ~ die Identit~t ist. ~ (11t) ist dann eine Meridianfl~che yon ~ ,  die 

nieht trifft. 

t t i l f s s a t z  4: Es sei Y~ ein Vollring in der ~3, der den Vollring ~ im lnneren enthalte. 

k sei eine Knotenlinie im Inneren yon ~ u~d m eine Meridian[liiclle yon ~ ,  die ]c in y Punkten 

tri]]t. Dann gibt es eine Meridianfliiche yon ~.~, die den Rand yon ~ nut in Meridianen von 

f~ und k in h6chstens ? Punkten trif/t. 

B e w e i s :  Es kann angenolnmen werden, dass der Durchschnitt  yon m m i t  dem Rande 

yon ~3 nur aus doppelpunktfreien Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig nicht treffen. 

Falls dies noch nicht der Fall ist, l~sst sich dies dutch eine Deformation von m erreichen, 

bei welcher der Rand yon m und der Durchschnitt  von m u n d  k unge~tndert b]eiben. 

Wir betraehten zungehst diejenigen Schnittlinien von ~ und m, die auf Q; nullhomolog 

sind, und zeigen, dass sie sich der Reihe naeh beseitigen lassen, ohne dass sich die Schnitt- 

punktzahl von m m i t  k erhSht. Sei se ine  solche, die auf 3; ein Elementarflachenstiick e 

berandet, das keine weitere Schnittlinie enth/~lt, s berandet auf m ein Elementarflitchenstiick 

~. Wit ersetzen ~ durch e und erhalten damit eine Meridianflgehe m' yon ~53, die k in hSchstens 

y Punkten trifft, da e als Elementarflaehenstiick auf 3; zu k punktfremd ist. Nun wird 

m' dadurch deformiert, dass man  e yon 3; abhebt und zwar ins Aussere oder Innere yon 

~3, je nachdem o b m  - ~ in s im Ausseren oder Inneren yon ~ an 3; anstSsst. Das Abheben 

kann so geschehen, dass der Durchschnitt von m' mit k und der Durchschnitt yon 3; 

m i t m  - ~ unge~ndert bleiben. Start  m' schreibeu wit wieder m. Auf diese Weise lassen 
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sich der Reihe nach alle Schnittlinien von ~ und m beseitigen, die nullhomolog auf 

~: sind. 

Die verbleibenden Schnittlinien sind bei geeigneter Orientierung auf % homolog, da 

sie doppelpunktfrei sind und sich gegenseitig nicht treffen, und zwar sind es entweder Meri- 

diane oder Breitenkreise von ~. Ist  nKmlich seine irmerste Schnittlinie auf m, d.h. eine 

solche, die auf m ein Elementarfl~Lchenstiiek e berandet, das keine weitere Schnittlinie 

enth~lt, so ist s entweder nullhomolog auf ~ oder nullhomolog in | _ ~ + ~. Da s nicht 

nullhomolog auf ~ ist, so ist s entweder Meridian oder Breitenkreis yon ~,  wobei im zwei~en 

Falle ~ unverknotet ist. Falls die Schnittlinien Meridiane yon ~ sind, ist nichts mehr zu 

beweisen. 

Es seien nun die Schnittlinien von m u n d  ~ Breitenkreise von ~.  Dann gibt es auf 

einen Breitenkreis b von ~,  der keine der Schnittlinien von m und ~ trifft. Ist  nun a 

eine Seele von ~,  die hinreichend nahe an b liegt, so wird a ebenso wie b von m nicht ge- 

troffen. ~9 hat  also die Ordnung null in bezug auf ~,  und nach Hilfssatz 3 gibt es eine Meri- 

dianflgche yon ~3, welche ~ nicht trifft. Der Hilfssatz ist damit bewiesen. 

I-Iilfssatz 5: Es sei ~3 ein Vollring in der 6 3, der den Vollring ~ im Inneren enthalte 

und in bezug au[ diesen die Ordnung y babe. Jede Meridian/l~iche yon ~ ,  die den Rand 

yon ~ nur in Meridianen yon ~ schneider, enthdlt mindestens y Meridian]Idchen yon ~,  und 

es gibt eine Meridian/l~iche yon ~3, die ~ in nur Y Meridianen von ~ schneidet. 

Beweis :  Der Fall y = 0 kann ausgeschlossen werden, da dann die erste Behauptung 

trivial ist und sieh die zweite Behauptung durch Hilfssatz 3 ergibt. 

Sei nun y > 0 und a eine Seele von ~.  m sei eine Meridianfl/~che yon ~3, die ~ nur in 

Meridianen yon ~ trifft und dort schneidet. Wir betraehten auf m diejenigen Schnitt- 

linien, die auf m von keiner weiteren umfasst werden. Dies seien Sl, s2 . . . .  , sz. Jede Schnitt- 

linie s~(i = 1, 2 . . . .  , fl) berandet auf m ein Elementarfl~Lchenstiick ei, und es liegt 

m -  el - r - �9 �9 �9 - e~ im Ausseren yon ~ nach Bestimmung der s i. Auf jedem e~ muss 

mindestens eine Meridianfl~ehe von ~ liegen. Eine auf ei innerste Schnittlinie von m u n d  

(diese kann der Rand von e~ sein) berandet n/~mlich auf m ein Elementarfl/~chenstiick, 

dessert Durchschnitt mit ~ nur aus seinem Rande besteht. Da dieser ein Meridian von 

ist, muss das Elementarfl/~chenstiick Meridianfl~che von ~ sein. 

Die erste Behauptung ergibt sich, wenn noch gezeigt wird, dass fl > y ist. Wir kSnnen 

nun wegen Hilfssatz 2 alle ei gleichzeitig durch Meridianfl/~chen ~ von ~ ersetzen, die 

sich gegenseitig nicht und a in je einem Punkte treffen. Dabei entsteht aus m eine 

Meridianfl/~che m' yon ~3, die a in fl Punkten trifft. Aus der Definition der Ordnung 

folgt fl > y. 

Sei nun m eine Meridianflgehe von ~3, die a in nur y Punkten trifft. Wegen Hilfssatz 
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4 (man ersetze dort k durch a) kana angenommen'werden, dass der Durchschnitt  von 

und m nut  aus Meridianen von !~ besteht. Es m5gen si und e~ die Bedeutung wie oben 

haben. Da auf jedem ei mindestens eine Meridianfl~tche von !~ liegen muss und a v o n  jeder 

Meridianfliiche yon ~ getroffen wird, muss jetzt  fl =<y und damit fl = y  sein. Ersetzen wir 

die r wie oben durch Meridianfl~tchen ~ von !~, so entsteht aus m eine Meridianfliiche von 

~ ,  welche die zweite Behauptung des Hilfssatzes erfiillt. 

S a t z  3: Es sei k eine Knotenlinie im Inneren des Vollringes !~, der irn Inneren des Voll- 

tinges ~3 enthalten sei. Die Ordnung yon ~ in bezug auf k ist gleich dem Produkt der Ordnung 

yon ~ in bezug au] ~ mit der Ordnung yon ~ in bezug au/ k. 

Beweis :  Sei 7 die 0rdnung von ~ in bezug auf k, 71 die Ordnung yon ~ in bezug auf 

und 72 die Ordnung yon 93 in bezug auf k. m sei eine Meridianflache you ~2~, deren 

Schnittpunktzahl mit k gleich 7 ist. Wegen Hilfssatz 4 kann angenommen werden, dass 

nt den Rand ~ von ~ nur in Meridianen yon ~ schneider. Nach Hilfssatz 5 enth~lt m 

mindestens 7~ Meridianfl~chen yon ~,  und jede dieser Meridianfl~chen trifft k in mindestens 

72 Punkten nach Definition der 0rdnung. Daraus folgt 

(1) 7 >= 7172. 

Sei nun m eine Meridianfl/~ehe yon ~ ,  die ~ in 71 Meridianen sl, s2 . . . . .  sr~ schneidet. 

Wegen Hilfssatz 5 berandet s~ (i = 1, 2 . . . .  ,7~) auf m eine Meridianflttehe ei von ~.  ~Tach 

Hilfssatz 2 kann man in die s i gleichzeitig 7~ Meridianfliichen ~, ~2 . . . . .  ~7~ yon !~ ein- 

spannen, die sich gegenseitig nicht und k in je 72 Punkten treffen. Ersetzt man die r 

durch die ~i, so entsteht aus m eine Meridianfl~iche von ~ ,  die k in 7x72 Punkten trifft, 

WOY~US 

(2) 7 ~7172 

folgt. Aus (1) und (2) ergibt sich die Behauptung des Satzes. 

S a t z  4: Es sei k eine Knotenlinie, die von dem Vollring ~ um]asst werde. ~ sei ein 

Vollring, der ~ urn~asst. Die Umlau]zahl von k au] ~ ist gleich dem Produkt der Umlau]zahl 

yon ~ au/ ~3 mit der Umlau/zahl yon k au/ !~. 

Beweis :  Es sei ~ die Umlaufzahl yon k auf ~ ,  :q die Umlaufzahl von ~ auf 9.~ und 

~ die Umlaufzahl yon k auf 93. Dann ist k auf !~ homolog dem ~-fachen einer geeignet 

orientierten Seele a v o n  ~.  Auf ~9 ist a homolog dem ~,-fachen einer geeignet orientierten 

Seele a' yon ~9. Dann ist k auf ~9 homolog dem ( ~  ~)-fachen yon a'. Es ist also :r = ~1 ~2. 

S a t z  5: Es sei k eine Knotenlinie, die den Knoten ~ darstellt. Die Ordnungen in bezug au] 

k derjenigen ve~knoteten Vollringe, die k ira Inneren enthahen, sind beschri~nkt. Die Schranke 

hiingt nur yon ~ab.  



176 Horst Schubert. 

Anmerkung: Fiir die Giiltigkeit des Satzes ist die Verknotung der betrachteten Voll- 

tinge wesentlich. 

B e w e i s :  0ffenbar ist es gleichgiiltig, welcher Repr~sentant k von ~ gew~hlt wird, 

Wir kSnnen wegen w 1 Satz 5 annehmen, dass k im Inneren eines 3-Simplexes ~ der 6 3 

liege. Fiir das Weitere sei k lest gew/ihlt his auf Anderungen, die lc dutch ~_hnlichkeitsab- 

bildungen yon (~3 in sieh erf~thrt. ~3 sei Bin verknoteter Vollring, der k im Inneren enth~tlt. 

Wegen w 1 Satz 5 kann angenommen werden, dass der Rand ~ von ~ ebenfalls in (~ liegt. 

Wit fassen ~3 als 3-Simplex eines euklidischen Raumes R 3 auf. Es gibt dann im R 3 eine 

Schar paralleler Ebenen, die zul~ssig in bezug auf 3; ist (vgl. w 4) und die Eigenschaften 

hat, dass kein 1-Simplex yon k parallel zu den Ebenen der Schar ist und dass ~ede Scharebene 

hSchstens eine Ausnahmeecke yon ~ enth~lt. Nach w 4 Satz 2 gibt es eine Scharebene 

E, die ~ in einem Meridian m eines Vollringes schneider, der yon ~ in der | berandet 

wird. Wegen w 7 Satz 2 muss m Meridian yon ~3 sein, da ~3 verknotet  ist. m berandet auf 

E ein Elementarfl'Schenstiick e, auf dem noch Schnittliniea yon ~ mit E liegen kSnnen. 

Da diese Schnittlinien unverknotet  sind, sind sie wegen w 7 Hilfssatz 2 nullhomolog au~ 

oder Meridiane yon ~. Es kann angenommen werden, dass e ausser seinem Rand keinen 

Meridian von ~ enth~lt, da andernfalls e durch ein kleines Elementarfl~chenstiiek auf e 

ersetzt werden kann. Die Schnittlinien von ~ m i t e  sind gesehlossen und doppelpunktfrei, 

sie haben mit dem Rande von e hSchstens einen Punkt  gemein, und nut  in einem solchen 

Punkte kSnnen sich verschiedene Schnittlinien treffen. Dies folgt daraus, dass E hSchstens 

eine Ausnahmeecke yon ~ enth~ilt. 

Nach Wahl der Ebenenschar besteht der Durchsehnitt yon e und k aus Punkten Px, 

P2, �9 �9 Pr, in denen e yon k durchsetzt wird, und mSglieherweise noch weiteren Punkten 

Q~, Q2 . . . .  , Qr in denen e yon k getroffen aber nieht durchsetzt wird. Wir werden zeigen, 

dass die 0rdnung von ~ in bezug auf k hSchstens gleich y ist. Daraus folgt dann, dass 

diese 0rdnung nicht grSsser ist als die Anzahl der Punkte, in denen E von k durehsetzt 

wird. Als allein yon k abh/~ngige Sehranke /iir die Ordnung yon ~ in bezug au/ k erhiilt man 

damit die maximale Anzald yon Schnittpunkten, die eine Ebene E, die zu keinem 1-Simplex 

yon k parallel ist, mit k haben kann. 

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass die Ordnung yon ~ in bezug auf k hSchstens gleich 

y ist. Dies folgt aus 

t t i l f s s a t z  6 : Es sei f~ ein Vollring, der die Knotenlinie k im Inneren enthiilt. ~ sei 

der Rand und m ein Meridian yon f~. Ferner sei e ein Elementar[liichensti~ck mit dem 

Rande m, dessen Durchschnitt mit k nut  aus isolierten Punkten und dessen Durchschnitt 

mit ~ ausser aus m aus doppelpunktlreien, geschlossenen Schnittlinien besteht, die sich 

gegenseitig und m h6chstens in einem Punkte R au/ m tre]/en und die nullhomolog au] 
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sind. Dann gibt es eine Meridian]liiche 1It von ~, die m zum Rande hat und k nut in solchen 

Punkten tri[/t, die Schnittpunkte yon k mit r sind. 

Beweis: Es seien P1, P2 . . . . .  Pr wieder die Punkte, in denen r von ]c durchsetzt 

wird, Q1, Q2 . . . . .  Qz die iibrigen Punkte des Durchschnittes von e und k, in denen also 

r yon k getroffen aber nicht durchsetzt wird. 

Wir betrachten die Schnittlinien von r  ~. Da diese nullhomolog auf ~ sind, be- 

randet ]ede yon ihnen auf ~ ein Elementarflachenstiick, das den Meridian m nicht enthalten 

kann. Sei seine innerste Schnittlinie auf ~, die auf ~ ein Elementarfl~chensttick ~ berandet, 

das keine weitere Schnittlinie enthSlt. Auf r berandet s ein Elementarfliichensttick ~2. 

Wir ersetzen ~2 durch ~1 und deformieren das dabei aus e entstehende Elementarfl~tchen- 

stiick noch dadurch, dass wir ~1 yon ~ so abheben, dass die Schnittlinie s verschwindet und 

keine neuen Schnittlinien entstehen (vgl. w l). Falls s mit m einen Punkt  R gemein hat, 

ist R als einziger Punkt  yon ~1 nicht yon ~ abzuheben. Nach den ErSrterungen yon w 1 

kann das Abheben so vorgenommen werden. Da k im Inneren yon ~ liegt, kann das Abhe- 

ben zudem so vorgenommen yerden,  dass dabei keine l~euen gew-;-aamen Punkte yon 

]c und dem aus r entstehenden Elementarfl~chenstiick auftreten. 

Das aus r entstandene Elementarfl~tchenstiick bezeichnen wir wieder mit r Es hat 

mit ]~ hSchstens die Punkte P1, P2 . . . . .  Ps und Q1, Q2 . . . .  , Qs gemein, wobei noch dieje- 

nigen dieser Punkte,  die auf ~2 lagen, verschwunden sind. Solange noch Schnittlinien yon r 

und ~ vorhanden sind, kann dieses Verdahren fortgesetzt werden. Man erh~lt schliesslich 

ein Elementarfliichenstiick m, das mit q~ nur den Rand m gemein hat und das yon ]c hSch- 

stens in P1, P2, �9 �9 Pr  durchsetzt wird. m i s t  Meridianfl~che yon ~. Falls m m i t  k noch 

Punkte QI, Q2 . . . .  , Qs gemein hat (in denen also m von ]c nicht durchsetzt wird), so 1-Ssst 

sich noch durch eine Deformation von m erreichen, dass diese Punkte im Durchschnitt  

von In mit k verschwinden, ohne dass sich der iibrige Durchschnitt yon m m i t  k ~ndert. 

w 10. Semilineare .~quivalenz von Vollringen in dcr ,~3. 

Zwei Vollringe [~, ~ in der ~3 heissen gleich verknotet, wenn die Seelen yon 1I und !~ 

denselben nicht-orientierten Knoten darstellen. Wir wollen zeigen, dass es zu jedem nicht- 

orientierten Knoten ~ einen Vollring in der | gibe, durch dessen Seelen u dargestellt 

wird, und dass es zu zwei Vollringen in der | genau dann eine s-Abbildung der | auf 

sich gibt, welche den einen in den anderen iiberfiihrt, wenn die beiden Vollringe gleich 

verknotet  sind. 

t t i l f s s a t z  t :  Es sei k eine Knotenlinie. Es gibt einen Vollring ~, der in einer beliebig 

kleinen Umgebung yon k lieqt und k als orientierte Seele besitzt. 
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Beweis :  Es kann angenommen werden, dass k im Inneren eines 3-Simplexes ~3 der 

6 3 liegt, und wit kSnnen ~ als 3-Simplex des R s auffassen. Man erkennt nun leicht, dass 

eine geeignete simpliziale Umgebung yon k einen Vollring mit den gewiinschten Eigen- 

schaften ausmacht. Man kann etwa so vorgehen: 

Wit zerlegen k simplizial so, dass bei Durchlaufen yon k keine zwei aufeinander- 

folgenden 1-Simplexe in einer Geraden liegen. Die 1-Simplexe auf k umgeben wir nun 

der Reihe naeh mit beiderseits abgeschnittenen Pyramidenstiimpfen, deren Querschnitt 

sich im Sinne der Orientierung von k erweitert. An den Pyramidenstiimpfen unterscheiden 

wir Dach- und Bodenfl~ehe so, dass im Sinne der Orientierung von k die Dachfli~che vor 

der Bodenflache liegt. Die Dach- bezw. Bodenfl~che soll dabei in einer Ebene E i liegen, 

welche durch eine Ecke P~ des gerade b-etrachteten 1-Simplexes geht und welche die 

Eigenschaft hat, dass die in Pi zusammenstossenden 1-Simplexe yon k mit E~ gleiche 

Winkel bilden. Die Pyramidenstiimpfe kSnnen der Reihe nach so gewiihlt werden, dass 

der Durchsehnitt von je zwei unmittelbar aufeinanderfolgenden aus der Daehfliiche des 

einen besteht, dass der Durchschnitt von zwei nicht unmittelbar aufeinanderfolgenden 

leer ist und dass der Rand von ~3 von keinem Pyramidenstumpf getroffen wird. Dies 

ist mSglieh, da ~edes 1-Simplex r yon k voni Rande yon ~a and yon den 1-Simplexen 

yon k, die nicht an r anstossen, einen positiven Abstand hat. Die Vereinigungsmenge 

dieser Pyramidenstiimpfe macht dann einen Vollring ~ aus, der k zur Seele hat: Man 

kann in einem Pyramidenstumpf zwei ebene Meridianfliichen yon ~ linden, wodurch 

!~ in zwei Kugeln zerlegt wird, in denen k je eine unverknotete Sehne bfldet. Offenbar 

kSnnen die Pyramidenstiimpfe noch so gew~ihlt werden, dass ~ in einer beliebig kleinen 

Umgebung yon k liegt. 

Hilfssatz 2: Es sei ~ ein Vollring in der ~a, der im Inneren des Vollringes ~* ent- 

halten sei. ~ und ~* seien gleich verknotet, und es babe ~8" die Ordnung 1 in bezug auf !8. 

Dann gibt es eine s-Abbildung der ~ au[ sich, die ~* in ~ i/tberfi~hrt und ausserhalb einer 

beliebiq /cleinen Umgebung "des abgeschlossenen Komplements yon ~ in bezug au/ ~* die Iden- 

titiit ist. 

Beweis :  Es sei ~* der Rand yon ~*, ~: der Rand yon ~. Da !8" in bezug auf ~ die 

Ordnung 1 hat, gibt es nash w 9 Hilfssatz 5 eine Meridianfl~che 6* yon !8", die ~ nur in 

einem Meridian yon !~ trifft und dort schneidet. In hinreichender N~he yon e* liisst sich 

eine zweite Meridianflaehe I* yon !8" so wiihlen, dass I* die gleiche Eigenschaft hat und 

e* nicht trifft. Auf e* und ~* lisgt dann je sine Meridianfli~che e bezw. ~ von ~. 

Durch e* und ~* wird ~* in zwei Kugeln ~1", ~2" zerlegt. ~i* (i = 1, 2) wird berandet 

yon e*, ~* and einem Kreisring ri* auf ~:*. Dursh e und ~ wird !~ in zwei Kugeln ~1, ~ 

zerlegt, wobei ~ in ~i* enthalten sei. Der Rand yon gi enthMt einen Kreisring r~, der aut 
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~; liegt (Fig. 8). Es sei a eine orientierte 8eele yon !8, die in ~1 und ~ je eine uaverknotete 

Sehne a 1 bezw. a~ bildet, a~ ist gleichzeitig Sehne yon ~ .  Da !~* in bezug au{ a die Ordnung 

1 hat und da ~ und ~* gleieh verknotet sind, ist a nach w 9 Satz 2 orientierte Seele yon 

~*, und naeh w 6 Hilfssatz 4 ist a i auch unverknotet in ~*. 

Nach w 8 Hilfssatz 1 ist nun das abgeschlossene Komplement yon ~i beziiglich ~ 

ein unverknoteter Vollring 11~, fiir welehen die Riinder yon e und ~ Breitenkreise sind. 

Hi wird berandet yon den Kreisringen ~, 1:* und ie einem Kreisring ~ bezw. t auf e* bezw. 

~+, und alle Rgnder dieser Kreisringe sind Breitenkreise yon 11, Man kann nun 3;* naeh 

w 8 dadureh deformieren, dass man zun/~ehst den Kreisring r~ fiber 111 in den Kreisring 

+ ~t + t deformiert und dabei ~ festhiilt. Danach liisst sigh bei festgehaltenem ~ der 
12--533806. Acta mathematica. 90. Imprim6 le 24 noverabre 1953, 
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Krcisring ~ + r~ + t fiber lI~ in r2 deformieren. Dann ist ~* in ~ fibergegangen. Nach An- 

merkung 1 zum Satz von w 8 lassen sich die Resultate beider Deformationen dureh s- 

Abbildungen der ~a auf sieh erhalten, die ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung 

yon 111 bezw. 112 die Identit~t sind. Hieraus ergibt sich die Behauptung. 

Anmerkung." Wir haben diesen Hilfssatz zum Beweise vonw 9 Hilfssatz 3 und damit 

fiir den Fall ~ = 0 in w 9 Hilfssatz 5 benutzt. Dagegen haben wit im vorstehenden Beweise 

w 9 Hilfssatz 5 fiir den Fall y = 1 benutzt, also von w 9 HilfssaLz 3 keinen Gebrauch gemacht. 

Sa tz  1: Es seien ~ und ~* zwei gleich verknotete Vollringe in der 6 3. Die orientierten 

Seelen a bezw. a* yon ~ bezw. ~* seien so orientiert, dass sie denselben Knoten darstellen. 

Dann gibt es eine s-Abbildung der ~3 au] sich, die ~* in ~ und a* in.a i~berfi~hrt. 

Beweis :  Durch eine s-Abbildung der @sauf  sieh lasst sich zuni~chst erreichen, dass 

a und a* zusammenfallen. Nach Hilfssatz 1 gibt es einen Vollring ~ ,  der a zur orientierten 

Seele hat und sowohl im Inneren von !8 wie im Inneren von !~* liegt. Da a orientierte 

Seele yon ~ ,  !~ und ~* ist, sind Y.9, !~ und ~* gleich verknotet, und es haben ~ und 

!~* in bezug auf ~ die 0rdnung 1. Wendet man nun HilfssaLz 2 einmal auf die beiden 

Vollringe ~*, ~ ,  das andere Mal auf die beiden Vollringe !~, ~ an, so ergibt sieh die Be- 

hauptung. 

Da ein Vollring in der | durch eine s-Abbildung der | auf sieh offenbar in einen gleich 

verknoteten iibergeht, folgt aus Hilfssatz 1 und Satz 1 insbesondere: 

S a t z  2: Zu jedem nicht-orientierten Knoten ~ gibt es einen Vollring in der | durch 

dessen Seelen ~ dargesteUt wird. Zu zwei Vollringen H, ~ in der ~3 gibt es genau dann eine 

s-Abbildung der ~3 au] sich, die 1I in ~ i~ber]i~hrt, wenn 1I und ~ gleich verknotet sind. 

Satz  3: Es sei ~ ein Vollring in der ~8 und Z eine orientierungserhaltende s-Abbildung 

yon ~ au] sich, welche einen Breitenkreis von ~ in einen gleichsinnig orientierten i~ber]i~hrt. 

Z Igisst sich zu einer s-A6bildung der ~3 au] sich erweitern, die ausserhalb einer beliebig Ideinen 

Umgebung von ~ die Identitdt ist. 

Beweis :  Es sei ~ der Rand von ~.  b sei ein Breitenkreis von ~,  der durch Z in einen 

gleichsinnig orientierten, also in einen zu b auf ~ homologen, fibergefiihrt wird. Durch ~ geht 

jeder Breitenkreis von ~ in einen gleiehsinnig orientierten fiber, denn ein beliebiger Breiten- 

kreis yon ~ ist auf ~: homolog zu • b und eine Homologie auf ~ bleibL bei i~ erhalten. 

Da Meridianfli~chen von !~ dutch Z in Meridianfliichen fibergehen, fiihrt g jeden Meridian 

yon !~ in einen Meridian fiber und zwar in einen gleichsinnig orientierten, weilz orientierungs- 

erhaltend auf ~ ist und jeder Breitenkreis in einen gleichsinnig orienLierten fibergefiihrt 

wird. Daraus folgt, dass ~ jeden 1-Zykel auf ~ in einen homologen fiberfiihrt. 

Der Beweis erfolgt nun in mehreren Schritten. Zun~chst wird die zu erweiternde 
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Abbildung spezialisiert. Danach wird ein Vollring !~* konstruiert, der !~ im Inneren enth/~lt 

und in einer vorgegebenen, beliebig kleinen Umgebung von ~ liegt. Schliesslich wird die 

Abbildung so auf !~* erweitert, dass sie auf dem Rande von !~* die Identit~tt ist, sodass 

sie im Komplement yon ~* duroh die Identitat definiert werden kann. 

I. Sehritt: Slmzialisiemmg der za erweitemden Abbildung. 

Es sei m eine Meridianfl/iche yon !~. Nach w 3 Hilfssatz 3 gibt es eine s-Abbildung 

der | auf sich, welche die Meridianflache X (m) auf mund ~ auf sich abbildet und welche 

ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung yon !3 die Identita~ ist. Auf ~ ist dann ~ = Y~Z 

eine s-Abbildung yon ~ auf sich, welche m a u f  sich abbildet. Wit werden zeigen, dass 

sieh ~ zu einer s-Abbildung der | auf sich erweitern liisst, die ausserhalb einer beliebig 

kleinen Umgebung yon ~ die Iden~iti~t ist. Bezeichnen wir diese Abbildung wieder mit 

~, so hat die s-Abbildung ~ - ~  der | auf sich die gewfinschten Eigenschaften, denn auf 

Die Abbildung q yon ~ auf sich ist orientierungserhaltend, und sie fiihrt jeden 1-Zykel 

auf ~ in einen auf ~ homologen fiber. Es hat niimlich Z diese Eigenschaften und auch 

~, da ~f (als s-Abbildung der ~a auf sich) ausserhalb einer Umgebung yon ~ die Identit/it 

ist. 

2. Schritt: Konstruktion eines Vollringes ~* ,  der ~ im Inneren enthilt  und in einer 
vorgegebenen Umgebung yon ~ liegt. 

Wir schneiden !~ l~ngs m zu einem Prisma ~* auf, wobei angenommen werden kann, 

dass ~* im Inneren eines 3-Simplexes der | liegt, a* sei die zugehSrige Abbildung von 

~* auf !~. Zu ~* betrachten wit ein Prisma ~, das dadurch entsteht, dass man ~* bei 

fester Achse ghnlich zusammenzieht (Fig. 9). ~ wird dutch a* auf einen Vollring ~ '  abge- 

bildet, der im Inneren yon !~ liegt. Da die Achse yon ~* dutch a* in eine Seele sowohl yon 

als auch yon !~' fibergeht (w 6 Hilfssatz 2), sind ~ und ~ '  gleich verknotet, und es hat 

!~ in bezug auf !~' die Ordnung 1. Nach Hilfssatz 2 gibt es eine s-Abbildung eoder ~3 auf 

sich, welche ~ '  auf !~ abbildet und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung yon 

die Identit~t ist .  !~ geht durch ~o in einen Vollring !~* fiber. Statt wa* schreiben wir a. 

Durch a wird ~ auf ~ und ~* auf einen Vollring ~* abgebildet, der !8 im Inneren enth~lt 

und in einer vorgegebenen Umgebung yon !8 liegt. 

Es sei m~ die Dachil~ehe, m~ die Bodenfl~che yon ~*, ml und m2 sotlen die entspre- 

chende Bedeutung ffir ~ haben. Es ist nicht gesagt, dass ml und m2 dumb a auf die Meri- 

dianfl~tche m yon ~ abgebildet werden. Falls dies nicht der Fall ist, setzen wit a mit einer 
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s-Abbildung der ~8 auf sieh zusammen, die a(ml) auf m und !8 auf sich abbildet und die 

im Komplement yon !~* die Identitiit ist. Eine solche Abbildung existiert nachw 3 HilIssatz 

3. Ffir die mit a zusammengesetzte Abbildung sehreiben wir wieder 0, sodass also a jetzt 

m~ und m~ auf m abbildet. 

3. Schritt: Erweiterung der AbbHdung. 

Wir wollen nun die Abbildung ~0 so auf !~* erweitern, dass sie auf dem Rande von 

!8" die Identitat ist. Wird V dann noch im Komplement von !8" durch die Identitiit definiert, 

so erh~tlt man eine s-Abbildung der ~3 auf sieh mit den gewiinschten Eigenschaften. 

Da die Meridianflache m von ~ durch q0 auf sich abgebildet wird, induziert ~ vermSge 

a eine s-Abbildung ~ von ~ auf sieh: a~ = Va. ~ bfldet ml und m2 auf s~ch ab und fiihrt 

fibereinanderliegende Punkte von ml und m2 wieder in solche fiber. Auf dem Rande von 

ml ist ~ = a - l e a  orientierungserhaltend, da der Rand yon m ein Meridian von !~ ist, der 

durch ~ orientierungserhaltend auf sieh abgebildet wird. Wir wollen ~ so auf ~* fortsetzen, 

dass q~ auf dem Mantel yon ~* die Identitiit ist und dass fibereinanderliegende Punkte 

von mr und m~ wieder in solehe iibergehen. Dann fibertr~gt sich ~ vermSge a in eine s- 

Abbildung von ~* auf sich, welehe auf !8 mit ~ iibereinstimmt und auf dem Rande von 

~* die Identitat ist. Es ist also nut noeh die Abbildung ~ auf die angegebene Weise von 

auf ~* zu erweitern. 

Das abgesehlossene Komplement yon mi(i = 1, 2) beziiglieh m* ist ein Kreisring ~i. 

Sei t der Mantel von ~, i* der Mantel yon ~*. Wir hatten angenommen, dass ~* in einem 

3-Simplex der ~3 liegt. Das abgeschlossene Komplement von ~ bezfiglich ~* ist nachw 8 

Hilfssatz 1 ein unverknoteter Vollring 11, denn die von ml nach m2 orientierte Achse von 

ist eine Sehne von ~ und yon ~*, die unverknotet in ~ und in ~* ist. Die Riinder yon 

rl, r~, t und t* sind Breitenkreise von lt. 

Wir definieren nun ~ auf dem Rande von lI. Auf t ist ~ bereits definiert. Ffir den 

gemeinsamen Rand von tund  rl, also den Rand yon ml, ist ~ eine orientierungserhaltende 

Abbfldung, wie wit oben festgestellt haben. Nach w 2 tIilfssatz 1 kann ~ so auf r~ fortgesetzt 

werden, dass ~ auf dem gemeinsamen Rande von r~ und t* die Identititt ist. Auf r2 definieren 

wit ~ dadurch, dass wir r~ parallel nach 1:1 verschieben, die auf r~ definierte Abbildung 

anwenden und danach die Translation riickg~ingig machen, l)bereinanderliegende Punkte 

yon r~ und r~ gehen also durch ~ wieder in solcbe fiber. Auf t* wird 9 schliesslich dutch die 

Identitiit definiert. Damit ist ~ auf dem Rande von 1I definiert. Wit kSnnen ~ nachw 3 

Hilfssatz 4 zu einer s-Abbildung von lI auf sich erweitern, wenn noch gezeigt wird, dass 

die Meridiane yon 1I durch ~ in Meridiane fibergehen. 

Wir konstruieren zunachst einen Meridian yon 1I. Wit gehen aus von einer geraden 
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Mantellinie t von  ~ ,  die yon  m~ nach m~ Iiihrt. s~ sei ein Querschnit t  yon  r2, der vom End-  

punk t  von  t zu einem Punk te  des gemeinsamen Randes  von  r2 und  ~* fiihrt (Fig. 9). t* sei 

eine zu t parallele Mantellinie yon  ~* ,  die v o m  E n d p u n k t  von  s~ zum Rande  yon  m~ 

fiihrt, und  es sei schliesslich s 1 ein zu s 2 paralleler Querschnit t  von  I:1, der vom E n d p u n k t  

von  t* zum Anfangspunkt  von t fiihrt, ts2t*s~ ist nun  ein Meridian m v o a  U: W e n n  man  s 1 
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parallel zu sich in Richtung von t nach s~ verschiebt, so fiberstreicht s 1 eine Meridianflache 

yon 1t. 

(t) ist ein Quersehnitt yon t, der yon einem auf dem Rande yon m~ liegenden Punkte 

P1 zu dem darunter liegender~ Punkt  P2 yon ms ~iihrt. Neben ~ (t) betraehten wir die Man- 

tellinie t' von ~, die geradlinig von P~ nach P2 fiihrt. Fassen wir ~(t) und t' als 1-Ketten 

auf, so sind ~ (t) und t' homolog auf t, d.h.  der I-Zyklus ~ (t) - t '  ist nullhomolog auf t. 

Andernfa]ls ware namlieh ~(t) - t '  auf t homolog zu einem ",'on null versshiedener~ Viel- 

fachen eines orientierten Randes des Kreisringes t. Da die Rander yon t durch a auf  einen 

Meridian von ~ abgebildet werden, biesse das, dass die Differenz von a~(t) und a(t') 

auf dem Rande ~ yon ~ homolog zu einem Vielfachen eines Meridians ist. Dies ist abet 

unmSglieh, denn es sind a(t) und a(t') offenbar homolog auf ~ und dami~ auch a~(t) = era(t) 

und a(t'), weil ~ jeden 1-Zyklus auf ~ in einen homologen iiberfiihrt. ~(t) und t' sind 

also homolog auf t. Damit sind ~(m)=~( t )  ~(s2) ~(t*) ~ ( s l )=~( t  ) c~(s~)t*c~(sl) und 

t'~(s2) t*q~(Sl) homolog auf dem Rande von 11. Nun ist t'~(s~) t*~(Sl) ein Meridian yon 1I, 

es iiberstreicht namlieh ~(Sl) sine Meridianflache von 11 mit diesem Rand, wenn man 

~(s~) 1/ings t' in ~(se) parallel verschiebt. Es ist also auch ~(m) ein Meridian yon 11. Die 

Abbildung ~ des Randes von 1I auf sich fiihrt tats/ichlich Meridiane von 1I in Meridiane 

fiber. Der Satz ist damit bewiesen. 

w 11. Treue Abbildungen yon Vollringen in der | 

Es seien 11 und ~ zwei Vollringe in der ~a. Eine s-Abbildung von 1I auf !~ heisse treu, 

warm sie 

1.) Breitenkreise von It in Breitenkreise von !~ iiberfiihrt, 

2.) die yon einer festen Orientierung der | auf 11 induzierte Orientierung so auf'!~ 

iibertragt, dass man die vonde r  ~3 auf ~ induzierte Orientierung erhalt. 

Aus der Definition folgt unmittelbar: Sind !~1, ~2, ~3 Vollringe in der | 31 eine treue 

Abbildung von !~ 1 auf ~ ,  ~ sine treue Abbildung yon !~ 2 auf !~ s, so ist ~2~1 eine treue 

Abbildung von ~1 auf ~ .  Ferner ist die inverse einer treuen Abbfldung wieder treu. Ist  

eine s-Abbildung der | auf sich, ~velche den Vollring 11 auf den Vollring !~ abbildet, 

so induziert ~ auf 1I eine treue Abbildung von 1I auf !~, da wir nur orientierungserhaltende 

s-Abbildungen der ~a ant sich zugelassen haben. 

Sa tz  ~1: Es seien ~ und ~* Vollringe in der C a mit den orientierten Seelen a bezw. a*. 

Dann gibt es eine treue Abbildung yon ~ au] ~*, die a in a* iiber]iihrt. 

Beweis:  Wir sehneiden ~ langs einer Meridianfl~ishe zu einem Prisma ~ auf, das in 

einem 3-Simplex der | liege. Dies kann so geschehen, dass die zugehSrige Abbildung 
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a v o n  ~ auf !~ so beschaffen ist, dass sie die zur Achse yon ~ parallelen Mantellinien yon 

in Breitenkreise yon !~ fiberfiihrt. Sollte dies n~imlich zun/ichst noch nicht der Fall sein, 

so setze man a mit einer s-Abbildung yon ~ auf sich zusammen, welche die Bodenfl~che 

festl~sst und die Dachfl~che um ein geeignetes Vielfaches yon 2 ~ dreht 1. 

Es sei a' die Achse yon ~.  Nach w 6 Hilfssatz 2 ist a(a') eine Seele yon ~ ,  und nach 

w 6 Hilfssatz 1 gibt es eine s-Abbildung ~ der ~a auf sich, die a(a') in die (nicht-orientierte) 

Seele a yon !~ fiberffihrt und die auf dem Komplement yon ~ die Identitiit ist. Wit ersetzen 

dutch ~f~ und schreiben daffir wieder ~, sodass jetzt  a' dutch a in die Seele a fibergefiihrt 

wird. Die Bilder der zu a' parallelen Mantellinien von ~ sind noch Breitenkreise von ~,  

da q auf dem Rande von !~ die Identit/~t ist. 

Wir orientieren nun a' so, dass a' von der Daehfl/iche zur Bodenfl/iche von ~ fiihrt. 

a(a') ist nun orientierte Seele yon !8. Falls a und a(a ')verschiedene Orientierung haben, 

drehen wir ~ um ~ um eine zu a' senkrechte Drehachse dureh den Mittelpunkt von a' 
und orientieren a' gle.iehzeitig urn. Es haben sich nun Boden- und Dachfliiche von ~ ver- 

tauseht, und a' ffihrt wieder yon der Dach- zur Bodenfl/iche. Es sei ~o die Drehung yon ~.  

Wit ersetzen a dureh aw und schreiben daffir wieder a. a und a(a') haben nun gleiche 

Orientierung. 

Es sei nun eine feste Orientierung der ~a ausgezeichnet. Durch sie wird eine Orientierung 

auf ~ und au~ ~ induziert. Wit kSnnen annehmen, dass ~ die auf ~ induzierte Orientierung 

in die auf !~ induzierte iibertragt, da man andernfalls a noch mit einer Spiegelung von 

an einer Ebene dureh a' und eine Ecke der Bodenfl/icne von ~ zusammensetzen kann. 2 

Entspreehend kann man ~ *  dutch ein Prisma darstellen. Nach den ErSrterungen von 

w 3 kann dazu dasselbe Prisma ~ wie fiir !~ verwandt werden, und wie fiir !~ kann man 

erreichen, dass die Darstellung so beschaffen ist, dass die zugehSrige Abbildung a* von 

auf !8" die orientierte Aehse a' in die orientierte Seele a* von ~*  und die zu a' parallelen 

Mantellinien von ~ in Breitenkreise yon !~* fiberffihrt und dass a* die auf ~ induzierte 

Orientierung in die auI !~* induzierte iibertr/igt. 

~ ,  a und a* vermitteln nun eine s-Abbildung von !~ auf !~*, die a in a* iiberfiihrt 

und ausserdem treu ist, da sie Breitenkreise yon !~ in solche yon !~* fiberffihrt und die auf 

induzierte Orientierung in diejenige von !~* fibertr/~gt. 

Die Knotenlinie k sei im Inneren des Vollringes !~ enthalten. Wird !~ semilinear auf 

einen Vollring !~*. in der | abgebildet, so geht k in eine Knotenlinie k* im Inneren von 

~* fiber. Die Umla~fzahl yon k* auf !~* ist oifenbar dieselbe wie die von k auI !8. 

1 vgl. w 3 und w 6 Beweis  yon  Hil fssatz  3. 
2 Wir hat ten  fiir die benutzten  Prismen vorausgesetzt  (w 3), dass ihre Bodenfl~chen regulate Poly-  

gone sin& 
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Ebenso ist die Ordnung von ~*  in bezug auf k* gleich der Ordnung von ~ in bezug 

auf k. Ist insbesondere k eine orientierte Seele von ~,  so ist k* eine orientierte Seele von 

93*. Wie sich namlich aus dem Beweis von Satz 1 ergibt, kSnnen wit ~ so durch ein Prisma 

und eine Abbildung a yon ~ auf ~ darstellen, dass k das Bild der orientierten Achse 

a' von ~ ist. Ist  nun ~ die s-Abbildung yon ~ auf ~*,  so wird 93* durch ~ und die Abbildung 

�9 a yon ~ auf ~*  dargestellt, wobei k* = za(a ' )  ist. Nach w 6 Hilfssatz 2 ist k* orientierte 

Seele yon 93*. 

Sa tz  2: Es seien 93 und ~*  Vollringe in der 6 3. T sei eine s-Abbildung yon ~ au/ ~* ,  

welche die orientierte Seele a von ~ au/ die Knotenlinie a* abbildet. ~ liisst sich genau dann 

zu einer s-Abbildung der 6 3 au] sich erweitern, wenn ~ treu ist und wenn a u~wl a* denselben 

Knoten darstellen. 

Beweis: Wenn sich r zu einer s-Abbildung der 6 3 auf sich erweitern l~sst, so induziert 

diese auf ~ eine treue Abbildung yon ~ auf 93*, und es entsteht a* aus a durch eine s- 

Abbildung der 6 3 auf sich, sodass a und a* denselben Knoten darstelten. 

Es mSge nun umgekehrt z treu sein, und es mSgen a und a* denselben Knoten darstellen. 

Wie oben bemerkt wurde, ist a* orientierte Seele von 93*. Nach w 10 Satz 1 gibt es eine 

s-Abbildung ~ der 6 3 auf sich, welche ~*  so auf ~ abbildet, dass a* in a iibergeht. Nun ist 

~o = VT eine orientierungserhaltende s-Abbildung von ~ auf sich, welche a auf sich abbildet 

und j eden Breitenkreis von ~,  der auf ~ zu a homolog ist, in einen solchen Breitenkreis 

iiberfiihrt. Nach w 10 Satz 3 l~isst sich ~o zu einer s-Abbildung der 6 3 auf sich erweitern, 

die wir wieder mit V bezeiehnen. Nun ist ~-IV eine s-Abbildung der 6 3 auf sich, die auf 

die Abbildung ~ - l ~ z  = z  induziert, womit sich die Behauptung ergibt. 

KAPITEL II. 

Begleitknoten.  

w 12. Uber das Geschlecht yon Knotenlinien in Vollringen. 

Sei k eine Knotenlinie in der ~3. Eine orientierbare (singularit~tenfreie) F1/iche 

mit einem Rand heisst eingespannt in k, wenn k der Rand von ~ ist. Bekanntlich lassen 

sich in jede Knotenlinie orientierbare Fl~ichen einspannen. Das kleinste Geschlecht aller 

dieser Fl~chen heisst das Geschlecht des von k reprasentierten Knotens. 1 Es ist v o n d e r  

Wahl der repr~sentierenden Knotenlinie unabh/ingig. Die Knoten, deren Repr/isentanten 

aus k durch Umorientierung oder Spiegelung entstehen, haben offenbar dasselbe Ge- 

schlecht wie der durch k dargestellte Knoten. Insbesondere haben die beiden orientierten 

Komponenten eines nicht-orientierten Knotens dasselbe Geschlecht, sodass wi res  auch 

i SEIFERT [II]. 
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als Geschlecht des nicht-orientiertsn Knotens bezeichnen kSnnen. Unter dem Geschlecht 

eines Vollringes ~ in der | verstehen wit das Geschlecht des nicht-orientierten Knotens, 

der dutch die Seelen yon ~ dargestellt wird. 

Hilfssatz 1: Es sei ~ ein verknoteter Vollring in der 6 3 mit dem Rande ~ und k eine 

Knotenlinie im Inneren yon ~ mit der Umlau/zahl o~. Dann liisst sich in k eine Fliiche von 

minimalem Geschlecht einsl~annen, deren Durchschnitt mit ~ aus ~ Breitenkreisen von 

besteht. 

Beweis: Wit spannen in k eine F1/iche ~ yon minimalem Gesehleeht ein. Nach den 

ErSrterungen ~on w kann das so geschehen, dass der Durchschnitt yon ~ und ~: nut aus 

doppelpunktfreien Schnittlinisn besteht, die sieh gegenseitig nicht treffen. Wir werden 

so ab~tndern, dass sich die Behauptung ergibt. 

Wir behandeln zun/~chst den Fall, dass k nicht bereits in einer auf ~ liegenden Kugel 

enthalten ist. Als erste bstrachten wit dieienigen Schnittlinien, die nullhomolog auf 

sind, und zeigen, dass sie sich beseitigen lassen. 

Jede auf ~ nullhomologe Schnittlinie berandet auf ~ ein Elementarfl/ichenstiick, 

undes  gibt unter ihnen eine ,,innerste" s, d.h. eine solche, die auf ~ ein Elementarfl/ichen- 

stfick e berandet, das keine weiteren Schnittlinien enth/ilt. 

Wenn ~ durch s zerlegt wird, so zerfgllt ~ dutch s in sine F1/iehe ~1 mit den bsiden 

RKndern s und k und sine Flgche ~2 mit dem Rande s. gl  + r ist dann eine F1/iche, die 

in k eingespannt ist und deren Geschlecht jedenfalls nicht grSsser als das "con ~ ist. (Da es 

naeh Voraussetzung fiber ~ nicht kleiner als das von ~ sein kann, muss iibrigsns ~2 ein 

Elementarfl/ichenstiick sein), gx + e 1/isst sich dadurch deformieren, dass man r (als F1/ichen- 

stiick yon ~t + e) yon ~ abhebt und zwar ins Innere oder Ausssre yon ~, je nachdem ob 

~ in s an ~ im Inneren oder Xusseren von ~ anstSsst. Die Deformation kann so geschehen, 

dass k punktweise festbleibt und dass sich der Durchschnitt von g~ und ~:, abgesehen 

von s, nicht/indsrt (vgl. w 1). Die entstandene F1/iche bezeichnen wir wieder mit ~. 

Der Fall, dass s die (urspriingliehe) Fl~che ~ nieht zerlegt, ka~m nieht eintreten. 

Man kSnnte sonst n/imlich ~ lgngs s aufschneiden und erhielte damit 2 LScher in 5. Dann 

kSnnte man zun/ichst eines dieser beiden LScher durch e schliessen, etwa dasjenige, zu 

dem man gelangt, wenn man auf ~ im Inneren von ~ an s herangeht, und Ifir die erhaltene 

Flgche danach e ins Innere von ~ abheben. Danaeh liesse sich das andere Loch durch e 

sehliessen. Man erhielte damit eine in k eingespannte, orientierbare, singularitgtenfreie 

F1/iche, deren Geschlecht um 1 kleiner w/ire als das von ~ im Widerspruch zur Voraussetzung 

iiber ~. Die Sehnittlinie s 1/isst sich also, wie oben beschrieben, zum Verschwinden bringen, 

undes  lassen sich so der Reihe naeh alle Schnittlinien von ~ und ~ beseitigen, dis auf 

nullhomolog sind. 
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Falls nun noch Schnittlinien vorhanden sind, orientieren wir zunachst ~ so, dass k 

durch Randbildung yon ~ die gegebene Orientierung empfiingt, danach wird den Schnitt- 

linien von ~ und ~ die Orientierung erteilt, die sie durch Randbildung von den ausserhalb 

liegenden Teilen yon ~ erhalten. Da sich die Schnittlinien gegenseitig nicht treffen 

und nieht nullhomolog auf ~ sind, verteilen sie sich auf zwei Homologieklassen von ~i 

die auseinander dutch Umorientierung entstehen. 

Geh5ren alle Schnittlinien zur gleichen Homologieklasse von ~, so handelt es sich 

um r162 gleichsinnig orientierte Breitenkreise. Es ist n/imlich ihre Summe auf !~ homolog 

zu k, wie durch den auf ~ liegenden Teil yon ~ in Evidenz gesetzt wird, und damit auf 

homolog dem :r einer orientierten Seele von ~ nach Definition der Umlaufzahl 

von k. Andererseits ist die Summe der Schnittlinien im Komplement' von !~ nullhomolog, 

wie sich vermittels der im Komplement von ~ liegenden Teile von ~ ergibt. Da die Schnitt- 

linien doppelpunktfrei sind und zur selben Homologiek]asse auf ~ gehSren, kann es sich 

nur um ~ gleichsinnig orientierte Breitenkreise von ~ handeln. 

Zum Beweis der Behauptung~m betrachteten Fa]le ist also nur noch zu zeigen: Verteilen 

sich die noch vorhandenen Schnittlinien von ~ und ~ auf zwei Homologieklassen von ~, 

so lassen sieh durch .ii_nderung yon ~ noch Schnittlinien beseitigen. Dies wird so geschehen, 

dass jeweils ein Paar von Schnittlinien verschiedener Homologieklassen, wofiir wir auch 

sagen: ein Paar  entgegengesetzt orientierter Schnittlinien, beseitigt wird. Dabei wird die 

Verknotung yon ~ wesentlich benutzt. 

Wenn die auf ~ nicht nullhomologen Schnittlinien yon ~ und ~ in zwei Homologieklas- 

sen von % liegen, gibt es unter ihnen ein Paar  entgegengesetzt orientierter Schnittlinien, 

etwa s~ und s2, das auf ~ einen Kreisring r berandet, der keine weitere Schnittlinie enth/ilt. 

Wir schneiden ~ 1/~ngs s~ und s 2 auf und verbinden zun/ichst die in s 1 und s z im Inneren 

yon ~ an ~ anstossenden Teile von ~ dutch r. Danach heben wit r als Tell der entstan- 

denen Fl~iche von ~ ins Inhere von ~ ab und zwar so, dass der iibrige Durchschnitt von ~ mit 

und dass k festbleibt. Anschliessend fiigen wit r e in  in die Teile der F1/~che, die in s 1 und 

s~ an ~ im Ausseren yon ~ anstossen, und heben ~ als Tell der entstandenen F1/iche ins 

Xussere yon !~ ab und zwar wieder so, dass der restliche Durchschnitt mit ~ und k fest- 

bleiben. Damit sind die Schnittlinien Sl und s 2 verschwunden und keine neuen enstanden, 

und es ist die Charakteristik von ~ erhalten geblieben. 

Wenn nun ~ bei diesem Vorgang nicht zerfallen ist, so ist ~ offenbar orientierbar 

und von gleichem Geschlecht geblieben, und es kann das Verfahren auf ein neues Paar 

entgegengesetzt orientierter Schnittlinien angewandt werden, falls ein solches noch vor- 

handen ist. 

Werm ~ bei diesem Vorgang zerfallen ist, so in eine orientierbare gesehlossene F1/iche 
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~1 und eine orientierbare F1/iche ~2, die in k eingespannt ist. Da ~ minimales Geschlecht 

hatte, muss ~1 die Charakteristik 0 oder - 2  haben, also entweder ein Torus oder eine 

2-Sph~ire sein. Im ersten Falle betrachten wir weiterhin ~2 statt ~1. Der zweite Fall ist nieht 

mSglieh. Es miissten dann n~mlich s Iund  s 2 auf ~ je ein Elementarfl/ichenstiiek el bezw. e2 

beranden, wobei sich el und e~ mit 1: zu einer 2-Sph/ire zusammensetzen. Dann sind s~ und 

s2 Kreislinien und wegen der Verknotung von ~ naeh w 7 Hilfssatz 2 Meridiane von ~8, 

da s~ und s2 nicht nullhomolog auf ~ sind. Fails nun nicht el bereits Meridianflt~che von 

ist, also noch Schnittlinien mit ~ besitzt, so gibt es unter diesen eine innerste, die auf el 

ein yon weiteren Sehnittlinien freies Elementarfl~tchenstiick e~ berandet. Diese Schnittlinie 

ist Meridian von ~, da die verbliebenen Schnittlinien von ~ und % auf ~ zu + s 1 homolog 

sind. r ist daher Meridianfl~iehe yon ~. Entsprechend kann man fiir e~ schliessen. Man 

erhielte damit zwei Meridianfl/iehen von ~, die k nicht treffen, k miisste also auf einer der 

beiden Kugeln liegen, in dig ~ dutch diese beiden MeridianflKehen zerlegt wird, im Wider- 

spruch zur Annahme, dass k in keiner auf ~ liegenden Kugel enthalten ist. 

Man kann also, solange Paare entgegengesetzt orientierter Schnittlinien auf ~ vor- 

handen sind, das obige Verfahren fortsetzen, bis entweder nur noch gleichsinnig orientierte 

Schnittlinien oder keine Schnittlinien mehr vorhanden sind. Im letzten Falle ist ~ = 0, 

d.h. k nullhomolog auf ~, da k Rand der in ~ liegenden orientierbaren FlKche g ist. 

Es bleibt noch der Fall zu betrachten, dass k in einer auf ~ liegenden Kugel ~ enthalten 

ist. In diesem Falle ist ~ = 0, und es lassen sich die Schnittlinien von ~ mit dem Rande von 

ebenso beseitigen wie oben die Schnittlinien yon ~ mit ~, die nullhomolog auf ~ waren. 

Man erh~lt dabei eine in k eingespannte Fli~che, die im Inneren yon ~ liegt, also ~ nicht 

trifft. Damit ist der ttilfssatz vollst~ndig bewiesen. 

t t i l issatz  2: Essei ~ ein Vollring in der | mit dem Rande ~. ~ sei eine orientierte, 

mSglicherweise nicltt zusammenhlingende Fliicl~e mit ~ Rgndern, die, abgesehen yon ihren R~indern, 

im Komplement yon ~ liegt. Die Riinder yon ~ mSgen au] ~ liegen-und in der Orientierung, 

die sie yon ~ erhalten, au] ~ homolog aber nicht nullhomolog sein. ~ besitzt dann :r zusammen- 

hiingende Komponenten mit je einem Rand. 

B e w e i s :  Da die R~nder von ~ auf ~ homolog aber nicht nullhomolog sind und ihre 

Summe als Rand yon ~ in ~a _ ~ + ~ nullhomolog ist, sind diese R~nder ~ gleichsinnig 

orientierte Breitenkreise yon ~. 

Wir zeigen indirekt, dass eine zusammenhiingende Komponente yon ~ nicht mehr 

als einen dieser gleichsinnig orientierten Breitenkreise yon ~ zum Rand haben k~nn. 

Angenommen, essei fiir eine zusammenh/ingende Komponente, die wieder mit ~ und 

deren R/inderzahl wieder m i t a  bezeichnet werde, a > 1. Es existiert dann ein Meridian 

m yon ~, der jeden Rand yon ~ in genau einem Phnkte trifft. Die R/inder yon ~ seien 
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Fig. 10. 
b. 

bl, b2 . . . .  , ba, wobei die Numerierung die Reihenfolge anzeige, in welcher diese Rander bei 

Durchlaufen von m getroffen werden. Sei P1 ein Punkt  auf bl, P~ ein Punk t  auf b2. Wegen 

des Zusammenhanges von ~ 1Ksst sich P~ mit P~ auf ~ dureh einen Weg u verbinden, der 

mit den R/tndern von ~ nur die Punkte P1 und Pz gemein hat. Auf ~ verbinden wir P1 

mit P2 durch einen Weg v, der ein Stiiek von m ausmacht und b a . . . .  , b, (falls mehr als 

2 RKnder vorhanden sind) nicht trifft. Dies ist mSglich nach Wahl yon m u n d  der Numerie- 

rung yon bl, b 2 . . . .  , ba. Wir erhalten damit einen geschlossenen Weg w = u v .  

Wegen der Orientierbarkeit yon ~ lassen sich widerspruchsfrei Ober- und Unterseite 

yon g unterseheiden, etwa so, dass m a u f  ~ die RKnder von ~ yon der Unterseite yon 

zur Oberseite hin durchsetzt. (Das Durchsetzen erfolgt fiir alle R/~nder im gleichen Sinne, 

da diese gleiehsinnig orientierte Breitenkreise von ~ sind). Man kann n u n w  dadurch de- 

formieren (Fig. 10 a, b), dass man den auf ~ liegenden Toil u auf der Oberseite yon 

heraushebt und gleichzeitig noch den auf ~ liegenden Teil v yon w in das Aussere yon 

abhebt. Dadurch 1/~sst sich ein Weg w' erhalten, der ~: nieht trifft und ~ nur in einem Punkte  

Q beliebig nahe an P2, wobei g in Q yon w' v o n d e r  Unterseite zur Oberseite hin durchsetzt 

wird. Dass eine solche Deformation yon w mSglich ist, erkennt man daraus, dass man w mit 

dem Inneren yon endlich vielen Elementarfl/ichenstiieken auf ~ + ~ iiberdecken kann, dass 

jedes dafiir benutzte Elementarfl~chenstiick durch eine s-Abbildung der | auf sich in 

ein 2-Simplex iibergefiihrt werden kann und dass fiir die Teile yon w ,  die dann auf einem 

solchen 2-Simplex liegen, die Deformation ohne weiteres ausfiihrbar ist. 

Damit ergibt sich nun ein Weg w '  im Komplement von ~,  tier keinen Punkt  mit dem 

Rande von ~ gemein hat und dessen algebraische Schnittzahl mit ~ gleieh +_ 1 ist. Die 

Verschlingungszahl von w '  mit der Summe der R/inder von ~ ist also + 1. Da jeder der 

gleichsirmig orientierten Breitenkreise bx, b2 . . . .  , ba auf ~ zu einer geeignet orientierten 

Seele a v o n  ~ homolog ist und w '  im Komplement yon ~ liegt, muss w '  mit dem ~r 

yon a die Versehlingungszahl + 1 haben, was wegen Qr # 1 unmSglich ist. 
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Wir betrachten nun wieder eine Knotenlinie k, die im Inneren eines verknoteten 

Vollringes ~ in der ~3 liegt, und eine Fl~iche ~ kleinsten Geschlechts, die in ]~ gem~iss 

Hilfssatz 1 eingespannt ist. Ffir das Folgende kSnnen wir annehmen, dass die Umlaufzahl 

von k auf !~ nieht null ist, da andernfalls das Folgende trivial ist. Mit dem Rande 

von !8 hat ~ also :r gteichsinnig orientierte Breitenkreise bl,  b2 . . . .  , ba gemein. Die in 

6 3 - ~ + ~ liegenden Teile von ~ sind nach Hilfssatz 2 ~ Fl{ichen ~i (i = 1, 2 . . . .  , ~) mit 

je einem Rand b i. 

a sei eine Seele y o n  ~,  die bezfiglich k positiv orientiert ist. Nach Hilfssatz 1 kann in a 

eine orientierbare Fl~iche (~ minimalen Geschlechts eingespannt werden, die ~ in nur 

einem Breitenkreise von !8 trifft. Wegen w 2 Satz 2 und 3 karm angenommen werden, 

dass b 1 dieser Breitenkreis ist. Sei (~1 der in @3 _ !~ + ~ liegende Teil von (~. (~ und (~1 

haben dasselbe Geschleeht. Das Gesehlecht yon @1 ist sicher nicht grSsser als das yon (~, 

und das Gesehlecht yon ~1 kann nicht kleiner als das yon (~ sein, well (~ eine in a einge- 

spannte Fl~iehe kleinsten Geschlech~s ist und well a und b 1 nachw 6 Hilfssatz 3 denselben 

Knoten darstellen. Aus (~1 lassen sich durch Deformation der Reihe nach paarweise punkt- 

fremde Flitehea (~1, @~ . . . . .  ~3a erhalten, die auf ~a _ ~ + ~ liegen und in b 1 bezw. b 2 . . . . .  ba 

eingespannt sind. Um (~2 zu erhalten, setze man beispielsweise einen von b 1 und b2 auf 

berandeten Kreisring in b 1 an (~1 an und hebe danach die entstandene Fliiehe ausser 

ihrem Rande b 2 von (~1 und % ab. Dass dies mSglich ist, ergibt sieh wie im Beweise von 

Hilfssatz 2 aus der Tatsache, dass die in b 2 zun~ehst eingespannte Fliiche orientierbar ist, 

sich mit  endlich vielen Elementarflachenstfieken auf @1 + ~ fiberdecken litsst und jedes 

solche Elementarfl~tchenstfiek durch eine s-Abbildung der | auI sich in ein 2-Simplex iiber- 

geffihrt werden kann. 

Wenn man gl,  Us . . . .  , ~ durch (~, (~2 . . . .  , ( ~  ersetzt, so entsteht aus g eine in 

]c eingespannte, orientierbare F1/iche, deren Geschlecht nach Wahl yon g nicht kleiner sein 

kann als das yon ~. Es kann aueh nieht grSsser sein, da man undernfalls einen Widersprueh 

zur Wahl yon (~ erhalten wiirde. Das Geschlecht yon ~ ist also gleich der Summe aus dem 

~-fachen Gesehlecht yon (~ und dem Gesehlecht derjenigen orientierbaren (abstrakten) 

F1/iche ~, die aus ~ entsteht, wenn man ~1, ~ . . . .  , ~ ,  durch Elementarfl~ichenstficke 

ersetzt. 

Um die F1/iche ,~ in der | zu realisieren, bilden wir !8 treu auf einen unverknoteten 

Vollring ~*  in der | ab. Die Breitenkreise von !~ gehen dabei in solche von ~*  fiber. Aus 

k entsteht eine Knotenlinie/c* in ~*,  in welche sieh die Flitehe ~ so einspannen liisst, dass 

den Rand ~* yon !8" in u Breitenkreisen trifft. ~ braucht nieht eine orientierbare Fl~iche 

kleinsten Geschleehts zu sein, die in k* einspannbar ist. Es ist mSglich, dass jede orientier- 

bare Flaehe kleinsten Gesehleehts, die in k* eingespannt ist und ~* nut  in Breitenkreisen 
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yon ~* trifft, 3;* in mehr als :r Breitenkreisen von ~3" durchsetzt, wobei diese Breitenkreise 

nicht mehr gleichsinnig orientiert sind. 

Wir erhalten damit den 

Satz: Die Knotenlinie k liege im Inneren des Vollringes ~ und babe die UmlauJzahl o~ 

au[ f~. a sei eine Seele yon ~.  Die Knotenlinie k* entstehe aus k dadureh, class ~ treu au[ einen 

unverknoteten Vollring f~* abgebildet wird. Sind dann g(k), g(k*), g(a) die Gesehlechter der 

yon k bezw. k*, a dargestellten Knoten, so gilt 

g(k) >= ~r + g(k*). 

Das Gleichheitszeichen gilt hierbei genau dann, wenn sich in k* eine orientierbare Fliiche 

kleinsten Geschlechts so einspannen liisst, dass der Durchschnitt dieser Fliiche mit dem Rande 

yon ~* aus ~ Breitenkreisen yon f~* besteht. 

Es sei in diesem Zusammenhang darauf hingewiesen, dass Sei]ert [13] fiir die entspre- 

chenden L-Polynome (Alexander-Polynome) 

A ~ (x), A ~ (x), ~ ~, (x) 
die Beziehung 

A~ (x)=A~ (x") zJ~. (x) 

bewiesen hat. 

w 13. Begleitknoten. 

Zu einer Knotenlinie k wollen wir Vollringe betrachten, die k im Inneren enthalten. 

Unter diesen Vollringen gibt es offenbar stets solche, die k als orientierte Seele besitzen, 

und solche, die in bezug auf k die Ordnung null haben, bei denen also k bereits auf einer 

Teilkugel liegt (w 9 Satz 1). Beide F/ille sind far uns ohne Interesse, da es uns auf die Knoten 

ankommt, die durch die orientierten Seelen der k umfassenden u dargestellt werden. 

Im ersten Falle ist dies (bei geeigneter Orientierung der Seelen) der yon k dargestellte Knoten; 

im zweiten Falle 1/isst sieh jeder Knoten erhalten. Wir schliessen daher diese beiden F/ille 

als trivial aus und sagen, dass k nicht-trivial im Inneren des Vollringes !~ liegt, wenn k 

nicht orientierte Seele von !~ ist und ~ nicht die Ordnung null in bezug auf k hat. Wir 

werden ferner unter den k umfassenden Vollringen im allgemeinen die unverknoteten 

ausser Betracht lassen, k 1/~sst sich stets auf mannigfache nicht-triviale Weise in unver- 

knotete Vollringe einbetten, wie man sehon aus einer Knotenprojektion des von k darge- 

stellten Knotens erkennt. 

Es sei k eine Knotenlinie, die den Knoten ~ darstellt. ~ sei ein verknoteter Vollring, 

der k nieht-trivial im Inneren enth/~lt. Wenn die Umlaufzahl von k auf ~ nicht null ist, 

so bezeichnen wir den Knoten, der von den beziiglich k positiv orientierten Seelen von 
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dargestellt wird, als orientierten Begleitknoten yon u. Besizt k auf !~ die Umlaufzahl 

null, so betrachten wir den nicht-orientierten Knoten, der durch die Seelen von !~ darge- 

stellt wird, und nennen ihn nicht-orientierten Begleitknoten von g. Wir sprechen von einem 

Begleitknoten von g schlechthin, wenn offen gelassen wir:l, ob es sich urn einen orientierten 

oder nicht-orientierten Begleitknoten von u handelt. 

Es sei nun k eine nicht-orientierte Knotenlinie, !~ ein verknoteter Vollring, der k 

im Inneren enth/tlt. Wenn k nicht Seele yon !8 ist und wenn !~ in bezug auf k nicht die 

Ordnung null hat, so sagen wir wieder, dass k nicht-trivial im Inneren von !~ liegt. Weml 

dies der Fall ist, bezeichnen wir den nicht-orientierten Knoten, der durch die Seelen von 

dargestellt wird, als Begleitknoten des yon k dargestellten nicht-orientierten Knotens. 

Ein Begleitknoten eines nicht-orientierten Knotens ist stets nicht-orientiert. 

Es sei k wieder eine (orientierte) Knotenlinie, die den Knoten u darstellt, ~ ein Begleit- 

knoten yon ~ und !~ ein Vollring, der k nicht-trivial im Inneren enth/~lt. Wit wollen sagen, 

dass der Vollring ~ mit k den Begleitknoten 2 von u darstellt, wenn einer der beiden folgenden 

Sachverhalte vorliegt: 

1) Ist  ~ orientiert, s/o ist die Umlaufzahl yon k auf !~ nicht null, uncl die beziiglich 

k positiv orientierten Seelen yon ~ stellen den Knoten 2 dar. 

2) Ist 2 nicht-orientiert, so ist die Umlaufzahl von k auf !~ null, undes  wird 2 durch 

die Seelen von !~ dargestellt. 

Ist y > 0 die Ordnung yon !~ in bezug auf k, so sagen wit auch, dass ~ mit k den Begleit- 

knoten 2 von u mit der Ordnung ~ darstellt und dass ; tein Begleitknoten der Ordnung ~ von 

x ist. Es ist mSglich, dass 2 als Begleitknoten von u mehrere verschiedene Ordnungen besitzt. 

Ein Beispiel hierfiir ist schematiseh in Fig. 11 wiedergegeben. Zu der Knotenlinie k ist 

unten das Komplement eines Vollringes ~1 wiedergegeben, auf d e m k  die Umlaufzahl 3 

besitzt, oben das Komplement eines Vollringes !~2, "auf dem k die Umlaufzahl 1 besitzt. 

Dutch die beziiglich k positiv orientierten Seelen beider VoUringe wird dieselbe Kleeblatt- 

schlinge dargestellt. Offenbar hat ~1 in bezug auf k die Ordnung 3, !82 in bezug auf k die 

Ordnung 1. 

Ist  k eine nieht-orientierte Knotenlinie, die den nicht-orientierten Knoten x darstellt, 

ein Begleitknoten von u und !~ ein Vollring, der k nieht-trivial im Inneren enth/ilt, so 

sagen wir wie im orientierten Fatle, dass !~ mit k den Begleitknoten 2 von ~ mit der Ordnung 

y darstellt, wenn ~ in bezug auf k die Ordnung ~ hat  und wenn 2 durch die Seelen von 

dargestellt wird. 2 heisst dann wieder ein Begleitknoten der Ordnung ? v o n  u. 

Nach w 7 Satz 1 ist es nicht mSglich, dass eine Kreislinie nieht-trivial im Inneren 

eines Vollringes liegt. Der Kreis besitzt also keine Begleitknoten, ebenso der nieht-orientierte 

Kreis. 
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k 

Fig. 11. 

Sa tz  t :  Es seien u, ~ und # Knoten oder nicht-orientierte Knoten. Ist ~ Begleitknoten 

der Ordnung ~'1 yon ~ und /~ Begleitknoten der Ordnung ~2 yon 2, so ist ~ Begleitknoten der 

Ordnung ~1~2 yon ~. 

Beweis:  Es sind vier F~lle zu unterscheiden, n~mlich 

1) ~, ~t und # sind orientiert, 

2) ~ und ~ sind orientiert,/~ ist nicht-orientiert, 
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3) x ist orientiert, 2 und /~ sind nicht-orientiert, 

4) x, ; tund  # sind nicht-orientiert. 

Wir behandeln zun/ichst den ]. Fall. 

Die Knotenlinie k sei Repr/~sentant yon ~, und es sei ~ ein Vollring, der k nicht- 

trivial im Inneren enth/~lt und mit k den Begleitknoten 2 von ~ mit der Ordnung Yl dar- 

stellt. Da wit ~ und 2 als orientiert vorausgesetzt haben, ist die Umlaufzahl von k auf 

nicht null. Es sei 1 eine beziiglich k positiv orientierte Seele yon ~.  l stellt den Knoten 2 

dar. Es gibt nun einen Vollring ~ ,  der l nicht-trivial im Inneren enth/~It und mit 1 den 

Begleitknoten # v o n  2 mit der Ordnung Y2 darstellt. Dabei kann ~ so gew/ihlt werden, 

dass ~ im Inneren yon ~9 liegt. Ist  n/~mlich zun/ichst ~ *  ein Vollring, der 1 nicht-trivial 

im Inneren enth~lt und mit I den Begleitknoten # von 2 mit der Ordnung y~ darstellt, so 

gibt es nachw 10 Hilfssatz 1 einen Vollring ~*,  der l als orientierte Seele besitzt und im 

Inneren yon ~ *  liegt, und nach w 10 Satz 1 gibt es eine s-Abbildung der | auf sich, die 

~*  auf ~ und 1 auf sich abbildet, wobei ~ *  in einen Vollring ~ mit den gewiinschten 

Eigenschaften iibergeht. 

Eine bezi~glich I positiv orientierte Seele a yon ~ stellt den Knoten/~ dar. k liegt 

im Inneren von ~9, und es ist a positiv orientiert beziiglich k, da k auf ~ homolog zu einem 

positiven Vielfachen von 1 und 1 auf ~ homolog zu einem positiven Vielfachen von a ist. 

Nach w 9 Satz 3 besitzt ~9 in bezug auf k die Ordnung~/1;, 2. Es wird also dutch ~9 mit 

k der Knoten/x als Begleitknoten der Ordnung 9'1~'2 yon ~ dargestellt, wenn k nicht-trivial 

im Inneren yon ~ liegt. Dies ist aber der Fall. 

Zunachst ist die Ordnung von ~ in bezug auf k nicht null, da Yl und Y2 nicht null sind. 

Ferner ist k keine orientierte Seele von ~ .  W~re n/~mlich k oricntierte Seele yon ~ ,  so 

w~tre die Ordnung von ~ in bezug auf k gleich 1, sodass Yl = Y~ = 1 sein miisste. Nehmen 

wir an, dass Yl = Y~ = 1 ist. Da k nicht-trivial in ~ liegt, ist k keine orientierte Seele von 

~ ,  und nach w 9 S a t z  2 ist der yon k dargestellte Knoten ~ das Produkt  aus einem vom 

Kreis verschiedenen Knoten v 1 mit dem Knoten 2, der v o n d e r  beziiglich k positiv orientier- 

ten Seele I v o n  ~ dargestellt wird. 1 is~ keine orientierte Seele von ~ ,  und der yon I darge- 

stellte Knoten ~ ist das Produkt  aus einem vom Kreis verschiedenen Knoten v2 mit dem 

Knoten #, der v o n d e r  beziiglich 1 positiv orientierten Seele a v o n  ~9 dargestellt wird. 

Es ist also ~ = v ~ v 2 ~  , woraus nachw 5 Satz 1 folgt, dass ~ und # verschiedene Knoten sind, 

da ~1 und ~ vom Kreis verschieden sind. Aus w 5 Satz 2 und Satz 3 folgt iibrigens, dass 

das Geschlecht von ;~ grSsser als das yon ~u ist. Es kann also k keine orientierte Seele yon 

sein, und es liegt k nicht-trivial im Inneren von ~ .  Damit ist die Behauptung im 1. 

Falle bewiesen. 

Im 2. Fal!e ist entsprechend vorzugehen: k liegt nicht-trivial im Inneren eines 

13 - 533806. Acta  mathematica.  90. I m p r i m ~  le 25 n o v e m b r e  i953. 
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Vollringes ~,  der mit k den Begleitknoten 2 von u mit der Ordnung ~1 darstellt. I sei wieder 

eine beziiglich k positiv orientierte Seele yon !~. I liegt nicht-trivial im Inneren eines VoU- 

r~nges ~ ,  der mit 1 den Begleitknoten # v o n  ~t mit der Ordnung ~2 darstellt. Es kann wieder 

angenommen werden, dass !~ im Inneren von ![9 liegt. Dann liegt k im Inneren von ~ ,  

u n d e s  hat ![9 in bezug auf k die Ordnung ~17~. Dabei ist ~?1~22 ~ 2, denn es ist ~1 > 0, und 

~2 ist positiv und gerade, well I nicht-trivial im Inneren von ~ liegt uad auf ~ die Um- 

laufzahl null hat, da # ein nicht-orientierter Beglei~knoten des (orientierten) Knotens 

~t ist. Daraus folgt, dass k nieht-trivial im Inneren yon !~ liegt. ![9 stellt mit~ k den nicht- 

orientierten Knoten # als Begleitknoten von u mit der Ordnung Y1~2 dar, denn nach w 9 

Satz 4 ist k nullhomolog auf ![9, well l auf ![9 nullhomolog ist. 

Im 3. Falle ist ganz entsprechend zu schliessen, nur da.ss jetzt  ~1 positiv und gerade 

sein muss. 

Im 4. Falle verlauft die Schlussweise analog zum 1. Falle, wobei nur zunachst auf 

die Orientierung der Seelen 1 bezw. a von ~ bezw. ~ zu verzichtea ist. Es kann d a b e i  

k nieht Seele des Vollringes ~ sein, well sich fiir 71 = 72 = 1 unter Zuhflfenahme einer 

Orientierung yon k, l und a wieder wie oben ergibt, dass u und # verschiedenes Geschlecht 

haben. 

S a t z  2: Jeder nicht-orientierte Knoten ist yon seinen Begleitknoten verschieden. 

Beweis :  Der nicht-orientierte Kreis besitzt keine Begleitknoten, wie oben bemerkt 

wurde. Es sei u ein nicht-orientierter Knoten, der vom ~h t -o r i en t i e r t en  Kreis verschieden 

ist. u werde dutch die nicht-orientierte Knotenlinie k dargestellt. Nehmen wir an, es gabe 

einen Vollring !~, der k nicht-trivial im Inneren enthalt und durch dessen Seelen der 

nicht-orientierte Knoten u dargestellt wird. 

Es kanu !~ in bezug auf k nicht die Ordnung 1 haben. Andernfatts erhielte man durch 

Orientierung von k eine Knotenlinie, die keine orientierte Seele yon !~ ist und n ach w  9 

Satz 2 einen Knoten darstellte, der das Produkt  aus einem vom Kreis verschiedenen Knoten 

mit demjenigen Knoten ist, der yon den beziiglich k (nach Orien~ierung) positiv orientierten 

Seelen yon ~ dargestellt wird. Nach w 5 Satz 2 und Satz 3 folgte daraus, dass der von k 

dargestellte nicht-orientierte Knoten und der nicht-orientierte Knoten, der von den Seelen 

von !~ dargestellt wird, verschiedenes Gesehlecht habea im Widersprueh zur Annahme, 

dass es sich beide Male um denselben nicht-orientierten Knoten u handelt. 

Nehmen wit nun an, dass !~ in bezug auf- k die Ordnung 7 > 1 besitzt. Es ware also 

Begleitknoten von sieh selbst mit der Ordnung y > 1. Aus Satz 1 folgte nun dutch voll- 

standige Indut~tion nach der natiirlichen Zahl n, dass u Begleitknoten von sich selbst mit 

der Ordnung ~n fiir n = l,  2, 3 , . . .  sein miisste. Es gabe also fiir jedes n = 1, 2, 3 , . . .  

einen Vollring ~n, der k nicht-trivial im Inneren enthalt, der in bezug auf k die Ordnung 
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yn besitzt und durch dessen, Seelen der nicht-orientierte Knoten u dargestellt wird. Dies 

fiihrt aber zu einem Widerspruch zu w 9 Satz 5, wonach die Ordnungen in bezug auf k 

der verknoteten Vollringe, die k im Inneren enthalten, beschrankt sind. Ein nicht-orien- 

tierter Knoten kann also nicht Begleitknoten von sich selbst sein. 

Ist ~ ein orientierter Begleitknoten der Ordnung ~ des Knotens ~, so ist der nicht-orien- 

tierte Knoten, der ~ als orientierte Komponente besitzt, Bcg]eitknoten der Ordnung y des 

nicht-orientierten Knotens, der x als orientie~te Komponente besitzt. Ist 2 nicht-orientierter 

Begleitknoten der Ordnung y des Knotens z, so ist 2 auch Begleitknoten der Ordnung 7 des 

nicht-orientierten Knotens, der ~ als orientierte Komponente besitzt. Damit ergibt sich die 

Folgerung aus Satz 2: Jeder Knoten ist verschieden van seinen orientierten Begleitknoten 

und yon den orientierten Komponenten seiner nicht-orientierten Begleitknoten. 

Wie oben bemerkt wurde, besitzen der Kreis und der nicht-orientierte Kreis keine 

Begleitknoten. Sie k6nnen auch nicht als Begleitknoten eines anderen Knotens oder nicht- 

orientierten Knotens auftreten nach Definition der Begleitknoten. In der Menge des vom 

Kreis und nicht-orientierten Kreis verschiedenen Knoten und nicht-orientierten Knoten 

wird nun durch die Zuordnung von Knoten bezw. nicht-orientierten Knoten und Begleit- 

knoten wegen der Satze 1, 2 und der Folgerung aus Satz 2 eine (teilweise) Anordnung 

definiert, wenn man unter ;t < u versteht, dass-2 Begleitknoten von u ist. Die minimalen Ele- 

mente in dieser Anordnung sind diejenigen Knoten und nicht-orientierten Knot~n, die 

keine Begleitknoten besitzen. Wir nennen diese ein]ach. Beispiele fiir einfache Knoten 

werden wit in w 20 durch die Schlingknoten mit dem Kreis als Diagonalknoten und in 

w 21 dutch die Torusknoten erhalten. Ist 2 Begleitknoten des Knotens bezw. nicht-orientier- 

ten Knotens x, so bezeichnen wir ;t auch als ein[acher verknotet als ~ und u als starker ver- 

knotet als )t. Wir werden in w 14 zeigen, dass ein Produktknoten u starker verknotet ist 

als seine vom Kreis und von u verschiedenen Faktoren. Den Kreis und den nicht-orien- 

tierten Kreis nennen wir einfacher verknotet als jeden anderen Knoten bezw. nicht- 

orientierten Knoten. 

w 14. Begleitknoten der Ordnung 1. 

Die Knotenlinie k stelle den Knoten u dar. Ist ~ ein Vollring, der k im Inneren enth/~lt, 

so unterscheiden sich die Ordnung yon ~ in bezug auf k und die Umlaufzahl von k auf 

um eine gerade Zahl nachw 9 Hilfssatz 1; daraus folgt der 

tIilfssatz: Ist ~ nicht-orientierter Begleitknoten des Knotens ~, so sind die Ordnungen, 

die ,~ als Begleitknoten van ~ besitzt, gerade. Besitzt ein Begleitknoten it van ~ eine ungerade 

Ordnung, so ist it orientiert. 
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Insbesondere sind fiir einen Knoten ~ die Begleitknoten der Ordnung 1 orientiert. 

Aus w 9 Satz 2 folgt: 

S a t z  t :  Besitzt de~ Knoten ~ einen Begleitknoten 2 der Ordnung 1, so ist dieser orientiert, 

undes  ist ~ das Produkt aus 2 und einem yore Kreis verschiedenen Knoten. 

Umgekehrt gilt: 

Sa tz  2: Der Knoten ~ sei das Produkt der yore Kreis verschiedenen Knoten 21 und 

22. Dann sind 21 und 23 orientierte Begleitknoten yon ~ der Ordnung 1. 

Bewei s :  D a ~  das Produkt yon 21 und 2~. ist, gibt es zu einem Repr/isentanten k 

yon ~ eiae 2-Sph~tre | welche die ~3 so in zwei Kugeln ~1, ~2 zerlegt, dass k in ~1 und 

~2 je eine Sehne kl bezw. ks bildet, die in ~1 bezw. ~ ,  dea Knoten 21 bezw. 23 erzeugt 

(vgl. w 5). Nun l~isst sich aus ~1 eine hinreichend kleine Umgebung 11 von kl beziiglich ~1 

so ausbohren, dass die abgeschlossene Hiille von 1I eine Kugel ~1 ist, in der kl unverknotet 

ist. Man kann dazu etwa wie im Beweise von w 10 Hilfssatz 1 verfahren, nachdem man 

~1 dutch eine s-Abbildung der ~3 auf sich in einea Wii~fel iiberge~iihrt hat. Der Durch- 

schnitt von ~ und ~2 besteht aus zwei disjunkten Elementarfl/ichenstiicken r und ~, 

die dea Durchschnitt des Randes von ~ mit | ausmachen. Nach w 3 Hilfssatz 1 bilden 

~ und ~z zusammen cinch Vollring !~, der e und ~ als Meridianflgchen bcsitzt. ~ enthiilt 

k im Inneren und hat in bezug auf k die Ordnung 1, da r und ~ von k in ie eincm Punkte 

geschnitten werden. Man erh/ilt aus k cine beziiglich k positiv orientierte Seele a von !~, 

wena man die Schne k s von ~'2 durch eine in ~2 unverknotete Sehne k~ mit dcmselbea 

Anfangspunkt und demselbea Endpunkt  ersetzt. Der yon a repr/isentierte Knotea wird 

dutch den Rand | von ~z als Produkt des von k~ ia ~2 erzeugten Kreises mit dcm von 

kl in ~ erzeugten Knoten 21 dargestellt. Die beziiglich k positiv orieatierte Seele a v o n  

!~ stellt also den Knotea 21 dar, undes  wird 21 dutch ~ mit k als Begleitknotea der Ordaung 

1 von u dargestellt. Fiir 2 z 1/isst sich entsprechend schliessen. 

Aus den S/itzea 1 und 2 folgt 

Sa tz  3: Ein Knoten ist genau dann Primknoten, wenn er keinen Begleitknoten der 

Ordnung 1 besitzt. 

Folgerung: Die orieatiertea Komponentea eines nicht-orientierten Knotens u sind 

genau dana Primkaoten, wena u keine Begleitknoten der Ordnung 1 besitzt: 

Es sei nun der Knotea u das Produkt der vom Kreis verschiedenea Knoten 21, 22, �9 �9 

2~. Nach w 5 Hilfssatz 3 gibt es  dana zu eiaem Repr/isentanten k von ~ paarweise punkt- 

fremde Kugeln ~1, ~z . . . . .  ~ derart, dass k in ~i (i = 1, 2 . . . . .  n) jc eine Schne k~ bfldet. 

Bohrt man wie im Beweise von Satz 2 aus jeder Kugel ~i eine geeignete Umgebung von 

k i aus, so erh/ilt man n Vollringe ~1, !~2 . . . .  ~ . ,  von denen jeder k im Inneren cnth/ilt 
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und in bezug auf k die Ordnung 1 hat, und es wird von den beziiglich k positiv orien- 

tierten Seelen yon ~ der Knoten ~ dargestellt. Ausserdem bemerkt man: Jeder der Voll- 

ringe !~ i enthiilt die Komplemente der iibrigen Vollringe im Inneren. 

Es werden hier also mehrere Begleitknoten von u gleichzeitig dutch verschiedene 

Vollringe dargestellt, yon denen jeder das Komplement der anderen im Irmeren enth~ilt. 

Etwas Ahnliches wurde bereits dutch Fig. 11 wiedergegeben. Es wurden dort zu einer 

Knotenlinie k zwei Vollringe !~1, ~ angegeben, die k nicht-trivial im Inneren enthalten 

und yon denen ]eder das Komplement des anderen im Inneren enth/ilt. Wir wollen als 

n/iehstes zu einer Knotenlinie k solche Systeme von Vollringen untersuchen. 

w 15. Vollringe, die beziigUch einer Kuotenlinie nebengeordnet sind. 

Es sei k eine Knotenlinie. ~1, ~ . . . .  , !~ n seierL verknotete Vollringe, von denen 

jeder k nieht-trivial im Inneren enth/ilt. Enth~lt jeder dieser Vollringe die abgeschlossenen 

Komplemente der iibrigen im Inneren, so heissen !~1, ~9, . . . .  , ~n nebengeordnet beziiglich 

k. Fiir ein System solcher Vollringe soll nun die Lage dieser Vollringe zueinander genauer 

untersucbt werden. Dies geschieht unter etwas allgemeineren Voraussetzungen dureh 

die Siitze 1 und 2. 

Sa tz  1: ;Es seien ~1, ~ . . . .  , !3, verknotete VoUringe in der ~ ,  yon denen jeder die 

abgeschlossenen Komplemente der iibrigen Vollringe und die Knotenlinie k im Inneren ent- 

halte. ~i (i = 1, 2 . . . . .  n) babe in bezug au/ k die Ordnung 7~. Der Rand yon ~i sei ~i. Dann 

lassen sich ]iir die VoUringe ~1, ~ ,  . . . .  , ~ ,  Meridian/15chen 1111 bezw. m 2 , . . . ,  nt ,  gleich- 

zeitig so w6hlen, dass k yon m~ in nut 7~ Punkten getro//en wird und dass m, keine der ~brigen 

Meridian/lSchen und keinen der yon ~ verschiedenen Randtori tri//t. 

Beweis:  Die Numerierung von !~1, !~, . . . . .  ~ sei so vorgenommen, dass 71 ~72 g �9 �9 �9 

<=7~ ist. Sei zuniichst ml eine Meridianfl~iche von !~1, die k in 71 Punkten trifft. Es kann 

angenommen werden, dass der Durchsehnitt von ml mit ~ , , . . . ,  ~ ,  falls er nicht bereits 

leer ist, nur aus doppelpunktfreien, geschlossenen Schnittlinien besteht, die sich gegen- 

seitig nicht treffen. Jede solche Sehnittlinie auf ~:j(j" = 2 , . . . ,  n) ist entweder flullhomolog 

auf ~j oder Meridian von ~ .  Dies folgt wegen der Verknotung von !~. aus w 7 Hilfssatz 

2, da j ede Schnittlinie auf rrh ein Elementarfl/iehenstiiek berandet und somit eine Kreis- 

linie ist. 

Wit  kSnnen zun/ichst alle Sehnittlinien beseitigen, die nullhomolog auf einem ~:j 

shld, zun/iehst etwa diejenigen, die nullhomolog auf ~ sind (falls so!che iiberhaupt vorhan- 

den sind). Sei seine innerste nullhomologe Schnittlinie auf ~ .  s berandet auf ~ ein von 

weiteren Schnittlinien freies Elementarfl~ichenstiiek e und auf ml ein ]~lementarfl~tehen- 
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stiick ~. Wir ersetzen [ durch e und heben dann von ~ so ab, dass die Schnittlinie s 

verschwindet und der iibrige Durchschnitt  yon ml - [ mi t  ~1, ~ �9 �9 ~n und k unge~tndert 

bleibt. Dies ist mSglich, da die Tori ~1, ~2 . . . .  , ~n paarweise und zu k punktfremd sind. 

Man erh/ilt damit  eine Meridianfl~iche yon !~1, sie heisse wieder ml, deren Schnittpunktzahl 

mit  k nieht grSsser als urspriinglich, also wieder ~1, ist. So lassen sich der Reihe nach alle 

auf ~ nullhomologen Schnittlinien beseitigen und anschliessend ebenso die Schnittlinien, 

die nullhomolog auf ~3 . . . . .  ~n sind. 

Enth/ilt  nun ~(1~ 1 Y~oeh Schnittlinien, so betrachten wir eine innerste a~f ml. Sie ist 

Meridian eines VoUringes ~ j  (j > 2) und berandet  auf ml  ein yon weiteren Schnittlinien 

freies Elementarfl/ichenstiick m s. m t ist daher Meridianfl/iche von !3 t. Da die Anzahl fit 

der Schnit tpunkte von m t und k nicht grSsser als diejenige yon ntl und k is$, fit <~1, muss 

wegen 7r > ~21 gelten ~j = fit = Yi. Wit vertauschen die Bezeichnung yon ~1 und ~t" Damit  

liegt nun fiir ~ 1  eine Meridianfl/iche ml vor, die k in ~l Punkten trifft und zu ~2 . . . . .  ~n 

punktfremd ist. 

Wir wollen nun annehmen, dass bereits Meridianfl/~chen ml . . . .  , rap_ 1 v o n  ~ 1  . . . .  , ~ P - 1  

SO bes t immt  sind, dass jedes 11t i (i = 1, 2 . . . .  , p - 1) die yon ihm verschiedenen Meridian- 

fi/ichen und die y o n  c'~ i verschiedenen Tori nicht und k in nur Yi Punkten trifft. Sei nun 

mp eine MeridianflKche yon ~p, die k in ),~ t)unkten trifft. Es kann angenommen werden, 

dass der Durchschnit t  yon mp mit  ~:i (i = 1, 2 , . . . ,  n; i # p) nur aus doppelpunktfreien, 

geschlossenen Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig nicht treffen. Wie oben lassen 

sich s~imtliche Schnittlinien beseitigen, die auf einem Torus nullhomolog sind. Falls dann 

noch Schnittlinien vorhanden sind, so ist jede Meridian eines yon i~v verschiedenen Voll- 

ringes. Man kann annehmen, dass auf ntv kein Meridian von ~p+l . . . . .  !~, liegt, da man 

andernfalls wie oben zu einer auf mp liegenden Meridianfl/iche eines solchen Vollringes 

iibergehen und umnumerieren kSnnte. 

Es sind nun noch die restlichen Schnittlinien yon my mit  ~1, ~ . . . . .  ~ ~ und ausser- 

dem die Durchschnitte yon my mit  ml . . . .  , my-1 zu beseitigen. Zun/ichst werden wir 

erreichen, dass der Durehschnitt  von mp mit  ~1 und ml verschwindet, ohne dass sich die 

iibrigen Durchschnitte vergrSssern. 

Falls der Durchschnitt  yon my mit  ~ nicht bereits leer ist, besteht er aus paarweise 

punktfremden Meridianen yon !~1. Es gibt daher einen Meridian so yon ~1, der keine dieser 

Schnittlinien trifft. Nach w 2 Satz 2 ist der Rand von m~ auf ~ zu So kombinatorisch 

isotop, und nach w 2 Satz 3 l~sst sich m~ in eine Meridianfl/iche yon !~x iiberfiihren, die 

s o als Rand hat  und deren Durchschnitt  mi t  k, ~ , . . . ,  ~ .  und m~ . . . . .  mv_~ derselbe 

ist wie derjenige yon m~. Wit  kSrmen also im Weiteren annehmen, dass s o der Rand yon 

nl~ ist. Ferner kann angenommen werden, dass der Durchschnit t  yon mr und 1111 nut  aus 
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doppelpunktfreien,, geschlossenen Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig und k nicht 

treffen, da sich. dies durch eine Deformation yon lu, erreichen 1/isst, welche die Schnitt- 

punktzahl yon mp mit k und den Durchschnitt yon my mit ~1 . . . .  , ~n und m2, �9 �9 m~_l 

nicht /~ndert. Keine der Sehnittlinien yon m~ und my kann den Rand yon ml oder yon 

my treffen, wie sich aus der Lage dieser R/inder ergibt. 

Auf m~ betrachten wir zun/ichst die ,,/iussersten" Schnittlinien von my und ~1, 

d.h. solche, dis auf m~ von keiner weiteren Schnittlinie mit ~:~ umfasst werden, t~berschreitet 

man auf m,  eine solche/~usserste Schnittlinie yon aussen nach innen, so gelangt man aus 

dem Inneren von !31 ins J(ussere, da das abgeschlossene Komplement yon ! ~  und damit  

der Rand von my im Inneren yon !~ 1 liege. Das Elementarflitchenstiick, das auf my von 

einer solchen iiussersten Schnittlinie yon nit mit ~ berandet wird, muss noch mindestens 

eine weitere Schnittlinie mit ~1 enthalten, da eine auf my innerste Schnittlinie yon my und 

~1 auf m~ eine Meridianflitche von ~1 berandet. Gleichzeitig folgt, dass auf einem Ele- 

mentarflitchenstiick, das auf my von einer itussersten Schnittlinie von my und ~ berandet 

wird, mindestens Yl Sehnittpunkte mit k liegen, da 9'1 die Ordnung yon !81 in bezug auf k 

ist. Wit nehmen nun aus my alle Elementarfl/~chenstiicke heraus, die auf my yon einer 

/iussersten Schnittlinie yon my und ~1 berandet werden, wodurch aus my ein Elementar- 

:fl/ichenstiick mit L5chern m~ entsteht. Wir werden sp/iter die LScher so schliessen, dass 

dabei ieweils hSehstens 9'1 Sehnittpunkte mit k entstehen. Die dabdi aus m~ entstehende 

Meridianfl/iche yon ! ~  hat  dann jedenfalls nicht mehr Sehnittpunkte mit k als my, also 

ebensoviele nach Wahl von my. 

Wit betrachten nun zun/ichst die Schnittlinien yon m~ mit ml. Sei Sl auf ml eine innerste 

Schnittlinie yon m l u n d  m~, die auf ml ein Elementa~fliichenstiick el berandet,  das keine 
| 

weitere solehe Schnittlinie und m5glichst wenig Schnittpunkte mit k enth/~lt. Auf r mSgen 

fll g g'~ Schnittpunkte mit k liegen, sl berandet auf mp ein Elementarfl/ichenstiick ~1, das 
t 

nieht auf mp zu liegen braucht sondern noch itusserste Schnittlinien von my und ~1 ent- 

halten kann. Falls dies letzte eintritt, muss [1 mindestens 9'1 Schnittpunkte mit  k enthalten, 

und wir kSnnen m~ dadurch ab/indern, dass wir noch den Durehschnitt  yon m~ und ~1 

aus m~ herausnehmen und dann das yon s 1 berandete Loch durch el schliessen. Durch 

Abheben kann danaeh erreicht werden, dass die Schnittlinie s 1 verschwindet, dass sich der 

Durchsehnitt  yon m~ - [1 mit ~1 . . . .  , ~n, ml, �9 �9 m~_~ und k nicht / inder t ,  dass keine 

weiteren Schnitte entstehen und dass die Schnittpunktzahl von k und m~ - [1 + e~ unge- 

andert bleibt. Dieses Vorgehen ist zul/issig, da wir die LScher von m~ so schliessen wollten, 

dass flit jedes Loeb nut  hSehstens 9'1 Schnittpunkte mit  k entstehen, und bei unserem 

Vorgang mindestens ein Loch verschwindet, w/ihrend fl~ --<9'1 Schnittpunkte mit k hinzu- 

treten. Berandet sl ein Elementarfl/ichenstiick ~ bereits auf m~ und liegen auf ~1 nicht 
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weniger als fll Schnittpunkte mit k, so kann wieder [1 durch el ersetzt und das Abheben 

wie ira Vorangehenden vorgenommen werden. 

Wir zeigen noch, dass auf [1 nich~ weniger als fll Schnittpunkte mit k liegen kSnnen, 

woraus folgt, dass sich die Schnittlinie s 1 yon m~ und ml in jedem Falle beseitigen li~sst. 

Sei al die Anzahl der Schnittpunkte von k mat [1. Wir betrachten eine auf [i innerste Schnitt- 

linie s 2 von m~ und ml, wobei s z mit Sl zusammenfallen kann. s2 berandet  auf ~1 und damit  

auf m~ ein Elementarfl/ichenstiick ~2, das keine weitere Schnittlinie von m~ mit m~ enth/~lt. 

Die Anzahl der Sehnittpunk~e von ~2 mit k sei cr 2. Sieher ist ~2 G ~1. s2berandet auf ml  

ein Elementarfliichenstiick e2, auf dem fl~ Schnittpunkte mit k liegen mSgen. Es ist 

nun fls ==-as. Da n/~mlich ~, auf m~ liegt und m~, abgcsehen yon seinen R/indcrn, im 

Inneren von ~1 liegt, erhiilt man aus m~ eine neue Meridianfl/~che yon ~1, wean man es 

dutch ~2 ersetzt. Nach Wahl yon ml kann sich dabei die Anzahl der Schnittpunkte mit 

k nicht verkleinern, woraus fls < ~ folgt. Sei nun s3 eine innerste Schnittlinie von Irt~ und 

nil auf ez, die mit s 2 zusammenfallen kann. s 3 berandet auf es und damit auf ml ein Elemen- 

tarfliichenstiick e3, das f13 Schnittpunkte mit k habe. Dabei ist flz <f12. Wit erhalten also 

:h > ~2 > fi2 > fla. Nun war aber Sl so bestimm~, dass das von Sl auf m~ berandete Elementar- 

fli~chenstiick el mSglichst wenig Schnittpunkte mit  k enthiclt. Also ist fi3 > ill, woraus 

:r > fl~ folgt. Die Schnittlinie s~ 1/isst sich also beseitigen, und es lassen sich so der Reihe 

nach alle Schnittlinien yon ml und ln~ zum Verschwinden bringen. 
P 

Es sind nun noch die LScher von mv zu schliessen. Die R~inder dieser LScher sind 

Meridiane von !31, die den Rand s o von ml nicht treffen. Wir bezeichnen sie mit Sl, �9 �9 sq, 

wobei die Numerierung so erfolge, dass s~_ x und s i ( i  = 1,  2 . . . . .  q)  aus ~ i  einen Kreisring 

r/ beranden, der keinen weiteren dieser Meridiane enth/ilt. Wir schliessen nun das von 

81 berandete Loch von m~ dutch das Elementarfl/~chenstiick, das sich aus m~ und r~ zu- 

sammensetzt. Die Anzahl der Schnittpunkte mit k nimmt dabei um 71 zu. Durch Abheben 

des in m~ eingefiigten Elementarflachenstiickes von rl und ml kann man ein Elementar- 

fliichenstiick mit q - 1 LSchern erhalten, dessen Durchschnitt  mit ~ nur noch aus s2 , . . . ,  sq 

besteht und dessen Durchschnitt  mit m~ leer ist. Das Abhcben kann zudem so geschehen, 

dass sich die Schnittpunktzahl mit k nicht Kndert und dass der Durchschnitt  des entstan- 

dene~ Elementarflgehenstiickes mit  LSchern mit ~2 . . . . .  ~ und ms . . . . .  rap-1 derselbe 
r ! ist wie der von my. Man bemerkt nun, dass sich so der Reihe nach alle LScher yon ntv 

schliessen lassen, wodurch eine Meridianflttche von !~v entsteht, die k in hSchstens 7~ 

Punkten schneider, die ml und X1 nicht trifft und deren Durehschnitt  mit nts . . . . .  mv_l 

und ~:~ . . . .  , ~ ,  enthalten ist im entsprechenden Durchschnitt  der urspriingllchen Meridian- 

fl/iche m,  von !~v. Anschliessend lassen sich fiir die nun vorliegende Meridianfl/iche von ~v 

entsprechend die Durchschnitte mit ms und Xs beseitigen, und man kann so fortfahren 
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bis man schhesslich eine Meridiaafl/iche yon 93v erh/flt, die k in yv Punkten schneidet 

und ausserdem ml, �9 �9 ntv_t und die yon ~p verschiedenen Tori ~1, ~2 . . . .  , ~n nicht trifft. 

Damit ergibt sich sehliesslich die Behauptung des Satzes. 

Anmerkung zu Satz 1: Sind 931, 932, �9 �9 93n verknotete Vollringe in der ~3, von denen 

jeder die abgeschlossenen Komplemente der iibrigen im Inneren enth/flt, so gibt es jeden- 

falls eine Knotenlinie k, die im Inneren aller dieser Vollringe liegt. Satz 1 besagt dann 

insbesondere, dass man fiir 93t, 932, �9 �9 93~ gleichzeitig Meridianfl/~chen Iltl bzw. I1t2 . . . . .  m~ 

so w~thlen kann, dass mi(i = 1, 2, . . . ,  n) die von mi verschiedenen Meridianfl/~chen und 

die R/~nder der yon 93i verschiedenen Vollringe nicht trifft. 

Sa t z  2: Es seien 93 und ~ zwei verknotete Vollringe in der @a, und es enthalte 93 das 

abgeschlossene Komplement yon ~3 im Inneren. a sei eine orientierte Seele yon 93, die den 

Rand yon ~3 nicht tri/[t. Dann liegt a i m  Inneren yon ~ ,  und es hat ~ in bezug au[ a die 

Ordnung null. 

Beweis :  Da 93 das abgeschlossene Komplement von ~ im Inneren enth/ilt, muss 

~'~ das abgeschlossene Komplement von 93 im Inneren enthalten. Nach der Anmerkung 

zu Satz 1 gibt es eine Meridianfl~che yon 93, die den Rand von ~ hicht trifft. Da a diese 

Meridianfl/iche treffen muss und da a den Rand yon ~9 nicht trifft, liegt a i m  Inneren 

yon ~ .  

Da 93 in bezug auf seine orientierte Seele a die Ordnung 1 hat, gibt es nach Satz 1 

eine Meridianfl/~che lrh yon 93, die den Rand yon ~ nicht trifft und a in nut  einem Punkte.  

Hinreichend nahe an mt 1/isst sich eine zweite Meridianfl/~che Irh von 93 so w/ihlen, dass 

mt und der Rand von ~ von m2 nicht getroffen werden und dass a mit m2 ebenfalls nur 

einen Punkt  gemein hat. Durch ml und m, wird 93 in zwei Kugeln R1 und R2 zerlegt, 

in denen a naeh w 6 Hilfssatz 4 je eine unverknotete Sehne a t bzw. a 2 bildet. Eine der 

beiden Kugeln ~1, R2 enth/~lt das abgeschlossene Komplement von ~ im Inneren, etwa 

R~ (Fig. 12). 

Da a t i m  Inneren yon ~3 liegt, kann man eine hinreiehend kleine Umgebung von al 

beziiglich Rt so w/~hlen, dass diese eine Kugel ~ ausmacht, die im Inneren yon ~ liegt 

und deren Rand mit dem Rande von Rt zwei disjunkte Elementarfl/iehenstiieke m~', 

m~ gemein hat, die auf mt bezw. 11t2 liegen, a~ ist Sehne von R[ und zwar eine unverknotete 

nachw 8 Hilfssatz 2, da a t unverknotete Sehne von R~ ist. 

Das abgeschlossene Komplement yon Rt ist nun eine Kugel ~'~, die im Inneren von 

93~ liegt. ~ und ~ haben die beiden Elementarflachenstiicke m~ und m~ gemein und 

bilden nachw 3 Hilfssatz 1 einen Vollring 93", fiir welchen m~ und m~ Meridianfl/ichen sind. 

a liegt im Irmeren yon 93* und 93* im Inneren von ~ .  Ersetzt  man a, durch eine unverkno- 

tete Sehne a~ yon ~* mit gleiehem An~angspunkt und gleichem Endpunkt ,  so entsteht  
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aus a eine Knotenlinie a*, die eine orientierte Seele yon !B* ist, da ai in ~ und a*~ in ~ 

unverknotet ist. Der yon a* dargestellte Knoten wird dutch den gemeinsamen Rand yon 

~1 und ~ dargestellt als Produkt des yon al in ~1 erzeugten Kreises mit dem yon a~ in 

~ erzeugten Kreise. a* ist daher eine Kreislinie. Da ~ verknotet ist, muss a* nach w 7 

Satz 1 im Inneren einer auf ~ liegenden Kugel enthalten sein, es hat also ~ in bezug auf 

a* die Ordnung null nach w 9 Satz 1, und es hat ~ auch in bezug auf !B* die Ordnung null, 

da a* orientierte Seele yon !~* ist. Nach w 9 Hflfssatz 3 gibt es eine Meridianfliche yon 

~ ,  welche ~* nicht trifft. Diese trifft auch a nicht, da a im Inneren yon !~* liegt. Es hat 

also ~ in bezug a u f a  die Ordnung null.. 

Hilfssatz:  Es seien ~1 ,  ~ 2  . . . .  , ~n verknotete Vollringe in der @a, yon denen jeder die ab- 

geschlossenen Komplemente der i~brigen Vollringe und die Knotenlinie k im Inneren enthalte. 

Der Rand yon ~i (i = 1, 2 , . . . ,  n) sei ~i. Der VoUring ~ l  werde treu au] den VoUring ~ 
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in der @a abgebildet, wobei k in die Knotenlinie k*, die Tori ~ ,  ~ ,  . .., ~,~ in die Tori ~ ,  

~ , .  ~= i~bergehen mSgen, Dann berandet ~ (~ 2, 3,. ., n) einen Vollring ~7, der 

k* im Inne~en enthiilt, uncl es Sind ~r und !~. gleieh verknotet. Jeder der Vollringe ~ ,  ~ . . . . .  

~* enthi~It die abqeschlossenen Komp~emente der iib~igen Vollringe im Inneren, und die 

Umlau/zahl yon k* au[ ~ (i = 1, 2, . .., n) ist dieselbe wie die yon k au/ ~ .  Die Ordnun9 

yon !~  in bezug au] k* ist gleich der Ordnung yon ~1 in bezug au[ k, die Ordnung yon ~* 

(~ = 2, 3 . . . .  , n) in bezug au] k* ist nicht gr5sser als die Ordnung yon ~ in bezug au] k. Ist 

~nsbesondere ~* verknotet, so ist die Ordnung yon ~* in bezug au/ k* gleich der Ordnung yon 

~i  in bezug au] k. 

B e w e i s :  Es sei Yi die Ordnung yon !3i in bezug auf k. Nach Satz 1 l~tsst sich zu jedem 

Vollring !~ eine Meridianflache mi so w/~hlen, das k yon mi in genau ~ Punkten getroffen 

wird und dass mi zu den yon m~ verschiedenen Meridianflachen ml, nh, �9 �9 �9 m~ und den 

yon ~i verschiedenen Tori ~x, ~2 . . . .  , ~ punktfremd ist. Hinreichend nahe an m~ kSnnen 

wir noch eine Meridianfli~chem~ yon ~ wiihlen, die zu den Meridianfliichen ml, m~ . . . .  , m. 

und den Tori ~2, ~:3, �9 �9 ~:n punktfremd ist. Durch ml und m~ wird !~ 1 in zwei Kugeln 

~1 und ~ zerlegt, wovon eine, etwa ~ ,  bei geeigneter Wahl yon m~ die Tor[ ~r = 2, 

3 , . . . ,  n) und die Meridianfl/ichen m~. im hmeren enth/ilt. 

Es sei ~ die treue Abbildung yon !~1 auf ~ .  Dureh T geht mi in eine MeridianflKche 

m~ eines yon ~* in der | berandeten Vollringes ~7 fiber nachw 3 Hilfssatz 2. !~* enthiilt 

k* im Inneren. Man kana n/imlich einen Punkt von m, mit einem Punkte auf k durch einen 

Weg wi so verbinden, dass w, im Inneren'von ~ und von !~/liegt. ~ (w~) liegt dann im Inne- 

ren yon ~ und ~ .  Also liegt auch k* im Inneren yon ~*, da k* den Rand yon ~* nicht 

trifft, m~ trifft k* in $~ Punkten. Daraus ergibt sich, dass die Ordnung yon !~  in bezug 

auf k* hSchstens gleieh Yi ist. Die Ordnung yon !3~ in bezug auf k* ist gleich der von ~1 

in bezug auf k, wie bereits in w 11 bemerkt wurde. 

Die Unilaufzahl von k auf !~i ist gleich dem Betrag der algebraischen Schnittzahl von 

k mit mi, ebenso ist die Umlaufzahl yon k* auf ~ gleich dem Betrag der algebraischen 

Schnittzahl von k* mit m~'. Die Betr~ge dieser beiden algebraischen Schnittzahlen sind 

offenbar gleieh, die Umlaufzahl yon k auf ~i ist also gleieh der Umlaufzahl yon k* auf ~*. 

Die Kugel ~ wird dutch ~ auf eine Kugel ~ auf !~  abgebildet, welche die Tori 

~'0" = 2,. 3 . . . . .  n) und die MeridianflKchen m* im Inneren enth~lt. Es gibt nun eine 

s-Abbildung q der | auf sich, welche auf ~ mit ~ fibereinstimmt: Das abgeschlossene 

Komplement-von ~ ist eine Kugel ~ ,  dasjenige von ~ eine Kugel ~ .  Durch ~ ist eine 

s-Abbildung des Randes von ~2 auf den Rand von ~ gegeben, die sich zu einer s-Abbildung 

Z yon ~ auf ~ erweitern 1/isst nachw 1 Satz 8. Dutch ~ und Z wird q definiert, q~ ist orien- 



206 Horst Schubert. 

tierungserhaltend, d a v  die von einer festen Orientierung der 6 3 auf ~2 induzierte Orien- 

tierung in die auf ~ induzierte Orientierung iibertr~gt. ~ und ~ bilden das Komplement 

yon ~j (j" = 2, 3 . . . . .  n) auf das Komplement yon ~* ab. Daher wird !~. durch ~ auf !~  

abgebildet, woraus folgt, dass ~.  und !~* gleich verknotet sind. Ausserdem ergibt sich, 

dass jeder der Vollringe !~,  ! ~ , . . . ,  ~* die abgeschlossenen Komplemente der iibrigen 

im Inneren enthiilt. 

Ist nun sehliesslieh !~  verknotet, so sind die Voraussetzungen fiir !~,  !~  . . . .  , !~*, 

k* und die treue A1)bildung 3 -1 von !~  auf ~1 erfiillt. Aus dem Obigen folgt, dass die 

Ordnung yon ~i in bezug auf k nicht grSsser sein kann als die Ordnung yon !~* in bezug 

auf k*, womit sieh ergibt, dass ~i in bezug auk k dieselbe Ordnung hat wie ~* in bezug 

auk k*. 

Wenn wir einen verknoteten Vollring ~ in der @s treu auf einen unverknoteten 

Vollring !~* in der ~a abbilden, so wollen wir dafiir auch sagen, class wir das Komple- 

ment yon ~ durch einen unverknoteten Vollring ersetzen. Mit dieser Ausdrucksweise l~sst sich 

der Satz yon w 12 folgendermassen verallgemeinern: 

Satz 3: Es seien ~ ~2 . . . . .  ~ verknotete Vollringe in der | von denen jeder die abge- 

schlossenen Komplemente der i~brigen und die Knotenlinie k im Inneren enthalte, k babe 

au] ~i  (i = 1, 2 . . . .  , n) die Umlau]zahl :%. Die Knotenlinie k* entstehe aus k dadurch, dass 

man die Komplemente der Vollringe ~ ,  durch unverlcnotete Vollringe ersetzt. Bezeichnet 

g(k) bezw. g(/~*) das Geschlecht von k bezw. k*, g(!~i) das Geschlecht y o n  ~i,  80 gilt 

g (k) _>= ~ ~, g ( ~ )  + g (]~*). 
i=1 

Beweis: Bildet man !~ 1 treu auf einea unverknoteten Vollring !~  ab, so entsteht 

aus k eine Knoten]inie k~ und nach dem Satz yon w 12 gilt: 

g (k) _-> ~1 g ( ~ )  + g (k~). 

Nach dem obigen Hilfssatz erhiflt man beim Obergang yon ~ zu !~  aus !~, !~ s . . . .  , !~  

verknotete Vollringe ~ ,  ~ ,  . .., ~*, yon denen jeder die abgesehlossenen Komplemente 

der iibrigen und k~ im Inneren enthalt. Dabei hat k~ auk ~* (~" = 2, 3 . . . .  , n) die Umlauf- 

zahl %.. Die Behauptung ergibt sich daher dureh vollstiindige Induktion naeh n. 

w 16. Zerlegung eines Vollringes durch einen Kreisring. 

Es sei k eine Knotenlinie, ~1 und ~2 seien zwei Vollringe, die k im Inneren enthalten. 

Wenn sich die Ritnder von !~ 1 und !~ 2 nicht treffen, so enthiilt entweder eifler der beiden 

Vollringe den anderen im Inneren oder es enthalt jeder der beiden Vollringe das abgeschlos- 

sene Komplement des anderen im Inneren. Den 1. Fall haben wir in w 9 untersucht, den 
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2. Fall im Vorangehenden. Wir .wollen im Weiteren den Fall behandeln, dass sich die R/inder 

von 781 und ?82 gegenseitig treffen, und diesen so welt wie mSglich auf die vorher genannten 

F/ille zuriickfiihren. Ehe wir daran gehen (w 18), entwickeln wir in diesem und im folgenden 

Paragraphen die Hilfsmittel. 

Es sei 78 eir~ u mit dem Randtorus ~, r e in  Kreisring auf ?8, dessen Durchschnitt 

mit ~ nur aus seinen R/indern sl und s2 besteht. Wir wollen untersuchen, wie 78 dutch 

zerlegt wird. Hierbei sind mehrere F/ille zu unterscheiden, die dutch die Homologieklassen 

yon 2~ charakterisiert sind, in denen s 1 u n d s  2 liegen. Es kann angenommen werden, dass 

78 in dcr @s liegt, da ~eder Vollring semilineares Bild eines Vollringes in der ~ ist. 

Sa t z  t :  Es sei 78 ein Vollring mit dem Randtorus ~, rein Kreisring au] ?8, dessen Durch- 

schnitt mit ~ nut aus seinen R~indern s 1 unds 2 bestehe. Ferner sei Sl nicht nullhomolog au/ 

?8. Dann wird ?8 dutch ~ in zwei Vollringe zerlegt. Au/ einem dieser Vollringe haben s Iund 

s 2 die Umlau/zahl 1, au] dem anderen dieselbe Umlau/zahl wie au/?8. Dieser zweite Vollring 

und ?8 sind gleich verknotet. 

B e w e i s :  s 1 und s2 seien als R/~nder yon ~ gleichsinnig orientiert. Da s 1 nicht nullhomolog 

auf ?8 ist, hat  s 1 eine yon null verschiedene Umlaufzahl cr auf ?8. Die Umlaufzahl Yon s2 

auf ?8 ist ebenfalls Qr da s 1 und s 2 als gleichsinnig orientierte R/inder yon ~ zueinander 

homolog auf ?8 sind. s 1 u n d s  2 bilden auf ~ ein System yon 2 Parallelkurven und zerlegen 

in zwei Kreisringe rl und r2. Ferner besitzen s~ u n d s  2 auf ~ die algebraische Schnittzahl 

:r mit einem geeignet orientierten Meridian Yon ?8. 

Wir zerlegen ~ und r simplizial. Wegen w 2 Hilfssatz 3 und Satz 4 k6nnen wir auf 

einen Meridian m yon ?8 so w/ihlen, dass Sl u n d s  2 yon m in genau u Punkten getroffen 

werden, und dies kann so geschehen, dass m keine Ecke der simplizialen Zerlegung yon 

und r trifft, da sich dies stets durch isotope simpliziale Deformation yon m erreichen 1/isst. 

m werde so orientiert, dass m mit einer beziiglich s 1 positiv orientierten Seele yon 78 die 

Verschlingungszahl + 1 besitzt. Wir spannen in m eine Meridianfl/iche m von ?8 ein 

und zwar so, dass m keine Ecke der simplizialen Zerlegung yon r trifft, was mSglich ist. 

Fig. 13 zeigt den litngs 11l aufgeschnittenen Vollring ?8 als Prisma, bei dem die Dachfl/iche 

nach Drehung um - -  mit der Bodenfl/iche zu identifizieren ist. 

�9 Sei ~ die Verschlingungszahl Yon s I mit  einer Seele yon ?8, die beziiglich Sl positiv 

orientiert ist. Die Schnittpunkte yon m m i t  sl bezeichnen wir mit P1, P2 . . . .  , P ,  und zwar 

so, dass die Punktc  Pi  bei Durchlaufen yon m m i t  wachsenden Indices aufeinanderfolgen. 

Durchl/iuft man s 1 im Sinne seiner Orientierung, so haben die Punkte  Pl die Reihenfolge 

P1, PI+~, P l+2~, - . . ,  Pl+(~-l)s, P1 (Indices moc[ulo r162 wie man erkennt, wenn man 

1/~ngs s 1 zu einem Kreisring aufschneidet und beriicksichtigt, dass dann m auf diesem 
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Kreisring punktfremde Querschnitte von einem Rand zum anderen bildet, s z wird durch 

P1, P2 . . . . .  P~ in ~ BSgen w i zerlegt, wobei w~ von Pi nach Pi+~ fiihre. Die Schnittpunkte 

yon m m i t  s 2 seien Q1, Q2 . . . .  , Q~, wobei Qi auf m zwischen Pi und Pi+l (Indices modulo 

~) liege. Bei Durchlaufen von s 2 im Sinne seiner Orientierung haben die Punkte Qi die 

Reihenfolge Qz, QI+~, QI+~, �9 �9 -, Q1+(~-1)~, QI- 

Die Wahl der Meridianflfiche m von ~ ist so erfolgt, dass der Durchschnitt von m 

m i t r  aus doppelpunktfreiell Schnittlinien besteht, die in einem Schnittpunkte von m m i t  

s I bezw. s~ entspringen und in einem solchen Punkte enden, und mSglicherweise noch end- 

1;ch vielea geschlossenen, doppelpunktfreien Schnittlinien, die sl und s 2 nicht treffen. Dabei 

sind je zwei Schnittlinien disjunkt. 

Wit betrachten zun/ichst diejenigen Schnittlinien von m u n d  r, die in einem Rand- 

punkte yon r beginnen und enden, und werfen die Frage auf, ob eiae solche von einem 

Punkte P~ zu einem Punkte Pj fiihren kann, also beide Endpunkte  auf sl liegen kSnnen. 

Dies ist nicht mSglich. Es w/ire dann n/imlich diese Schnittlinie auf r zu einem Bogen 

von sl homolog, der sich aus einem oder mehreren, etwa fl < a, BSgen w~ zusammensetzt. 

Man erhielte daher einen auf ~ zu s z homologen (nieht notwendigerweise mehr doppelpunkt- 

freien) Weg, werm man die betreffenden BSgen w i durch den betreffenden Bogen von m 

ersetzt. Dieser Weg w/ire darm aber auf ~ dem (Qc- fl)-fachen einer beziiglich s 1 positiv 

orientierten Seele yon ~ homolog, was offenbar unmSglich ist. Die betrachteten Schnitt- 

linien miissea also einen Punkt  P~ mit  einem Punkt  Q~ verbinden. Wit orientieren sie so, 
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dass sie von Qs nach Pi ffihren, und bezeichnen sie dann mit uj. Durch die Schnittlinien 

u s wird r in ~ Elementarfl~chenstficke zerlegt. 

Wit wenden uns nun den geschlossenen Schnittlinien yon m und r zu. Jede yon ihnen 

berandet auf r ein Elementarfi~ehenstfick, da sie auf einem der Elementarfi~tchenstficke 

liegen muss, in welche ~ durch die Schnittlinien %. zerlegt wird, u n d e s  gibt unter ihnen 

eine solche, etwa s, die auf re in  Elementarfl~chenstfick e berandet, das keine weitere Schnitt- 

linie enth~lt, s berandet auf m ein Elementarfl~chenstfick ~. e und ~ bilden zusammen eine 

2-Sphare, die den Rand yon ~ nicht trifft und daher eine Kugel ~ berandet, die ira 

Inneren von ~ liegt und weder sl noch s~ noch eine der Schnitthaien ur enth~lt. Es kann 

nun m dadurch deformiert werden, dass man [ fiber ~ deformiert uad so yon e abhebt, 

dass sx, s2 und die Schnittlinien u s festbleiben. Auf diese Weise lassen sich alle geschlos- 

senen Schnittlinien yon m u n d  r der Reihe nach beseitigen.' 

Wir betrachten nun wieder die Schnittlinien uj. Jede zerlegt m in zwei Elementar- 

flachenstiicke, und eine yon ihnen, etwa uh, schneidet yon m ein Elementarflachenstfick 

[ab ,  das keine weitere Schnittlinie enth~lt. Da von jedem Punkte Qs eine Schnittlinie ur 

ausgeht, muss Qh der einzige Punkt  sein, den [ mit s2 gemein hat, und daher uh yon Q~ 

entweder nach Ph oder Pl,+~ (Indices modulo ~) ffihren. 

Nach w 3 Hilfssatz 2 ist [ Meridianflache eines Vollringes ~ ,  dessen Rand ein Torus 

~ ist, der yon r u n d  einem der beiden yon s~ und s2 auf ~: berandeten Kreisringe r~, r~, 

etwa yon rl, gebildet wird. ~ liegt auf ~,  da dies fiir den Rand ~ und die Meridianflache 

der Fall ist. sl und s~ haben auf ~1 die Umlaufzahl 1, da sie auf ~:x den Rand der Meridian- 

flache [ nur in einem Punkte treffen und dort durchsetzen. 

D a u  h yon Qa nach Pn oder Ph+~ fiihrt, muss jede der Schnittlinien u~(i  = 1, 2 . . . . .  ~) 

yon Q~ nach P~ bezw. P~+I (Indices modulo ~) ffihren, wie man aus der Lage der Punkte 

Pi  und Q~ auf r u n d  der Tatsache erkennt, dass sich die Schnittlinien u~ gegenseitig nicht 

treffen. Aus der Lage der Punkte P~ und Q~ auf m folgt, dass jedes u~ yon m ein Elementar- 

flachenstfick abschneidet, dass keine Weitere Schnittlinie enth~lt und Meridianflache yon 

~ ist. Nach Abschneiden diescr Elementarflachenstiicke yon m verbleibt ein Elementar- 

flachenstfick r das Meridianfl~tche eines Vollringes ~z ist, der yon dem aus r und r~ bestehen- 

den Torus ~:~ berandet wird. ~ macht das abgeschlossene Komplement yon ~ bezfiglich 

aus, und es habea sx und sz auf ~ die Umlaufzahl ~, da sie den Meridian yon ~3~, der 

vom Rande yon e gebildet wird, in ~ Punkten treffen und dort gleichsinnig durchsetzen. 

Dass ~ und ~3~ gleich verknotet sind, erkennt man folgendermassen: 

Nach dem Satz yon w 8 lasst sich ~: dadurch deformieren, dass man r~ fiber ~x in 

bei festem r~ deformiert. Es gibt also eine s-Abbildung der | auf sich, die ~ in ~:~ fiber- 

ffihrt und auf r~ die Identit/~t ist. Der von ~ berandete Vollring ~ geht dabei in einen yon 
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~2 berandeten Voltring fiber. Dieser Vollring muss ~ sein, da sein Inneres an dieselbe 

Seite von r2 anstossen muss wie das Innere von ~ ,  und aus w 10 Satz 2 folgt, dass ~ und 

~ gleich verknotet  sind. 

Anmerkung zu Satz 1: Haben  s~ und s~ auf ~ die Umlaufzahl 1, so wird ~ durch 

in zwei Yollringe ~1 und ~ zerlegt, auf denen s~ and s~ die Umlauizahl 1 haben, u n d e s  

sind ~ ,  ~ und ~ gleich verknotet.  

Naeh w 8 lasst sich n~mlich in diesem Falle % auch dadurch deformieren, dass man 

(in obiger Bezeichnungsweise) r~ bei festem r~ fiber ~ in ~ deformiert, wobei ~ in ~ fiber- 

geht. 

H i l f s s a t z :  Es sei ~ ein Vollring mit dem Randtorus ~, r e in  Kreisring au] ~ ,  dessen 

Durchschnitt mit ~ nu t  aus seinen Riindern sl und s2 bestehe, sl u n d s  2 seien Meridiane von 

~.  Dann existieren Meridian/liichen ml, m2 yon ~,  die sich nicht tre]]en und deren Durch- 

schnitt m i t r  nut  aus s~ bezw. s~ besteht. 

B e w e i s :  Wir w/ihlen zunachst einen Meridian m von ~ ,  der s 1 und s~ nicht trifft, und 

spannen in ihn eine Meridianfl/iche e von ~ ein. m u n d  sl beranden auf ~ einen Kreisring 

8, der s 2 nicht enthalt, e und ~ bilden zusammen ein Elementarfl~chenstfick [ mit  dem 

Rande s 1. ~ l~sst sich dadurch deformieren, dass man ~ bei festgehaltenem sl von ~ ins 

Inhere yon ~ abhebt,  and  das karm so gesehehen, dass der Du~ehschnitt yon  ~ mi t  einer 

Umgebung von s~ bezfiglich ~ nur aus sl besteht. Damit  ist aus [ eine Meridianflache m von 

mit  dem Rande s 1 entstanden. Es kann angenommen werden, dass der Durchsehnitt  

von m m i t  r nur aus sl und doppelpunktfreien, gesehlossenen Schnittlinien besteht, die 

sich gegenseitig und s~ nicht treffen. 

Falls fiberhaupt Schnittlinien von r u n d  nt vorhanden sind, so sind diese auf ~ nullhomo- 

log oder (bei geeigneter Orientierung) homolog zu s~. Diejenigen, die auf r nullhomolog 

sind, lassen sich der Reihe nach auf eine bereits mehrfaeh beschriebene Weise beseitigen, 

wobei man mit  einer innersten Schnittlinie auI r beginnt. Es verbleiben dann nur noch 

Sehnittlinien, die auf r homolog zu s 1 sind. Eine von ihnen, sie heisse t, berandet  zusammen 

mit  s 1 auf r einen Kreisring f, der keine weitere Schnittlinie enth/ilt, t berandet  auf m ein 

Elementarfl~chenstfiek e. t u n d  e bilden zusammen eine Meridianfl/iehe m'  von ~ mit  dem 

Rande s 1. Sie wird dadurch deformiert, dass man  ~ bei festgehaltenem s 1 von r abhebt  

und zwar so, dass der Durchschnitt  von m '  m i t r  ausser s 1 nur noch aus den Schnittlinien 

von e mit  r besteht. Die entstandene Meridianfl/iche von ~ bezeiehnen wir wieder mit  n;. 

Das Verfahren lasst sich so lange fortsetzen, bis alle Schnittlinien verschwunden sind und 

man eine Meridianfl/iche nh yon ~ erh/ilt, die mi t  r nu t  noch den Rand s 1 gemein hat. 

Nun bflden m~ und ~ zusammen ein Elementarfl/~chenstiiek g. Dutch Abheben von 
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und ml erh~lt man aus g eine Meridianflitche mz von !~, die ml nicht trifft und mit 

nur den Rand s s gemein hat." 

Sa t z  2: Es sei ~ ein Vollring mit dem Randtorus ~, re in  Kreisring au] ~,  dessen 

Durchschnitt mit ~ nut aus seinen Riindern s 1 und s2 besteht, sl und s2 seien Meridiane yon 

~. Dann liegt au] ~ ein Vollring ~*, der yon ~ und einem yon sl und ss au] ~ berandeten 

Kreisring berandet wird und der mit ~ Meridian/Idchen gemein hat. Das abgeschlossene 

Komplement yon ~* in bezug au~ ~ ist entweder ein unverknoteter Vollring mit s I als Breiten- 

kreis oder kein Vollring, je nachdem ob ~ und ~* gleich verknotet sind oder nicht. Im zweiten 

Falle ist ~* stiirker verknotet als ~. 

B e w e i s :  Nach dem Hilfssatz existieren zwei sich nicht treffende Meridianfiiichen ml 

und m2 yon ~ ,  deren Du~chschnitt m i t  ~ aus ihren Riindern s 1 bezw. s s besteht. Durch 

ml und ms wird !~ in zwei Kugeln ~1 und ~2 zerlegt, wovon eine, etwa ~'2, r umfasst. Der 

Rand von ~1 besteht aus der 2-Sphare, die gebildet wird yon nh, ms und einem Kreisring 

~1, der von s 1 und s2 auf ~: berandet wird. Der Rand von ~s besteht aus ml, ms und einem 

Kreisring ~ au~ ~. Ferner bilden ml, m2 und ~ eine 2-Sphere, die eine auf ~s liegende Kugel 

~'~ berandet. 

~1 und r bilden zusammen einen Torus ~*. Dieser berandet einen auf !~ liegenden 

u ~*,  der sich aus den beiden Kugeln ~1 und ~ zusammensetzt und 11tl, ~t~ als 

'$ "e Meridianfi~chea besitzt. Sei a eine orientierte Seele yon !~*, die in ~1 und ~ 1 eine unver- 

knotete Sehne u 1 bezw. us bildet, u2 ist gleichzeitig Sehne von ~ ,  Ist u~ auch unverknotet  

in ~ ,  so ist a auch orientierte Seele von ~,  und es sind !~ und !8" gleich verknotet.  Ist 

u s in ~ verknotet,  so stellt a nachw 6 Hilfssatz 5 einen Knoten dar, der das Produkt  von 

dem dutch u2 in ~2 erzeugten Knoten mit dem~enigen Knoten ist, der yon einer beziig- 

lich a positiv orientierten Seele yon ~ dargestellt wird. In diesem Falle ist also !~* st~trker 

verknotet als !8. Nach w 8 Hilfssatz 1 ist nun die unverknotete Sehne u, yon ~* genau 

dann unverknotet  in ~s, wenn das abgeschlossene Komplement  yon ~ beziiglich ~s ein 

Vollring ist, und in diesem Falle ist dieser Vollring unverknotet  und besitzt s~ und ss als 

Breitenkreise. Da das abgeschlossene Komplement yon ~ beziiglich ~s zugleich das 

abgeschlossene Komplement yon ~*  beziiglich !~ ist, ergibt sich die Behauptung. 

Sa t z  3: Es sei ~ ein Vollring mit dem Randtorus ~, r ein Kreisring, dessen Durch- 

schnitt mit ~ nut aus seinen R~indern s~ und s~ besteht, s 1 und s~ seien au/ ~ nullhomolog und 

m6gen au/ ~ einen Kreisring ~ beranden. Ersetzt man ~ dutch r, so entsteht aus ~ ein Torus 

~*. ~* berandet einen au] ~ liegenden Vollring !~*, der mit ~ Meridian]liichen gemein hat, 

und es sind ~ und ~* gleich verknotet. 

B e w e i s :  Einer der beiden Riinder Sx, ss yon r, etwa s2, berandet auf ~ ein Elementar- 

fliichenstiick e, das den anderen Rand, also Sl, nicht enth~tlt, e + r und e + ~ sind dann 

14-- 533806. Acta mathematica. 90. Imprim6 le 25 novembre 1953. 
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Elementarfliichenstiicke, und man kann sich ~:* aus ~ dadurch entstanden denken, 

dass man das Elementarflachenstiick r + ~ durch das Elementarflachenstiick r + r ersetzt. 

Auf ~ kSnnen wir wegen w 2 Hilfssatz 3 einen Meridian m u n d  einen Breitenkreis b von 

!~ so w~thlen, dass s 1 und damit s~ nicht getroffen werden, m u n d  b bilden sowohl auf 

wie auf ~* eine 1-dimensionale Homologiebasis. 

Ist nun !~ unverknotet, so ist auch das.abgeschlossene Komplement von !~ ein un- 

verknoteter Vollring nach w 7 Satz 2, und es 1/isst sieh in b ein ElementarfIachenstiick 

einspannen, das Meridianflitche dieses zu !~ komplementaren Vollringes ist. [ i s t  dann aueh 

Meridianfliiche eines von ~* berandeten Vollringes 11. Nun ist meine  Kreislinie auf ~*, 

die auf ~* nicht nullhomolog und nicht Meridian von 1I ist. Daraus folgt uaeh w 7 Hilfssatz 

2, dass lI unverknotet ist und dass daher ~* einen zu 11 komplement~tren Vollring !~* 

berandet, der auf !~ liegt und unverknotet ist. 

Sei nun ~ und damit b verknotet. Dureh ~* wird die | in zwei Bereiche !~l und 

~* zerlegt, wovon ?/das Komplement yon !~ umfasse und !~* auf !~ liege, b ist nullhomolog 

auf 9/, d a b  bereits nullhomolog auf ~3 _ !~ + ~ ist. Da b nicht nullhomolog auf ~* und 

keine Kreislinie ist, kann ~l kein Vollring sein, denn nachw 3 sind die Meridiane die einzigen 

einfaehen Wege auf dem Rande eines Vollringes, die nullhomolog auf dem Vollring nicht 

abet auf dem Randtorus sind, und Meridiane sind Kreislinien. Es muss daher !~* ein Vollring 

sein. Fiir ~* ist b Breiteakreis. Dab  aueh Breitenkreis yon !~ ist, ~olgt aus w 6 Hilfssatz 3, 

dass ~ und !~* gleich verknotet sind. 

In beiden Fallen ist eine Meridianflache r von ~*, deren Rand die auf  ~* nullhomologen 

Wege sl, s 2 nieht trifft, zugleich Meridianflache von ~.  

Anmerkung: Zu einer gemeinsamen Meridianfl~che r yon !~ und !~* kann man hin- 

reichend nahe an r eine weitere gemeinsame Meridianfliiche ~ Iinden, die r nieht trifft. 

Daraus folgt, dass r auf einer von !~ umfassten Kugel liegt. 

In den durch Satz 1, 2, 3 behandelten Fallen ergab sieh, dass man vermittels r immer 

einen auf ~ liegenden Vollring erhalt, der entweder die gleiche Verknotung wie !~ auf- 

weist oder starker verknotet ist. Fiir die Lage von r sind noch zwei weitere F~lle mSglich: 

1) Beide Rander sind nullhomolog auf ~, und es werden durch sie auf ~ zwei disjunkte 

Elementarfliichenstiicke berandet. 

2) Einer der beiden R~nder ist nullhomolog auf ~,  wahrend der andere Meridian 

von ~ ist. 

Im ersten Falle wird !~ in eine Kugel und eine berandete Mannigfaltigkeit zerlegt, 

deren Rand eine Flache vom Geschlecht 2 ist. Im zweiten Falle tr i t t  keine Zerlegung von 

!~ ein. 
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w 17. Kreisringe, die das Komplement eines Vollringes in der ~3 zerlegen. 

Zu einem Vollring !3 in der | mi~ dem Randtorus 3; betrachten wir jetzt  einen Kreis- 

ring r, der auf | _ ~3 + 3; liegt und dessen Durchschnitt  mit 3; nur aus seinen Riindern 

sl und s2 besteht. Wir stellen zun~tchst eine Hilfsbetrachtung fiber Faserungen von Voll- 

ringen voran. 

Wir wollen annehmen, dass der Rand 3; eines Vollringes !3 durch zwei ,,parallele" 

Knotenlinien kl, k 2 auf 3; mit de? Umlaufzahl :r > 1 auf ~ in zwei Kreisringe rl, 172 zerlegt 

wird. (Falls nur eine Knotenlinie k I vorgegeben ist, so kann k 2 noeh geeignet dazu gew~ihlt 

werden). Bildet man 17x semilinear auf einen Kreisring r der euklidischen Ebene ab, der 

von zwei konzentrisch ineinander gelegenen gleichseitigen Dreiecken berandet wird, so 

ergibt sich durch iihnliches Zusammenziehen des ~tusseren Randes yon 17 eine Faserung 

yon r, die sich auf rl iibertr~gt. Verfiihrt man entsprechend fiir 17z, so erh~ilt man eine Fase- 

rung yon 3;, in welcher kl und k2 Fasern sind und je zwei Fasern ,,parallele" Knotenlinien 

auf 3; darstellen. Aus der Art und Weise, in welcher die Faserung von 3; hergestellt wurde, 

erkennt man, dass sich auf 3; ein Meridian yon ~ so angeben litsst, dass dieser jede Faser 

in genau ~ Punkten trifft. Naeh der Anmerkung zu w 3 Hilfssatz 2 kann bei einer Darstel- 

lung yon ~ dutch ein Prisma ~ beziiglich einer Abbildung a mit den fibliehen angege- 

benen Eigenschaften angenommen werden, dass das Bild des Randes der Bodenfl~tche 

et von ~ ein solcher Meridian ist, der jede Faser yon 3; in genau ~ Punkten trifft  (und 

folglich dort  durehsetzt). Durch die Faserung von 3; wird dann eine Zerlegung des Mantels 

von ~ in Streckenziige bewirkt. Dureh ahnliches Zusammenziehen des Mantels auf die 

Achse des Prismas unter Mitnahme dieser Zerlegung erhiilt man eine entsprechende Zerle- 

gung yon ~.  Dutch die Abbildung a setzen sich, abgesehen v o n d e r  Achse des Prismas, je 

solcher Streckenziige zu einer Knotenlinie auf !8 zusammen, welehe zu k I itquivalent ist. 

Zusammen mit dem Bild der Achse erh~lt man eine Faserung von !8 durch Knotenlinien. 

Die Seele yon ~,  welche das Bild der Achse von ~ ausmacht, ist im Falle ~r = 1 eine regu- 

liire Faser, ira Falle :r > 1 eine Ausnahmefaser der Vielfachheit e. 

Sa t z  t :  Es sei f3 ein verknoteter Voltring in der ~ mit dem Rande 3;. r sei ein Kreisring 

au/ ~a _ ?~ + 3;, dessen Durchschnitt mit 3; nur aus seinen Riindern s 1 und s2 besteht. Sl und 

s 2 seien nicht nullhomolog a u / ~ .  Dann gibt es einen Vollring ~*,  der ~ um/asst und dessen 

Rand aus 17 und einem au[ 3; liegenden Kreisrine besteht, s 1 und sz haben au] ~*  eine von null 

verschiedene Umlau/zahl. 

Bowels: Da !8 verknotet ist und s 1 und sz auf !~ nieht nullhomolog sind, sind s 1 und s~. 

naeh w 7 Hilfssatz 2 verkr~otet. Daraus folgt: Liegen s x u n d s  z auf dem Rande eines Vollrin- 

ges 1I, so sind s 1 und s 2 auf 1I nieht nullhomolog. 
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Durch sl und s 2 wird ~ in zwei Kreisringe r, und r2 zerlegt. 1: bildet zusammen mit 

rl einen Torus ~1, zusammen mit r~ einen Toms ~2. Jeder dieser beiden Tori berandet 

mindestens einen Vollring 111 bezw. 113. Falls einer dieser beiden Vollringe ~ umfasst, ist 

nichts mehr zu zeigen. 

Falls !8 yon keinem der beiden Vollringe umfasst wird, so bilden ~, 111, H~ eine Zer- 

legung der 3-Sphare. Wie oben besehrieben kSnnen wit die Kreisringe r, rl, r2 fasern und 

diese Faserung auf ~,  111, 112 fortsetzen. Wi~ erhalten damit eine Fasemng der 3-Sphare. 

Naeh Seifert [10] besitzt eine solche Faserung hSehstens zwei Ausnahmefasern, d.h. s 1 

und s 2 baben auf mindestens einem der drei Vollringe die Umlaufzahl 1. 

Es sei dies zunachst fiir !~ der Fall. Naeh w 8 lasst sieh dann ~1 dadureh deformieren, 

dass man ~1 fiber !~ in r2 deformiert und ~ festhalt. Es gibt also eine s-Abbildung der ~3 

auf sich, die ~1 in ~2 iiberfiihrt und auf r die Identitat ist. Dabei geht 111 in einen Vollring 

!8" fiber, der dutch rl in 111 und ~ zerlegt wird. !~* muss nachw 7 Satz 2 unverknotet 

sein, da !~* das abgeschlossene Komplement 112 besitzt, sl und damit jede beziiglich 

Sl positiv orientierte Seele yon !~ stellt einen Torusknoten I dar. Man bemerkt nun 

leicht, dass im bier betrachteten Falle 1/1 und 112 unverknotet sind und dass ihre abge- 

schlossenen Komplemente unverknotete Vollringe sind, die !~ umfassen. 

Dass s 1 und s2 auf einem der beiden Vollringe 111, 1/2 die Umlaufzahl 1 haben, kann 

nicht eintreten, da !8 verknotet ist. H~tten s 1 und s2 beispielsweise auf 111 die Umlau~zahl 

1, so liesse sich ~ dadurch deformieren, dass man rl bei festem r2 fiber 111 in r deformiert. 

Man erhielte damit einen Vollring, der dutch r, in 111 und !8 zerlegt wird, dieselbe Verknotung 

wie !~ aufweist und dessen abgeschlossenes Komplement der Vollring 112 ware. Dies ist 

abet wegen w 7 Satz 2 ein Widerspruch zur Verknotung yon !~. 

Betrachten wir noch den Fall, dass !~ sowohl von 111 wie von 112 umfasst wird. Da 

s, und s2 auf 111 und 112 nicht nullhomolog sind, wird 1I 1 wegen w 16 Satz 1 durch r2 in !~ 

und einen Vollring ~1  zerlegt. 112 wird dutch rl in !8 und einen Vollring ~2  zerlegt. Wit 

erhalten damit den gerade betraehteten Fall, dass das Komplement yon !8 dutch ~: in zwei 

Vollringe zerlegt wird. Wie sich aus dem Vorangehenden ergibt, mfissen dann s 1 und s2 

auf!~  die Umlaufzahl 1 haben und einen Tomsknoten darstellen. Wir erhalten also: 

Zusatz zu Satz 1: !8" ist eindeutig bestimmt, falls nieht s 1 und s~ auf !8 die Umlaufzahl 

1 haben und einen Torusknoten darstellen. 

S a t z  2: Es sei ~ ein unverknoteter Vollring in der ~ mit dem Rande ~. r sei ein Kreis- 

ring au/ ~3 _ ~ + ~, dessen Durchschnitt mit ~ nut  aus seinen R~indern s 1 und s2 besteht. 

Sl und s2 seien nicht nullhomolog aui !~. Dann gibt es mindestens einen Vollring !8", der 

1 Ein Torusknoten ist  ein vom Kreis versehiedoner Knoten,  der e inen Repri~sentaaten auf dem 
Rande eines unverknoteten Vollringes besitzt. 
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um/asst und dessen Rand aus rund einem au/ ~ liegenden Kreisring besteht. Haben s x und 

s2 au] ~* die Umlau/zahl null, so sind s I und s~ Breitenkreise yon ~. 

Beweis:  Da !8 unverknotet ist, ist das abgeschlossene Komplement yon !~ eia Voll- 

ring ~ .  Sind st und s~ auf ~ nicht nullhomolog, so wird ~ nachw 16 Satz 1 durch r in 

zwei Vollringe ~1  und ~2  zerlegt, wovon mindestens einer, etwa !~31, unverknotet ist. 

Das abgeschlossene Komplement von !~31 ist ein (unverknoteter) Vollring !8", der ~ um- 

Iasst. Da Sl und s 2 auf keinem der Vollringe !~i)l, ~ ,  ~ nullhomolog sind, kann man auf 

die oben beschriebene Weise eine Faserung yon ~x,  ~ ,  !~ und damit  der 6 3 herstellen. 

Dabei wird !8" gefaserg, woraus folgt, dass s 1 und sz auf !~* nicht nullhomolog sind. 

Sind s 1 und s 3 nullhomolog auf !fi), so sind sie Meridiane yon !fi) und damit Breiten- 

kreise von !~, da s I u n d  s2 nicht nullhomolog auf ~ sind. Nach w 16 Satz 2 liegt auf ~ ein 

Vollring !fi)*, der mit ~ Meridianfl~tchen gemein hat  und von r u n d  einem Kreisring rl auf 

% berandet wird. Ist  das abgeschlossene Komplement yon ~ *  in bezug auf ![9 r Vollring 

1I, so sind ~ *  und 11 unverknotet. Das abgeschlossene Komplement von ~ *  ist dann ein 

Vollring !~*, der !~" umfasst. 

Isg das abgeschlossene Komplement von ~ *  in bezug auf ~ kei.a Vollring, so ist es 

Komplement eines verknote$en Vollringes ~*, der ~ umfasst und von r u n d  einem auf 

liegenden Kreisring berandet wird. s 1 und s 2 sind nullhomolog auf !8" wegen w 7 Hilfssatz 

2, da s 1 und s z als Meridiane yon ~ Kreislinien sind. 

Sa tz  3: Es sei ~ ein Vollring in der ~3 mit dem Rande ~. r sei ein Kreisring au] 

| - ~  + ~, dessen Durchschnitt mit ~ aus seinen R~indern Sl und s3 besteht, sl und sz seien 

Meridiane yon ~. Dutch sl und s 3 wird ~ in zwei Kreisringe rx und r. 2 zerlegt. Es gibt dann 

zwei Vollringe 111, 112, deren Ri~nder yon rund rl bezw. von rund r3 gebildet werden, die 

um]assen und au[ denen s 1 und sz Meridiane sind. Ist 111 unverknotet, so sind ~ und 11~ 

gleieh verknotet. 

Bowels:  Seien ml und rrt3 zwei sich nicht treffende Meridianfliichen von !8, die s 1 

bezw. s~ als Rand haben. Sie sind zugleich Meridianfl~chen der bezeichneten Vollringe nach 

w 3 Hilfssatz 2. 

Ist  111 unverknotet, so ist das abgeschlossene Komplement yon 11~ ein unverknoteter 

Vollring, der zugleich das abgeschlossene Komplement yon ~ beziiglich 113 ist. Nach 

w 16 Satz 2 sind dann 113 und !~ gleich verknotet. 

S a t z  4: Es sei ~ ein gollring in der ~ mit dem Rande ~. t sei ein Kreisring au/ 

~ s  - ~ + ~, dessen Durchschnitt mit ~ aus seinen Riindern sl und sz bestehe, sx und s~ mSgen 

nuUhomolog au] ~ sein und au~ 5E einen Kreisring ~ beranden, grsetzt man ~ dutch ~, s o  

entsteht aus ~ ein Torus ~*. ~* berandet einen Vollring !~*, der !8 urn~asst. !8 und i~* 

sind gleich verknotet und besitzen gemeinsame Meridian]Itichen. 
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Beweis: Man kann eine Neridianflitche m von ~ linden, deren Rand s 1 und s2 nicht 

trifft, m i s t  zugleich Meridianflitche eines von ~* berandeten Vollringes, der !~ umfasst. 

Das Weitere folgt aus w 16 Satz 3. 

Fiir die Lage von r sind noch zwei weitere F~tlle mSglich, n/imlich erstens, dass beide 

Ritnder nullhomolog auf ~ sind und auf ~ disjunkte Elementarfl/~chenstiicke beranden, 

und zweitens, dass der eine Rand von r nullhomolog auf ~ und de~ andere Breitenkreis 

von ~ ist. Beide F/ille fiihren nicht zu einem Vollring, der ~ umfasst. 

w 18. Knotenlinien, die gleichzeitig in mehreren V ~ n g e n  liegen. 

Es seien !~ und-!3* zwei Vollringe in der 6 3, welche dieselbe Knotenlinie k im Inneren 

enthalten. Es ist unsere Absicht, durch eine s-Abbildung der 6 a auf sich, die k festl~sst, 

!3" so abzubilden, dass sich die Lage von !~ und ~* zueinander iiberblicken lasst. Es kann 

dabei der Fall ausgeschlossen werden, dass einer der beiden Vollringe in bezug auf k die 

Ordnung null hat, da sich in diesem Falle erreichen lgsst, dass dieser Vollring den anderen 

im Inneren enth~tlt. Um zu einem iibersichtlichen Resultat zu gelangen, machen wir im 

Folgenden die Voraussetzung, dass ~ und !~* verknotet sind. 

Satz 1: Es seien ~ und ~* zwei verknotete Vollringe in der @a. mit den Riindern ~. 

bezw. ~.*. ~ und ~* mSgen die Knotenlinie k irn Inneren enthalten und in bezug au[ k positive 

Ordnung besitzen. Dutch eine s-Abbildung der | au/ sich, die k punktweise ]estliisst, kann 

erreicht werden, dass ~* eine der ]olgenden Lagen erhiilt: 

1) ~* liegt im Inneren von ~, 

2) ~* enthiilt ~ im Inneren, 

3) !3" enthiilt das abgeschlossene Komplement von ~ im Inneren, 

4) ~ und ~* schneiden sich in Schnittlinien, die zugleich Meridiane yon ~ und ?8* 

sind, wodurch ~ und ~* in Kreisringe zerlegt werden. Dabei berandet jeder Torus, der aus 

einem solchen Kreisring au] ~ und einem solchen Kreisring au] ~.* zusammengesetzt werden 

kann und /iir den einer dieser beiden Kreisringe ausser seinen R~ndern keine Schnittlinie 

von ~ und ~* enthiilt, einen verknoteten Vollring. 

Im letzten Falle gibt es einen Vollring ~3, der k im Inneren enthiilt und im Inneren yon 

und ~* so enthalten ist, dass ~ und ~* in bezug au] ~3 die Ordnung I haben. Eine orientierte 

Seele 1 yon ~3 steUt dann einen Procluktknoten ~ dar, die beziiglich I positiv orientierten Seelen 

von ?8 bezw. !~* stellen Knoten dar, die von ~ verschiedene Faktoren yon 4, nicht abet Prim- 

/aktoren sind. 

Beweis: Wir merken zuniichst an, dass einer der F~tlle 1), 2), 3) eintritt, wenn sich 

und ~* nicht treffen. 
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Wie in w 1 erSrtert kSnnen wir annehmen, dass der Durchschnitt von ~ und ~* 

nut aus endlich vielen doppelpunktfreien, geschlossenen Schnittlinien besteht, die sieh 

gegenseitig nicht treffen. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten. Es wird sich zun~ichst 

darum handeln, diese Schnittlinien der Reihe nach soweit als mSglich zu beseitigen. 

1. Schritt: Beseitigung der Schnittlinien, die nullhomolog auf ~ sind. 

Jede der Schnittlinien yon ~ und ~*, die nullhomolog auf ~ ist, berandet auf ~ ein 

Elementarflitchenstiick, und es gibt unter ihnen eine,,innerste" s, die auf ~ ein Elementar- 

fli~ehenstiiek e berandet, das keine weitere Schnittlinie enthalt, s ist auch auf ~* null- 

homolog. Wegen w 3 Hilfssatz 2 w~re niimlich andernfalls r Meridianfl~iehe eines von ~* 

berandeten Vollringes, also von !~* nachw 7 Satz 2, da ~* verknotet ist. Da abet k yon e 

nicht getroffen wird, bes~tsse dann !~* in bezug auf k die Ordnung null entgegen der Voraus- 

setzung, s berandet also auf ~* ein Elementarfl~chenstiiek e*. 

r und e* bilden zusammen eine 2-Sphare, die von k nicht getroffen wird und die daher 

eine Kugel ~ berandet, welche k nicht enthalt. ~ enthiilt ~* - e* nieht, da andernfalls das 

abgesehlossene Komplement yon ~ eine auf ~* liegende Kugel wiire, die k im Inneren 

enthalt, und es hiitte dann !~* in bezug auf k die Ordnung null. Wie in w 1 erSrtert kann 

durch eine s-Abbildung der | auf sich, die auf ~* nicht aber auf ~ wirkt, erreicht werden, 

dass r fiber ~ deformiert und von r so abgehoben wird, dass die Schnittlinie s verschwindet 

und keine neuen Schnittlinien yon ~* - r und ~: entstehen. Da man eine solehe s-Abbildung 

so wiihlen kann, dass sie ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung von ~ die Identit~t 

ist, kann sie insbesondere so gew~hlt werden, dass sie k punktweise festl~sst. 

Auf diese Weise lassen sich der Reihe nach alle Schnittlinien, die auf ~ nullhomolog 

sind, zum Verschwinden bringen. Es sind dann auch alle Schnittlinien verschwunden, die 

nullhomolog auf ~:* sind, wie man erkennt, wenn man im Vorangehenden die Rollen yon 

~: und ~:* vertauscht. 

2. Schritt: Verringerung der Anzald der verbleibenden Schnittlinien. 

Falls nach dem 1. Schritt alle Schnittlinien yon ~ und ~* verschwunden sind, ist 

einer der l~i~lle 1), 2), 3) des Satzes erreicht. Anderenfalls sind die verbleibenden Sehnitt- 

linien bei geeigneter Orientierung paarweise zu einander homolog auf ~ und auch auf ~:*. 

Sind diese Schnittlinien Meridiane von !8, so sind sie Kreislinien und, da !8" verknotet 

ist, nachw 7 Hilfssatz 2 auch Meridiane von !8" und umgekehrt. Wir haben also die Fiille 

zu uaterscheiden: 

a) Die Schnittlinien sind nieht Meridiane von !~ bezw. !~*. 

b) Die Schnittlinien sind Meridiane sowohl von !8 als aueh yon !8". 
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.Fall a: Da die Schnittlinien nicht nullhomolog auf !~* sind, besitzen sie auf !~* eine 

positive Umlaufzahl ~. 

Wir unterscheiden: 

Fall al: Es ist ~ = 1. 

Fall a2: Es ist ~ > 1. 

Fall  al: Durch die Schnittlinien wird ~ in Kreisringe zerlegt, die abwechselnd auf 

!~* und | _ !~* + Z* liegen. Wir betrachten zwei Schnittlinien s I u n d  s~, die auf Z einen 

Kreisring v beranden, der auf !~* liegt. Durch s 1 und s~ wird Z* in zwei Kreisringe r~ und 

r~ zerlegt. Nach w 16 Satz 1 wird !~* durch r in zwei Vollringe 111 und 1I~ zerlegt, die yon 

und r~ bezw. r u n d  r~ berandet werden, und es besitzen Sl und s~ auf 1~1 und auf 112 die 

Umlaufzahl 1. Da r yon k nicht getroffen wird, enth/ilt einer der beiden Vollringe, e~wa 

111, k im Inneren. Nach w lassen sich nun die Schnittlinien s 1 und s2 dadurch beseitigen, 

dass man den aus ~* und k bestehenden Komplex dadurch deformiert, dass man k festh/ilt 

und ~ fiber 112 deformiert und anschliessend yon ~ abhebt. Auf diese Weise lassen sich der 

Reihe nach alle Schnittlinien von ~ und ~* paarweise beseitigen, und man gelangt zu einem 

der F~lle 1), 2), 3) des Satzes. 

Fall a2: Wir betrachten jetzt  zwei Schnittlinien sl und s2, die auf ~ einen Kreisring 

r beranden, der auf | - ! ~ *  + ~* liegt. ~* wird durch s 1 und s 2 in zwei Kreisringe ~ und 

1:~ zerlegt. Nach w 17 Satz 1 beraadet r zusammen mit einem der beiden Kreisringe auf ~*, 

etwa mit r~, einen Vollring ~,  der !8" umfasst und auf dem Sl und s~ nicht nullhomolog 

sind. ~ wird naeh w 16 Satz 1 dutch r~ in zwei Vollringe zerlegt und zwar in ~*  und einen 

Vollring 1I. Da die Umlaufzahl von s x und s~ auf !~* nach Armahme grSsser als 1 ist, mfissea 

naeh w 16 Satz 1 s x und s2 auf 11 die Umlaufzahl 1 besitzen. Es lassen sich nun nachw 8 

die Schnittlinien s 1 und s~ dadurch beseitigen, dass man den aus ~* und k bestehenden 

Komplex dadurch deformiert, dass man k festhi~lt und r~ fiber 1I de~ormiert und voa 

r abhebt. Aueh in diesem Falle lassen sich alle Sehnittlinien von ~ und ~* der Reihe nach 

paarweise beseitigen. 

Fall  b: Es sind jetzt  die Sehnittlinien von ~ und ~* sowohl Meridiane yon ~ als auch 

von i~*. Durch die Schnittlinien wird ~ in Kreisringe zerlegt, die abwechselnd auf !8" 

und auf ~3 _ !~* + ~* liegen. Sei r ein solcher Kreisring, der auf !~* liegt. Die Ritnder 

yon r seien s 1 und s~. Nach w 16 Satz 2 berandet t zusammen mit  einem Kreisring auf 

~* einen Vollring ~, der von !~* umfasst wird und mit !~* Meridianflachen gemein hat. 

enthiilt k ira Inaeren. Da n~tmlich ~*  in bezug au~ k positive Ordnung besitzt, kann k 

naeh w 9 Satz 1 nicht in einer auf !~* liegenden Kugel enthalten sein. Da r von k nieht 

getroffen wird, muss ferner k entweder in ~ oder im abgesehlossenen Komplement voa 

bezfiglich ~*  liegen. Das letzte ist nicht mSglich, da dieses Komplement  auf einer yon 
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~8" umfassten Kugel liegt, wie aus dem Beweise vonw 16 Satz 2 hervorgeht. Ist nun das 

abgeschlossene Komplemelat von ~ in bezug auf ~* ein unverknoteter Vollring LI, so sind 

s 1 und s 2 Breitenkreise von 1I nachw 16 Satz 2, und wir kSnnen die Schnittlinien sl und s2 

nachw 8 dadurch zum Verschwinden bringen, dass man den aus k und 3;* bestehenden 

Komplex dadurch deformiert, dass man k festh~tlt und den Kreisring au~ ~;*, der zusammen 

m i t r  den Rand von 1i bildet, fiber LI deformiert und von r abhebt. Ist das abgeschlossene 

Komplement von ~ in bezug auf ~* kein Vollring, so lassen wir die Schnittlinien s t u n d  

s 2 ~ron ~; und ~* unver~ndert. 

Es sei nun re in  Kreisring auf 3;, der auf 6 3 - ~* + 3;* liegt und die R~inder s t unds  2 

besitzt. Durch s I u n d  s2 wird 3;* in zwei Kreisringe r~ und r~ zerlegt. Nach w 17 Satz 3 

wird dann ~* yon zwei Vollringen 111 und 112 umfasst, die yon r u n d  ~ bezw. yon ~ und T~ 

berandet werden und auf denen Sl und s2 Meridiane sind. lit bezw. 112 wird durch 1:~ bezw. 

r~ nachw 16 Satz 2 zerlegt. Ist  das abgeschlossene Komplement von ~* in bezug auf einen 

der Vollringe 111, Lt2 ein unverknoteter Vollring, so kSnnen die Schnittlinien st u n d s  2 

wieder dadurch beseitigt werden, dass man einen Kreisring auf ~;* iiber einen solchen 

unverknoteten Vollring deformiert und anschliessend von r abhebt. Ist das abgeschlossene 

Komplement yon ~* in bezug auf Lit und dasienige in bezug auf Li~ kein VoUring, so lassen 

wir die Schnittlinien s t und s 2 von 3~ und 3;* unver~tndert. 

Wit kSrmen nun alle Kreisringe auf 3:, die auf ~* oder auf ~ 3 _  ~ ,  + 3;* liegen, 

deren R~nder also Schnittliniea siad und die sonst keine weitere Schnittlinie enthaltea, 

daraufhin untersuchen, ob sich die Schnittlinien, die ihre R~tnder bilden, nach den beschrie- 

benen Verfahren beseitigen lassen, und so der Reihe nach so viele Paare yon Schnittlinien 

wie mSglich beseitigen. Es sind dann entweder alle Schnittlinien yon ~; und 3;* ver- 

schwunden, sodass einer der Falle 1), 2), 3) des Satzes eintritt, oder es verbleiben noch 

Schnittlinien. Dann liegt Fall 4) des Satzes vor: 

3. Schritt: Nachweis, dass Fall 4) eintritt, wenn nach dem 2. Schritt noch Schnittlinien 
yon ~ und ~ *  vorhanden sin& 

Wenn nach dem 2. Schritt noch Schnittlinien von ~; und 3;* vorhanden sind, so sind 

diese zugleich Meridiane yon ~ und ~*, trod es werden 3; uad ~;* dutch sie in Kreisringe 

zerlegt. Es ist zu zeigen, dass jeder Toms, der sich aus je einem solchen Kreisring auf ~; 

und einem solchen Kreisring auf 3;* zusammensetzt und fiir den einer dieser beiden Kreis- 

tinge ausser seinen R/indern keine Schnittlinie von 3; und 3;* enthiilt, einen verknoteten 

Vollring berandet. 

Sei ~;' eia solcher Toms, der von einem Kreisring r auf 3; und einem Kreisring 1:* 
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auf ~* gebildet wird, wobei einer der Kreisringe r, r* ausser seinen Ri~ndern keine Schnitt- 

linien von ~ und ~* enth~tlt. Die gemeinsamen R~tnder von r u n d  r* seien sl und s2. 

Wir betrachten zuniichst den Fall, dass r von Schnittlinien frei ist. r liegt dann entweder 

auf ~*  oder auf ~3 _ ~ .  + ~ . .  Nehmen wir an, dass ~ '  keinen verknoteten sondern (wegen 

w 7 Satz 2) zwei unverknotete Vollringe berandet. Falls r auf !~* liegt, berandet r nachw 16 

Satz 2 zusammen mit einem Kreisring r~ auf ~* einen Vollring ~*, der von ~*  umfasst 

wird und mit !~* Meridianflitchen gemein hat (vgl. 2. Schritt, Fall b). ~*  ist verknotet 

n a c h w  16 Satz 2. r~ kann daher nicht mit r* zusammenfallen sondern muss sich (da auch 

r~ die R/~nder Sl und s2 besitzt) mit r* zu ~* zusammensetzem ~ '  berandet dann das ab- 

geschlosseae Komplement yon ~* in bezug auf ~*.  Da ~ '  zwei unverknotete Vollringe 

beranden sollte, w/ire dieses Komplement ein unverknoteter Vollring. Dann miissten aber 

die Schnittlinien s I und s 2 yon ~ und ~* durch den 2. Schritt, Fall b beseitigt sein. Falls 

r auf | _ ~ .  + ~ .  liegt, 1/isst sich ~hnlich schliessen: Dutch Sl und s2 wird ~* in r* uad 

einen Kreisring r~ zerlegt, und !~* wird nach w 17 Satz 3 yon zwei Vollringen ~'1 und 112 

umfasst, die yon ~ '  bezw. yon r und r~ berandet werden. Dabei wird auch das abgeschlos- 

sene Komplement yon ~*  in bezug auf 112 yon ~ '  berandet. Da ~ '  zwei unverknotete 

Vollringe beranden sollte, miisste dieses abgeschlossene Komplement ein unverknoteter 

Vollring sein, und es miissten Sl und s~. durch den 2. Schritt, Fall b beseitigt sein. 

Es ist noch der Fall zu betrachten, dass auf r ausser den R/indern noch weitere Schnitt- 

linien yon ~ und ~* liegen, dass abet 1:* yon Schnittlinien frei ist. Nehmeu wit wieder 

an, dass ~ '  zwei unverknotete Vollringe berandet. Fiir einen dieser Vollringe, er heisse 

lt, sind dann s 1 und s2 Breitenkreise, und der Durchschnitt von 11 und ~ besteht aus r: 

r* liegt entweder auf ~ oder auf | _ ~ + ~. Im ersten Falle wird !~ dutch r* nach 

w 16 Satz 2 zerlegt, r* berandet dann zusammen mit einem Kreisring r o auf ~ einen Vollring 

~,  der yon ~ umfasst wird und in bezug auf den !3 die Ordnung 1 hat. Aus w 16 Satz 2 

ergibt sich, dass 0 verknotet ist, sodass ~ '  nicht ~ sondern das abgeschlossene Komple- 

ment yon ~ beziiglich !~ berandet. Dieses ist dann nach w 16 Satz 2 ein Vollring 11 mit den 

angegebenen Eigenschaften. Liegt 1;* auf ~a _ ~  + ~, so gibt es nach w 17 Satz 3 zwei 

Vollringe 111, 112, die !3 umfassen und yon r* + r = ~ '  bezw. r* und einem Kreisring ro 
f ~  

auf ~ berandet werden, s 1 und s 2 sind Meridiane von 1~1 und 112. Da ~ '  zwei unverknotete 

Vollringe beranden soll, ist ~1 unverknotet  und das abgeschlossene Komplement von ~1 
ist ein Vollring 1I mit Sl und s 2 als Breitenkreisen. U ist zugleich das abgeschlossene Komple- 

ment yon ~ beziiglich lie. Der Durchschnitt yon 1I und ~ besteht also aus r. 

Wir betrachten weiterhin den Vollring U. Alle Schnittlinien yon ~ und ~*, die noch 

auf r liegen, sind auf r homolog zu sl, also Breitenkreise von 1I. 

Die Schnittlinien von r u n d  ~* beranden paarweise Kreisringe auf ~*, die auf 1I 



Knotea und Vollringe. 221 

liegen und deren Durchsctinitt mit ~ nur aus ihren Riindern besteht, da der Durchschnitt 

yon 12 und ~ nut aus ~ besteht. Nach w 16 Anmerkung zu Satz 1 wird 12 dutch jeden solche~ 

Kreisring in zwei unverknotete Vollringe zerlegt, auf denen sl und s s wieder die Umlaufzahl 

1 haben, und einer dieser beiden Vollringe wird berandet von dem betreffeaden Kreisring 

auf ~* und einem auf ~ liegeuden Kreisring. Auf dem Rande dieses Vollringes hegen weniger 

Schnittlinien von ~ und ~* als auf ~', nfimlich sicher nieht s~ und s s. Man bemerkt nun 

unmittelbar, dass auf 1I ein unverknoteter Vollring liegen muss, der berandet wird von 

ei~em auf 1: liegeudea Kreisring, der ausser seiuen R~ndera keine Schnittlinien enth~lt, 

und einem auf dem Durehschnitt von 1I und ~* liegenden Kreisring. Nach dem Obigen 

kana dies aber nach Ausfiihrung des 2. Schrittes nieht der Fall sein. Wenn also nach dem 

2. Schritt noch Schnittliniea von ~ und ~* vorhanden sind, so muss Fall 4) des Satzes 

eintreten. 

4. Schritt: Beweis, dass der Fall 4) nicht eintreten kann, wenn durch eine orientierte 
Seele eines der beiden Vollringe ~ ,  ~ *  ein Primknoten dargestellt wird. 

Es ist zu zeigen, class im vorliegenden Falle alle Schnittlinien von ~ und ~*, die 

Meridians yon !~ und ~* sind, nach dem 2. Schritt, Fall b verschwunden sind, falls solche 

Schnittlinien iiberhaupt vorhanden waren. Es werde etwa dutch orientierte Seelen von 

ein Primknoten dargestellt. Nehmen wit an, dass nach dem 2. Schritt noch Schnittlinien 

yon ~ und ~* vorhanden sind. ~* sei ein Kreisring auf ~*, der yon zwei Schnittlinien s 1 

und s 2 berandet wird und der ganz auf @3 _ ~ + ~ liegt. In die Meridiane sl und s~ spannen 

wit zwei sich gegenseitig nicht treffende Meridianflachen ml, m2 yon !~ ein, wodurch 

in zwei Kugetn ~1 und ~s zerlegt wird. Wir w~ihlen eine orientierte Seele a yon ~ so, dass 

sie in ~1 und ~2 je eine unverknotete Sehne Ul bezw. us bildet. 11ll, ms und ~* setzen sich 

zu einer 2-Sphere | zusammen, welche die @3 in zwei Kugeln ~ und ~ zerlegt, wovon 

jede je eine der Kugeln ~1, ~2 umfasst. Die Bezeichnung sei so gew~hlt, dass ~1 yon ~t  

und ~s von ~ umfasst wird. u 1 bezw. Us ist dann Sehne yon ~'~ bezw. ~ .  Durch ~2 wird 

nun der vonder Kno~enlinie a repr~sentierte Primknoten ~ als Produkt der beiden Knoten 

dargestellt, die yon u 1 bezw. u2 in ~ bezw. ~ erzeugt werden. Da 2 Primknoten ist, muss 

einer dieser beiden Faktoren der Kreis sein, etwa der yon ul in ~] erzeugte. Dann ist also 

u 1 sowohl in ~1 als auch in ~ unverknotet, und nach w 8 Hilfssatz 1 ist das abgeschlossene 

Komplement yon ~1 in bezug auf ~] ein unverknoteter Vollring, der yon einem Kreisring 

au~ ~ und dem yon Schnittlinien ~reien Kreisring ~*" auf ~* berandet wird, womit sich ein 

Widerspruch zum 3. Schritt ergibt. Entsprechend schliesst man, wenn durch orientierte 

Seelen von !~* ein Primknoten dargestellt wird. 
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5. Schritt: Konstnlktion des Vollringes ~ im Falle 4). 

Sei zun~tchst e eine Meridianfliiche von ~,  deren Rand keine der Schnittliniea yon 

und ~* trifft. Es kann angenommen werden, dass der Durehschnitt  yon ~* und c, falls 

er nicht bereits leer ist, aus doppelpunktfreien Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig 

nicht treffen. 

Wir unterscheiden 

Fall a: Der Durchsehnitt von ~* u n d c  ist leer. 

Fall b: Der Durchschnitt von ~* und e besteht aus doppelpunktfreien, disjunkten 

Sehnittlinien. 

Wit wollen zeigen, dass es in beiden F~llen eine gemeinsame Meridianfl~che yon 

und !8" gibt, die eine Schnittlinie von ~ und ~* als Rand hat. 

Fall a: In diesem Falle liegt e ganz im Iaaeren von ~*,  da andernfalls e yon k nicht 

getroffen werden kSnnte und somit ~ in bezug auf k die Ordnung null h~tte gegen die 

Voraussetzung. Sei t der Rand von e. t berandet zusammen mit einer geeigneten Schnitt- 

linie s yon ~: und ~* auf ~ einen Kreisring r, der ganz auf !~* liegt. r und r bilden zusam- 

men ein Elementarfliichenstiick, aus dem sich durch Deformation, n~imlich dureh Abheben 

von r bei festgehaltenem s, eine gemeinsame Meridianfl~che von ~ und !~* erhalten litsst. 

Fall b: Da eine Sehnittlinie von e und ~* eine Kreislinie ist (sie berandet auf e ein 

Elementarfliichenstiick), ist sie nach w 7 Hilfssatz 2 entweder nullhomolog auf ~* oder 

Meridian von !~*. Diejenigen Schnittlinien, die auf ~* nullhomolog sind, lassen sieh der 

Reihe naeh beseitigen: Man betraehte auf ~* zun~iehst eine innerste s, die auf ~* ein von 

weiteren Schnittlinien freies Elementarfl~tchenstiick ~* berandet. ~* liegt im Inneren von 

~,  da s in !~ liegt und auf ~* kein Meridian yon !~*, also auch keine Sehnittlinie von ~: 

und ~*, liegen kann. Auf e berandet s ein Elementarfliichenstiick ~. Man k a n n  nun s 

dadurch beseitigen, dass man [ durch ~* ersetzt und anschliessend das dabei aus r entste- 

hende Elementarfli~chenstiick von ~* abhebt. Auf diese Weise lasst sich aus r eine Meridian- 

fliiche yon !~ erhalten, sie heisse wieder r deren Durchschnitt mit ~:* aus dem Durehschnitt 

yon ~* mit e - [  (ohne s) besteht, und es lassen sieh so alle Schnittlinien von e und ~* 

beseitigen, die auf ~:* nullhomolog sind. 

Sind nun keine Schnittlinien von e und ~* mehr vorhanden, sind wit auf Fall a 

gefiihrt. Falls noeh Schnittlinien von r und ~* vorhanden sind, so sind diese Meridiane 

yon ~*.  Wit betrachten eine innerste auI e, sie heisse s. Sie berandet auf e eine Meridian- 

flache r von !~*. s trifft keine der Schnittlinien yon ~: und ~*, da s im Inneren yon !~ 

liegt. Wit werden damit auf F all a gefiihrt, wenn wir die Rollen yon !~ und !~* vertauschen. 

In  jedem Falle erhalten wir eine gemeinsame Meridianflache ml yon !~ und !~*, 

deren Rand s 1 Schnittlinie von ~: und ~:* ist. 
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�9 In  sl t r i t t  ~* vom Xusseren ins Innere yon ~ ein. sl ist e inRand  eines Kreisringes ~ 

auf ~*, der auf ~ liegt. Sei s2 der zweite Rand von r~. m l u n d  r~ bilden zusammen ein 

Elementarflgchenstiick. Durch Deformation (Abheben) dieses Elementarfl~chenstiickes 

erh~lt man eine gemeinsame Meridianfl~che m~ yon ~ und ~8", die s~ als Rand hat  und 

ml nicht trifft, ml, m~ und r~ bilden zusammen eine 2-Sph~tre, die eine auf ~*  liegende 

Kugel ~ berandet, ml und m2 zerlegen ~ in zwei Kugeln, wovon eine ~ umfasst. Diese 

Kugel heisse ~1- ~1 wird berandet yon ml, m2 und einem Kreisring rl auf ~ (Fig. 14). 

In s 2 t r i t t  ~ vom Ausseren ins Innere von ~*  ein, und es ist s 2 ein Rand eines Kreis- 

ringes r2 auf ~, der auf !~* liegt, s s sei der zweite Rand yon r2. r2 und m2 bilden zusammen 

ein Elementarfl~tchenstiick. Durch Deformation dieses Elementarfl/ichenstiickes (Abheben) 

erhalt man eine gemeinsame Meridianfl~tche m~ von !~ und !8", die s s als Rand hat und 

m l u n d  nh nicht trifft, falls nicht s3 = sl ist. Im Falle Sl = s.~ setzen wir' ms = m r  Da rl 

in s~ an !8" von aussen anstSsst, wird r2 nicht von 1:1 umfasst, r2 bildet zusammen mit 

m2 und ms eine 2-Sph/~re, die eine auf !~ und !~* liegende Kugel .~  berandet. ~1 und ~2 

haben nut  ut 2 gemein, falls s 1~ s 3 ist, andernfalls haben ~1 und ~2 die Elementarfliichen- 

stiicke nh und m2 gemein und machen zusammen ganz ~ aus. !8" wird durch m2 und ms 

in zwei Kugeln zerlegt, wovon eine ~ umfasst. Diese Kugel heisse ~ .  Sie wird berandet yon 

nh, ms und einem Kreisring r~ auf ~*. Im Falle s 1 ~ ss besteht der Durchschnitt yon 

~ und ~ aus m~, ira Falle sl = s3 besteht er aus m~ und m2, u n d e s  machen dann ~ 

und ~ zusammen ganz !~* aus. 

Falls nun nicht Sl = ss ist, ist ss der eine Rand eines Kreisringes r~ auf ~*, der ganz 

auf !3 liegt, s~ sei der zweite Rand von r~. s~ kann nicht mit sl zusammenfallen, da andern- 

falls ~: in sl nieht yon %* durehsetzt wiirde. Wie oben l~tsst sieh eine gemeinsame Meridian- 

fl/iche m~ yon ~ und !~* linden, die s~ als Rand hat und keine der Meridianfl/~ehen ml, 

m~, ms trifft, ms, m~ und l:s* beranden zusammen eine auf !~ und !8" liegende Kugel 

~ .  Der Durchschnitt  yon ~ mit  ~ besteht aus ms, der Durchschnitt  yon ~ und ~ 

ist leer. Auf ~: beranden s s u n d  s~ einen Kreisring rs, der nicht von dem Kreisring rl + r2 

auf ~ umfasst wird. ms, m~ und r3 beranden zusammen eine auf !~ liegende Kugel gs, 

die K~ umfasst, deren Durehsehnitt mit  g~ aus ms besteht und derert Durehsehnitt mit  

~ leer ist. s~ ist nun ein Rand eines Kreisringes r~ auf ~:, der auf !8" liegt und die Schnitt- 

linie ss als Rand besitzt. Falls ss = s~ ist, setzen wir m~ = ml, falls ss # s I ist, 1/isst sich wieder 

eine gemeinsame Meridianfli~che ms yon ~ und !~* linden, die s~ als Rand besitzt und die 

m~, mz, ma, m4 nicht trifft, sa und s~ beranden auf ~* einen Kreisring r~, dessen Durch- 

schnitt mit dem Kreisring 1:~ + r~ +r~ auf ~ nur aus s~ (ss#sl)  bezw. s~ und sx(s~ =sl)  

besteht, und wit erhalten Kugeln ~ bezw. ~ ,  die auf ~8 bezw. !8" liegen und yon ma, 

m~ und r~ bezw. r~ berandet werden. 
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Falls nun nicht s5 = si ist, kSnnen wir entsprechend fortfahren, bis wir zu einer Schnitt- 

linie s2n+l yon ~ und ~* gelangen, die mit sl zusammenfallt. In die Schnittlinien Sl, s2 . . . . .  

s2n sind dann gemeinsame Meridianfli~chen m~, ms . . . . .  m2n yon !~ und ~* eingespannt, 

die paarweise disjunkt sind. s i u n d  s i +  1 ( i  = 1, 2, . . . ,  2n) (Indices modulo 2n) beranden auf 

bezw. ~* den Kreisring ri bezw. r~; und durch die Meridianfli~chen mi wird !~ bezw. 

!~* in die yon mi, mi+l und ri bezw. r* berandeten Kugeln ~i bezw. ~* zerlegt. Dabei 

wird ~ j - 1  (J = 1, 2 . . . .  , n) v o n  ~ 2 j - 1  und ~ j  yon ~ j  umfasst. Es ist nicht gesagt, dass 

mit  den Schnittlinien s i alle Schnittlinien y o n  ~: und ~* erfasst sind, doch sind etwaige 

weitere Schnittlinien fiir uns ohne Interesse (Fig. 14). Die Kugeln ~ und ~ j - 1  (j = 1, 

2 , . . . ,  n) setzen sich nun zu einem Vollring ~ *  zusammen, fiir welchen die Elementar- 

flachenstiicke mi Meridianflitchen sind. ~ *  enthiilt die Knotenlinie k im Inneren, da k 

keinen der Kreisringe 1:2~ und ~:~s-~ trifft, die den Rand von !~* ausmachen, und da k sicher 
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die Meridianfl~tchen ul i yon ~ und !~* trifft. 1 sei eine orientierte'Seele yon ~ * ,  die jede 

~ j  ~ bezw. ~2~ eine unver- Meridianflit6he in nur einem Punkte Pi trifft und in jeder Kugel * 

knotete Sehne u2s_ 1 bezw. u2j bilde~. Man erh~tlt den im Satz genannten Vollring ![9 da- 

durch, dass man zu ~ *  einen Vollring angibt, der l zur Seele hat, der im Inneren yon !It3* 

liegt und k im Inneren enthalt und der yon jedem der Elementarfliichenstiicke m~ in einer 

Meridianfiitche getroffen wird. Man kann dazu so verfahren, dass man zuniichst ~3~ und 

~ *  zusammenfallen l~tsst und dann den Rand yon ~ vom Rande von ~ *  geeignet ins 

Inhere von ~ *  abhebt. Offenbar haben ~ und !~* in bezug auf ~ die Ordnung 1. 

Um den von 1 dargestellten Knoten X genauer zu untersuchen, bemerken wir zun~tchst: 

Die in der Kugel R2~" unverknotete Sehne u2j ist gleiehzeitig Sehne der Kugel ~ j  und in 

~ j  verknotet. W~re niimlich u2j in R~j unverknotet, so witre nachw 8 Hilfssatz 1 das 

abgeschlossene Komplement Von R2J in bezug auf ~ j  ein unverknoteter Vollring mit s2~. 

und s2~.+1 (Indices modulo 2n) als Breitenkreisen. Dann liessen sich abet die Schnittlinien 

s2j und Szj+l beseitigen, wie unter dem 2. Schritt, Fall b ausgefiihrt wurde, was zu einem 

Widersprueh fiihrt. Die Sehne u2r ist also in R~s verknotet. Entsprechend bemerkt man, 

dass die Sehnen u2j_ I in R2j-1 verknotet sind. Da man eine beziiglich 1 positiv orientierte 

Seele von ~ bezw. ~* erhitlt, wenn man die Sehnen u~j-1 yon R~-I  bezw. u2j yon ~ j  

dureh in R2~-~ bezw. R~s unverknotete Sehnen ersetzt, ergibt sich aus w 5 Hilfssatz 4: 

Der von 1 dargestellte Knos ~ ist das Produkt der vom Kreise versehiedenen Knoten, 

die yon den Sehnen u2~-~ in R2~'-1 erzeugt werden, und dem Knoten, der von einer beziiglieh 

I positiv orientierten Seele yon !~ dargestellt wird. Ebenso ist 2 das Produkt der vom Kreis 

versehiedenen Knoten, die von den Sehnen u2~. in den Kugeln ~ ' j  erzeugt werden, und dem 

Kno~en, der yon einer beziiglich 1 positiv orientierten Seele von !~* dargestellt wird. 

Ferner wird dutch die orientierten Seelen von ~ oder !~* kein Primknoten dargestellt, wie 

aus dem 4. Schritt folgt. Der Satz ist damit vollst~ndig bewiesen. 

Anmerkunq zu Satz 1: Der Beweis des Satzes wurde so gefiihrt, class der von k und 

~* gebildete Komplex so deformier~ wurde, dass dabei k punktweise festblieb. Dadurch 

konnte auf die Existenz einer s-Abbildung der | auf sieh geschlossen werden, die einem 

der 4 Fitlle geniigt. Die 4 F~lle brauchen sich iedoch nicht gegenseitig auszuschliessen. 

S a t z  2: Es seien ~ ,  ~ ,  . . ., ~m und ~ ,  ~ . . . .  , ~* zwei Systeme yon verknoteten 

Vollringen in der ~3 mit den Eigenscha]ten 

a) Jeder Vollring der beiden Systeme enthiilt die Knotenlinie k im Inneren und besitzt 

in bezug au] k positive Ordnung. 

b) Die R5nder der Vollringe des ersten Systems sind paarweise disjunkt, ebenso d~e 

Rgnder der Vollringe des zweiten Systems. 
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c) Fi~r kein Paar ~i, ~* (i = 1, 2 . . . .  , m, j = 1, 2 . . . . .  n) kann .Fall 4 des Satzes 1 

eintreten. 

Dann 15sst sich das aus den Vollringen ~ ,  !~ ,  . . ., ~* bestehende System yon Vollringen 

dutch eine s-Abbildung der | au/ sich, die au/ k die Identit~it ist, so abbilden, dass keiner 

der R~inder yon ~ ,  ~ . . . . .  ~* einen Rand der Vollringe ~1, ~2 . . . .  , ~m tri//t. 

Der Beweis besteht im Wesentlichen aus einer Wiederholung der ersten beiden Schritte 

des Beweises zu Satz 1. ~1, ~ . . . .  , ~m seien die R~inder von !~ 1 bezw. ~ . . . . .  ~m und 

~], ~ , . . . ,  ~* die Riinder von !~  bezw. ~ , . . . ,  !~*. Es kann angenommen werden, 

dass der Durchschnitt der Tori ~1, ~2 . . . . .  ~m mit den Tori ~1, ~2, �9 �9 ~* nur ausdoppel- 

punktfreien, geschlossenen Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig nicht treffen. Wie 

im ]. Schritt des Beweises von Satz 1 lassen sich zun~chst alle Schnittlinien beseitigen, die 

nullhomolog auf ~1 sind, man hat nut statt der dort betrachteten Deformation des aus k 

und ~* bestehenden Komplexes eine Deformation des Komplexes vorzunehmen, der yon 

~ ,  ~ , . . . ,  ~* und ]c gebildet wird. Anschliessend lassen sich die Schnittlinien beseitigen, 

die auf ~2 nullhomolog sind, und man kann entsprechend fortfahren, bis alle Schnittlinien 

verschwunden sind, die auf einem Torus ~1, ~ . . . . .  ~ nullhomolog sind. 

Zum 2. Schritt betrachten wir zuniichst den Durchsehnitt von ~ und ~ ,  falls dieser 

nicht bereits leer ist. Die Beseitigung eines 1)nares yon Schnittlinien, das auf ~ einen auf 

!~] liegenden Kreisring berandet (Fall a 1 und Fall b 1. Absatz), kann wieder als Deformation 

des aus ~ ,  ~ , . . . ,  ~* und k bestehenden Komplexes aufgefasst werden. Soll ein Paar 

von Schnittlinien beseitigt werden, das auf ~1 einen auf | _ ~ + ~ liegenden Kreisring 

r berandet (Fall a~ und Fall b 2. Absatz), so kann es eintreten, dass auf 1: noch Schnitt- 

linien yon ~1 mit ~ , . . . ,  ~* liegen. Nun handelt es sieh aber bei der Beseitigung des 

Schnittlinienpaares um die Deformation eines Kreisringes ~ auf ~ fiber einen auf | _ ~ 

+ ~ liegenden Vollring 1I in rund  anschliessendes Abheben. Nach w 8 kann die Deforma- 

tion fiber 1I durch eine s-Abbildung ~0 der | auf sich bewirkt werden, welche die Identit~t 

ist auf k, auf einer hinreichend kleinen Umgebung der Ri~nder yon ~ beziiglich ~1 - ~ und 

auf dem Komplement einer beliebig kleinen Umgebung von 11. Da ~1, ~ . . . . .  ~,, paarweise 

disjunkt sind, kann man diese Umgebung von 1I so wahlen, dass bei Anwendung der Abbfl- 

dung ~ auf das System !~,  !~,  . .., !~* die im Komplement von 1I liegenden Schnittlinien 

zwisehen den Tori ~1, ~ . . . . .  ~ und ~1", ~ . . . . .  ~:* ungeandert bleiben und keine 

neuen Schnittlinien entstehen, womit auch die auf ~ liegenden Schnittlinien von ~:1 mit 

~ . . . . .  ~* verschwinden. Das anschliessende Abheben kann wieder als Deformation 

des aus ~ ,  ~ . . . .  , ~* und k bestehenden Komplexes gesehehen. Man bemerkt nun, 

dass sieh so der Reihe nach alle Schnittlinien yon ~:~ mit ~ ,  ~:~,. . . ,  ~* und dann ent- 

sprechend diejenigen auf ~ , . . . ,  ~m beseitigen lassen, woraus sich die Behauptung des 

Satzes ergibt. 
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KAPITEL III .  

A n w e n d u n g e n .  

w 19.  B e g l e i t k n o t e n  y o n  P r o d u k t k n o t e n J  

Es sei ~ ein Knoten, der nicht Primknoten oder Kreis ist. Nach w 5 Satz 5 liisst sich 

auffassen als Produkt von (endlich vielen) Primknoten, etwa ~ = 21 2 2 . . .  2n, wobei 

21, ~t 2 . . . .  ,2 n Primknoten sind. Die Knotenlinie /c sei Repr~tsentant yon u. Nach w 5 

Hilfssatz 5 gibt es dann n paarweise punktfremde Kugeln ~1, ~ 2 , . . . ,  ~ derart, dass k 

den Rand jeder Kugel in genau zwei Punkten trifft (und dort durchsetzt) und in jeder 

Kugel ~i (i = 1, 2, . . . ,  n) je eine Sehne u i bildet, die in ~i den Primknoten 2 i erzeugt. 

Bohrt man, wie in w 14 beschrieben, aus jeder der Kugeln ~i eine geeignete Umgebung 

der Sehne u i aus, so erh~tlt man aus ~ einen Vollring !8~, der k im Inneren enthitlt, bezfiglich 

k die Ordnung 1 hat  und durch dessen beziiglich k positiv orientierte Seelen der Primknoten 

)~i dargestellt wird. Ausserdem enth~lt ]eder der Vollringe ~i  die abgeschlossenen Komple- 

mente der fibrigen Vollringe im Inneren. !~1, !8~ . . . .  , ~ .  bilden also ein System von Voll- 

ringen, die bezfiglich k nebengeordnet sind (w 15). Da dieses System die angegebene 

Zerlegung yon u in Prim~aktoren in Evidenz setzt, wollen wit es als zerlegendes System 

yon Vollringen ffir den Repr~tsentanten k des Knotens u bezeichnen. Wird k dutch eine 

s-Abbildung der ~3 auf sich in eine Knotenlinie k' fibergefiihrt, so geht ein zerlegendes 

System yon Vollringen ffir den Repr~sentanten k ollenbar in ein solches ~fir den Repr~tsen- 

tanten k' von • fiber. Es reicht daher aus, zerlegende Systeme von Vollringen ffir einen 

festen Repr~tsentanten k yon ~ zu betraehten. 

Ein zerlegendes System yon Vollringen fiir den Repr~sentanten k eines Produktknotens 

ist als System bezfiglich k nebengeordneter Vollringe vollst~tndig in dem Sinne, dass 

es nieht durch Hinzunahme eines weiteren Vollringes zu einem System von beziiglich k 

nebengeordneten Vollringen erweitert werden kann. Es gilt der 

I-Iilfssatz: Die Knotenlinie k stelle den Produktknoten ~ dar. Die Vollringe ~ ,  ~2 . . . . .  

~ mSgen ein zerlegendes System yon Vollringen ]iir k bilden. Ist !~ o ein verknoteter Vollring, 

der k und die abgeschlossenen Komplemente der Vollringe ~1, !82, . . . ,  !Sn im Inneren enthdIt, 

so hat ~o in bezug au] k die Ordnung null. 

Beweis:  Durch die bezfiglich k positiv orientierten Seelen yon !~t (i = 1, 2 , . . . ,  n) 

werde der Primknoten 2 i dargestellt. Nach w 15 Satz 1 lassen sich ffir die Vollringe !~ 1, 

!8~ . . . . .  ! ~  und !~ o paarweise punktfremde Meridianflachen m~, m s , . . . ,  a t ,  und r% 

gleichzeitig so wahlen, dass k von ati (i = 1, 2 , . . . ,  n) in nut  einem Punkte getroffen wird 

1 Vgl. hiorzu [9]. 

1 5 -  533806. Acta  mathemat ica .  90. Imprirn6 le 25 novembre 1953. 
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und dass mi im Inneren der von ~i  verschiedenen Vollringe ~1, ~2, �9 �9 -, ~n und ~0 liegt. 

Die Meridianfl~che m0 voa ~0 lassen wir ausser Betracht. Schneidet man ~1 lgngs m~ 

zu einem Prisma auf, so erkennt man: Dutch m~ und eine Meridi~nfigche n~, die hinreichend 

nahe bei m~ liegt, lgsst sich ~ so in zwei Kugeln ~1, ~ zerlegen, dass k von ~ in nur 

einem Punkte getroffen wird und in ~1 eine unverknotete Sehne kl bildet und dass die 

abgeschlosseaen Komplemente der Vollringe ~2 . . . . .  ~n, ~ und die Meridianflgchen 

m~ . . . . .  mn im Inneren voa ~ liegen. (Fig. 15). Das abgeschlossene Komplement yon 

~1 ist eine Kugel ~1, die im Inneren von ~3~, ' . . ,  ~n Und ~o liegt und von m2, �9 �9 mn 
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nicht getroffen wird. ~1 umfasst ~i und das Komplement von ~1, und ki ist zugleich 

Sehne yon ~-1. In 21 erzeugt k, den Knoten )l 1. Da ngmlich kl in ~1 uaverknotet ist, kann 

man kl dutch eine unverknotete Sehne 11 von s zu einer beziiglich k positiv orientierten 

Seele al yon ~}1 erggnzen, wobei al den Knoten al darstellt. Durch den Rand von ~1 

wird ~1 dargestellt, als l~rodukt des von 11 in ~1 erzeugten Kreises mit dem von k 1 in ~1 

erzeug~en Knoten. Dieser muss nachw 5 Satz 1 der Knoten ~1 sein. 

Durch nl 2 und eine Meridianfl/iche n~, die hinreichend nahe an hi2 liegt, kann man 

nun ~}2 so in zwei Kugeln ~2, ~2 zerlegen, dass k von 1t 2 in nur einem Punkte getroffen 

wird und in ~2 eine unverknotete Sehne k s bildet und dass die abgeschlossenen Komple- 

mente der Vollringe ~}a . . . .  , ~}n, ~}o und ~1, ma . . . .  , m~ im Inneren yon ~2 liegen. Das 

abgeschlossene Komplement yon ~2 is~ eine Kugel 22, die im Inneren yon ~}3,-.-, ~}n, 

~}0 liegt und yon m3, �9 �9 m~ und ~1 nicht getroffen wird. k2 ist Sehne yon s und man 

erkennt wie oben, dass k2 in 22 den Knoten 2z erzeugt. Entsprechend kann man nun der 

Reihe nach Meridianflgehen Tt3, . . . ,  it n fiir die Vollringe ~3, �9 . . . .  ~n wi~hlen. Man erh~tlt: 

~}i (i = 1, 2, . . . ,  n) wird dutch mi und 11/in zwei Kugcln ~/, ~/zerlegt. k wird von mi und 

1t i in je einem Punkte getroffen und bildet in ~i eine unvcrknotete Sehne k i. Das abgeschlos- 

sene Komplement von s ist eine Kugel ~/, welche ~i und das Komplement von ~}/um- 

fasst, k/ ist Sehne yon ~i und erzeugt in 21 den Knoten"2/. Die Kugeln s s . . . . .  ~n 

sind paarweise punktfremd und liegen im Inneren von ~o. Die Bezeichnungen kSnnen 

noch so gewghlt werden, dass man die Meridianfl/ichen ml, m2 . . . .  , m~ und 111, rt2 . . . . .  11, 

bei Durchlaufen yon k in der Reihenfolge ml, 111, m2, 112 . . . .  , m,,~t~ trifft. Fig. 15 gibt den 

Sachverhalt schematisch im Schnitt wieder. 

Wir betrachten nun das Stiick k~ von k, das yon 11/nach mi+i fiihrt (Indices modulo 

n). Es ist punktfremd zu den von g-~ und ~/+~ verschiedenen Kugeln s ~2 . . . . .  2~ und 

zum Rande yon ~0. Ausserdem sind die Stiicke k~, k~ , . . . ,  k'= paarweise punktfremd. 

Wir kSnnen daher aus dem abgeschlossenen Komplement yon ~ + ~ + . . .  + 2 ,  beziig- 

lich ~}o fiir jedes k~ eine solche Umgebung ~ i  ausbohren, dass ~J~i eine Kugel ist, fiir welche 

k~ eine unverknotete Sehne ist, dass der Durchschnitt yon ~ i  mit ~ /aus  einem Elementar- 

flgehenstiick lt~ auf rti, der Durchschnitt von ~ mit 2~+~ aus einem Elementarfl/ichenstiick 

m[+l auf m~+l besteht, dass der Durehschnitt von ~ i  mit den von ~ /und  ~+1 versehiedenen 

Kugeln s s . . . .  , ~= und mit dem Rande vort ~o leer ist und dass schliesslieh die Kugeln 

~ /paarweise  punktfremd sind. Das Ausbohren kann wie die Konstruktion des Vollringes 

im Beweise v o n w  10 Hilfssatz 1 bezw. wie in w 14 vorgenommen werden. 

Die Kugeln ~ ,  s . . . .  , ~ ,  und ~ ,  ~ 2  . . . .  , ~e)~, setzen sich nun zu einem Vollring 
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11 zusammen, der im Inneren von !~ o liegt, der k im Inneren enthiilt und fiir welchen 
I f I t p I 

ml, ms . . . .  , m~ und nl, 11~,..., 11~ Meridianfliichen sind. 1 / i s t  unverknotet. Man erhiilt 

n~imlieh aus k eine orientierte Seele a' von 11, wenn man in jeder Kugel ~i die Sehne k i 

dutch eine unverknotete Sehne (mit gleichem Anfangspunkt und gleichem Endpunkt) 

ersetzt, und es ist a' eine Kreislinie, da der yon k dargestellte Knoten u einerseits das 

Produkt der von den Sehnen k i in den Kugeln ~i erzeugten Knoten ~t i ist, andererseits nach 

w 5 Hilfssatz 4 das Produkt aus den Knoten 2i und dem von a' dargestellten Knoten, 

woraus wegen w 5 Satz 1 folgt, dass a' den Kreis darstellt. Da !~ 0 verknotet ist, hat !~ o in 

bezug auf die orientierte Seele a' von 1I die Ordnung null nachw 7 Satz 1 und w 9 Satz 1. 

~o hat  also in bezug auf 11 die Ordnung null, und nach w 9 Hilfssatz.3 gibt es eine Meridian- 

fliiche von !~ 0, die 11 nieht trifft. Diese Meridianfliiche trifft auch k nicht, da k im Inneren 

yon lI liegt. !80 hat also die Ordnung null in bezug auf k, was zu beweisen war. 

Satz  l:  Die Knotenlinie k stelle den Produktknoten ~ dar. 

und 

~ ,  ~2 . . . .  , ~8~ (8) 

~ ,  ~ . . . .  , ~ (s*) 

seien zwei zerleqende Systeme yon Vollringen fiir k. Dann ist n = m, und es gibt eine s-Abbil- 

dung der ~a au/ sich, die au/ k die Identitgt ist und das System (S*) in das System (S) iiber- 

ti~hrt. 

Beweis:  Da flit jedes Paar (!~i, !~*) (i = 1, 2 . . . . .  m; j = 1, 2 . . . .  , n) dutch die beziiglieh 

k positiv orientie~ten Seelen yon !8~ (oder auch yon !~)  ein Primknoten dargestellt wird, 

kana fiir kein solehes Paar der Fall 4 des Satzes 1 vonw 18 eintreten. Nach w 18 Satz 2 

kann daher das System (S*) dutch eine s-Abbildung der | auf sieh, die auf k die Identit~tt 

ist, so abgebildet werden, dass keiner der Riinder des Systems (S*) einen Rand der Vollringe 

des Systems (S) trifft. ! ~  kann dann nicht die abgeschlossenen Komplemente alle~ Vollringe 

des Systems (S) im Inneren enthalten, da sich sonst ein Widerspruch aus dem vorange- 

henden Hilfssatz und der Tatsache ergiibe, dass !~* in bezug auf k die Ordnung 1 hat. 

Fiir mindestens eines der Paare (~i, !~7)(i = 1, 2, . . . ,  m, j lest) muss also einer der beiden 

Vollringe des Paares den anderen im Inneren enthalten. 

Enthi~lt !~* den Vollring !Shim Inneren, so liegt der Rand von !8" im Komplement 

von !~a und damit im Inneren aller von !~ h verschiedenen-Vollringe des Systems (S). 

!8~ umfasst also nut  !Sa. Ausserdem hat !8~ in bezug auf !~ n die Ordnung 1 wegen w 9 

Satz 3, da !~ 7 und !~ h in bezug auf k die Ordnung 1 haben. Da ferner dutch die beziiglieh 

k positiv orientierten Seelen von !~ a ein Primknoten dargestellt wird, sind diese nach 
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w 9 Satz 2 zugleich orientierte Seelen yon !~*. Schliesslieh stellea wir noch fest, class !~ h 

nieht noch in einem yon !8~ verschiedenen Vollring des Systems. (S*) enthalten sein kann. 

Ware !~ h ausser in ~* noch in !~  (l # j) enthalten, so miissten die orientierten Seelen yon 

!~ h zugleieh Seelen yon ~* und !~? sein. Dies ist aber ein Widerspruch zu w 15 Satz 2, da 

!8" das abgeschlossene Komplement yon !~  im Inneren enthalt. 

Ist ~* im Inneren yon ~n enthalten, so hat ~h nach w 9 Satz 3 die Ordnung I in bezug 

auf !8". Da durch die beziiglich k positiv orientierten Seelen yon ~ ein Primknoten darge- 

stellt wird~ sind diese nach w 9 Satz 2 zugleich Seelen yon ~n. Ausserdem kann wegen 

w 15 Satz 2 !~* nicht zugleich im Inneren eines yon !~ n verschiedenen Vollringes des Systems 

(S) enthalten sein. Da ferner der Rand yon !Sa im Komplement von !8" und damit im Inne- 

render  yon !~* verschiedenen Vollringe des Systems (S*) liegt, kann !~ a keinen yon !~* 

verschiedenen VollrinK des Systems (S*) enthalten. Schliesslich bemerken wir noch, dass 

!87 nieht zugleieh einen Vollring des Systems (S) umfassen und im Inneren eines der Voll- 

ringe des Systems (S) enfhalten sein kann, da sonst ein u des Systems (S) im Inneren 

eines anderen enthalten w/ire. 

Jedem Vol!ring !~  ist damit auf umkehrbar eindeutige Weise ein Vollrihg des Systems 

(S) zugeordnet, der entweder in ~ enthalten ist oder ~* umfasst, woraus n Gm folgt. 

Da man im Vorangehenden die Rollen der Systeme (S) und (S*) vertausehen kann, ergibt 

sieh n = m, und es besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der Vollringe yon (S*) 

ztt den Vollringen yon (S). Wit kSnnea im System (S*) die Numerierung der Vollringe 

so w/ihlen, dass jeweils (!~i, !87) (i = 1, 2 , . . . ,  n) ein solehes Paar einander zugeordneter 

Vollringe darstellt. Betraehten wir das Paar (!8i, ~ ) .  Enth/ilt ~ den Vollring !8 l im 

Inneren, so sind die Seelen yon !8 i zugleich Seelen von !8~, also !Si und !~  gleich ver- 

knotet, und nach w 10 Hilfssatz 2 existiert eine s-Abbildung der ~a auf sich, die !8~ in 

!8 i iiberfiihrt und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung des abgesehlossenen Kom- 

plements von !8 i in bezug auf ~7 die Identit/it ist. Diese Umgebung kann insbesondere 

so gew/ihlt werden, dass sie zu k und den R/indern der yon !Si bezw. !8" verschiedenen 

VoUringe des Systems (S) bezw. (S*) punktfremd ist. Ein entsprechender Saehverhalt 

liegt vor, wenn !~7 im Inneren von !~ enthalten ist, woraus die Behauptung des Satzes 

unmittelbar folgt. 

Anmerkung: Aus Satz 1 folgt insbesondere die Eindeutigkeit der Faktorzerlegung 

eines Produktknotens in Primknoten. In [9] wurde dies mit Hflfe zerlegender Systeme 

von Kugeln bewiesen, fiir die jedoch eine dem Satz 1 entsprechende Aussage nicht gilt. 

Aus w 14 Satz 1 und Satz 2 folgt, dass man fiir einen Produktknoten ~ als Begleit- 

knoten der Ordnung 1 alle von x und vom Kreis verschiedenen Faktoren erh/ilt. Fiir die 

Begleitknoten hSherer Ordnung gilt 
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Satz 2: Es sei ~ ein Produktknoten, Ft ein Begleitknoten der Ordnung ~ > 2 yon ~. Dann 

ist ~ Begleitknoten der Ordnung y / i i r  (mindestens) einen Prim]aktor yon ~. 

Beweis:  Es sei k ein Repr/isentant von u, und ~1, ~ . . . . .  ~ sei ein zerlegendes System 

yon Vollringen Iiir k. Durch die beziiglich k positiv orientierten Seelen yon ~i  werde der 

Primknoten ~i dargestellt. ~ sei ein Vollring, der k nicht-trivial im Inneren enth~lt und 

der mit k den Begleitknoten # yon u mit der Ordnung ~ darstellt. Da durch die beziiglich 

k positiv orientierten Seelen von ~i (i = 1, 2 . . . . .  n) ein Primknoten dargestellt wird, 

kann fiir kein Paar (~i, ~ )  der Fall 4 des Satzes 1 yon w 18 eintreten. Nach w 18 Satz 2 

kann durch eine s-Abbildung der | auf sieh, die auf k die Identit/it ist, erreicht werden, 

dass der Rand von ~ keinen der R/~nder yon ~i, ~2 , - - . ,  ~ .  trifft. Wegen des obigen 

Hilfssatzes und ? > 0 kann dann ~ nicht die abgeschlossenen Komplemente aller Vollringe 

~1, ~2 . . . .  , ~ enthalten. Fiir mindestens eines der Paare (~i, ~ )  muss also gelten, dass 

einer der beiden Vollringe des Paares den anderen im Inneren enth/~lt. ~ kann nieht im 

Inneren eines Vollringes ~i liegen. Es erg/~be sich sonst ein Widerspruch zu w 9 Satz 3, 

da ~ in bezug auf k die Ordnung ~ > l, jedoch ~i in bezug auf k die Ordnung 1 besitzt. 

muss also einen der Vollringe ~1, ~ 2 , . . . ,  ~ .  im Inneren enthalten, etwa ~r ~ hat 

in bezug auf ~r die Ordnung ~ nachw 9 Satz 3, da ~r in bezug auf k die 0rdnung 1 und ~9 

in bezug auf k die Ordnung ~ hat. Seiar eine beziiglich k positiv orientierte Seele von 

~-. aj stellt den Primfaktor 2~. von ~ dar. Da k und a~ zu einander homolog auf ~r sind, sind 

sie zu einander homolog auf ~ .  Ist nun k nicht nullhomolog auf ~ ,  so ist eine beziiglich 

k positiv orientierte Seele von ~ zugleich positiv orientiert beziiglich aj, der Begleitknoten 

/~ yon u ist orientiert, und es wird/~ durch ~ und ar als orientierter Begleitknoten der 

Ordnung ~ yon 2r dargestellt. Ist k nullhomolog auf ~ ,  so ist auch ar nullhomolog auf ~ ,  

der Begleitknoten # you ~ ist nicht-orientiert, undes  wird # durch ~ undar als nicht- 

orientierter Begleitknoten der 0rdnung ? von Xr dargestellt. 

w 20. Begleitknoten von Schlingknoten.1 

Schlingknoten sind nicht-orientierte Knoten, in deren Repr/isentanten sich ein Ele- 

mentarfl/ichenstiick mit einer Selbstdurchdringung einspannen lasst. Genauer: Wir be- 

trachten ein ebenes Quadrat ~ mit den Ecken ~,  R/~' ,  S (Fig. 16), aus dem durch eine 

simpliziale Abbildung ~ in die | ein Elementarflachenstiick ~ mit Selbstdurchdringung 

entstehe. Die Selbstdurchdringung yon ~ erfolge 1/~ngs eines Streckenzuges d, dem im 

Urbild ~ die beiden gleichlangen Strecken J =~/~ und 4' =r der Diagonale -J/]' yon 

entsprechen. Dabei sollen je zwei Punkte yon d und ~', die bei der Translation J f~zI '  

1 Vg| .  hierzu H. SEIFERT [12]. Die Figuren 16 und 17 sind [12] entnommen. 
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Fig. 16. 

einander entsprechen, und nur solehe, denselben Bildpunkt bei der Abbildung ~/ haben. 

I)er Rand von t~ heisst dann Repr~sentant eines Sehlingknotens 2. Wir sagen aueh, dass 

2 dureh t) als Sehlingknoten dargestellt wird. Man gewinnt einen ansehauliehen Eindruek 

yon den gerh~ltnissen, die hierbei auftreten k6nnen, wenn man das Urbildquadrat ~ in 

Riehtung der Diagonale -~/2' zu einem langen Bande ausdehnt, dieses beliebig versehlingt 

und verdrillt und daI/n die Enden so zusammensteckt, dass sie sich l~tngs einer Strecke 

d = A B  durchdringen. Fig. 17 zeigt ein Beispiel. 

Durch das Elementarfliichenstfick mit Selbstdurchdringung ist ausser dem Schling- 

knoten X, der durch den Rand yon t) dargestellt wird, noch ein weiterer nicht-orientierter 

Knoten bestimmt, der Diagonalknoten ~. von 2 heisst: Wir betrachten im Urbild ~ yon t} die 

nicht-orientierte Strecke j~ i ' .  Durch ~ geht sie in eine nicht-orientierte Knotenlinie k 

auf t} fiber. Der von k dargestellte nicht-orientierte Knoten ist der Diagonalknoten ~ von 2. 

Wit bezeichnen k aueh als diagonale Knotenlinie von t~. 

Unterwirft mart das Elemeatarflitchenstfiek mit Selbstdurehdringung t) einer s-Ab- 

bildung der | auf sich, so gehen dabei der Rand 1 von t) und die auf t~ diagonale Knoten- 

Fig. 17. 
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linie k in nicht-orientierte Knotenlinien fiber, die wieder die nicht-orientierten Knoten 

u n d s  darstellen, t} besitzt noch zwei weitere Invarianten gegeniiber s-Abbildungen d.er 

| auf sich: Die Eigenschnittzahl und die Verdrillungszahl. Um die Eigenschnittzahl zu 

erhalten, orientiere man ~ und erteile dem Rande l die yon D induzierte Orientierung. 

Die algebraisehe Schnittzahl yon t) mit l is t  dana die Eigenschnittzahl yon t}. Kehrt man 

die Orientierung von t) urn, so/~ndert sich aueh die Orientierung voa l, sodass die algebraisehe 

Schnittzahl von t) und 1 dieselbe bleibt. Die Eigenschnittzahl von t} ist also unabh~ngig 

yon der zur Bestimmung gew~thlten Orientierung. Ihr Wert ist offenbar entweder + 2 

oder - 2. 

Zur Definition der Verdrillungszahl yon t) verbinden wir im Urbild ~ die Punkte 

und z[', durch einen v o n / i  nach A' orientierten, doppelpunktfreien Weg ~, der mit 4 

+ 4' nur seine Endpunkte gemein hat, und wir verbinden die Punkte/~ und/~' durch einen 

voa B nach /~' orientierten, doppelpunktfreiea Weg ~, der a nicht trifft und mit 4 +4'  

ebenfalls nur seine Endpunkte gemein hat. Durch die Abbildung ~ gehen ~ und ~ in Knoten- 

linien u und v auf ~ fiber. Die Verschlingungszahl dieser Knotenlinien ist die Verdrillungszahl 

yon t}. Sie ist unabh/~ngig davon, wie die Wege ~ und~ auf ~ gew~hlt werden (Graeub [6]). 

Sie bleibt auch erhalten, wenn man die Orientierung yon a und ~, und damit von u und v, 

zugleich umkehrt. 

Yon GRAEUB [6] wurde gezeigt: Durch Vorgabe von Diagonalknoten, Eigensehnittzahl 

und Verdrillungszahl ist ein Schlingknotea eindeutig bestimmt: 1 Je zwei Elementarfl~chen- 

stfieke mit Selbstdurchdringung, die in diesen Invarianten iibereinstimmen, lassen sich 

dureh s'-Abbildungen der ~3 auf sich ineinander iiberffihren, sodass man dutch ihre R~nder 

denselben nicht-orientierten Knoten erh/~lt. Umgekehrt wurde von SEIFERT [12] gezeigt: 

Ein Sehlingknoten bestimmt den Diagonalknoten eindeutig, d.h. ffir einen nicht-orientierten 

Knoten, der sich als Schlingknoten durch den Rand eines Elementarfl/~chenstfickes mit 

Selbstdurchdringung darstellea 1/~sst, erh/~lt man bei ]eder solehen Darstellung denselben 

Diagonalknoten. Ferner gilt: Ein Schlingknoten, dessen Diagonalknotea vom nicht-orien- 

tierten Kreis verschieden ist, bestimmt auch die Eigenschnittzahl und die Verdrillungszahl 

eindeutig, sodass man ffir diese Knoten dutch Diagonalknoten, Eigenschnittzahl und 

Verdrillungszahl ein votlst/~ndiges Invariantensystem erh/ilt. Ffir einen Schlingknoten, 

dessen Diagonalknoten der nicht-orientierte Kreis ist, kann es mSglich sein, dass man 

dutch gleiehzeitigea Vorzeiehenweehsel far Eigensehnittzahl und Verdrillungszahl den- 

selben Sehlingknotea erh/~lt, wobei die Frage often ist, ob der nicht-orientierte Kreis und 

i GRAEUB nimmt den Diagonalknoten als orientiert an. Das Resultat bleibt jedoch richtig, wenn 
der Diagonalknoten nicht-orientiert benutzt  wird. Dies beruht darauf, dass die Verdrillungszahl des 
Elementarflachenstiickes mit Selbstdurchdringung ~ erhalten bleibt bei gleichzeitiger Umorientierung 
der zur Definition benutzten Knotenlinien u, v. 
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der nicht-orientierte Viererknoten die einzigen Schlingknoten dieser Art siad. Wit werdea 

dutch die S~ttze 3 und 4 einen erneuten Beweis dafiir erhalten, dass ein Schlingknoten seinen 

Diagonalknoten eindeutig bestimrnt. 

Die Schlingknoten sind nach Definition nieht-orientierte Knoten. Wird einem Schling 

knoten eine Orientierung erteilt, so sprechen wit yon einem orientierten Schlingk~zoten. Man 

erh/ilt durch die beiden mSglichen Orientierungen denselben Knoten, es gilt 

Satz 1: Jeder orientierte Schlingknoten ist symmetrisch. 

B e w e i s :  Sei 2 ein (nicht-orientierter) Schlingknoten, der durch den Diagonalknoten ~, 

die EigensehnittzaM 2e (e = • 1) und die Verdrillungszahl ~ bestimmt ist. 

Es sei ~} ein Prisma im R 3, dessen Boden- und Dachfl/iche Quadrate sind. a' sei die 

Achse von ~3. Auf ~3 w/ihlen wit zwei Elementarfl/tehenstiicke t h, th auf die folgende 

Weise (Fig. 18): t?~ sei ein rechteekiges Elementarfl/ichenstiick, das mit der Bodenfliiche 

yon ~ die Kante s x gemein hat, sonst im Inneren von ~ liegt und in sich iibergeht, wenn 

man ~ um die Achse a' um den Winkel ~ dreht, s2 sei die Strecke in der Dachflgche von 

~ S  
p.S 

.S S' 
S# '  

r 

Fig. 18. 
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~,  die aus 81 durch Translation I/~ngs a' entsteht. Das Elementarflachenstfiek ~2 stosse an 

s2 an, liege sonst im Inneren yon ~ und gehe in sich fiber, wenn ~ um ~ um die Aehse a' 

gedreht wird. Die Elementarfl/~chenstficke ~1 und t h mSgen sich ausserdem in einer Strecke 

d' a u f a '  durehdringen und sonst punktfremdsein.  

Es sei nun ~ ein Vollring in der | durch dessen Seelen der nicht-orientierte Knoten 

dargestellt wird. ~ liisst sich liings einer Meridianfl/iche zu dem Prisma ~ aufschneiden, 

(~ sei die zugehSrige Abbildung von ?~ auf 5 .  Durch a setzen sich th und t h liings des ge- 

meinsamen Bildes der Strecken Sl, s2 zu einem Elementarfl/ichenstiick mit Selbstdurehdrin- 

gung t] zusammen. Das Bild der Achse a' von ~ ist diagonale Knotenlinie auf t) und ausser- 

dem Seele von !3 nach w 6 Hilfssatz 2, stellt also u dar. Wenn die.Eigenschnittzahl von 

t} nicht 2s sondern - 2s ist, so setzen wit a noch mit einer Spiegelung von ~ an einer Ebene 

durch a' zusammen, wodurch man ein Elementarfl/~ehenstiick mit Selbstdurchdringung 

erhalt, dessen Eigenschnittzahl 2s ist. Ist nun die Verdrillungszahl yon t~ noch nicht (~, 

so setzen wir a noch mit einer s-Abbildung von ~ auf sich zusammen, welche die Boden- 

fl~tche festiitsst find die Daehfl/iche um ein solches Vielfache von 2 ~ dreht, dass t) die 

Verdrillungszahl 5 erh/ilt. Wir haben nun in ~ ein Elementarfl/ichenstiick mit Selbst- 

durchdringung t} liegen, durch dessen diagonale Knotenlinie u dargestellt wird, dessen 

Eigensehnittzahl gleich 2s und dessen Verdrillungszahl gleich (~ ist. Der Rand 1 von t) stellt 

also den Schlingknoten A dar. Wit erteilen 1 eine beliebige Orientierung. 

Wir drehen nun ?~ um die Aehse a' um den Winkel :r. Diese Drehung induziert eine 

s-Abbildung Z von !~ auf sieh, welche t] auf sieh abbildet und die Orientierung von 1 um- 

kehrt. Z ist orientierungserhaltend auf !~, da die Drehung von ~ eine orientierungserhal- 

tende SelbstabbildUng von ~ ist. Ausserdem wird dutch Z jeder Breitenkreis von !~ in 

einen gleichsinnig orientierten fibergeffihrt, denn aus der Konstruktion yon Z folgt unmittel- 

bar, dass jeder Weg auf dem Rande von ~ durch Z in einen homologen iibergeffihrt wird. 

Nach w 10 Satz 3 kann Z zu einer s-Abbildung der | auf sich erweitert werden. 1 stellt also 

in beiden mSglichen Orientierungen denselben Knoten dar, also einen symmetrischen Kno- 

ten. Damit ergibt sich die Behauptung. 

S a t z  2: Das Geschlecht eines Schlingknotens ist hSchstens gleich 1. 

Beweis :  Es sei 2 ein Schlingknoten. Wir wollen in einen Repr/isentanten 1 von 2 eine 

F1/~che vom Geschleeht 1 einspannen. Um diesen Vorgang fiberblieken zu kSnnen, erteilen 

wir 1 eine spezielle Gestalt. 1 soll in einem 3-Simplex ~a der | liegen. ~3 kann dann auch 

als 3-Simplex des euklidischen Raumes R 3 aufgefasst werden, sodass es Sinn hat, von einer 

Knotenprojektion yon 1 (Parallelprojektion yon l in eine Ebene des R a) zu spreehen. 

Da 2 durch Diagonalknoten, Eigenschnittzahl und Verdrillungszahl eindeutig bestimmt 
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ist, kSnnen wir ~ so durch den Rand l eines Elementarflachenstrickes mit Selbstdurehdrin- 

gung ~} im Inneren von ~s darstellen, dass ~ frir eine Umgebung der Selbstdurchdringung 

d yon ~ eine Projektion in eine Ebene des R s besitzt, die das Aussehen yon Fig. 19 a hat, 

wobei dieser Teil der Proiektion von dem restlichen Teil nirgends iiberdeckt wird. Dabei 

kann ~} noeh so gewghlt werden, dass die Strecken P~ P~ und Q'I Q~ Projektion.en yon gerad- 

linigen Querschnitten P1P2, QIQ2 yon t) sind, die yon t) je ein d enthaltendes Elementa~- 

fl/~chenstrick el bezw. e2 abschneiden, Nach Abschneiden von e~ und e2 entsteht aus t~ 

ein (singularit/ttenfreies) Elementarflgchenstiick ~1, das berandet wird von den Querschnit- 

ten PIP2, Q1Q2 und zwei Stiic'ken sl, s 2 des Randes I von t). In Fig. 19 a sind die Projek- 

tionen mit entsprechenden gestrichenen Bezeichnungen versehen. Ausserdem sind 1 und 

~1 orientiert, um die Orientierbarkeit der in I einzuspannenden Flgche in Evidenz zu setzen. 

Es 1/~sst sich nun in das Viereck PIP~Q1Q2 ein Elementarfl/tchenstrick g2 einspannen 

(Fig. 19 b), das mit 1 nur die Punkte P1, P~, Q1, Q2 und mit gl nur die Strecken P1P2 und 

QIQ2 gemein hat. Ausserdem l~sst sich ein Elementarfl~chenstiick ~3 finden (Fig. 19 c), 

das berandet wird yon den Strccken P1Q1, P2Q2 und den beiden Stricken yon l, die auf 

dem Rande yon el bezw. e2 liegen, und dass ~3 mit ~2 nur die Streeken P1Q1, P, Q2 und 

mit fll nur die Punkte P1, P2, Q1, Q2 gemein hat. ill, g~ und f13 setzen sich zu einer orientier- 

baren, singularit~tenfreien F1/iche vom Gesehlecht 1 zusammen, die in l eingespannt ist, 

woraus sich die Behauptung ergibt. 

Nach w 5 Satz 3 ist der Kreis der einzige Knoten vom Geschlecht null, und nachw 5 

Satz 4 ist jeder Knoten vom Geschlecht 1 Primknoten. Wir erhalten damit 

Folgerunq 1: Ein orientierter Schlingknoten ist entweder Primknoten oder Kreis. 
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Da der Kreis keine Begleitknoten besitzt und ein Primknoten keinen der Ordnung 1 

nach w 14 Satz 3, ergibt sich aus Folgerung 1: 

Folgerung 2: Ein Schlingknoten besitzt keine Begleitknoten der Ordnung 1. 

Dies lasst sich auch so aussprechen: 

Folgerung 3: Liegt dcr Reprasentant I des Schlingknotens )tim Inneren des verknoteten 

Vollringes !~* und hat !~* in bezug auf 1 die Ordnung 1, so ist l Seele yon !~*. 

hn  Folgenden sei der Schlingknoten 2 durchweg durch den Rand l eines Elemcntar- 

fiachenstiickes mit Selbstdurchdringung ~ dargestellt, k sei diagonale Knotenlinie auf ~), 

d die Selbstdurchdringung von t~. Eine geeignete Umgebung von ~) macht dann einen Vollring 

!~ aus, der k zur Seele hat und ~) im Inneren enthalt. Die Existenz eines solchen Vollringes 

ergibt sich auch aus dem Beweise von Satz 1. Nach SEIFERT [12] gilt: 

t t i l issatz  i :  1 ist au/ keiner au/ ~ liegenden Kugel enthalten, und es gibt eine Meridian- 

/liiche m yon ~, die yon l in genau zwei Punkten R und S getro//en und dort durchsetzt wird 

und die ~ in einer einzigen Schnittlinie c tri]]t, welche R und S verbindet und zu d punkt- 

]remd ist. 

Es kann dabei angenommen werden, dass R und S die Bilder der Ecken R und S des 

Urbildquadrates ~ (Fig. 16) beziiglich der oben angegebenen Abbildung ~ yon ~ auf ~ sind. 

Da 1 bei Auszeichnung einer Orientierung nullhomolog auf !~ ist (namlicb Rand einer 

2-Kette, die aus t~ dutch geeignete 0rientierung entsteht), hat l die Umlaufzahl null auf 

~. Da sich nach w 9 Hilfssatz 10rdnung und Umlaufzahl um eine gerade Zahl unterscheiden, 

ist die 0rdnung von !~ in bezug auf 1 gerade und zwar null oder 2 wegen Hilfssatz 1. Die 

Ordnung kann nicht null sein, da sonst 1 nach w 9 Satz 1 im Inneren einer auf ~ liegenden 

Kugel enthalten ware im Widerspruch zu Hilfssatz 1. Es gilt also 

t t i l f s s a t z  2: ~ hat in bezug au] I die Ordnung 2. 

t t i l f s s a t z  3: Der Schlingknoten ~ sei durch den Rand 1 des Elementarfliichenst@kes 

mit Selbstdurchdringung t) dargestellt. Der Vollring !~ enthalte ~ im Inneren und babe die au/ 

diagonale Knotenlinie k zur Seele. Ferner sei ~* ein verknoteter Vollring, der 1 nicht-trivial 

im Inneren entItiilt und dessen Rand ~* im Inneren von ~ liegt. Dann liegt ~* im Inneren 

yon ~, ~ hat in bezug au/ ~* die Ordnung 1, und ~ und ~* sind gleich verknotet. 

Nach w 10 Hilfssatz 2 gibt es also eine s-Abbildung der | auf sich, welche !~* auf 

!8 abbildet und auf l die Identitat ist. 

B e w e i s :  Wir wahlen zunachst nach Hilfssatz 1 eine Meridianflache m von ~, die von 

1 in genau zwei Punkten R und S getroffen wird und die ~ in einer einzigen doppelpunkt- 

freien Schnittlinie c trifft, welche R und Sauf  t) verbindet und zu der Selbstdurchdringung 

d von t) punktfremd ist. Es kann angenommen werden, dass der Durchschnitt yon m mit 
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2:* aus doppelpunktfreien, geschlossenen Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig nicht 

treffen, und dass der Durehschnitt yon ~* und t) aus Sehnittlinien besteht, die hSchstens 

in Punkten yon d Doppelpunkte besitzen oder sich gegenseitig treffen. 

Die Schnittlinien von ~* mit m sind Kreislinien und wegen der Verknotung yon 

~* nachw 7 Hilfssatz 2 entweder nullhomolog auf ~:* oder Meridiane yon !~*. Wit betrachten 

zun~tchst, falls eine solehe vorhanden ist, eine innerste Schnittlinie s auf m, die auf m ein 

Elementa~fli~chenstiick e berandet, das keine weitere Schnittlinie und keinen der Punkte  

R, S enthi~lt, s ist nullhomolog auf ~*, da andernfalls e Meridianfl~che von !B* wKre, die 

1 nicht trifft, sodass also !~* in bezug auf 1 die Ordnung null hittte gegen die Voraussetzung. 

s berandet auf ~* ein Elementarfliichenstiick e*, und es beranden e und e* eine Kugel 

auf !B, die I nicht enthalten kann, da ~ nach Hilfssatz 2 in bezug auf 1 die Ordnung 2 hat. 

Wie mehrfaeh ausgefiihrt, l~sst sieh die Schaittlinie s dadureh beseitigen, dass man !~* 

einer s-Abbildung der @a auf sich unterwirft, die auf l, dem Rande yon !~ und ausserhalb 

einer beliebig kleinen Umgebung von s beziiglich ~* - e* die Identitiit ist, u n d e s  lassen 

sieh so der Reihe nach alle Schnittlinien der angegebenen Art beseitigen. 

Jede der verbleibenden Schnittlinien yon m u n d  ~* berandet i~uf m ein Elementar- 

fliiehenstiick, das mindestens einen der Punkte  R, S enth~lt, u n d es  muss jedes solche Ele- 

mentarfliichenstiick beide Punkte  R, S enthalten. Andernfalls g/~be es eine innerste Schnitt- 

linie s, die auf m ein von weiteren Schnittlinien freies Elementarfliiehenstiick e berandete, 

das nur einen der Punkte R, S, etwa R, enthielte, s kann nicht nullhomolog auf ~* sein, 

da sich sonst emi t  einem von sauf  ~* berandeten Elementarflgchenstiick zu einer 2-Sphgre 

zusammensetzte, die yon 1 nut  im Punkte  R durchsetzt wird, was unmSghch ist. s kann 

aueh nicht Meridian von !B* sein. Es wiire dana e Meridianfliiehe yon ~*,  und !B* hKtte 

in bezug auf 1 die Ordnung 1. Nach Folgerung 3 aus Satz 2 widerspricht dies der Vorausset- 

zung, dass 1 nicht-trivial im Innerea yon !~* liegt. Die verbleibenden Sehnittlinien von 

m u n d  ~* umfassen also auf m beide Punkte R u n d  S. 

Es li~sst sich nun die Sehnittlinie c yon m u n d  t), welehe die Pultkte R u n d  S verbindet, 

auf m kombinatoriseh isotop so deformieren, dass c keine der verbleibenden Schnittlinien 

yon m und ~* trifft. Das Resultat der Deformation lasst sich auch dadureh erhalten, dass 

man ~ (und damit t~) einer s-Abbildung ~ der | auf sieh unterwirft, die m in sieh iiberfiihrt 

und die auf l, dem Komplement von ~ und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung 

yon m die Identi t~t  ist (w 2, Anmerkung 3 zu Satz 3). Stat t  ~0 auf !~ wirken zu lassen, unter- 

werfen wir !B* der Abbildung ?-~. Im Weiteren kann also angenommen werden, dass c 

die verbliebenen Schnittlinien von m und ~* nicht trifft. 

Wit beseitigen nun die Sehnittlinien von ~* mitt}. Dutch c wird t) in zwei Elementar- 

fliiehenstiicke th, th zerlegt, die von c und je einem Bogen auf I berandet werden und die 



240 Horst Schubert. 

keine Selbstdurchdringung oder Singularitat aufweisen. Der Rand v o n  31 bezw. th liegt im 

Inneren von ~*,  und t h bezw. ~)2 wird yon I in einem Punkte  A bezw. B durchsetzt. Von 

den Schnittlinien yon ~* m i t t  h kann angenommen werden, dass sie doppelpunktfrei und 

disjunkt sind. Da diese Schnittlinien Kreislinien sind, miissen sie nullhomolog auf ~* oder 

Meridiane yon !~* sein. Eine innerste s auf t)i, die den Punkt  A nicht umfasst, kann nicht 

Meridian yon ~*  sein, da sie sonst auf ~)1 eine Meridianfli~che yon ~* berandete, die 1 

nicht trifft, sodass !~* in bezug auf 1 die Ordnung null h/itte, s ist also nullhomolog auf ~* 

und kann wie iiblich so beseitigt werden, dass keine neuen Schnitte yon ~* mit ~1 entstehen. 

Es lassen sich so der Reihe nach alle Schnittlinien auf th beseitigen, die nicht A umfassen, 

und es kann dann keine weitere Schnittlinie yon ~1 und ~* vorhander~ sein. Andernfalls 

g/ibe es eine innerste s auf 31, die A umfasst. Wiire s nullhomolog auf ~*, so erhielte man 

eine 2-Sph/~re, die yon 1 in dem einzigen Punkte  A" durchsetzt wird, was unm5glich ist. 

W/~re s Meridian yon ~*,  so berandete s a u f  ~1 eine Meridianfl~che von ~* ,  und wegen 

Folgerung 3 aus Satz 2 widerspricht dies der Voraussetzung, dass 1 nicht-trivial im Inneren 

yon !~* liegt. 

Wit betraehten nun die Schnittlinien yon ~:* mit th. Keine dieser Schnitthnien kann 

die auf ~2 liegende Selbstdurchdringung d yon t~ treffen, da ~:* bereits zu th punktfremd ist. 

Wie flit ~1 lassen sich nun samtliche Schnittlinien yon th und ~* beseitigen und zwar so, 

dass keine neuen Schnitte yon ~* mit ~h entstehen, sodass dann ~* zu t~ punktfremd ist. 

Es liegt nun ~ im Inneren yon !~*, da dies fiir den Rand l yon ~ der Fall ist. Werm 

nun die diagonale Knotenlinie k yon t~ unverknotet  ist oder wenn das Komplement yon 

!~* im Inneren yon !~ liegt, so nmss k im Inneren einer auf !8" liegenden Kugel ~ enthalten 

sein. Im ersten Fall folgt dies aus der Verknotung yon !3" und w 7 Satz 1, im zweiten aus 

w 15 Satz 2, da k Seele yon !~ ist. Nun lasst sich aber 1 auf t~ kombinatorisch isotop so de- 

formieren, dass I in eine beliebig kleine Umgebung yon k zu liegen kommt. (Man kann die 

Deformation im Urbild ~ yon ~ ausfiihren und auf ~ iibertragen). Da die kombinatorische 

Deformation auch durch eine isotope simpliziale Deformation des aus 1 und ~* bestehenden 

Komplexes bewirkt werden kann, miisste es nach w 1 eine s-Abbildung der | auf sich geben, 

die auf dem Komplement yon ~* die Identitiit ist und l so abbildet, dass 1 ins Inhere tier 

Kugel ~ zu liegen kommt. Dann hat aber !~* in bezug auf 1 die Ordnung null im Wider- 

spruch zur Voraussetzung. 

Es muss also k und damit !~ verknotet  sein und !~* im Inneren y o n  !~ liegen. Da !~ 

in bezug auf k die Ordnung 1 hat, muss !~* in bezug auf k und !~ in bezug auf !~* die Ordnung 

1 haben nach w 9 Satz 3. !~ und !~* sind gleich verknotet,  und k ist zugleich Seele yon !~ 

und !~*. Andernfalls l~tge k nicht-trivial im Inneren yon !~*, und es wiirde durch eine Seele 

a* yon !8" ein Begleitknoten t t d e r  Ordnung 1 des nicht-orientierten Knotens u dargestellt, 
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der von k repr~isentiert wird. Andererseits litge a* bei verschiedener Verknotung von 

und !~* nicht-trivial im Inneren von !~: wobei ~ in bezug auf a* die Ordnung 1 hiitte, und 

man erhielte damit u als Begleitknoten yon #. Nach w 13 Satz 1 miisste dann • Begleitknoten 

yon sich selbst sein, was wegen w 13 8atz 2 ausgeschlossen ist. !~ und ~* sind also gleich 

verknotet. 

Sa tz  3: Es sei 2 ein Sc]tlingknoten mit dem vom Kreis verschiedenen Diagonalknoten 

~. Ist # ein yon ~ verschiedener Begleitknoten der Ordnung ~ yon 2, so ist y gerade und # Begleit- 

knoten der Ordnung 72 yon ~. Ferner tritt ,~ als Begleitknoten von 2 nur mit der Ordnung 2 au]. 

Beweis:  Es mSgen 1 und !~ die bisherige Bedeutung haben. !~* sei ein verknoteter 

Vollring, der 1 nicht-trivial im Inneren enthiilt und der mit 1 den yon ~ verschiedenen Begleit- 

knoten # yon 2 mit der Ordnung ~ darstellt. A{lf !~ und !~* kann w 18 Satz 1 angewendet 

werden (wobei dort k durch l zu ersetzen ist). Dabei kann der Fall 4 nicht eintreten, da 

es sonst einen Vollring ~ im Inneren von ~ giibe, der 1 im Inneren enthielte, der ebenso wie 

in bezug auf l die" Ordnung 2 hiitte (wegen w 9 Satz 3}, und es w~ren ~ und ~ nicht 

gleich verknotet im Widerspruch zu Hilfssatz 3. Ferner scheiden die Falle 1 und 3 von 

w 18 Satz 1 aus, denn in beiden Fiillen ki~me der Rand von !~* ins Innere von !~ zu liegen, 

was wegen Hilfssatz 3 unmSglich ist, da ~ und !~* nicht gleich verknotet sind. Es kann 

nur der Fall 2 eintreten. Wenn man also !~* einer geeigneten s-Abbildung der 6 3 auf sich 

uaterwirft, die auf l die Identit~t ist, so liegt !~ im Inneren yon ~*. ~ hat  in bezug auf 

1 die Ordnung 2 nach Hilfssatz 2, ~* hat in bezug auf 1 die Ordnung ~. Nach w 9 Satz 3 

hat !~* in bezug auf !~, also in bezug auf die Seele k yon !~, die Ordnung ~ # 0. Da g yon 

# verschieden ist, wird/~ durch !~* mit k als Begleitknoten der Ordnung ~ von u dar- 

gestellt. 

Um die letzte Behauptung des Satzes zu beweisen, nehmen wir an, dass u durch einen 

Vollring !~*, der l nicht-trivial im Inneren enthitlt, und 1 als Begleitknoten der Ordnung 

> 2 dargestellt wird. Auf ~ und !~* liesse sich wieder w 18 Satz 1 anwenden. Die Falle 

1, 3 und 4 k5nnten wieder nicht eintreten, Fall 1 fiihrte zu einem Widerspruch zu w Satz 

3 wegen y > 2 und Hilfssatz 2, Fall 3 ist ausgeschlossen durch Hilfssatz 3, da sonst der 

Rand von !~* ins Innere von !~ zu liegen k~ime, wahrend !~* nicht im Inneren von !~ l~ige, 

und schliesslich kommt Fall 4 nicht in Frage, da !~ und !~* in bezug auf 1 verschiedene 

Ordnungen haben sollten. Es fiihrt aber auch der Fall 2 zu einem Widerspruch. Man kSnnte 

dann nitmlich erreichen, dass !~ im Inneren von !~* l~ige, wobei !~* in bezug auf !~ die 

Ordnung ~ h~ttte wegen w 9 Satz 3. Wegen 7 > 1 erhielte man damit den Diagonalknoten 
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yon ~ als Begleitknoten der Ordnung y von sich selbst im Widerspruch zu w 13 Satz 2. 

Der Satz is~ damit bewiesen. 

Anmerkung zu Satz 3: 

1) Das eben Bewiesene liisst sich mit Hilfe der in w 13 definierten Anordnung in der 

Menge der Knoten und nicht-orientierten Knoten auch so ausdriicken: Fiir einen Schling- 

knoten 2 mit dem vom Kreis verschiedenen Diagonalknoten n ist ~ maximaler Begleitknoten 

und zwar der einzige. 

2) Aus Satz 3 folgt insbesondere wegen Folgerung 2 aus Satz 2: Ein Schlingknoten 

besitzt keinen Begleitknoten ungerader Ordnung. 

3) Ein orientierter Schlingknoten )t mit vom Kreis verschiedenem Diagonalknoten 

besitzt keinen orientierten Begleitknoten, d.h.: Liegt der ReprKsentant 1 von X nicht-trivial 

im Inneren eines Vollringes !3", so ist I nullhomolog auf !~*. Dies ergibt sich aus w 9 Satz 4, 

wenn man wie im Vorangehenden !~* so abbildet, dass !~ ins Inhere von ~* zu liegen 

kommt. 

Sa tz  4: JEin Schlingknoten, der den Kreis als Diagbnalknoten besitzt, ist e~n/ach. 

B e w e i s :  Es mSgen l, t} und k die bisherige Bedeutung haben, wobei k unverknotet ist. 

Nehmen wir an, dass es einen verknoteten Vollring !~* giibe, der I nicht-trivial im Inneren 

enth/ilt. Es sei ~* der Rand von !~*. 

t) wird dutch einen Querschnitt c in zwei singularit/itenfreie Elementarfl~tchenstiicke 

th und ~h zerlegt, die sieh gegenseitig in der Selbstdurchdringung d von t~ durehdringen. 

Es sei A der Schnittpunkt von th mit dem Rande von th, B der Schnittpunkt von t h 

mit dem Rande yon t h. Es kann angenommen werden, dass der Durchschnitt yon ~* 

und c nur aus (isolierten) Sehnittpunkten besteht, da sich dies stets dadurch erreiehen liisst, 

dass man !8" einer s-Abbildung der | auf sich unterwirft, die die Ecken einer simplizialen 

Zerlegung von ~* verschiebt und auf l die Identit/it ist. 

Wit betrachten nun den Durchschnitt yon ~* und th. Es kann angenommen werden, 

dass er nut  aus doppelpunktfreien und paarweise disjunkten Schnittlinien besteht, die 

in einem Punkte von c entspringen und in einem anderen Punkte von c enden, und mSg- 

]icherweise noch weiteren geschlossenen, doppelpunktfreien Schnittlinien, die sich gegen- 

seitig und die ersten nicht tre~fen. Die geschlossenen Sehnitthnien lassen sich beseitigen 

wie im Beweise von Hilfssatz 3. 

Den noch verbleibenden Schnitthnien von ~* und t)l, die also auf c entspringen und 

enden, erteilen wit eine Orientierung, ebenso der Selbstdurchdringung d von t~. Auf t h 

hat  dann d mit einer Schnitthnie s yon t h und ~* entweder die algebraische Sehnittzahl 

_+ 1 oder die algebraische Sehnittzahl null, je nachdem ob das yon  s zusammen mit einem 
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Bogen von c auf th berandete Elementarfl/ichenstiick den Schnittpunkt A v o n  t h mit 

1 enthalt oder nicht. Da die Schnittlinien doppelpunktfrei sind und sich gegenseitig nicht 

trdfen, kSnnen wir d bei festgehaltenen Endpunkten A, B auf th kombinatorisch isotop 

so deformieren, dass d mit ieder Schnittlinie nut noch so viele Punkte gemein hat, wie die 

algebraisehe Schnittzahl angibt (vgl. dazu w 2 Beweis yon Hilfssatz 3). Das Ddormations- 

ergebnis kSrmen wir auch dadurch erhalten, dass wir ~ einer s-Abbildung der | auf sich 

unterwerfen, die t h a u f  sieh abbildet und auf I die Identitiit ist (w 2, Anmerkung 3 zu Satz 

3). Die verbleibenden Schnittpunkte von d mit den Schnittlinien yon ~1 und ~:* bezeichnen 

wir mit P1, P2, �9 �9 P. .  Die Schnittlinie dutch J)i(i = 1, 2 . . . .  , n) bezeichnen wir m i t t  i. 

Eine Schnittlinie, die d nicht trifft, schneider von th ein Elementarfliichenstiick ab, das 

keine der Schnittlinien t i enthalt. Eine hinreichend kleine Umgebung eines solchen Elemen- 

tarfl/~chenstiickes beziiglich t h macht noch ein Elementarfl~tchenstiick aus, das kein t i 

trifft oder enthalt. Wir denken uns dieses letzte Elementarfl/ichenstiick von th abgesehnit- 

ten und zu ~2 hinzugefiigt. Dies kann fiir alle Schnittlinien ausgefiihrt werden, die d nicht 

treffen, sodass wir annehmen kSrmen, dass t h nut noch die Sehnittlinien ti enth/ilt. 

Wir betrachten nun den Durchschnitt yon ~* mit ~ .  Es kann wieder angenommen 

werden, dass er aus Schnittlinien besteht, die doppelpunktfrei und paarweise punktfremd 

sind und die zum Teil geschlossen sind und zum Teil verschiedene Punkte auf c als End- 

punkte haben. Wit betrachten zunitchst diejenigen Schnittlinien auf th, die d nicht treffen. 

Die geschlossenen lassen sich wie im Beweis yon Hilfssatz 3 beseitigen. Eine auf c ent- 

springende und endende Sehnittlinie, die d nicht trifft, schneidet von D~ ein Elementar- 

fli~chenstiick ab, das zu d punktfremd ist. Wie oben schneiden wit eine hirrreiehend kleine 

Umgebung dieses Elementarfl/ichenstiickes beziiglich ~,  die noch ein zu d punktfremdes 

Elementarfliiehenstiick auf th ausmaeht, yon t)2 ab und hdten sie an t31 an, und wit wie- 

derholen dieses "Verfahren so oft als mSglich. 

Nunmehr wenden wir uns wieder ~1 zu. Es ist mSglieh, dass durch die vorangehende 

Operation jetzt wieder geschlossene Schnittlinien auf t h liegen. Diese treffen d (in einer 

geraden Anzahl von Punkten) und kSnnen wie oben beseitigt werden. Die Anzahl der 

Punkte Pi auf d verringert sich dabei. Dureh die vorangehende Operation kann es auch 

eintreten, dass sich mehrere der Schnittlinien t~ zusammen mit urspriinglich auf t)~ liegenden 

Schnittlinien zu einer einzigen zusammensetzen. Wie oben liisst sich wieder erreiehen, dass 

d jede der jetzt vorhandenen Schnittlinien in keinem oder nut einem Punkte trifft, wobei 

sich die Anzahl der Ptmkte Pi wieder verringert. Durch Ab/inderung der Zerlegung von 

t~ in th und ~ kann nun wieder erreicht werden, dass t~l nut Schnittlinien enth~ilt, die 

d in genau einem Punkte schneiden. Wir betrachten nun wieder t~. Falls nach Beseitigung 

der auf t~ geschlossenen Schnittlinien wieder Schnittlinien vorhanden sind, die d nicht 
16 - 533806. Acta mathematica. 90, I m p r i m $  le 25 n o v e m b r e  1953. 
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treffen, kann das vorangehende Verfahren wiederholt werden, und dies kann immer wieder 

dann geschehen, wenn beim erneutcn Ubergang zu ~)2 nicht-geschlossene Schnittlinien 

auftreten, die d nicht treffen. Das Verfahren muss abbrechen, da sich jedcsmal die Anzahl 

der Schnittpunkte von d mit den Schnittlinien auf th verringert. Es tri t t  also schliesslich 

einer der beiden folgenden F/~llc ein: 

Fall 1: ~h trifft ~* nicht. 

Fall 2: ~ und ~* schneiden sich in nicht-geschlossenen Schnittlinien, die d auf t h 

in je einem Punkte schneiden. Auf ~2 wird d yon jeder nicht-geschlossenen Schnittlinie 

geschnitten. 

Im Falle 1 lassen sich etwaige Schnittlinien yon t h und ~* wie im Beweise von Hilfssatz 

3 beseitigen, sodass schliesslich ~ im Inneren yon !~* liegt. Da die auf ~) diagonale Knoten- 

linie k unverknotet ist, muss k in einer auf ~* liegenden Kugel enthalten sein. Wie im 

Beweise von Hilfssatz 3 folgt hieraus, dass ~* in bezug auf 1 die Ordnung null hat, was 

der Annahme widerspricht, dass l nicht-trivial im Inneren von !~* liegt. 

A 

52 t2 

BP~ t~ 

Fig. 20. 

Im Falle 2 bezeichnen wir zun/~chst auf t h die Schnittpunkte von d mit den Schnitt- 

linien von ~1 und ~* mit P1, P2 . . . . .  Pn und zwar so, dass sie bei Durchlaufen von d 

in Richtung von A nach B mit wachsendem Index aufeinander folgen. Ferner sei t i die 

Schnittlinie von th und ~*, die durch Pi geht (Fig. 20). Wir betrachten nun t h. Die geschlos- 

senen Schnittlinien von t h und ~*, die d nicht treffen, kSnnen wir uns wieder beseitigt 

denken. Auf t h muss es genau n nicht-geschlossene Schnittlinien Sl, s2 , . . . ,  s n geben, da auf 

der Trennlinie yon ~1 und t~2 insgesamt 2n Endpunkte der Schnittlinien t i (i = 1, 2 , . . . ,  n) 

yon ~h liegen und je zwei solche Punkte dutch eine Schnittlinie auf ~)~ verbunden sein miissen. 

Jede der Schnittliniea s i ( i  = 1, 2 . . . . .  n) hat  mit d mindestens einen Punkt  gemein. Als 

solche Punkte kommen nur die gemeinsamen Punkte Pi  von d und ~:* in Frage. Da sich 

die Schnittlinlen s~ gegenseitig nicht treffen, geht jede durch genau einen der Punkte Pi, 

und wit denken uns die Schnittlinien s i so numeriert, dass s i dutch Pn+l-i  geht. Man 

erkennt unmittelbar (Fig. 20), dass sich s~ mit t~ zu einer geschlossenen Schnittlinie u~ 
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yon t) mit ~* zusammensetzt. Ferner bemerkt man, dass auf D2 keine gesehlossenen Schnitt- 

linien von 92 und ~* liegen kSnnen, da diejenigen, die d nicht treffen, beseitigt sind. Ferner 

bemerken wir, dass n gerade, also mindestens gleich 2, sein muss, da der Rand 1 von t) und 

damit aueh die Schnittpunkte A, B yon 1 mit tJ im Inneren von ~* liegen. 1 und u~ beranden 

nun auf ~) einen Kreisring r, der von Selbstdurchdringungen frei ist, da die auf d liegenden 

Stiicke A P1 (auf ~2) und PnB (auf ~1) wegen P1 # Pn keinen Punkt gemein haben, r liegt 

auf ~*, da sein Rand l im Inneren von ~* liegt, un liegt auf dem Rande von ~*, und es 

sind I dnd u~ bei geeigneter Orientierung auf !~* kombinatorisch isotop, wie man vermittels 

r aus w 2 Hilfssatz 4 erkennt. Nun stellt 1 und damit un einen Knoten dar, der nach Satz 1 

hSchstens das Gesehlecht 1 hat. !~* ist ein verknoteter Vollring, durch dessen Seelen nach 

w 5 Satz 3 ein Knoten dargestellt wird, der mindestens das Geschlecht 1 hat. Es kann 

daher un auf ~* hSchstens die Umlaufzahl 1 besitzen, da sich sonst ein Widerspruch zu 

dem Satz yon w 12 erhalten liesse. Hat u~ auf ~* die Umlaufzahl null, so ist u~ nullhomolog 

auf X* oder Meridian yon ~*, also jedenfalls Kreislinie. Dann ist auch 1 unverknotet, und 

nachw 7 Satz 1 muss l trivial im Inneren des verknoteten Vollringes !~* liegen. Hat u~ 

auf !3" die Umlaufzahl 1, so ist u= nachw 9 Hilfssatz 1 und w 6 Hilfssatz 3 auf !~* kombinato- 

riseh isotop zu einer Seele yon ~*. Daraus folgt, dass durch 1 und die Seelen von !~* bei 

geeigneter Orientierung derselbe Knoten dargestellt wird. Dies widerspricht der Annahme, 

dass l nicht-trivial im Inneren yon !~* liegt, da jeder Knoten von seinen Begleitknoten 

verschieden ist. Wir erhalten also in jedem Falle einen Widersprueh, sodass es keinen ver- 

knoteten Vollring geben kann, der 1 nicht-trivial im Inneren enthalt. Der von I dargestellte 

nicht-orientierte Knoten ist also einfach. 

w 21. Schlauchknoten. 

Es sei ~ ein Torus in der | Wir wollen eine Knotenlinie k betrachten, die auf ~ liegt. 

Dabei kSnnen wit den Fall ausschliessen, dass k auf einem von ~ berandeten Vollring null- 

homolog ist, da k in diesem Falle sicher unverknotet ist. Ferner wollen wir ausschliessen, 

dass k auf einem yon ~ berandeten Vollring die Umlaufzahl 1 hat, da k in diesem Falle 

nachw 9 Hilfssatz 1 und w 6 Hilfssatz 3 denselben Knoten darstellt wie die beziiglich k 

positiv orientierten Seelen des betreffenden Vollringes. Wir sagen, dass k als Schlauchknoten 
au] ~ liegt, wenn k a'uf keinem yon ~ berandeten Vollring die Umlaufzahl null oder 1 

besitzt. Den yon k dargestellten Knoten n nennen wir auch SchIauchknoten. Der Knoten, 

der von den beziiglich k positiv orientierten Seelen eines von ~ berandeten Vollringes 

dargestellt wird, hei~se Tr@er des Schlauchknotens n. Der Tr/iger ist dureh ~ eindeutig 

bestimmt, da ~ entweder nur einen (verknoteten) Vollring berandet oder zwei unverknotete, 

wobei man dutch jeden dieser beiden Vollringe den Kreis als Tr/iger erh/ilt. Es w/ire denkbar, 
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dass sich ein Knoten (wenn iiberhaupt) auf verschiedene Weisen als Sehlauchknoten 

darstellen lasst und dabei versehiedene Tr~ger auftreten. Wit werden sp~tter sehen, dass 

dies nicht mSglich ist. 

berande den Vollring ~,  und es sei a eine Seele yon ~, die beztiglich k positiv orien- 

tiert ist, sodass also a den Trager von x darstellt. Ferner sei b ein Breitenkreis, der auf 

homotog zu a ist, und m ein Meridian von ~, der m i t a  die Versehlingungszahl + 1 hat 

oder, gleiehbedeutend damit, der auf ~ die algebraische Sehnittzahl + 1 mit b besitzt,. 

Auf 3; besteht dann eine Homologie: 

k ~ cr b + ~ m ( Go, ~ ganz). 

Dabei ist ~ _>-2 die Umlaufzahl yon k auf ~ und fl die Verschlingungszahl von k mit a. 

Das letzte folgt daraus, dass bmi t  a die Verschlingungszahl null hat, dab  auf ~3 _ ~ + 

nullhomolog ist. Auf ~ kann fl gedeutet werden als algebraische Schnittzahl von k mit b, 

wahrend - ~  die algebraische Schnittzahl von k mit ~n ist. 

Schlauchknoten, die mit dem Kreis als Tr~ger dargestellt sind, bezeichnen wit auch 

als Torusknoten, Bei diesen ist ~ unverknotet, und das abgeschlossene Komplement von 

ist ein Vollring ~ ,  fiir welehen b Meridian und m Breitenkreis ist. Bei ~bergang von 

zu ~ vertauschen sich Umlauf- und Versehlingungszahl, gegebenenfalls unter gleich- 

zeitigem Vorzeichenwechsel, damit die Umlaufzahl yon/r auf ~ positivist. Fiir Tomsknoten 

muss also aueh 181_->2 sein. 

Wit bemerken noeh, dass Umlauf- und Versehllngungszahl teflerfremd sind. Da 

n~mlich/r doppelpunktfrei und nicht nullhomolog auf ~: ist, existiert auf ~ ein zu k konju- 

gie~tes Riiekkehsschnitt c, ~iir den etwa gelte 

c -  7b + t m  (F, 8 ganz). 

Nun bflden sowohl b und ma l s  auch k u n d c  eine eindimensionale tIomologiebasis auf 

~. Es muss dahes gelten 

Wegen ~ _-> 2 fol~ daraus, dass ~ r 0 trod teiler~emd zu e ist. 

Naeh w 10 ist dutch u des Ts~gess ein u ~ mit orientiester Seele a in des 

~3 bis auf _~quivalenz dureh semilineare Abbildungen des ~3 auf sieh eindeugig bestimmt. 

Duxeh gosgabe eines Umlaufzahl ~ > 2 trod elner zu e teilerfsemden Vessehlingungszahl 

/~, deren Betrag Iiis den Kreis als Tr~ger grSsser als 1 sei, wird auf dem Rande 3; ,con ~ 

eine tIomologieklasse eindeutig bestimmt, wenn man ~ trod ~ auf die orientierte Seele 

a yon ~ bezieht. Diese Homologieklasse enth~lt einfaehe Wege, da ~ ~md/~ teilerfremd 
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sind, und nachw 2 Satz 3 wird.durch alle einfachen Wege dieser Homologieklasse derselbe 

Knoten dargestellt. Wir erhalten also: 

Hilfssatz t :  Dutch Tr@er, Umlau]- und Verschlingungszahl wird ein Schlauchknoten 

eindeutig bestimmt. Umlau/- und Verschlingungszahl miissen den Bedingungen gen@en, dass 

die Umlau]zahl gr6sser als 1 ist und dass Umlau]- und Verschlingungszahl teiler]remd sind. 

F4v den Kreis als Tr@er muss auch der Betraq der Verschlingunqszahl grSsser als I sein. 

Zusatz: Genauer gilt: Siad !~ und !~" zwei Vollringe in der | mit den orientierten Seelen 

a bezw. a', dutch welche derselbe Knoten dargestellt wird, und sind k und k' Knotenlinien, 

die als Schlauehknoten auf dem Rande yon ~ bezw. ~ '  liegen und beziiglich a bezw. a' 

ia Umlauf- und Verschlingungszahl iibereinstimmen, so gibt es eine s-Abbildung der ~ 

auf sich, die !~ so auf !~' abbildet, dass a in a' und k in k' iibergeht. 

Wir stellen nun lest, dass ein Schlauchknoten stets vom Kreis verschieden ist. Falls 

n~mlieh der Tr~ger kein Kreis ist, folgt dies aus w 7 Hilfssatz 2. Fiir den Kreis als Trgger 

ergibt sich dies aus dem Alexanderschen Polynom, das von Burau [4] berechnet wurde 

und das die Gestalt hat 

(x ~  1) ( x -  1) 
A~. ~ @) = (x o -  1) (z ~ -  1)' 

wenn ~ die Umlaufzahl und ~ den Betrag der VerschlingungszaM bezeichnen. A,. 6 (x) ist 

sicher nicht identisch 1 wie das Alexandersche Polynom des Kreises, wenn r162 und (~ grSsser 

als 1 sin& 

Wit erhalten damit als Gegenstiiclr zu w 7 Hiltssalz 2: 

Hilfssatz  2: Es sei ~ ein unverknoteter VoUring in der ~a. Eine Kreislinie sauf dem 

Rande ~ yon ~ ist entweder nullhomolog auf ~, oder mindestens eine der beiden alge- 

braischen Sehnittzahlen auf ~ yon s mit einem Meridian und einem Breitenkreis yon 

besitzt den Betrag 1. 

Sei wieder k eine Knotenllnle, die auf dem Rande ~ desVollringes !8 als Schlauchknoten 

liegt, k' sei eine Knotenlinie im Inneren von !~. Wenn es einen Kreisring r gibt, der von k 

und k' berandet wird und dessen Durchschnitt mit ~ nut aus k besteht, so sagen wit, dass 

k' als Schlauchknoten in ~ liegt. 

Satz i :  Die Knotenlinie k liege au] dem Rande ~ des Vollringes ~ als Schlauchknoten 

mit dev Umlauizahl ~. Die Versehlingungszahl yon k mit einer orientierten Seele a van 

babe den Betrag O. Bezeichnet g(k) bezw. g(~) das Geschlecht des yon k bezw. a dargesteUten 

Knotens, so gilt 

g(k) ( ~ - 1 ) ( 0 - 1 )  + ~ g ( ~ ) .  
2 
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Fig. 21. 

B e w e i s :  Ffir Schlauchknoten mit dem Kreis als Triiger (Torusknoten) wurde das Ge- 

sehleeht von Seifert in [11] bestimmt und zwar zu 

( ~ -  1) (a - 1) .  

Dabei wird yon einer Knotenprojektion mit (:r - 1) ~ Doppelpunkten ausgegangcn, die in 

Fig. 21 ffir den Fall ~ = 4, ~ = 3 wiedergegeben ist. Aus dem Verfahren, nach dem Seifert 

eine Fliiche minimalen Geschlechtes in eine Knotenlinie mit solcher Projektion einspannt, 

liisst sich entnehmen: In einen Repritsentanten k* eines Torusknotcns, der als Schlauchknoten 

in einem unverknoteten Vollring 5 "  liegt, li~sst sich eine Fliiche yon minimalem Gesehlecht 

so einspannen, dass sie den Rand von 5 "  in genau ~ Breitenkreisen trifft. Ferner ist zu 

bemerken, dass zwar flit Torusknotcn ($ _>-2 vorauszusetzen ist, dass abet der angeffihrte 

Sachverhalt auch ffir den Fall ~ = 1 gfiltig bleibt. 

Liegt nun die Knotenlinie k als Schlauchknoten auI dem Rande ~ eines verknoteten 

Vollringes 5, so bilden wir !3 durch eine treue Abbildung ~ auf einen unverknoteten Vollring 

!8" im Inneren eines 3-Simplexes der | ab. Die Breitenkreise von ~ gehen dabei in 

Breitenkreise von !8" fiber. Aus k entsteht eine Knoterdinie ]~* auf dem Rande ~* von 5*. 

Wegen w 2 Satz 3 und w 10 kann dabei ~ so gew/ihlt werdcn, class k* eine Projektion der 

durch Fig. 21 bezeichneten Art besitzt. Neben k* betrachten wir eine Knotenlinie k~, 

die im Inneren von !~* liegt und zusammen mit k* einen Kreisring r* berandet, dessen 

Durchsehnitt mit ~* nur aus k* besteht. Es kann offenbar angenommen werden, dass 

aueh k~ eine Projektion der dureh Fig. 21 bezeichneten Art besitzt, k~ sei so orientiert, 

dass k~ auf r* zu k* homolog ist. u ~-1 geht k~ in eine Knotenlinie k o fiber, die als 

Schlauchknoten in ~ liegt und denselben Knoten wiek darstellt. Aus dem Vorangehenden 

und dem Satz von w 12 folgt nun ohne weiteres auch die Behauptung des Satzes ffir 

Schlauchknoten mit verknotetem Trigger. 

Ffir die weitere Untersuchung sei wieder k eine Knotenlinie, die als Schlauchknoten 

auf dem Torus ~ liege. Ferner sei !~* ein verknoteter Vollring, der k nicht-trivial im Inneren 

enthalte. Es karm angenommen werden, dass der Durchschnitt yon ~ und dem Rande 

~* von 5 "  nur aus doppelpunktfreien Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig nieht treffen. 
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Wir wollen zeigen, dass sich alle Behnittlinien dadurch beseitigen lassen, dass man ~* 

einer s-Abbildung der 6 3 auf sich unterwirft, die k punktweise festl/isst. 

Da k von keiner Schnittlinie getroffen wird, ist eine Schnittlinie von ~ und ~* 

auf ~ entweder nunhomolog oder, bei geeigneter Orientierung, homolog zu k. Im ersten 

Falle ist die Schnittlinie urrverknotet, im zweiten verknotet. Wit betrachten zun~chst 

diejenigen, die auf ~ nullhomolog sind, und unter ihnen eine innerste s, die auf ~ ein Ele- 

mentarflaehenstiick e berandet, das keine weitere Schnittlinie (und auch k nicht) enth/ilt. 

s ist auch auf ~* nullhomolog. Dies folgt wegen der Verknotung von ~* aus w 7 Hilfssatz 2 

und der Tatsache, dass s nicht Meridian yon ~* sein kann, da andernfalls r eine Meridian- 

flache yon ~* w/~re, die k nicht trifft, und somit k trivial in ~* lage. s berandet also auf 

%* eia Elementarfl/~chenstiick e*, und es beranden e und e* zusammen eine Kugel ~, die 

k nieht enth/~lt. ~ enth~It auch ~* - e* nicht, da sonst das abgesehlossene Komplement 

von ~ eine auf ~* liegende Kugel ware, die k im Inneren enthielte. Es liegt abet k nicht- 

trivial in ~*. Wie mehrfach erSrtert, kann durch eine s-Abbildung der | auf sich, 

die auf ~* nicht aber auf ~ wirkt, erreieht werden, dass e* fiber ~ deformiert und von e 

abgehoben wird, sodass die Schnittlinie s verschwindet und keine aeuea Sehnittlinien 

entstehen. Diese s-Abbildung kann zudem so vorgenommen werden, dass sie auf k die 

Identit/~t ist, da ~ von k nicht getroffen wird. Auf diese Weise lassen sich der Reihe nach 

aUe Schnittlinien beseitigen, die nullhomolog auf ~ sind. 

Die verbleibenden Schnittlinien von ~: und ~* werden so orientiert, dass sie auf 

homolog zu k sind. Da sie verknotet sind, ist keine von ihnen nullhomolog auf ~*. Sie 

bilden also auf ~* ein System yon Parallelkurven, die nicht Meridiane von ~* sind. Die 

Umlaufzahl ~* der Schnittlinien au~ ~* ist grSsser als 1. Auf ~ berandet n~mhch k zu- 

sammen mit einer der Schnittlinien einen Kreisring, der auf ~* liegt. H/itten nun die Schnitt- 

linien auf ~* die Umlaufzahl ], so miissten sie nach w 6 Hilfssatz 3 denselben Knoten dar- 

stellen wie eine bezhglich k positiv orientierte Seele von ~*, woraus wegen w 13 Satz 2 folgte, 

dass k orientierte Seele von ~* ware, was wit ausgeschlossen hatten. Es ist also ~* > 1. 

Dutch die Schnitthnien wird ~: in Kreisringe zerlegt, die abwechselnd auf ~* und 

~ 3  _ ~ .  + ~ ,  liegen. Wit betrachten nun zwei Schnittlinien sl, s~, die auf ~ einen Kreisring 

beranden, der auf ~3 _ ~ ,  + ~ .  hegt, und zeigen, dass sich beide gleichzeitig beseitigen 

lassen. Dureh s 1 und s2 wird ~* in zwei Kreisringe r~, r~ zerlegt, und naeh w 17 Satz 1 

berandet einer dieser Kreisringe, etwa r[, zusammen m i t r  einen Vollring ~ ,  der ~* 

umfasst und auf dem s~ und so nicht nullhomolog sind. ~ wird durch r~ gem~ss w 16 Satz 1 

zerlegt. Da s, und s~ auf ~* die Umlaufzahl r162 > 1 haben, ist das abgeschlossene Komple- 

ment von ~* beziiglich ~ ein Vollring 1I, auf dem s~ mid s~ die Umlaufzahl 1 haben. 

Nach w 8 lassen sieh nun die Schnittlinien s~ und s~ dadureh beseitigen, dass man r~ fiber 
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1I deformiert und anschliessend yon r abhebt. Das kann so geschehen, dass keine neuen 

Schnitt!inien entstehen. Das Deformationsergebnis lasst sich auch dadurch erhalten, dass 

man !8" einer s-Abbildung der ~3 auf sich unterwirft, die auf k die Identit~tt ist, da k auf !8" 

liegt und somit zu 1I punktfremd ist. Auf diese Weise lassen sieh der Reihe nach alle Schnitt- 

linien beseitigen, sodass schliesslich ~ im Inneren yon !8" liegt. Wir erhalten also 

I-Iilfssatz 3: Die Knotenlinie k liege als Schlauchknoten au] dem Torus ~ und ausser- 

dem nicht-trivial im Inneren des verknoteten Vollringes ~*. Dutch eine s-Abbildung der | 

au[ sich, die auf k die Identitiit ist, liisst sich !8" in einen Vollring i~ber/i~hren, der ~ im Inneren 

entluilt. 

Falls nun ~ zwei unverknotete Vollringe !81, !82 berandet, so miisste einer von ihnen, 

etwa !81, im Inneren yon !8" liegen, und jede Seele von !81 l~tge nachw 7 Satz 1 in einer auf 

~* liegenden Kugel. Nach w 9 Satz 1 h~tte also !~* in bezug auf !81 die Ordnung null, 

und nachw 9 Hilfssatz 3 g~be es eine Meridianfl~che von !8", die ~1 nicht trifft, sodass 

!8" auch in bezug auf k die Ordnung null hiitte im Widersprueh zur Voraussetzung, dass 

k nicht-trivial in !8" liegt. Es ist also in diesem Falle nicht mSglich, dass k nicht-trivial 

im Inneren eines verknoteten Vollringes liegt, oder 

Satz 2: Torusknoten sind ein]ach. 

Falls ~ einen verknoteten Vollring !8 berandet, so liegt !8 im Inneren yon !8". Andern- 

falls g~tbe es nach w 15 Anmerkung zu Satz 1 eine Meridianfliiche von !~*, die !8 nicht triffL 

woraus folgte, dass k trivial in !8" liige. !8" enthalt also !8 im Inneren. !~ und !8" sind 

nun entweder gleich verknotet, oder es wird dureh !8" und eine beziiglich k positiv orientierte 

Seele a yon !8 ein Begleitknoten des Tr~gers des yon k dargestellten Schlauchknotens 

dargestellt. Jeder vom Tr~ger verschiedene Begleitknoten von u ist also gleichzeitig 

Begleitknoten des Tragers. Dies l~tsst sich auch so ausdriicken: 

Sara 3: Fi~r einen Schlauchknoten mit verknotetem Triiqer ist der Triiger der einziqe 

maximale Begleitknoten. 

Aus den Si~tzen 2 und 3 folgt, dass ein Schlauchknoten seinen Trager eindeutig be- 

stimmt. Ausserdem erhalten wir bei verknotetem Tritger, dass !~* nicht die Ordnung 1 

in bezug auf k haben kann, denn ist :r # 1 die Umlaufzahl von k auf !8, so ist die Umlaufzahl 

von k auf !8" nach w 9 Satz 4 entweder null oder ein positives Vielfaches von cr woraus 

wegen w 9 Hflfssatz 1 folgt, dass die Ordnung von !8" in bezug auf k nicht 1 ist. Wegen 

w 14 Satz 3 folgt hieraus 

Satz  4: Jeder Schlauchknoten ist Primknoten. 

Aus den Siitzen 1 und 4 ergibt sich noeh, dass es Primknoten von beliebigem Ge- 

schlecht grSsser als null gibt. 
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Wir wollen nun annehinen, dass !3" verknotet ist und dass k als Schlauchknoten in 

~* liegt. Nach Satz 3 sind !~ und ~* gleich verknotet. Da ~* in bezug auf !~ nicht die 

Ordnung null haben kann, muss nachw 13 Satz 2 eine Seele von !~ zugleich Seele von !~* 

sein, woraus folgt, dass die Umlaufzahlen von k auf !~und ~* iibereinstimmen. Wir erhalten 

damit, dass fiir einen Schlauchknoten mit verknotetem Trager j ede Darstellung durch eine 

Knotenlinie, die als Schlauchknoten auf einem Torus lie~, nicht nur denselben Tritger 

sondern auch dieselbe Umlaufzahl besitzt. Wir wollen noch zeigen, dass dies auch fiir die 

Verschlingungszahl gilt. 

Die Knotenlinie k, die als Sehlauehknoten in !~* liegt, berandet zusammen mit einer 

Knotenlinie k', die als Schlauehknoten auf dem Rande ~*von  ~* liegt, einen Kreisring 

~, dessen Durchschnitt mit %* nur aus k' besteht, k' sei so orientiert, dass k' auf r zu ,~c 

homolog ist. Es kann angenommen werden, dass der Durchschnitt yon ~ und r ausser aus 

k nur aus endlieh vielen doppelpunktfreien Schnittlinien besteht, die entweder geschlossen 

sind und den Rand yon ~ nicht treffen oder auf k entspringen und enden, wobei sich zwei 

Sehnittlinien hSchstens auf k (also in Endpunkten) treffen kSnnen. 

Wir betrachten zunachst die geschlossenen Schnittlinien. Eine solche ist auf 1: entweder 

nullhomolog oder (bei geeigneter Orientierung) homolog zu k'. Eine auf ~ nullhomologe 

Schnittlinie ist auch auf ~ nullhomolog. Da sie namlich k nicht trifft, kSnnte sie auf 

sonst nur zu +_ k homolog sein, was unmSglieh ist, da sie als Rand eines Elementarflaehen- 

stiickes auf ~ unverknotet ist. Die auf ~ nullhomologen geschlossenen Schnittlinien lassen 

sich daher wie mehrfach ausgefiihrt durch Deformation von 1: beseitigen. 

Wenn nun geschlossene Schnittlinien existieren, die auf r homolog zu k' sind; so gibt 

es unter ihnen eine solehe, wir nemlen sie k*,'die mit k' auf ~ einen Kreisring ~* berandet, 

der keine weitere Schnittlinie enthiilt. Da k von k* nieht getroffen wird, ist k* auch auf 

homolog zu k. Es kann namlich k* nicht nullhomolog auf ~ sein, da k* verknotet ist, und 

es kann k* auch nicht homolog - k auf ~ sein, da s6nst k auf !8" homolog - k, also null- 

homolog, ware. Wit ersetzen dann r durch r*. 

Falls keine solehe Schnittlinie yon rund  ~E auftritt, betrachten wir diejenigen, die auf 

k entspringen und enden, und zwar zunachst solche, deren Anfangs- und Endpunkt zu- 

sammenfallen. Diese kSnnen als geschlossene Schnittlinien aufgefasst werden. Diejenqgen, 

die auf r nullhomolog sind, sind es auch auf ~:. Sie sind namheh unverknotet und nach w 7 

Hilfssa~z 2 entweder nullhomolog auf ~ oder Meridiane von !8, da !8 verknotet ist. Meridiane 

scheiden aus, da jeder Meridian mit k mehr als einen Punkt gemein haben muss. Es kSnnen 

nun diese Schnitthnien wieder der Reihe nach durch Deformation yon r beseitigt werden, 

wobei nur beim Abheben der auf k liegende Punkt festgehalten werden muss, was nach den 

ErSrterungen yon w 1 mSglich ist. Existieren gesehlossene Sehnittlinien yon r und ~7, 
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die mit k genau einen Punkt gemein haben und die auf r nicht nullhomolog sind, so sind 

sie auf r (bei geeigneter 0rientierung) homolog zu k', und es gibt unter ihnen eine, sie heisse 

�9 k*, die zusammen mit k' auf r einen Kreisring r* berandet, der keine weitere Schnittlinie 

enthiilt. Wir ersetzen r durch r* und zeigen, dass k* auf ~7 zu k homolog ist. Da k* verknotet 

ist, kann k* auf ~ nicht nullhomolog sein. Die algebraische Schnittzahl yon k und k* 

auf'~: ist null oder + 1, da k und k* nur einen Punkt gemein haben. Ware diese Schnittzahl 

+ 1, so ware k* ein zu k konjugierter Riickkehrschnitt yon ~, der denselben Knoten wie 

k darstellt. Dies ist aber unmSglich, da die Invarianz der Umlaufzahl bereits nachgewiesen 

wurde und k* als Schlauchknoten auf ~ liegt. Wegen der Verknotung yon k* ist n/imlich 

die Umlaufzahl yon k* auf ~ nicht null, und sie kann nicht I sein, da sonst k und k* wegen 

Satz 1 und w 6 Hilfssatz 3 Knoten verschiedenen Geschlechtes darstellten. Es RUSS also 

k* auf ~ mit k die algebraische Schnittzahl null besitzen. Daraus folgt, dass k und k* 

auf ~ homolog sind, denn es kann wieder nicht k* homolog - k  sein. 

Falls auch Schnittlinien der eben betrachteten Art nicht auftreten, wenden wir uns 

denjenigen zu, die in einem Punkte von k entspringen und in einem anderen Funkte von 

k enden. Jede bildet zusammen mit einem geeigneten Bogen von k auf r eine nullhomologe 

geschlossene Kurve. Eine solche gesehlossene Kurve ist auch nullhomolog auf ~. Da sie 

n/~mlich als Rand eines Elementarfliichenstiickes unverknotet ist und da !8 verknotet 

ist, kann sie nachw 7 Hilfssatz 2 entweder nur Meridian yon !8 oder nullhomolog auf Z: 

sein. Meridiane scheiden aus, da die algebraische Schnittzahl einer solehen Kurve mit k 

auf Y nur null oder + 1 sein kann, wie man sofort durch isotope kombinatorische Deforma- 

tion erkennt. Es lassen sich daher die Schnittlinien der Reihe nach durch Deformation yon 

r beseitigen, wobei nur das auf k liegende Stiick beim Abheben festzuhalten ist. Sind so 

alle Schnittlinien beseitigt, bezeichnen wit r auch mit r* und k mit k*. 

In jedem Falle ist erreieht, dass der Kreisring r* auf !~*-!~ + ~ liegt und mit 

nur den Rand k* gemein hat, der auf ~ zu k homolog ist. 

Eine beziiglich k positiv orientierte Seele von !3 ist nun zugleieh eine solche fiir !~*, 

und es haben k', k* und k mit ihr dieselbe Verschlingungszahl, wie sich vermSge ~* und 

aus der Tatsache ergibt, dass k und k* auf Y homolog sind. Wit erhalten also: 

LKsst sich ein Knoten als Schlauchknoten mit verknotetem Tr/iger darstellen, so sind 

fiir jede Darstellung durch eine Knotenlinie, die als Schlauchknoten auf einem Torus liegt, 

Tr/~ger, Umlauf- und Verschlingungszahl dieselben. 

Es bleiben noch die Torusknoten zu untersuchen. Bei diesen lassen sich Umlauf- und 

Verschlingungszahl so normieren, dass die Umlaufzahl kleiner als der Betrag der Ver- 

schlingungszahl ist, da man eine Knotenlinie, die auf dem Rande eines tmverknoteten 

Vollringes !8 a]s Schlauchknoten liegt, auch auf denjenigen Vollring beziehen kann, der 
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das abgeschlossene Komplement yon ~ ausmacht. Aus dem oben angegebenen Alexander- 

sehen Polynom soleher Knoten erkennt man sofort, dass bei dieser Normierung zwei 

solche Knoten nur dana gteich sein kSnnen, wenn sie in Umlaufzahl und Betrag der Ver- 

schlingungszahl iibereinstimmen. Zwei Torusknoten sind aber auch dann verschieden, 

wenn sie in der Umlaufzahl iibereinstimmen und sich im Vorzeichen der Verschlingungs- 

zahl unterscheiden. Dies wurde zuerst yon Dehn [5] fiir die Kleeblattsehlingen (Umlauf- 

zahl 2, Betrag der Verschlingungszahl 3) nachgewiesen mit einer Betrachtung, die sich 

auf den allgemeinen Fall iibertr/igt, und sp/iter durch Schreier [8] durch Untersuchung der 

Automorphismen der Knotengruppe. 

Zusammen mit Hilfssatz 1 erhalten wir: 

Satz 5: Fi~r einen Schlauchknoten bilden Tr~iger, Umlau/- und Verschlingungszahl ein 

vollstSndiges Invariantensystem, wenn im Falle des Kreises als TrSger Umlau]- und Verschlin- 

gungszahl so bezogen werden, dass die erste kleiner als der Betrag der zweiten ist. 

Dieser Satz iibertr/igt sich wegen w 2 Satz 4 auf Verkettungen von Knotenlinien, 

die als Schlauchknoten auf dem Rande desselben Vollringes liegen. Als weitere Invariante 

kommt lediglich die Anzahl der Knotenlinien hinzu. 

Aus Satz 5 folgt noch, dass ein Schlauchknoten genau dann symmetrisch ist, wenn 

es der Tr/iger ist, und dass kein Schlauchknoten amphicheiral ist. 

w 22. Schlauchz6p~. 

Es sei ~8 ein Vollring in der | Wie in w 3 kSnnen wir ~ darstellen durch ein Prisma 

im R 3 und eine simpliziale Abbildung a yon ~ auf ~, bei welcher jeder Punkt P der 

Bodenfl/~che yon ~ denselben Bildpunkt hat wie derjenige Punkt der Dachfl/iche, der aus 

P dutch Translation 1/ings der Achse yon ~ entsteht, w/ihrend jedes andere Paar yon 

Punkten aus ~ verschiedene Bildpunkte hat. Ist a' die Achse von ~, die so orientiert 

ist, dass sie yon der Dachfl/iche zur Bodenfl/iche von ~ fiihrt, so ist a(a') eine orientierte 

< 

Fig. 22. 
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Seele a yon !8. a mSge den Knoten 2 darstellen. Man erkennt nun leicht (Fig. 22): In 

kana man cr > 1 Sehnen ki, ks . . . .  , ka finden, die yon der Daehflache zur Bodenfliiche von 

fiihren und so beschaffen sind, dass 

1. jede Ebene, die parallel zur Bodenfliiche von ~ ist und ~ trifft, jade Sehne k~ 

(i = 1, 2 . . . .  , r162 in nur je einem Punkte  trifft und dass 

2. sich die Sehnen k i bei Ausfiihrung der Abbildung ~ zu einer Knotenlinie k zusam- 

mensetzen, die als Sehlauchknoten in ~ hegt. 

k stellt dann einen Schlauchknoten u mit dem Triiger ~t und der Umlaufzahl a dar, und man 

kann hierbei offenbar auch noch die Verschlingungszahl von u beliebig vorgeben. Man 

kann also auf diese Weise jeden Schlauchknoten erhalten. Fiir die Eigensehaft 1. der Sehnen 

k i yon ~ wollen wit kurz sagen, dass die Sehnen monoton yon der Dachfldche zur Boden- 

fliiche von ?~ ]i~hren. 

Wit wollen nun den Begriff des Schlauchknotens folgendermassen verallgemeinern: 

Es sei !~ eia Vollring in der ~a, k eine Knotenlinie im Inneren von !8, die auf !~ die Umtauf- 

zahl ~ > 1-besitze. Wenn sich !~ liings einer Meridianfliiche so zu einem Prisma ~ auf- 

schneiden liisst, dass k dabei in ~ Sehnen von ~ iibergeht, die monoton v o n d e r  Dach- 

fl~iehe zur Bodenfliiche von ~ fiihren, so sagen wir, dass 

!8 mit k einen geschlossenen Zop[ darstellt, welm ~ unverknotet  ist, und dass 

mit k einen Schlauchzop[ darstellt, wenn !~ verknotet ist. 

Wird dutch den Vollring !~ I mit der Knotenlinie kl und durch den Vollring !~ 2 mit 

der Knotenlinie k2 je ein geschlossener Zopf bezw. Schlauchzopf dargestellt, so bezeichnen 

wir diese Darstellungen als iiquivalent, wena es eine s-Abbildung der ~a auf sich gibt, 

welche !82 so auf !~ 1 abbildet, dass dabei k S in kl iibergeht. In diesem Falle sind ~1 und 

~ gleich verknotet.  Ausserdem sind fiir diesen gqnivalenzbegriff Reflexivit~t, Symmetrie 

und Transitivit~t erfiillt. Eine .~quivalenzklasse der Darstellungen yon geschlossenen 

ZSpfen bezw. yon SchlauchzSpfen bezeichnen wir als geschlossenen Zop/bezw. Schlauchzop/. 

Wenn der Vollring !~ mit der Knotenlinie k einen geschlossenen Zopf bezw. Schlauch- 

zopf Z darstellt und :r > 1 dabei die Umlaufzahl von k auI ~ ist, so bezeichnen wit cr auch 

als Fiidenzahl yon Z. Sie ist offenbar unabhangig yon der Darstellung yon Z. Wit haben 

gefordert, dass die F~denzahl stats grSsser als 1 sein soil, da man fiir ~ = 1 orientierte 

Seelen der betreffenden Vollringe erhalten wiirde nach w 6 Hilfssatz 2. 

In der betrachteten Darstellung yon Z wird durch k ein Knoten u und dutch die 

beziiglich/~ positiv orientierten Seelen yon !8 ein Knoten ~ dargesteUt. Aus der Definition 

der t~quivalenz fiir Darstellungen von gesehlossenen ZSpfen bezw. von Schlauchz6pfen 

folgt unmittelbar, dass diese Knoten unabhiingig v o n d e r  Darstellung von Z sin& Wit  

bezeichnen ;t als Trfiger von Z (der Tritger eines geschlossenen Zopfes ist also der Kreis) 
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und sagen, dass der Knoten ~r dutch Z als geschlossener Zop/ bezw. als Schlauchzop] dar- 

gestellt wird. Bekanntlich 1 l~isst sich jeder Knoten als geschlossener Zopf darstellen und 

zw~r auf unendlicll viele verschiedene Weisen. Dabei ist es auch mSglich, dass derselbe 

Knoten dutch verschiedene geschlossene ZSpfe mit gleicher F~denzahl dargestellt wird. 

Fig. 23 zeigt ein Beispiel hier~iir. Aus diesen Griinden werden wit Darstellungen yon 

Knoten durch geschlossene ZSpfe nicht untersuchen sondern nut Darstellungen yon Kn0ten 

dutch SchlauchzSpfe. Es wurde deshalb ~uch die Definition der ScMauchzSpfe so gew~hlt 

(ira Gegensatz zur Definition der Schlauchknoten), dass der Kreis als Tr•ger ausge- 

scMossen ist. 

Wit wollen zunachst zeigen, dass fiir einen Schlauchzopf der Trager und ein geeignet 

zugeordnete~ geschlossener Zopf ein vollst~indiges Invariantensystem bilden. Wit benutzen 

dazu treue Abbildungen yon Vollringen in der C a (w 11). 

Hilfssatz t :  Dutch den Vollring !~ mit der Knotenlinie k werde ein geschlossener Zop/ 

bezw. Schlauchzop] dargestellt. T sei eine treue Abbildung yon ~ au] den Vollrina ~* in der 

C a, die k in die Knotenlinie k* i~berfiihre. Dann stellt ~* mit k* einen gesehlossenen Zop] 

bezw. Sehlauchzopt dar. 

Beweis:  Nach Voraussetzung liisst sich ~ so zu einem Prisma ~ aufschneiden, dass 

k in a > 1 Sehnen k~, k~ . . . .  , k~ yon ~ iibergeht, die monoton yon der Dachflache zur 

Bodenfiache yon ~ fiihren. Sei a die zugehSrige Abbildung von ~ auf !~. Dann ist ~a 

eine Abbfldung yon ~ auf !~*, bei welcher sich die Sehnen kl, k~ . . . . .  k, zu k* zusammen- 

setzen, woraus die Behauptung folgt, 

1 Vgl. etwa [1], [3], [7]. Es ist  dort  die Definition des gesehloasenen Zopfes von Ar t in  [3] zugrunde- 
gelegt, der Sachverhalt  i ibertr~gt sich jedoch ohne weiteres auf unsere Definition. 
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Hi l f s sa tz  2: Es sei Z ein geschlossener Zop] bezw. Schlauchzop], der durch den Vollring 

~1 mit der Knotenlinie k 1 und dutch den Vollrinq ~2 mit der Knotenlinie ks dargestellt werde. 

k* sei eine Knotenlinie, die im Inneren des VoUringes ~* liegt. Wenn es eine treue Abbildung 

31 yon ~1 au] ~* gibt, die ]~1 in k* i~ber]iihrt, so gibt es auch eine treue Abbildung vs yon ~s 

au] ~*, die k2 in k* i~ber]i~hrt. 

Beweis:  Nach Voraussetzung gibt es eine s-Abbildung ~ der ~3 auf sich, die ~ 

so au~ ~1 abbildct, dass k~ in ]C 1 iibergeht. 32 = vl~ hat  die gewiinschten Eigenschaften. 

Hi l f s sa tz  3: Es sei Z* ein geschlossener Zop/ bezw. Schlauchzop], der dutch den Vollring 

~* mit der Knotenlinie k* dargestellt werde. 31 bezw. 32 sei eine treue Abbildung yon ~* au] 

den Vollring ~1 bezw. ~ in der | die k* in die Knotenlinie kl bezw. k2 iiber/i~hrt. Wenn 

dann die bezi~glich ]~1 positiv orientierten Seelen yon ~1 denselben Knoten darsteUen wie die 

bezi~glic]t k 2 positiv orientierten Seelen yon ~2, so wird dutch ~1 mit k I derselbe geschlossene 

Zop] bezw. Schlauchzop] dargestellt wie dutch ~2 mit k2. 

Beweis :  Dass durch ~1 mit kl bezw. durch !~ 2 mit k~ ein geschlossener Zopf oder ein 

Schlauchzopf dargestellt wird, folgt aus Hilfssatz 1. Sei nun a* eine Seele von !~*, die 

beziiglich k* positiv orientiert ist. a 1 = %1 (a*) bezw. a s = 3s (a*) ist dann eine Seele yon 

~1 bezw. !~, die beziiglich k 1 bezw. k~ positiv orientiert ist. ~ = v2 ~1 -~ ist eine treue Abbil- 

dung yon !~ 1 auf ~2, die a 1 in a2 und kl in k2 iiberfiihrt. Wenn nun al und a2 denselben 

Knoten darstellen, so liisst sich ~ nach w 11 Satz 2 zu einer s-Abbildung der | auf sich 

erweitern, woraus die Behauptung folgt. 

Aus den vorangehenden Hilfssi~tzen ergibt sich: Man kann einem Schlauchzopf Z 

einen geschlossenen Zopf Z* dadurch zuordnen, dass man fiir eine Darstellung yon Z durch 

einen Vollring !~ mit der Knotcnlinie k den Vollring !~ treu aul einen unverknoteten Vollring 

~* in der ~a abbildet. !~* stellt dann mit dem Bild yon k den geschlossenen Zop~ Z* dar. 

Eine treue Abbildung yon !~ auf !8" existiert nach w 11 Satz 1, nach Hflfssatz I stellt ~* 

mit dem Bild yon k einen geschlossenen Zopf Z* dar, und wegen der Hflfss~tze 2 und 3 

ist Z* unabhiingig davon, welche Darstellung yon Z benutzt wird, und unabh~ingig davon, 

wie der unverknotete u !~* und die treue Abbildung yon !~ au~ !~* gew~ihlt werden. 

Umgekehrt kann man einem vorgegebenen geschlossenen Zopf Z* einen Schlauchzopf Z 

mit vorgegebenem, yore Kreis verschiedenen Tr~ger 2 zuordnen: Man stelle Z* dutch einen 

Vollring !~* mit der Knotenlinie k* dar. Nach w 10 Satz 2 gibt es einen Vollring !~ mit orien- 

tlerter Seele a in der ~a, fiir welchen a den Knoten ;t darstellt. Bildet man nun ~* treu so 

auf !~ ab, dass a Bild einer beziiglich k* positiv orientierten Seele yon ~* ist, so stellt !~ 

mit  dem Bild yon k* den Schlauchzop~ Z dar. Aus den Hilfss~itzen 1 bis 3 folgt wieder, 

dass Z dabei dutch 2 und Z* eindeutig bestimmt ist. 
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Wir definieren nun: Ein Schlauch~p] Z und ein geschlossener Zopf Z* heissen einander 

zugeordnet, wenn es ffir eine Darstellung yon Z dutch einen Vollring !~ mit der Knotenlinie 

k und eine Darstellung yon Z* dutch einen Vollring ~* mit der Knotenlinie k* eine treue 

Abbildung yon ~ auf ~* gibt, die k in k* fiberfiihrt. Nach dem Vorangehenden gilt der 

Satz :  Ein Schlauchzop] bestimmt seinen Tr~iger und seinen zugeordneten geschlossenen 

Zop] eindeutig. Zu jedem yore Kreis verschiedenen Knoten 2 und jedem geschlossenen Zop] Z* 

gibt es genau einen Schlauchzop] Z, der ~ als Tr~iger und Z* als zugeordneten geschlossenen 

Zop/ besitzt. 

Fiir das Weitere ben5tigen wir noch 

I 'I i lfssatz 4: Es sei ?~ ein Prisma i~n R a, in dem ~ Sehnen monoton yon der Dach]l~iche zur 

Boden/l~iche /i~hren. Es gibt eine s-Abbildung von ?~ au/ sich, welche au/ dcr Boden/liiche 

yon ?~ die Identitgit ist, die Dachfi~che um ein vorqeqebenes Viel]aches yon 2 7~ dreht und die 

Sehnen yon ?~ in Sehnen i~ber]i~hrt, die wieder monoton yon der Dach/l~iche zur Boden]Idche 

yon ?~ /i~hren. 

B e w e i s :  Durch ein Elementarfliichenstiick, das parallel zur Dachfliiche yon ~ ist 

und hinreichend nahe an ihr liegt, kann man von ~ ein Teilprisma ~ '  so abschneiden, dass 

die auf ~ '  liegenden Stficke der Sehnen yon ~ in ~ '  geradlinig vertaufen und dass diese 

Sehnen yon ~ '  sich auf eine zur Achse yon ~ '  parallele Ebene so projizieren, dass sich die 

Projektionen gegenseitig nicht treffen. Es reicht offenbar hin, die Behauptung ffir ~ '  zu 

beweisen. Statt  ~ '  schreiben wir dabei wieder ~.  

Sei bl die Dachfl•che, b2 die Bodenflitche yon ~. ki, k2 . . . . .  k, seien die Sehnen yon 

~. Wir schneiden aus ~ paarweise disjunkte Keile 91, ~ . . . .  , ~ aus, sodass k i (i = 1, 2, 

. . . .  :r die Schneide yon ~i ist (Fig. 24): ~i werde berandet yon einem Dreieck bil auf 

bl, einem Dreieck bi2 au~ b2, einem Elementarfli~chenstfick mi, auI dem Mantel von ~ und 

zwei Elementarfl/ichenstiicken eil, e~2, die in k~ zusammenstossen und, abgesehen von 

ihrem Rand, im Inneren von ~ liegen. Dass solche paarweise disjunkten Keile aus ~ aus- 

geschnitten werden kSnnen, folgt ohne weiteres aus der obigen Annahme fiber den Ver- 

auf der Sehnen yon ~. Nach Wegnahme der Keile ~i bleibt von ~ eine Kugel ~o fiber, 

die berandet wird von einem Elementarfliichenstfick b01 auf bl, einem Elementarfl~chen- 

stfick b0~ auf b2, den Elementarfl/ichenstficken eil, e~2 (i = 1, 2 . . . . .  ~) und Elementar- 

fli~chenstiicken u i auf dem Mantel von ~.  Die Bezeichnungen kSnnen dabei so gew/ihlt 

werden, dass n~ an ei2 und e~+1,1 (Indices modulo :r und damit auch an nh und mi+l 

anstSsst, hi_l, e~l und m~ mSgen in til zusammenstossen, rti, e~ und mi in tie. Dabei seien 

til und ti~ yon der Dachfl~iche zur Bodenfl/~che von ~ orientiert. 

Sei nun ~ das Vielfache yon 2~, um welches 131 zu drehen ist (7 kann auch negativ sein). 
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Wit  ordnen den Wegen hi und h2 Wege t[1, t~ au:[ dem Mantel von ~ zu, die jeweils denselben 

Anfangspunkt und denselben Endpunkt  wie til bezw. ti2 haben und sich ( - 7)-mal um die 

von bl nach b~ orientierte Achse yon ~ herumwinden (Fig. 25). Die Wege t~l und t~2 kSnnen 

offenbar so gew~hlt werden, dass sie paarweise disjunkt sind und monoton yon der Dach- 

fl~tche zur Bodenfl~che yon ~ fiihren. Der Mantel yon ~ wird dutch sie in 2~ Elementar- 
I t I I fl~tchenstiicke m~, m2 . . . .  , rn~, 1tl, 11=,..., 11~ zerlegt. Dabei werde die Bezeichnung so ge- 

w~thlt, dass rrt; mit mi und rt'~ mit rt~ je ein Stiick des Randes auf bl und b~ gemein hat. 

Wir wollen nun ,,verschraubte Kefle" ~ ,  ~ , . . . ,  ~ '  aus ~ aussehneiden, die paar- 

weise disjunkt sind. ~'t soll berandet werden von bil, b~, m't und zwei Elementarfl~tchenstiik- 

ken e~l, e~, die, abgesehen von ihrem Rand, im Inneren yon ~ liegen trod die in der 

' an t~'l und e~'2 an tt'~ an. Die Schneiden/~ ,,Schneide" k~ zusammenstossen. Dabei grenze e~l 

sollen so gewahlt werden, dass sie monoton yon bl nach b2 fiihren. Man gehe etwa so vor: 

Von ~; sind zun~ichst die Randfliichen b~l, b~, m~ vorgegeben. Man fiihre nun/a' vom Anfangs- 
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punkt von ki aus dicht unterhalb biz bis in die N~the des Mantels von ~,  dann in der Nahe 

von m'~ his dicht an die Bodenfliiche von ~ und schliesslich dicht fiber b+2 bis an den End- 

punkt yon k+ und zw,~ so, dass k~ monoton verliiuft. Daraufhin werden die Elementar- 

fliichenstficke r r eingespannt. Die Einzelheiten sind Fig. 25 zu entnehmen. In Fig. 26 

ist einer der verschraubten Keile gesondert gezeichnet. Nimmt man von ~ die verschraubten 
P Keile ~ ,  ~ '  . . . . .  ~ '  fort, so verbleibt eine Kugel ~o. 

Es ist nunmehr einfach, die gewfinschte s-Abbildung von ~ auf sich zu kon~truieren. 

Wir bilden bz u n d  b2 identisch auf sieh ab. ki, t+l, ti~ werden semilinear auf k[ bezw. ~'1, 

t~2 so abgebildet, dass Anfangs- und Endpunkt  festbleiben. Damit ist I fir die Elementar- 

fl~ichenstficke mi, hi, e+l, r eine s-Abbildung des Randes auf den Rand von m~ bezw. 

n~, r el2 gegeben, die nachw 1 Satz 1 a zu einer s-Abbildung yon mi bezw. n~, eil, e+2 auf 

m~ bezw. n~, r e~2 erweitert werden kann. Damit ist dann ffir die Kugeln ~0 bezw. ~t, 

~ . . . .  , ~ eine s-Abbildung des Randes auf den Rand von ~ bezw. ~ ,  ~ ,  .. ,  ~,' gege- 
1 7 -  533806. Acta mathematica. 90. Imprim~ le 3 d~cembre 1953. 
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Fig. 26. 

ben, die nach w 1 Satz 8 zu einer s-Abbildung von ~ (i = 0, 1 . . . . .  ~) auf ~[ erweitert werden 

kann. Dutch diese s-Abbildungen wird eine s-Abbildung yon ~ auf sich definiert, die k, 

in k', iiberfiihrt und die gewiinschten Eigenschaften hat. 

w 23. Knoten, die sich als Schlauchziipfe darstellen iassen. 

Ein Knoten, der sich als Schlauchzopf darstellen 1/~sst, kann Darstellungen durch 

verschiedene SchlauchzSpfe besitzen. Ein Beispiel fiir diesen Sachverhalt gibt 

I-Iilfssatz t :  Der Knoten ~ werde durch einen Schlauchzop/ Y mit dem Triiger ~ und 

der Fiidenzahl ~ dargesteUt. Wenn sich ~ dutch einen Schlauchzop] Z mit dem Triiger # und der 

Fddenzahl fl darstellen liisst, so ldsst sich ~ auch dutch einen Schlauchzop/ Z' darstellen, der 

tt als Triiger hat und die Fiidenzahl ~fl besitzt. 

Beweis: Der Schlauchzopf Y werde dargestellt durch den Vollring 1I mit der Knoten- 

linie k, Z werde dargestellt dutch den Vollring !~ mit  der Knotenlinie I. Es stellt also k 

den Knoten ~ und I den Knoten ~ dar. 111/isst sich so zu einem Prisma ~ im R 3 aufschneiden, 

dass k in ~ Sehnen von ~ zerfi~llt, die monoton von der Dachflache zur Bodenfliiche yon 

fiihren. Entsprechend schneiden wit '!8 so zu einem Prisma ~ im R 3 auf, dass I in fl 

Sehnen yon ~ zerf/illt, die monoton v o n d e r  Dachfliiche zur Bodenfl/iche yon ~ fiihren. 
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Sei ~ bezw. a die zugeh5rige Abbildung von ~ bezw. ~ auf 11 bezw. !~. Wenn wit der ~a 

und dem R 3 eine feste Orientierung erteilen, kSnnen wir noch annehmen, dass die Dar- 

stellungen yon 1I bezw. !3 durch ~ und ~ bezw. ~ und a so beschaffen sind, dass die vom 

R 3 auf ~ bezw. ~ induzierte Orientierung dutch ~ bezw. a in die yon der ~a  auf 11 bezw. 

induzierte Orientierung iibert~agen wird. 

Die Translation des R 8, welche die Dachfl/iche yon ~ in die Bodenfl~tche iiberfiihrt, 

sei v. Wenden wit auf ~ die Translationen ~J fiir j = 1, 2 . . . . .  fl an, so erhalten wit fl 

zu ~ kongruente Prismen ~ j  = ~ (~), die sich zu einem Prisma ~ zusammensetzen. 

entspricht der fl-fachen ()berlagerung vor~ ~.  Den Sehnen von ~ ,  die wir mit lx, l~ , . . . ,  l~ 

bezeichnen, entsprechen vermSge ~J Sehnen der Prismen ~r die sich zu fl Sehnen yon 

zusammensetzen. Sei 1 eine dieser Sehnen yon ~ ,  [~. das auf ~r liegende Stiick yon I. 

~-1([1), T-i([~) . . . . .  ~-~([~) sind dann wieder die Sehnen 11, l~ . . . . .  l~ yon ~ ,  wobei wit  

die Numerierung so vornehmen k5nnen, dass l~ =~-r ist. 

Die Dachfliiche yon ~ sei b, und b sei ein zu b/ihnliches Elementarflitchenstiick in der 

Daehfl/iche yon ~ ,  das der~ Anfangspunkt yon r zur Ecke hat. Wenn wir b parallel zu sich 

selbst so verschieben, dass die auf [ liegende Ecke stets auf [ verbleibt, so iiberstreicht b, 

wenn b hinreichend klein gewiihlt wird, eine Kugel ~, die yon b, dem Elementarfl/ichenstiick 

~ (b) und einem auf ~ liegenden Kreisring r berandet wird. Eine zu b parallele Ebene, 

die ~ trifft, schneider ~ in einem zu b kongruente~ Elementarfl~chenstiick. Der Durch- 

schnitt yon ~ und ~r ist eine Kugel ~.. Dadurch, dass man b hinreichend klein w/ihlt, und 

dies soll gesehehen, kann offenbar erreicht werden, dass die entsprechenden Kugeln 3 -1 ( ~ ) ,  

�9 - 2 ( ~ ) , . . . ,  ~ - z ( ~ )  auf ~ paarweise punktfremd sind. VermSge a setzen sieh diese 

Kugeln zu einem Vollring 11' zusammen, die Knotenlinie 1 liegt auf dem Rande von 11' 

und hat auf 11' die Umlaufzahl 1. Nach w 6 Hilfssatz 3 stellt eine beziiglich 1 positiv orientierte 

Seele a von 11' denselben Knoten ~ dar wie 1. Die Verschlingungszahl yon 1 m i t a  sei (~. 

Wit merken noch an: Man erhitlt eine Abbildung o~ von ~ auf 11' dadurch, dass man m 

auf ~ dureh a~ -~" definiert. ~o bildet iibereinanderliegende Punkte yon b und v~(b) in den- 

selben Punkt  ab, wahrend jedes andere Punktepaar auf ~ verschiedene Bildpunkte besitzt. 

Ausserdem ist ~o simplizial und iibertr/igt die vom R a auf ~ induzierte Orientierung in 

dis vonder  | auf 11' induzierte. Das letzte folgt aus der Art der Orientierungsiibertragung 

yon ~ auf ~ dutch a. 

Nach w 22 Hilfssatz 4 kann angenommen werden, dass die Darstellung yon U dureh 

und ff so beschaffen ist, dass eine Mantellinie von ~,  die vonder  Dachflitche zur Boden- 

fl/iche yon ~ fiihrt, durch ~ in einen einfachen Weg iibergefiihrt wird, der mit einer beziig- 
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lieh k positiv orientierten Seele von 1I ebenfalls die Verschlingungszahl 8 besitzt. Ferner 

kann angenommea werden, dass ~ und ~ gleiche HShe haben und so zu einander liegen, 

dass die Dachfl/ichen von ~ und ~ und die Bodenfl/ichen von ~ und ~ in je einer Ebene 

liegen und dass ausserdem die Daehfl/iche b von ~ zu dem Elementarfl/iehenstfiek b in 

der Dachfliiche von ~ kongruent ist und aus ihm durch Translation entsteht. Dies liisst 

sieh dadurch erreichen, dass man ~ einer geeigneten affinen Abbildung unterwirft und Q 

entsprechend ab~tndert. Wir betrachten nun eine Schar yon Ebenen, die parallel zu b 

sind, und versehieben das von einer solchen Ebene E aus ~ ausgeschnittene Elementar- 

fliichenstfick parallel zu sich in das von E aus ~ ausgeschnittene Elementarfl/ichenstiick. 

Wird dies ffir alle Ebenen, die ~ treffen, ausgefiihrt, so entsteht eine s-Abbildung X von 

auf ~, welche die auf ~ vom R a induzierte Orientierung in die auf ~ induzierte fiber- 

tr/igt. 

Seien kl, ks . . . .  , ka die Sehnen von ~,  die sieh vermSge Q zu k zusammensetzen. 

;~(kl), g(k~) . . . . .  z(ka) sind dann Sehnen "con ~, die monoton yon der Daehfliiehe yon 

zur Bodenflaehe fiihren. Wendet man nun auf die Prismen ~r 0' = 1, 2 . . . .  , fl) die Transla- 

tionen ~-~ an und nimmt man dabei die auf ~ j  liegenden Stiicke der Sehnen Z (kl), Z (ks) . . . . .  

z(k,) mit, so erh/ilt man :eft Sehnen kl, k~ . . . . .  k:~ von ~ ,  die monoton vonder  Dachfl/iche 

zur Bodenfl/~che ffihren. VermSge a setzen sich diese zu einer Knotenlinie k' zusammen, 

denn man erhitlt vermittel3 ~ und ~ eine s-Abbildung ~ yon 11 auf 11' durch r Z und w, 

bei welcher k in k' fibergefiihrt wird. !~ stellt mit k' einen Schlauehzopf der F/idenzahl 

:eft dar. Die Behauptung ergibt sich, wenn noch gezeigt wird, dass k und k' denselben Knoten 

darstellen. 

Aus der Art der 0rientierungsfibertragung dutch die Abbildungen ~, Z, co erkennt man 

zuniichst, dass ~p eine Abbildung ist, welche die vonder  | auf 1I induzierte Orientierung in 

die auf 11' induzierte fibertriigt. Ferner wird durch die bezfiglich k positiv orientierten 

Seelen von lI derselbe Knoten 2 dargestellt wie durch die bezfiglich k' positiv orientierten 

Seelen von 1I', denn die beziiglich k positiv orientierten Seelen von 1I stellen den Knoten 

it nach Voraussetzung dar und die bezfiglieh k' positiv orientierten Seelen von 11' sind zu- 

gleieh positiv orientiert bezfighch l, da die Sehnen Z (kl), g (k2) . . . .  , Z (k~) von ~ ebenso wie 

die Sehne ~ von ~ von der Dacbfl/iche zur Bodenfl/iehe von ~ ffihren und diese Sehnen 

durch r in k' bezw. l fibergehen. Schliesshch gehen bei ~p Breitenkreise von 11 in Breiten- 

kreise von 1I' fiber. Dies folgt daraus, dass g-x(i) eine Mantellinie von ~ ist, die durch e in 

eine Knotenlinie auf dem Rande von 1I fibergeffihrt wird, die mit einer bezfiglich k positiv 

orientierten Seele von 1I die Verschlingungszahl ~ besitzt (die DarsteUung von II dutch 
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und 0 war so gew~hlt), und dass Z-l(~) durch co X in die Knotenlinie 1 auf dem Rande 

yon 11' iibergeht, die mit der beziiglich 1 und damit beziiglich k' positiv orientierten Seele 

a yon 11' ebenlalls die Verschlingungszahl ~ besitzt. ~p ist also eine treue Abbildung von 

li auf ll'. Nimmt man die identische Abbildung yon 1I auf sich hinzu, so folgt aus w 22 

Hilfssatz 3, dass durch lI mit k derselbe geschlossene Zopf dargestellt wird wie dutch lI' 

mit k', woraus sich insbesondere ergibt, dass k und k' denselben Knoten darstellen. Der 

Hilfssatz ist damit bewiesen. 

I-Iilfssatz 2: Dutch den Vollring !8" mit der Knotenlinie k werde ein Schlauchzopj 

oder geschlossener Zop[ Z* mit der Fddenzahl ~ > 1 dargestellt. ~ sei ein verknoteter Vollring, 

der k nicht-trivial ira Inneren enthdlt und dessen Rand ~ im Inneren yon !8" liegt. Dann 

liegt ~ im Inneren yon !8,, und ~ stellt mit k einen Schlauchzopf Z dar. Die Fddenzald 

7 von Z ist Teiler yon r162 Fiir 7 = ~ ist Z =Z*, f//r 7 <cr stellt ~8" mit einer orientierten 

Seele yon ~ einen Schlauchzopj oder geschlossenen Zo~j der Fgclenzahl fl = ocy -x dar. 

Beweis:  Wit fii~ren den Beweis in mehreren Schritten. Im 1. Schritt wird !8" langs 

einer Meridianfliiche m* zu einem Prisma aufgeschnitten und die gegenseitige Lage von 

m* und % auf eine vorlitufige Fallunterseheidung gebracht (durch Beseitigung der auf 

nullhomologen Schnittlinien von m* und ~). Diese Fallunterscheidung wird im 2. Schritt 

versch~rft (durch Beseitigung weiterer Schnittlinien von m* und ~). Die entstehenden 

3 Falle werden im 3. bis 5. Schritt einzeln untersucht, und im 6. Schritt wird schliesslich 

naehtr~iglich eine ~Iilfsabbildung konstruiert, die im 5. Sehritt benStigt wird. 

Wit merken zuvor noch an: Ist ~ ein Prisma im Inneren eines 3-Simplexes, das die 
~ 3  R s r mit dem gemein hat, und k' eine Sehne von ~,  die monoton yon der Dachflache zur 

Bodenflache fiihrt, so ist k' in ~ unverknotet. Es lasst sieh n~imlich k' auf dem Rande von 

so zu einer Knotenlinie k schliessen, dass k eine doppelpunktfreie Projektion (auf 

eine Ebene parallel zur Achse des Prismas) besitzt. Voa dieser Tatsache werden wit mehr- 

fach Gebrauch machen. Von den im Folgenden auftretenden Prismen kSnnen wir stets 

annehmen, dass sie im Inneren eines 3-Simplexes liegen, das die ~a mit dem R a gemein hat. 

Wir wenden uns nun dem Beweise zu. Naeh Voraussetzung liisst sich !8" langs einer 

Meridianflache m* so zu einem Prisma ~ aufsehneiden, dass k dabei in ~ Selmen kl, k, . , . . . ,  

ka von ~ zerfiillt, die monoton von der Dachfliiche zur Bodenfl~iche yon ~ fiihren. Die 

zugehSrige Abbfldung yon ~ auf !8" sei a. Wit wollen zuniichst den Durchschnitt yon 

und m* untersuchen und dadurch aui eine mSgliehst iibersichtliehe Gestalt bringen, 

dass wit !8" (und damit m*) einer geeigneten s-Abbildung der ~3 auf sich unterwerfen, die 

aui dem Rande von !8" und auI k die Identitiit ist. Wenn 90 eine solche s-Abbildung ist, 

so ist die Abbfldung a von ~ auf !8" dutch ~0a zu ersetzen. (Es wird also dann !8" dutch 

und ~0o dargestellt). 
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Es kann angenommen werden, dass der Durchschnit$ von m* und ~: nur aus doppel- 

punktfreien, geschlossenen Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig nicht treffen. Jede 

solche Schnittlinie is$ unverknotet, da sie auf In* ein Elementarfl/tchenstiick berandet, 

und wegen der Verknotung yon ~ und w 7 Hilfssatz 2 ist sie entweder nullhomolog auf 

oder Meridian von ~.  

1. Schritt: Beseitigung der auf ~ nullhomologen Schnittlinien von ~l* und ~.  

Sei seine innerste Schnittlinie auf ~, die auf ~ ein ElementarfiitchenStiick e berandet, 

das keine weitere Schnittlinie enth/tlt, s berandet auf m* ein Elementarfl/tchenstiick 

e*, und e und e* bilden zusammen eine 2-Sph/tre, die eine auf !~* ]iegende Kugel ~ beran- 

def. Wir stellen zun~tchst lest, dass ~ yon k nicht getroffen wird. Da n~tmlich e ausser 

seinem Rande keine Sclmittlinie enth/tlt, kann e aufgefasst werden als topologisches Bild 

eines auf ~ liegenden Ele~nentarflitchenstiickes e', dessen Rand s' entweder in der Dach- 

fliiche oder in der Bodenfl/tche yon ~ liegt, s' m5ge etwa auf der Bodenflitche yon 

liegen, s' berandet dann in ihr ein Elementarfl/tchenstiick e*', das sich in r abbildet, 

und e' und *' e beranden zusammen eine Kugel ~' auf ~, die der Kugel ~' auf ~* entspricht. 

Da e von k nicht getroffen wird, wird e' von keiner der Sehnen kl, k2, �9 �9 ka yon ~ getroffen. 

Man bemerkt nun, dass ~' yon keiner Sehne getroffen werden kann, da jede Sehne von 

der Dachfl/tche zur Bodenfl/tche yon ~ fiihrt und keine Sehne in der Bodenfl/tehe entspringt 

und endet. Also ist ~-~t zu k punktfremd. Falls der Rand s' von e' in der Dachfliiche von 

lieg$, kann man entspreehend schliessen. Wir kSnnen nun m* dadurch deformieren, dass 

wit e* iiber ~ deformieren und ansehliessend yon e so abheben, dass die Sehnittlinie s 

verschwindet und keine neuen entstehen. Dies kann auch dadursh bewirkt werden, dass 

wir ~* einer s-Abbildung ~v der ~3 auf sich unterwerfen, die auf dem Rande von ~* und auf 

k die Identit/~t ist. Auf diese Weise lassen sieh der Reihe nach alle auf ~ nullhomologen 

Schnittlinien beseifigen. 

Es sind nun die folgenden F/tHe zu unterscheiden: 

a') In* und ~ treffen sich nicht. 

b') m* und ~ schneiden sieh in nur einem Meridian von ~. 

e') 111" und ~ sehneiden sich in mindestens zwei Meridianen von ~. 

2. Schritt: VerscMirfung der Fallunterscheidung. 

Wir behandeln den letzten Fall weiter. Durch die Schnittlinien wird ~: in Kreisringe zerlegt, 

die ausser ihren R~tndern keine weiteren Schnittlinien enthalten. Jeder solche Kreisring 

ist topologisches Bild eines Kreisringes auf ~, dessen R/tnder auf dem Rande yon ~ in 

Boden- oder Dachfliiche liegen. Wenn es unter diesen Kreisringen auf ~ solche gibt, deren 
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Ritnder beide in der Dachfl~tche oder beide in der Bodenfliiche von ~ liegen, so lassen sich 

die Schnittlinien, die diesen R~ndern entsprechen, beseitigen: 

Se i r '  etwa ein Kreisring, dessert beide R~nder s~ und s~ in der Bodenflitche von 

liegen, r der entsprechende Kreisring auf ~, sl und s~. die Schnittlinien von m* und ~, die 

s~ und s~ entsprechen. Wir stellen zuniiehst fest, dass s'l und s~ in der Bodenfl/iehe von 

einen Kreisring r*' beranden. Wiire dies nicht der Fall, so wiirden durch s~ und s~ in 

der Bodenfl~che yon ~ disjunkte Elementarfliichenstiicke e'l und e~ berandet, die zusammen 

m i t r '  eine auf ~ liegende Kugel berandeten, die zur Dachfl~tche yon ~3 punktfremd ist. 

Diese KugeI kSnnte von keiner der Sehnen kx, k 2 . . . . .  k, yon ~3 getroffen werden, da 

~' yon keiner dieser Sehnen getroffen wird und keine dieser Sehnen in der Bodenflgche 

entspringt und endet. Betrachten wir nun das Elementarfl/~ehenstiick r auf m*, das dem 

Elementarfl~tchenstiiek e'~ der Bodenfl~tche von ~ entspricht. Eine auf ex innerste Schnitt- 

linie von m* und ~ (diese kanu der Rand von el sein) berandete dann auf m* eine Meridian- 

fliiche des verknoteten Vollringes 93, die k nicht trifft. Dies ist unmSglich, da k nicht- 

trivial in 93 liegen sollte. Durch s'l und s~ muss also in der Bodenfliiche von ~ ein Kreisring 

r*' berandet werden, dem ein Kreisring r* auf m* entspricht. Einer der beiden Ritnder, 

etwa s[, berandet in der Bodenflitche ein Elementarfl~tchenstiick el, das den anderen Rand 

yon r*', also s~, nicht enthiilt, e~ muss den Endpunkt von mindestens einer der Sehnen 

kl, k2 . . . . .  k, enthalten, etwa den von k i. Andernfalls entspritche n~mlich e[ ein Elemen- 

tarfliichenstiick e~ auf m*, das yon k nieht getroffen wird, mad eine innerste Schnittlinie 

auf el w~tre Rand einer Meridianflache des verknoteten Vollringes 93, die k nicht trifft, 

was unmSglich ist. Nun berandet s~ auf dem Rande yon ~ ein Elementarflitchenstiick 

e~, das s~ nieht enthitlt und die Daehfliiche yon ~ umfasst, e~, e~ und r' beranden auf 

eine Kugel ~' ,  deren Rand mit dem Rande von ~ die Elementarfliichenstficke e[ und e_~ 

gemein hat. k i i s t  Sehne sowohl von ~ '  wie von ~3 und ffihrt yon e~ nach el. Nun ist k i 

unverknotet in ~.  Daraus folgt naeh w 8 Hilfssatz 2, dass k i auch unverknotet in ~ '  ist 

und dass ~' und ~*' zusammen auf ~ einen unverknoteten Vollring 11' beranden (das 

abgesehlossene Komplement yon ~ '  bezfiglich ~), ffir den s[ und s~. Breitenkreise Sind. 

ll '  wird yon keiner der Sehnen kl, k, . . . .  , k, getroffen, da dies fiir r' der Fall ist und keine 

Sehne in der Bodenfliiche von ~ entspringt und endet. Dem Vollring 11' entspricht in 

93* ein VolMng II, auf welchem sl und s~ die Umlaufzahl 1 haben. Nach w 8 liisst sich nun 

m* dadureh deformieren, dass man ~* fiber 1I deformiert und yon ~ so abhebt, dass die 

Schnittlinien s 1 und s, verschwinden und keine neuen entstehen. Dies l~sst sich auch 

dadurch erreichen, dass man 93* einer s-Abbfldung der ~8 auf sieh unterwirft, die auf k 

und dem Rande voa ~* die Identitiit ist. Dieser Vorgang soll so oft wie mSglich wieder- 

holt werden. Wir erhalten dann einen der Falle: 
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a) m* und ~ treffen sich nicht, 

b) m* und ~ schneiden sich in nur einem Meridian yon !8, 

c) m* und ~ schneiden sich in fl > 1 Meridianen yon !8, und beim Aufschneiden yon 

!8" liings m* zu einem Prisma ~ zerfiillt ~ in fl Kreisringe auf ~, bei denen je ein 

Rand in der Dachflache und ein Rand in der Bodenfliiche yon ~ liegt. 

Wir werden zeigen, dass der Fall a) nicht eintreten kann, dass im Falle b) dutch !8 mit 

k derselbe Schlauchzopf wie durch !8" mit k dargestellt wird und dass im Falle c) durch 

!8 mit k ein Schlauchzopf bezw. geschlossener Zopf dargestellt wird, dessen Fadenzahl 

= ~fi-x ist, und dass ausserdem eine orientierte Seele yon !8 mit !8" einen Schlauchzopf 

bezw. geschlossenen Zopf der Fiidenzahl fl darstellt. 

3. Schritt: Diskussion des Falles a. 

In diesem Falle muss !~* das Komplement yon !~ im Inneren enthalten. Andernfalls 

h/~tte n/imlich !~* in bezug auf den verknoteten Vollring !~ die Ordnung null und in bezug 

auf die in ~ liegende Knotenlinie k die Ordnung ~, was nach w 9 Satz 3 unmSglich ist. 

Dem Torus ~ im Inneren von !8" entsprieht ein Torus ~' im Inneren von ~. Wenn 

wir annehmen, dass ~ in einem 3-Simplex liegt, das die | mit R a gemein hat, berandet 

~ '  in der ~a mindestens einen Vollring. T' kann keinen Vollring beranden, der in ~ liegt. 

Einem solchen entspr/iche n/imlich ein yon ~ berandeter Vollring im Inneren yon ~*, 

wahrend yon ~ wegen der Verknotung yon !~ nur ein Vollring berandet wird, namlich 

~, und dieser liegt nicht im Inneren von !~*, wie eben festgestellt wurde. ~' ist also in der 

6 3 Rand eines verknoteten Vollringes !~', der den Rand yon ~ im Inneren enthitlt. Es 

kann angenommen werden, dass eine Ebenensehar (E) des R 3, die parallel zur Bodenfl/iche 

yon ~ ist, in bezug auf ~' zul/issig ist, da sich dies durch eine beliebig kleine Verschiebung 

der Eeken einer simplizialen Zerlegung von ~' erreichen liisst, bei welcher ~'  zu den Sehnen 

k i und  dem Rande von ~ punktfremd bleibt: Einer solchen Versehiebung entsprieht eine 

Deformation von ~, die man auch dadurch erhalten kann, dass man ~ einer geeigneten s- 

Abbildung der 6 3 auf sich unterwirft, die auf k die Identit/it ist. Nach w 4 Satz 2 gibt es 

eine Ebene E der Schar (E), die ~ '  in mindestens einem Meridian von ~ '  sclmeidet. Sei 

m' ein solcher, der auf E ein Elementarfl/ichenstiick e berandet, das keinen weiteren Meri- 

dian yon ~ '  enthiilt. Falls r Sehnittlinien mit ~'  gemein hat, so lassen sich diese nach w 9 

Hilfssatz 6 beseitigen, sodass man, wenn e nicht bereits diese Eigenschaft hat, aus e eine 

Meridianfl/iche m' yon ~ '  erh/ilt, die im Inneren von ~ liegt, m' zum Rand hat und deren 

Schnittpunkte mit den Sehnen k ivon ~ auf e liegen, m' muss mindestens eine der Sehnen 

ki treffen, denn m' entspricht einer Meridianfl/iche m yon ~, und es muss m von k ge- 

schnitten werden, da k nicht-trivial in ~ liegt. Sei etwa k~. eine solche Sehne von ~, 
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die m' trifft, k~ und m' haben nur einen Schnittpunkt gemein, da ]eder gemeinsame Punkt 

in e liegt und r hSchstens einell Punkt mit kj gemein haben kann, weil r parallel zur Boden- 

fl~iche von ~ ist und kj monoton yon der Dachfl/iehe zur Bodenfl/iche von ~ fiihrt. Man 

kann nun kj dureh einen Weg auf dem Rande yon ~ zu einer Kreislinie lj schliessen. 

Diese liegt im Inneren yon ~ '  und hat in 93' die Umlaufzahl 1 nachw 9, Folgerung aus 

Hilfssatz 1. Da aber 93' verknotet ist, erh~ilt man einen Widerspruch zu w 7 Satz 1. Damit 

ergib~ sich, dass der hier betrachtete Fall nicht eintreten kann. 

4. Schritt: Diskussion des Falles b. 

Die einzige Schnittlinie s von m* und ~2 berandet auf m* eine Meridianfl/iehe m des 

~'erknoteten Vollringes 93, undes liegt 93 im Inneren yon 93*. ~ entspricht einem Kreisring 

r' auf ~, yon dessen R~tndern der eine, s;, in der Dachfl/tche, der andere, s~, in der Boden- 

fl~tche von ~ liegt. S'l bezw. s.~ berandet in der Dach- bezw. Bodenflttche yon ~ ein Elemen- 
t P ! p tarfl~chenstiick m~ bezw. mz, und es bilden sieh m~ und mz in die Meridianfliiche m yon 

ab. m~, ms und r' beranden auf ~ eine Kugel •', die sich auf ~ abbildet. Da k in 93 liegt, 

enthglt ~' alle Sehnen k~ yon ~. Der Durchschnitt des Randes yon ~ mit dem Rande yon 

.•' besteht aus den disjunkten Elementarfl~tchenstiicken m[ und m~. Die Sehnen kl sind 

in ~ unverknotet und fiihren yon m~ in ~' nach m~. Nach w 8 Hilfssatz 2 sind die Sehnen 

k~ auch in ~t' unverknotet, und das abgesehtossene Komplement yon .R' beziiglich ~ ist 

ein unverknoteter Vollring. 

Wit betraehten nun auf 93 einen Kreisring g, der yon einer Seele a yon ~ und einem 

Breitenkreis b yon 93 berandet wird, tier abgesehen von b im Inneren yon 93 liegt und dessert 

Durchschnitt mit der Meridianfl~tche m yon 93 aus nur einem Querschnitt yon g besteht. 

Dass ein solcher Kreisring existiert, erkennt man unmittelbar, wenn man 93 l~tngs m zu 

einem Prisma aufschneidet und beachtet, dass die Achse dieses Prismas einer Seele yon 

entspricht. 

VermSge der Abbildung a yon ~ auf 93* entspricht dem Kreisring gauf  ~ ein Ele- 

mentarfl/tchenstiick ,3' auf ~', der Seele a yon ~ bei Orientierung eine Sehne a' yon ~', 

die in ~'  unverknotet ist, wie durch g' in Evidenz gesetzt wird. a' ist auch unverknotet 

in ~, da das abgeschlossene Komplement yon ~' beziiglich ~ ein unverknoteter Voilring 

ist. Dann bildet sieh aber a' auch in eine orientierte Seele von 93* ab naeh w 6 Hilfssatz 2. 

und 93* sind also gleich verknotet, undes hat ~* in bezug auf 93 die Ordnung 1. Naeh 

w 10 Hilfssatz 2 gibt es eine s-Abbildung der ~3 auf sich, die ~3 in 93* iiberfiihrt und ausser- 

halb einer beliebig kleinen Umgebung des abgeschlossenen Komplements von 93 in bezug 

auf ~*, also insbesondere auf k, die Identit/it ist, woraus sich ergibt, dass ~ mit k denselben 

Schlauchzopf darstellt wie ~* mit k. (Ein gesehloa~ener Zopf kommt nicht in Frage, da 

verknotet sein sollte). 



268 Horst Schubert. 

5. Schritt: Diskussion des Falles c. 

Es sei a wieder die Abbildung yon ~ auf 93", die zu der Darstellung yon 93* durch 

gehSrt. Ferner sei r die Trar~slation des R s, welche die Dachflitche yon ~ in die Boden- 

flitche iiberfiihrt. 

Auf ~ liegen fl Kreisringe, die sich vermSge a zu ~: zusammensetzen und die je einen 

Rand in der Dachfliiche und in der Bodenflitche von ~ liegen haben. In der Dachfl/iche 

von ~ betrachten wit einen Rand S~l eines solchen Kreisringes, wobei Sll so gew~thlt werde, 

dass s~l in der Dachfliiche yon ~ ein Elementarfl/ichenstfick m~t berandet, das keinen weite- 

ren Rand eines Kreisringes enth/ilt 1. s~1 ist Rand eines Kreisringes r~, dessen zweiter Rand 

s~2 in der Bodenfl~che von ~ liegt und dort ein Elementarfliichenstiick m~2 berandet. 

re;l, r~ und m~2 beranden auf ~ eine Kugel ~{~. lrt~2 kann keinen Rand eines der yon r~ 

verschiedenen Kreisringe enthalten, da m~l keinen solchen Rand cnthiilt und jeder dieser 

Kreisringe ]e einen Rand in der Dachfl/~che und in der Bodenfl~che yon ~ hat. m~l nnd m~2 

bilden sich also vermSge ~ in Meridianfl/ichen m~ bezw. m2 von ~ ab, die aus 93 eine Kugel 

~x ausschneiden, die Bild der auf ~ yon m~l, r~ und m~2 berandeten Kugel ~ ist. Der 

Meridianfl~tche m2 von ~ entspricht in der Dachfl/iche von ~ ein Elementarflitchenstiick 
t ! t ! 

m21 = ~-1(m22) mit dem Rande s21.' Dabei ist s21' Rand cines Kreisringes r2, und auf lu2~ 

liegt kein weiterer Rand eines Kreisringes. Man bemerkt nun, dass der zweite Rand s~2 

von r~ in der Bodenfli~che von ~ ein Elementarfl/~chenstiick m~.z berandet, das keinen weite- 

ren Rand eines Kreisringes enthiilt und sich in eine Meridianflitche ms von ~ abbildet. 

11121, m32 und r~ beranden auf ~ eine Kugel ~i2, die sich in eine Kugel ~22 auf 93 abbildet. 

Man ka'nn nun diese Betrachtung fortsetzen, indem man jetzt das Elementarflachenstiick 

m31 =~-1(m~2) in der Dachfliiche yon ~ betrachtet, das der Meridianfl~tche ms yon 93 

entspricht, und entsprechend weiterschliesst. Man bemerkt: Ist fl > i die Anzahl der Schnitt- 

linien von m* und ~, so schneiden diese fl disjunkte Elementarflachenstficke nh, m2 . . . .  , 

mz aus m* aus, die Meridianfliichen yon 93 sind. Jeder solchen Meridianflache mi(i = 1, 

2 . . . . .  fl) entspricht in der Dachfl~tche bezw. Bodenflgche von ~ ein Elementarflitchenstfick 
! P t t t m~l bezw. m~ mit dem Rande s~,~ bezw. s,2, und es ist v(m'~) = m~. Ferner sind s~',l und 

S[+l.~ (Indices modulo fl) die Riinder eines Kreisringes r;, der zusammen mit rail und 

m[+~.~ auf ~ eine Kugel ~'~ berandet, die durch a in eine Kugel ~ abgebildet wird, welche 

aus 93 durch mi und m~+~ ausgeschnitten wird. Da jede der Sehnen kl, k2 . . . . .  k, yon !8 

von der Dachfli~che zur Bodenfliiche yon ~ fiihrt und fiber jedem Endpunkt einer Sehne 

(in der Bodenfliiche) ein Anfangspunkt einer Sehne (in der Dachfl/iche) liegt, miissen in 

jeder der Kugeln g~, ~:~, . . . ,  ~ je ? = ~fl-1 Sehnen liegen. 

1Tats~chlich ist sit beliebig withlbar. 
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Wenden wir auf 23 die Tra~slationen T ~ ffir j = 1, 2 . . . .  ,/3 an, so erhalten wir fi Prismen 

231, ~ 2 , . . - ,  ~ ,  wobei die Dachfliiche yon ~ mit der Bodenflitche von 23i-1 zusammen- 

fiillt. Die Prismen ~ setzen sich also zu einem Prisma ~ zusammen. In ~}.~ betrachten wir 

das Bild ~ yon ~ .  Die Kugeln ~1, ~2 . . . .  , ~ setzen sich zu einer einzigen Kugel S~ 

zusammen, und aus den Bildern der entsprechenden Sehnen yon ~ erh~lt man ~ Sehnen 

~1, kz . . . . .  ke yon if, die monoton yon der Dachflitche zur Bodenfliiche von ~ ffihren. 

hat mit der Dachfl~ehe und der Bodenfl~che v o n ~  ]e ein Elementarflitchenstiick m l  = T (m11) 

bezw. m2 = ~ ' (11112) gemein. Wendet man auf jede Kugel ~lj die Abbildung av -j an, 

so erhitlt man eine simpliziale Abbildung o) yon ~ auf ~,  bei der jeder Punkt  P yon nh 

denselben Bildpunkt hat wie derjenige Punkt yon ~i2, der aus P dutch die Translation 

z ~ entsteht, w~hrend jedes andere Punktepaar yon ~t verschiedene Bildpunkte hat. Man 

erh~lt eine Darstellung yon ~ dutch ein Prisma, wenn man noch ~ in geeigneter Weise 

in ein Prisma iiberfiihrt. Wir werden im 6. Schritt zeigen, dass wir 5~ durch eine semilineare 

Ab'bildung ~0 so auf ~ abbilden kSnnen, dass die Sehnen ['l, Z'2 . . . . .  X' zvon  St" punktweise 

Iestbleiben und dass ~t~ bezw. 1~i2 so in die Dach- bezw. Bedenfl~che yon 23 iibergehen, 

dass au~ nti gilt ~ = ~-~q0~ r d.h. fibereinanderliegende Punkte yon 11i, und g~ gehen in 

iibereinanderliegende Punkte der Dach- oder Bodenflitche von ~ fiber. Durch ~ und co~0 -~ 

erh~lt man dann eine Darstellung yon ~,  .wobei sich die Sehnen 1,'t, k~ . . . . .  k~, die in 

monoton yon der Dachfl~che zur Bodenflitche fiihren, zu /c zusammensetzen. ~ stellt 

also mit k einen Schlauchzopf der F~denzahl ~ dar, wenn ~ r 1 ist. Dass tatsiichlich )~ ~ 1 

ist, wird sich sogleich ergeben. 

Wir wenden uns dem Nachweis zu, dass 93* mit einer orientierten Seele von 93 einen 

Schlauchzopf bezw. geschlossenen Zopf der Fiidenzahl fl darsteltt. Wir benutzen dazu 

die Sehne ~1 v o n  ~'. Ihren Endpunkt  verbinden wir in m~ mit dem Endpunkt yon k~ dutch 

einen Weg u, der den Rand yon m~ nicht trifft. Wit  kbnnen nun u so yon fii 2 abheben, 

dass aus k~u eine Sehne 5 von ~i entsteht, die yon i ~  monoton nach ilt~ ffihrt. Wir werden 

die Abbildung ~0 yon ~ auf ~ noch so bestimmen, dass sie auch auf 5 die Identitiit ist. 5 

wurde so gewiihlt, dass Anfangs- und Endpunkt  bezfiglich der Abbildung o ~  -~ yon 23 auf 

denselben Bildpunkt haben, d. h. 5 geht in eine Knotenli.nie a auf 93 fiber. Da 5 monoton 

yon der Dachfliiche zur Bodenfl~che fiihrt, ist 5 in ~ unverknotet, und daraus folgt nach 

w 6 Hilfssatz 2, dass a orientierte Seele yon 93 ist. 93* stellt mit a einen Schlauchzop[ bezw. 

geschlossenen Zopf der F/idenzahl fl dar. Wendet man n~imlich auf jede Kugel ~;~. die Trans- 

lation ~-~ an, so geht 5 in fl Sehnen yon 23 fiber, die monoton yon der Dachfiiiche zur Boden- 
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flKche yon ~ ffihren und sich vermSge ~ wieder zu a zusammensetzen, denn auf ~ ist 

die Abbildung co gerade durch ax  - j  definiert. 

Aus dem eben Ausgeffihrten ergibt sich zugleich, dass 7 # 1 ist. Andernfalls kSnnte 

~ als a benutzt werden, und man erhielte, dass k orientierte Seele yon ~ istl Es war jedoch 

~orausgesetzt, dass k nicht-trivial in !8 liegt. 

6. Schritt: Konstruktion der im 5. Schritt benutzten Abbildung ~o. 

Wit unterwerfen ~ der Abbildung ~-~, wodurch ~ in ~0 = ~ und ~ in ~:0 fibergeht. 

~0 und ~1 haben das Elementarfl~chenstiick ~fil gemein, das in der Dachfl~che bl yon ~ 

liegt. Sei sl der Rand yon Utl, t der Rand von b~. sx und t beranden auf bl einen Kreisring 

r, der das abgeschlossene Komplement yon ~I~ bezfiglich bx ausmacht. Nach w 2 Hilfssatz 4 

lasst sich sl fiber r kombinatorisch isotop in t (bei geeigneter Orientierung) deformieren. 

Wir benutzen dazu eine simpliziale Zerlegung yon b~, die so rein ist, dass kein 2-Simplex 

der Zerlegung, das eine Ecke mit s~ gemein hat, einen der Anfangspunkte der Sehnen 

kx, k~ . . . .  , ~'~ und a yon ~ enthalt. Wir ffihren nun die Deformation yon sx fiber r in t aus 

und definieren bei jedem Deformationsschritt eine s-Abbildung ffir ~'o und ~1 und zwar 

so, dass ~:o bezw. ~1 stets in ~0 bezw. ~ verbleibt. Bei den Deformationen sind zwei 

Falle zu unterscheiden: 

1) eine Kante eines 2-Simplexes wird fiber dieses hinweg in die beiden anderen Kanten 

deformiert, 

2) zwei Kanten eines 2-Simplexes werden fiber dieses hinweg in die dritte Kante de- 

formiert. 

1. Fa l l :  

Es sei e das 2-Simplex, fiber welches die Kante al in die Kanten a2 und a3 zu deformieren 

ist. Der Durchschnitt yon e und ~1 besteht aus ax. ~ sei das 2-Simplex yon bx, das niit r 

P, 
a. 

Fig. 27. 
b. 
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die Kante a 1 gemein hat. ~ enthalt keinen Anfangspunkt der Sehnen kl, ks . . . . .  ~ ,  5 von 

~. Wit kSnnen nun (Fig. 27) in ~1 unterhalb von e einen Punkt  Px so nahe an e w~thlen, 

dass der Projektionskegel voll P1 nach dem Rande von emi t  ~ll nur die Strecke a I gemein 

hat und dass der Projektionskegel von P1 nach dem Rande von ~ keines der auf ~1 liegenden 

Stficke von kl, k s . . . .  , h'v, ~ trifft. Entsprechend kSnnen wit einen Punkt Po in ~o oberhalb 

e so nahe an r w/ihlen, dass der Projektionskegel von P0 nach dem Rande von e m i t  go 

nut die Strecke al gemein hat  und dass der Projel(tionskegel von Po nach dem Rande yon 

keine der Sehnen yon ~o trifft, die aus den auf ~ liegenden Stricken yon kl, ks . . . . .  ~'v, 

dutch ~-~ entstehen. Seien b~ und b3 die yon a I verschiedenen Kanten von [. Durch die 

Projektionsstrahlen von P0 und P~ nach dem Rande yon ~ wird eine Doppelpyramide 9/ 

berandet, die Projektionsstrahlen yon P0 und P1 nach dem Rande des Elementarfl~tchen- 

strickes e + ~ beranden eine Doppelpyramide ~ (vgl. w 2, Beweis von Satz 3). Wir bilden 

nun das 2-Simplex [ durch eine s-Abbildung Z so auf das von e und ~ gebildete Elementar- 

fl~tchenstfick ab, dass Z auf b s und b 3 die Identit/~t ist. Diese Abbildung erweitern wir zu 

einer s-Abbildung von ~ auf ~ ,  indem wit den Projektionsstrahl von Pobezw. P1 nach einem 

Punkte Q yon ~ affin auf den Projektionsstrahl yon Po bezw. P1 nach x(Q) abbilden. 

Diese Abbildung von ?[ auf ~ bezeichnen wir wieder mit X. Da Z auf den Projektionsstrahlen 

yon P0 und P1 nach den Punkten yon bs und b3 die Identit~tt ist, erhalten wir eine s-Abbil- 

dung ffir ~x bezw. ~0, wenn wir den auf 9~ liegenden Weil von ~-~ bezw. ~o der Abbildung 

Z unterwerfen und den ausserhalb ~ liegenden Tell yon ~71 bezw. ~o identisch auf sich 

abbilden. Die so gewonnenen s-Abbildungen yon ~1 bezw. ~0 wollen wir mit X1 bezw. 

Z0'_ bezeichnen, gl bezw. Z0 ist auf den in &~l liegenden Stricken von kl, ks, �9 �9 ~r, ~ bezw. 

den entsprechenden Sehnen von ~0 die Identit~tt. Ausserdem hat Z~(s bezw. Zo(~o) 

mit den Projektionsstrahlen yon P~ bezw. Po nach den Punkten yon as und as nur die 

Punkte yon a~ und as gemein, s tar t  Z~ ( ~ )  bezw. Zo (~o) schreiben wir wieder ~ bezw. ~o- 

2. Fall: 

Es sei r das 2-Simplex, fiber welches die beiden Kanten al, a s in die Kante as zu defor- 

mieren sind. Der Durchschnitt yon e und ~ besteht aus a~ + az. Die Kanten a i u n d  ai+ 1 

(Indices modulo 3) mSgen in der Ecke Q~+s zusammenstossen. Wir kSimen nun (Fig. 28) 

einen Punkt  Q~ in b~ ausserhalb e so nahe an Qs w/ihlen, dass a s zusammen mit den Strecken 

b~ = Q~Q~, b~ =Q~Qz auf bl ein 2-Simplex r berandet, das e umfasst und keinen Anfangs- 

punkt der Sehnen k~, k~ . . . .  ,7c~, a enthiilt. Das abgeschlossene Komplement von r bezrig- 

lich r ist ein Elementarfl~chenstrick ~, das yon b~, b s, a~, a~ berandet wird. Das weitere 

Vorgehen entspricht nun dem im l. Falle. Wir wKhlen den Punkt  Px bezw. Po in ~ bezw. 
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Fig. 28. 

3~ o unterhalb bezw. oberhalb e so, dass der Projektionskegel yon P1 bezw. Po naeh dem 

l~ande von e mit ~1 bezw. ~o nur die Strecken al, a~ gemein hat und dass der Projektions- 

kegel yon P~ bezw. Po nach dem Rande yon ~ keines der auf ~1 liegenden Stiicke yon kl, 

['2 . . . .  , ~'~, a bezw. keine der entsprechenden Sehnen yon S~::o trifft. Wir erhalten wieder 

zwei Doppelpyramiden 9~ und ~, die von den Projektionsstrahlen yon Pound P1 nach dem 

Rande yon [ bezw. naeh dem Rande von r = e + ~ berandet werden. [ wird dutch eine 

s-Abbildung H, die auf b 1 und b e die Identitiit ist, auf e* abgebildet, und diese Abbildung 

wird dureh affine Mitnahme der Projektionsstrahlen von P0 und P1 zu einer s-Abbildung 

H yon ~ auf ~ erweitert. Man erhiilt eine s-Abbildung Hi bezw. Ho yon ~1 bezw. ~o, wenn 

man den auf ~[ liegenden Teil yon ~1 bezw. ~o der Abbildung H unterwirft und den ausser- 

halb ~ liegenden Tell yon ~ bezw. ~o identisch abbildet. H~(~) bezw. H0(~0) hat mit 

den I)rojektionsstrahlen yon P1 bezw. P0 nach den Punkten yon a3 nur die auf a~ liegenden 

Punkte gemein, und 7.1 bezw. Ho ist auf den Sehnen von 5~71 bezw. ~ die Identititt. Statt 

HI ( ~ )  bezw. H0(~'o) wird wieder 5~'~ bezv~. ~o geschrieben. 

Wenn wir nun die ]~ombinatorische Deformation yon s I fiber den Kreisring r in den 

Rand t yon bl ausfiihren und bei jedem De.formationssehritt ~'0 und ~1 den entspreehenden 

Abbildungen :40 bezw. H1 unterwerfen, so setzen sich diese Abbildungen zu einer einzigen 

s-Abbildung F0 bezw. ~1 yon ~to bezw. ~1 zusammen. Diese Abbildungen stimmen auf 

dem Elementarfl~chenstfick ~ ,  = ~-~(~12) , das ~0 und ~ gemein haben, fiberein and sind 

auf den yon kl, ke , . . . ,  ~'r, g herrfihrenden Sehnen von ~0 bezw. ~t'~ die Identit~t. Wir 

erhalten nun ffir ~ eine s-Abbildung ~1, wenn wit ~1 der Abbildung Yh, ~z der Abbildung 

�9 ~Y:o ~-~ unterwerfen und ~e, �9 �9 ~'~-~ identiseh abbilden. ~ ist auf kl, ke, �9 �9 kr, 5, die 

Identit~t, und auf ml ist ~1 = ~ - ~ 1  ~ .  ~1(~) wird berandet ~:on der Dachfi~tche b~ = ~ 

(ml) des Prismas ~, der Bodenfl~che be = ~l(me) yon ~ und einem Kreisring ~, der, abgesehen 

yon seinen Ritndern, im Inneren von ~ liegt. Das letzte folgt aus der obigen Konstruktion 

der Abbildungen 2;o und Z1. Wir werden nun eine s-Abbildung ~ yon ~1 (~) auf ~ angeben, 

die auf bl, be und den Sehnen k~, ~ , . . . ,  ~r, ~ die Identititt ist, sodass ~ = ~e ~1 eine s- 

Abbildung von ~ auf ~ mit den gewfinschten :Eigenschaften ist. 
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Sei t der Mantel von ~. Der Rand von ~ hat mit dem Rand von ~1 (~) die beiden 

disjunkten Elementarfl/ichenstiicke hi, b~ gemein. Da die Sehne kl monoton von bl nach 

b2 fiihrt, ist ~ unverknotet in ~,  und naeh w 8 Hilfssatz 2 ist ki auch unverknotet in ~ ( ~ ) .  

Das abgeschlossene Komplement yon ~1(~) in bezug auf ~ ist nach w 8 Hflfssatz 1 ein 

unverknoteter Voilring ~ ,  fiir welchen die R~nder yon bl und b~ Breitenkreise sind. 

Der yon b~, b~ und den Sehnen kl, k s . . . .  , kr, 4 gebildete Komplex hat mit ~ nut diese 

beiden Breitenkreise gemein, und diese zerlegen den Rand yon ~ in die Kreisringe 

und t. Naeh w 8 gibt es nun eine s-Abbildung der | auf sic]a, die ~ in t iiberfiihrt und auf 

b~, b2, 51, k2 . . . . .  k~, g die Identit/~t ist. Diese s-Abbildung induziert auI ~ ( ~ )  eine s-Abbil- 

dung ~2 mit den gewiinschten Eigensehaften. Damit ist der Beweis des Hilfssatzes beendet. 

Hilfssatz  3: Durch den Voilring ~* mit der Knotenlinie k werde ein Schlauchzop] 

Z* dargestellt. ~ sei ein verknoteter Vollring, der k nicht-trivial im Inneren entMilt. Dann 

liisst sich dutch eine s-Abbildung der | au] sic]t, die au] k die Identltiit ist, ~ in einen Vollring 

i~ber/i~hren, der im Inneren yon ~* liegt oder ~* urn/asst. 

Beweis:  Wir wenden w 18 Satz 1 auf ~ und ~* an. Der Fall 3 dieses Satzes kann nieht 

eintreten, da sonst der Rand und das abgeschlossene Komplement von ~ ins Innere von ~* 

zu liegen k/ime, was nach Hilfssatz 2 nicht mSglich ist. Es kann auch der Fall 4 yon w 18 

Satz 1 nicht eintreten. Es.existierte dann n/~mlich im Inneren von ~* ein Vollring ~ ,  in 

bezug auf welehen ~* die Ordnung 1 h~tte und der nicht mit ~* gleich verknotet ist. 

Nacil der Folgerung aus w 9 Hilfssatz 1 h/itte ~ auf ~* die Umlaufzahl 1, und nachw 9 

Satz 4 besiisse k auf ~ dieselbe Umlaufzahl cr wie auf !~*. Nach Hilfssatz 2 stellte dann 

mit/~ denselben Schlauchzopf dar wie ~* mit k. Dann miissten abet ~ und ~* gleich 

verknotet sein, womit wir einen Widerspruch erhalten. Die verbleibenden F~ile 1 und 2 

yon w 18 Satz 1 sind ge~ade unsere Behauptung. 

Hilfssatz 4: Ein Knoten, der sich als Sehlauchzop/ darstellen liisst, kann nicht dutch 

zwei verschiedene Schlauchz6p]e der gleichen Fddenzahl dargestellt werden. 

Beweis:  Der Knoten ~ werde dargestellt durch die SchlauchzSpfe Z' und Z" der gleichen 

F~tdenzahl. Es ist zu zeigen, dassZ '  = Z" ist. Der Vollring !~' stelle mit der Knotenlinle 

k den Schlauchzopf Z' dar. Fiir Z" wiihlen wit eine Darstellung, die k ebenfalls als Knoten- 

linie besitzt. Dies ist mSglich, da • sowohl dutch Z' als auch dutch Z" dargestellt werden 

soil. Die Darsteilung yon Z" bestehe also aus einem Voilring !~" mit der Knotenlinie k. 

Nach Hilfssatz 3 kann angenommen werden, dass einer der beiden Vollringe ~', ~"  im 

Inneren des anderen liegt. !~' enthalte etwa ~ "  im Inneren. Aus Hilfssatz 2 folgt nun 

Z '=  Z", da Z' und Z" gleiche F/~denzahl besitzen. 
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Hil i ssatz  5: Der Knoten ~ lasse sich dutch einen Schlauchzopf Z mit der Ftidenzahl 

o~ und dem Trdger 2 darstellen. Ist ~ ein Vollring, der mit der Knotenlinie k den Begleitknoten 

yon ~ darstellt, so hat ~ in bezug au] k die Ordnung o~, und es stellt ~ mit k den Schlauchzop] 

Z clar. 

Beweis:  Die Knotenlinie k stellt den Knoten ~ dar. Wit w/ihlen fiir Z eine Darstellung, 

die k als Knotenlinie besitzt. !~* sei der Vollring in dieser Darstellung. Die Ordnung von 

~* in bezug auf k ist die F~denzahl ~ yon Z: Iqach w 9 HilfssaVz 1 ist die Ordnung yon ~* 

in bezug auf k nicht kleiner als die Umlaufzahl r162 von k auf ~*, und es gibt eine Meridian- 

flache yon !~*, die k in nur :r Punkten trifft, sodass die Ordnung von !~* in bezug auf k 

auch nieht grSsser als ~ sein kann. 

Nach Hilfssatz 3 kalm angenommen werden, dass !~ entweder im Inneren von !~* 

liegt oder !~* im Inneren enthiilt. Es liege etwa ~* im Inneren yon !3. Die Ordnung von 

in bezug auf ~* kann nicht null sein, da sonst ~ naeh w 9 Satz 3 in bezug auf k die Ord- 

nung null hiitte im Widerspruch zur Voraussetzung, dass k nicht-tlivial im Inneren von 

!~ l ie#.  Dutch die beziiglieh k positiv orientierten Seelen yon !3 und von ~* wird der 

Knoten 2 dargestellt. Es muss nun eine so orientierte Seele a v o n  !~* zugleich orientierte 

Seele von !~ sein, da andernfalls !~ m i t a  den Knoten 2 als Begleitknoten yon sich selbst 

darstellte, was nachw 13 Satz 2 unmSglich ist. Es hat daher ~ in bezug auf !3" die Ordnung 

1, und es sind !13 und !~* gleich verknotet. Nach w 10 Hilfssatz 2 gibt es eine s-Abbildung 

der | auf sich, die !~ auf ~* abbildet und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung 

des abgeschlossenen Komplements von ~* in bezug auf !3, insbesondere auf k, die Identitiit 

ist. Es stellt also aueh !8 mit k den Schlauchzopf Z dar. Falls ~ im Inneren von !3" liegt, lasst 

sich entsprechend schliessen. 

Wir haben nun alle Hilfsmittel zur Verfiigung, um einen lJberblick fiber die Begleit- 

knoten zu erhalten, die ein als Schlauchzopf darstellbarer Knoten besitzt. Betrachten 

wir fiir einen solchen Knoten u zun~chst eine Darstellung dutch einen Sehlauchzopf Z' 

mit mSglichst kleiner F/idenzahl s  Z' werde dargestellt durch den Vollring !8' mit der 

Knotenlinie k und habe den Tr/~ger 2'. !3 sei ein verknoteter Vollring, der k nieht-trivial 

im Ilmeren enthalt und mit k einen Begleitknoten/x # ;t' von u mit der Ordnung ~, darstellt. 

Nach Hilfssatz 3 kann angenommen werden, dass ~ entweder im Inneren yon !~' liegt 

oder !~' umfasst. Nun kann aber !3 nicht im Inneren von !~' liegen, denn naeh Hilfssatz 

2 stellte dann !3 mit k einen Schlauehzopf Z dar. Da die F/idenzahl ~' yon Z' minimal 

sein sollte, miisste naeh Hflfssatz 2 auch Z die Fadenzahl cr haben und Z = Z' sein, was 

der Voraussetzung # # ),' widersprieht. !8 muss also !~' umfassen. Die Ordnung yon !~ 

in bezug auf ~ '  sei y'. Nach w 9 Satz 3 ist "r = Y' a', woraus wegen ~ # 0 folgt y' # 0. Sei 

1 eine beziiglieh k positiv orientierte Seele von !3'. l stellt den Knoten 2' dar, und wegen 
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# r 2' wird # dutch !~ und./als Begleitknoten der Ordnung ~0r '-1 von 2' dargestellt. Wenn 

wit die Hilfssatze 4 und 5 und den Satz yon w 22 beriicksichtigen, erhalten wit: 

S a t z  1: Ein Knoten ~, der sich als Schlauchzop/ darstellen ldsst, besitzt einen einzigen 

maximalen Begleitknoten ~': ~' tritt als Begleitknoten yon u mit nut einer Ordnung o~' au~, und 

ist /~ ein yon ~' verschiedener Begleitknoten der Ordnung ~ von ~, so ist # Begleitknoten der Ord- 

nung ~ ot '-1 von 2'. 2' ist Triiger eines Schlauchzop/es Z' der Fiidenzahl s  welcher der einzige 

Schlauchzop/ kleinster Fddenzahl ist, dutch den sich ~ darstellen ldsst. ~ ist dutch 2' und 

den geschlossenen Zop] Z*, der Z' zugeordnet ist, umkehrbar eindeutig bestimmt. 

Folgerung: Jeder Knoten, der sich als Schlauchzopf darstellen litsst, ist Primknoten. 

Die Folgerung ergibt sich wegen w 14 Satz 3 ohne weiteres daraus, dass die F/tdenzahl 

~' yon Z' grSsser als 1 ist. 

Die Fitdenzahlen, die bei den Darstellungen eines Knotens durch SchlauchzSpfe 

au~treten kSnrmn, sind beschr/inkt nachw 9 Satz 5. Unter den Darstellungen eines Knotens 

durch SchlauchzSpfe gibt es daher eine Darstellung durch einen Schlauchzopf Z" mit 

maximaler F~tdenzahl. Z" werde dargestellt durch den Vollring !~" mit der Knotenlinie 

k und besitze den Tr/tger 2". !~ sei ein verknoteter Vollring, der k nicht-trivial im Inneren 

enth/ilt tmd mit k den Begleitknoten/~ r 2" von u darstellt. Nach Hilfssatz 3 kann wieder 

angenommen werden, dass !~ entweder im Inneren von !~" liegt oder !8" umfasst. Falls 

!~" yon ~ umfasst wird, karm !~ mit k keinen Schlauchzopf darstellen. Da n/imlich Z" 

maximale Fitdenzahl hat, miisste andernfalls ~ mit k einen Schlauchzop~ derselben F~den- 

zahl wie Z" darstellen. Dann folgte aber aus Hilfssatz 4, dass !~ mit k denselben Schlauchzopf 

darstellte wie !8" mit k, also Z", was wegen/z r 2" ausgeschlossen ist. Liegt !~ im Inneren 

von !8", so folgt aus Hilfssatz 2, dass ~ mit k einen Schlauchzopf darstellt, dessen F/tdenzahl 

ein echter Teiler der F/tdenzahl yon Z"  ist, und dass !8" mit einer beziiglich k positiv orien- 

tierten Seele yon !~ einen Schlauchzopf darstellt. Wir erhalten: 

Satz 2: Ein Knoten ~, der sich als Schlauchzop/ darstellen l~isst, besitzt eine Darstellung 

clutch einen Schlauchzop] Z"  mit maximaler Fddenzahl. Der Trdger 2" von Z"  ist der kleinste 

Begleitknoten yon ~, der als Trdger einer Schlauchzop/darstellung von ~ au/treten kann. Ein 

Begleitknoten # yon ~ ist entweder Begleitknoten yon 2" oder Trdger eines Schlauchzop/es, 

dutch den ~ dargestellt wird. Im letzten Falle ist i~ entweder gleich 2" oder ein Knoten, der sich 

dutch einen Schlauchzop] mit dem Tr~iger 2" darstellen ldsst. 

Aus den S/itzen 1, 2 und Hilfssatz 1 folgt: 

Satz 3: Ein Knoten, der sigh als Schlauchzop/ darstellen l~isst, besitzt nut eine Darstellung 

als Schlauchzop/ genau dann, wenn sein maximaler Begleitknoten nicht als Schlauchzop/ dar- 

stellbar ist. 

18--  533806. Acta matheraatlca. 90. Imprim~ le 3 d~cembre 1953. 



276 Horst Schubert. 

Schliesslich folgt noch aus den tIilfss~ttzen 2, 3, 4, 5: 

Sa t z  4: Ein Knoten ~, der sich als Schlauchzop/ darstellen l~sst, kann nut durch endlich 

viele Schlauchz6ple dargestellt werden. Werden diese Schlauehzb'p/e nach au/steigender Fiiden- 

zahl geordnet, so sind ihre Triiger als Begleitknoten von n streng absteigend geordnet. 

w 24. Knoten, die sich als verallgemeinerte Schlauchz~pfe darstellen lassen. 

Bei den vorangehenden Betrachtungen wurden Prismen benutzt, in denen Sehnen 

monoton yon der Dachfliiche zur Bodenfliiche fiihrten. Wenn man die Schlussweisen genauer 

verfolgt, bemerkt man, dass h~ufig der monotone Verlauf der Sehnen des betreffenden 

Prismas nut  zu der Aussage benutzt wurde, dass die Sehnen in dem Prisma unverknotet  

sind, und dass nur diese letzte Tatsache wesentlich in die Schlussweise einging. Dieser 

Sachverhalt ]egt es nahe, den Begriff des geschlossenen Zopfes bezw. Schlauchzopfes folgen- 

dermassen zu veraltgemeinern: 

Es sei !8 ein Vollring in der ~a, k eine Knotenlinie im Inneren yon !~, die auf ~ die 

Umlaufzahl a > 1 besitze. Wenn sich ~ litngs einer Meridianfl~tche so zu einem Prisma 

aufschneiden l~sst, dass k dabei in cr unverknotete Sehnen yon ~ iibergeht, so sagen 

wir, dass 

mit k einen verallgemeinerten geschlossenen Zop] darstellt, wenn !~ unverknotet  ist, 

und dass 

mit k einen verallgemeinerten Schlauchzop] darstellt, wenn !8 verknotet  ist. 

Zwei solche Darstellungen, die aus einem Vollring !81 mit der Knotenlinie k 1 bezw. 

aus einem Vollring !~ 2 mit der Knotenlinie k2 bestehen, heissen wieder iiquivalent, wenn es 

eine s-Abbildung der | auf sich gibt, die ~2 so auf ~1 abbildet, dass dabei k2 in k I iibergeht. 

Eine )~quivalenzklasse der Darstellungen von verallgemeinerten geschlossenen ZSpfen 

bezw. yon verallgemeinerten SchlauchzSpfen heisse verallgemeinerter geschlossener Zop] 

bezw. verallgemeinerter Schlauchzop]. 

Werm der VoIlring !8 mit  der Knotenlinie k einen verallgemeinerten geschlossenen 

Zopf bezw. einen verallgemeinerten Schlauchzopf Z darstellt und dabei sr > 1 die Um- 

laufzahl yon k auf !~ ist, so bezeichnen wit a als Fiidenzahl von Z. Als F~tdenzahl ist wieder 

1 ausgeschlossen, da man sonst orientierte Seelen der betreffenden Vollringe erhielte. 

In  der betrachteten Darstellung von Z wird dutch k ein Knoten ~, dutch die beziiglieh k 

positiv orientierten Seelen von ~ ein Knotea  2 dargestellt. 2 heisse wieder Triiger von Z. 

Von dem Knoten ~ sagen wit, dass er dureh Z als verallgemeinerter geschlossener Zop/bezw. 

als verallgemeinerter Schlauchzop] dargesteUt wird. Die F~denzahl ~ und die Knoten ~ und 

sind offenbar unabh/ingig yon der Wahl der DarsteUung yon Z. 
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Fig .  29. 

Der in Fig. 29 angegebene Knoten ist ein Beispiel dafiir, dass die hier gegebenen 

Definitioneu echte Verallgemeinerungen der Definitionen der geschlossenen ZSpfe und 

SchlauchzSpfe sind. In Fig. 29 ~st unten das Komplement eines Vollringes ~1 schematisch 

dargestellt. Die Verknotung yon !~ 1 ist durch einen Torusknoten der Umlaufzahl 2 und der 

Yerschlingungszahl 5 (Knoten 51 der Alexander-Briggs'schen Tabelle) gegeben. ~l 8~ellt 

mit der Knotenlinie yon Fig. 29 einen verallgemeinerten Schlauchzopf der F~denzahl 2 dar. 

!~ ist in Fig. 30 zu einem Prisma aufgeschnitten. Dieser verallgemeinerte SchlauchzopI 

ist kein Schlauchzopf, da ~1 das Komplement des verknoteten Vollringes !8s, das in Fig. 29 

oben angegeben ist, im Inneren enth~ilt, und wegen w 23 ttilfssatz 2 ist dies fiir die Darstellung 
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i 

Fig. 30. 

eines Schlauchzopfes nicht mSglich, da ~2 die Knotenlinie nicht-trivial im Inneren enthalt. 

Das letzte folgt wegen des Hilfssatzes vonw 15 daraus, dass man aus der Knotenlinie einen 

Schlingknoten mit einer Kleeblattschlinge als Diagonalknoten erh/ilt, wenn man das 

Komplement voll 931 durch einen unverknoteten Vollring ersetzt. 

Die Hilfssi~tze 1, 2, 3 vonw 22 iibertragen sich ohne weiteres auf die Darstellungen 

yon verallgemeinerten gesehlossenen ZSpfen bezw. von verallgemeinerten SchlauchzSpfen. 

Es kann entsprechend definiert werden: 

Ein verallgemeinerter Schlauchzop] Z und ein verallgemeinerter geschlossener Zopi Z* 

l~eissen einander zugeordnet, wenn es fiir eine Darstellung von Z dutch einen u 93 

mit der Knotenlinie k und eine Darstellung yon Z* dutch einen Vollring 93* mit der Knoten- 

linie k* eine treue Abbildung von ~ auf 93* gibt, die k in k* iiberfiihrt. 

Damit iibertr/igt sich auch der Satz yon w 22: 

Satz i :  Ein verallgemeinerter Schlauchzopi bestimmt seinen Trdiger und seinen zugeord- 

neten verallgemeinerten geschlossenen Zop/ eindeuti9. Zu jedem vom Kreis verschiedenen 

Knoten ~ und jedem verallgemeinerten geschlossenen Zop[ Z* gibt es genau einen verallaemei- 

nerten Schlauchzop[ Z, der 2 als Trgger und Z* als zugeordneten verallgemeinerten Zop] besitzt. 

Es soll sich nun darum handeln, die Resultate vonw 23 so welt wie mSglieh zu iiber- 

tragen. Dabei ist es zweekm~ssig, etwas anders vorzugehen. Wit benStigen dazu 

I-Iilfssatz t :  Wird eine Kugel ~1 in der 6 3 semilinear aui eine Kugel ~2 in der 

abgebildet, so gehen unverknotete Sehnen yon ~1 in unverknotete Sehnen yon ~2 iiber. 

Beweis: Wir batten nur solche s-Abbildungen der @~ auf sich zugelassen, welche die 

Orientierung erhalten, und einen Knoten als eine Klasse yon Knotenlinien definiert, die 

sich durch solche s-Abbildungen der | auf sich in einander iiberfiihren lassen. Eine Kreis- 

linie geht abet auch dam1 ia eine Kreislinie iiber, wena mall die ~3 einer orientierungsum- 

kehrenden s-Abbildung unterwirft. Dies folgt daraus, dass bei einer soleheI1 s-Abbildung 
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ein Elementarfliichenstiick wieder in ein Elementarfl~tchenstiick iibergeht und dass der 

Kreis der einzige Knoten vom Geschlecht null ist. 

Die abgeschlossenen Komplemente der Kugeha ~i und ~2 sind Kugeln ~1 bezw. ~ .  

Durch eine s-Abbildung v0n ~1 auf ~2 wird eine s-Abbildung des Randes von ~1 auf den 

Rand von ~2 induziert. "Nach w 1 Satz 8 litsst sich eine solche s-Abbildung erweitern zu 

einer s-Abbildung yon ~1 auf ~2. Durch die so auf ~1 und ~1 definierten Abbildungen 

erh~ilt man eine semilineare Abbildung der ~s auf sich, welche die Orientierung erhitlt 

oder umkehrt. Hieraus und aus dem zuvor Bemerkten folgt nun die Behauptung, da mart 

aus einer Sehne yon ~1, die in ~1 unverknotet ist, eine Kreislinie erldilt, wenn man die 

Sehne auf dem Rande yon ~1 zu einer Knotenlinie schliesst. 

Hilfssatz 2: Stellt der V ollring ?8 mit der Knotenlinie k einen verallgemeinerten Schlauch- 

zop/ bezw. einen verallgemeinerter~ geschlossene~ Zol~/ der Fiidenzahl :r 1 dar, so hat 93 

in bezug au[ k die Ordnung ~. Ist m' eine Meridian/l~iche yon 93, die k in nut r162 Punkten tri//t, 

und schneidet man 93 l~ings m' zu einem Prisma ?~' au[, so zer/iillt k in ~r Sehnen yon ~ ' ,  

die entweder alle yon der Dach- zur Boden/l~iche oder alle yon der Boden- zur Dach/l~iche /iihren. 

Beweis:  Die Umlaufzahl yon k auf ~ ist :r und diese ist nachw 9 Hilfssatz 1 nicht grSsser 

als die 0rdnung von 93 in bezug auf k. Andererseits liisst sich 93 so zu einem Prisma auf- 

schneiden, dass dabei k in r162 unverknotete Sehnen des Prismas zerf~tllt. Das bedeutet ins- 

besondere, dass es eine Meridianflitche yon 93 gibt, die k in nur ~ Punkten trifft. Die Ord- 

hung von 93 in bezug auf k ist also nicht grSsser als ~ und muss somit gleich cr sein. 

Die zweite Behauptung des Hilfssatzes ~olgt daraus, dass die Umlaufzahl yon k auf 

93 gleich dem Betrag der algebraischen Schnittzahl yon k m i t m '  auf ~ ist. m' muss also 

von k in allen :r Schnittpunkten im gleichen Sinne durchsetzt werden. 

I-Iilfssatz 3: Der Vollring !8 stelle mit der Knotenlinie k einen verallgemeinerten 

Schlauchzop/ bezw. einen verallgemeinerten geschlossenen Zop/ der Fiidenzahl :r dar. Ist dann 

m' eine Meridian/ldche yon 93, die k in nut ~ Punkten tri//t, so geht k bei Au]schneiden yon 

ldngs Irt' zu einem Prisma ?~' in ~ unverknotete Sehnen yon ~" iiber. 

Beweis:  Nach Voraussetzung liisst sich 93 l~tngs einer Meridianfl~tche m so zu einem 

Prisma ~ aufschneiden, dass k in ~ unverknotete Sehnen von ~ zerfallt. Wit werden yon 

schrittweise zu ~ '  iibergehen. 

Es kann angenommen werden, dass der Durchschnitt yon irt undm'  nut aus doppel- 

punktfreien, paarweise punktfremden Schnittlinien besteht, die k nicht treffen und die 

zum Teil geschlossen shad, zum TeiI auf dem Rande von !8 entspringen und enden. Zu llt 

u n d m '  gibt es n~tmlich sicher eine dritte Meridianfl~tche m" von ~, die m and m' nut in 

solchen Schnittlinien trifft und die mit k ebenfalls nut ~r Punkte gemein hat. Man kanrt 
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dann die zu beweisende Aussage hintereinander auf die beiden Meridianfl/ichen m, m" und 

die beiden Meridianfl/ichen m', m" anwenden. Die im Weiteren benutzten Prismen sollen 

in einem 3-Simplex der ~a liegen. 

Bei Aufschneiden yon ~ zu ~ geht m in Dach- und Bodenfl/iche yon ~ fiber, die wir 

mit  ml bezw. m2 bezeichnen. Elementarfl/ichenstficke auf m bezeichnen wir beim Ubergang 

yon ~ zu ~ entsprechend mit Indices, je nachdem wit sie fiir ~ auf ml oder m2 betrachten. 

Alle fibrigen Bezeichnungen werden auf !~ und auf ~ gleich gew~thlt. 

Da !~ in bezug auf k die Ordnung cr hat, muss m' mit k mindestens a Schnittpunkte 

gemein haben. Die gemeinsamen Punkte yon k und m' sind also Schnittpunkte. 

Unter den geschlossenen Schnittlinien yon m u n d  m', falls solche vorhanden sind, 

betrachten wir eine innerste s' auf m', die auf m' ein yon weiteren Schnittlinien freies 

Elementarfl/ichenstiick e' berandet. Dabei withlen wir s' so, dass e' mSglichst wenig, etwa 

fl _-> 0, Schnittpunkte mit k besitzt. Auf ru berandet s' ein Elementarfliichenstfick r das 

k ebenfalls in fl Punkten trifft. Dies ergibt sich wie im Beweis yon w 15 Satz 1: 

Sei fll die Anzahl der gemeinsamen Punkte von k und e. Da e' ausser seinem Rande s' 

keine Schnittlinien yon m u n d  m' enthitlt, erh/ilt man aus ut eine Meridianfl/~che yon ~,  

wenn man e durch r ersetzt. Diese Meridianfl/~che muss k in mindestens ~ Punkten treffen, 

da :r die Ordnung von ~ in bezug auf k ist. Daraus ergibt sich, dass r hSchstens fl Punkte 

mit k gemein haben kann, also fll --<fl- 

Sei nun s" eine auf r innerste Schnittlinie yon m und m' (dabei kann s' = s" sein), 

die auf r ein yon weiteren Schnittlinien freies Elementarfi/ichenstiick r berandet. Auf el 

liegen f12 =<ill Schnittpunkte yon m u n d  k. Nun berandet s" auf m' ein Elementarflitchen- 

stfick e~, das f13 Punkte mit k gemein habe. Dabei ist f13 gfi2, denn man erhitlt aus in' 

eine Meridian~l/iche yon ~,  wenn man e~ durch el ersetzt, und diese muss k in mindestens 

Punkten, also in mindestens so vielen Punkten wie m' treffen. Eine auf e~ innerste Schnitt- 

linie yon m u n d  m' berandet auf e~ ein Elementarfl/ichenstfick, das f14 -<fi3 Punkte mit k 

gemein hat. Nach Wahl von s' ist fl --<f14. Wit erhalten fl --<f14 --<f13 -<f12 ~fll =<fl und damit 

fl =•1. 
e und r beranden zusammen eine Kugel R, die auf ~ liegt. Bei (Jbergang yon ~ zu 

wird die entsprechende Kugel R auf ~ berandet yon e' und einem auf nh oder lq~2, etwa 

auf m~, liegenden Elementarfl/ichenstfick e2. Man kann nun durch ein Elementarfl/ichenstfick 

[', das m' nicht und k in genau fl 1)unkten trifft und dessen Rand s o auf m2 liegt, ~ so in 

zwei Kugeln R1, R~ zerlegen, dass R yon .~. umfasst wird. Man w/~hle etwa ~' hinreichend 

nahe an r s o berandet auf m2 ein Elementarfl/ichenstiick ~2, das e2 umfasst. Dutch k werden 

fl Sehnen in R~ gebildet, die je einen Schnittpunkt yon k und ~' mit einem solchen yon k 

und e2 verbinden, und diese Sehnen sind nach w 5 Hilfssatz 6 unverknotet in R2, da die 
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Sehnen yon ~ unverknotet sind und der Kreis nur als Produkt yon Kreisen dargestellt 

werden kann. In ~1 werden ~r unverknotete Sehnen durch k gebildet, die je einen Punk~ yon 

ml mit einem Punkte yon m2 - ~2 + ~' verbinden. Schneiden wir nun !3 1/ings in - ~ + ~' 

zu einem Prisma ~ "  auf, so wird dieses dutch ein Elementarfl/tehenstiick, das dern Ele- 

mentarfl/ichenstiick ~ entspricht, in zwei Kugeln ~ ' ,  ~ '  zerlegt. DieseKugeln sind semili- 

neare Bilder von ~1 und ~ vermSge der zu ~ und ~ "  gehSrigen Abbildungert yon ~ bezw, 

~ "  auf ~.  Die Sehnen, die in ihnen von k gebildet werden, sind unverknotet nach Hilfssatz 

1, da die entsprechenden Sehnen von ~1 and ~2 dort unverknotet sind. Nach w 5 Hilfssatz 

6 setzen sich die Sehnen yon ~ '  und .~ '  zu unverknoteten Sehnen yon ~ "  zusammen und 

zwar wieder zu r162 Sehnen nach Hilfssatz 2. Die Anzahl der Schnittlinien von m' und 

m - ~ + ~' ist nach Konstruktiort um raindestens 1 kleiner als diejenige von m' und m. Stat t  

~ "  schreibert wir wieder ~ und m statt  m - [  + ~'. 

Das eben beschriebene Verfahren kann nun solange fortgesetzt werden, bis alle ge- 

schlossenen Schnittlinien von m u n d  m' beseitigt sind. Die nicht-geschlossenen lassen sich 

der Reihe nach entsprechend beseitigen. Es tri t t  nur an die Stelle von e ein Elementar- 

flitchenstiick, das sich aus einem durch eine Schnittlinie yon m abgeschnittenen Elementar- 

flitcheastiick und einem solcher~ auf dem Rande yon ~ zusammensetzt. Schliesslich sind 

dann alle Schnittlinien von m und m' verschwunden, und es folgt die Behauptung aus 

Hilfssatz 1 und w 5 Hilfssatz 6 wie oben, wenn man !8 liings m bezw. m' zu einem Prisma 

bezw. ~ '  aufschneidet und die Zerlegung yon ~ bezw. ~ '  durch m bezw. m' in zwei 

Kugeln betrachtet. 

Wit iibertragen nun die Betrachtungert von w 23. Das Analogon zu w 23 Hilfssatz 1 ist: 

I-Iilfssatz 4: Der Knoten ~ werde durch einen verallgemeinerten Schlauchzop/ Y mit 

dem Triiger 2 und der Fiidenzahl o~ dargestellt. Wenn sich 2 dutch einen verallgemeinerten 

Schlauchzop/ Z n~it dem Triiger # und der Fiidenzahl fi darstellen liisst, so liisst sich ~ auch 

dutch einen verallgemeinerten Schlauchzop] Z' darstellen, der tt als Triiger hat und die Fiidenzahl 

o~fi besitzt. 

B e w e i s :  Z werde dargestellt durch den Vollring !~ mit der Knotenlinie 1. 12 sei ein Voll- 

ring, der 1 zur orientierten Seele hat und im Inneren von !8 liegt. Ein solcher Vollring existiert 

nachw 10 Hilfssatz 1. Es kann angenommen werden, dass 11 mit einer Knotenlinie k im 

Inneren yon 11 den verallgemeinerten Schlauchzopf Y darstellt und 1 eine beziiglich k 

positiv orientierte Seele von 11 ist. Nach Hilfssatz 2 ist r162 die Ordnung von 11 in bezug auf 

k, fl die Ordnung vort !8 in bezug auf 11. Nach w 9 Satz 3 hat  !8 in bezug au~ k die Ordnung 

aft, und nachw 9 Satz 4 hat k auch die Umlaufzahl :r auf !8. Eine beziiglich 1 positiv orien- 

tierte Seele vort !8 ist such positiv orientiert beziiglieh k und stellt den Knoten tt dar. 

Es sei nun 11 eine Meridianflache yon !8, die k in genau a/~ Punkten trifft. Nach w 9 
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ttilfssatz 2 und 5 kann n so gew/ihlt werden, dass der Durchschnitt von n mit 1I aus fl 

paarweise disjunkten Meridianfl/ichen ml, m2 . . . . .  m s yon 11 besteht, die k in je ~ Punkten 

treffen. Dutch diese Meridianfl/iehen wird 11 in fl Kugeln ~1, ~2 . . . . .  ~ zerlegt, k bildet in 

jeder dieser Kugeln ~ je ~r Sehnen, die in ~i unverknotet sind. Sehneidet man n/imlich 

II  1/ings ml zu einem Prisma ~ auf, so zerf/~llt k nach Hilfssatz 3 in cr unverknotete Sehnen 

yon ?~, die je einen Punkt  der Dachfl/iehe yon ~ mit einem Punkt  der Bodenfl/~ehe ver- 
t p binden. ~ wird dutch Elementarfl/ichenstiicke m2 . . . . .  ms, die den Meridianfl/tchen m~ , . . . ,  

m~ yon 1I entsprechen, in fl Kugeln ~ ,  ~ . . . . .  ~ zerlegt, die den Kugeln ~1, ~2 . . . .  , ~ 

von l~ entsprechen. Jede der ~ Sehnen von ~ wird von einem Elementarfi/ichenstiick nt~ 

(i = 2, . . . ,  fl) in mindestens einem Punkt  gesehnitten, da jede Sehne einen Punkt  der Dach- 

fl/iche von ~ mit einem Punkt  der Bodenfl/iche verbindet, und auch nur in einem Punkt,  

da m; nur insgesamt ~ Schnittpunkte mit den a Sehnen von ~ aufweist. Aus w 5 Hilfssatz 6 

folgt, dass jede Sehne yon ~ in ~'i eine unverknotete Sehne bildet, und nach Hilfssatz 1 sind 

auch die von k in gti gebildeten Sehnen unverknotet in ~i- 

Wir kSnnen eine Stele 1 o von 11 w~hlen, die jede der Meridianfl~ehen ml, m2 . . . . .  m~ 

in genau einem Punkte trifft, l 0 werde so orientiert, dass 10 auf 11 zu 1 homolog ist. ~ stellt 

mit l o denselben verallgemeinerten Sehlauehzopf Z dar wie !8 mit  l, denn aach w 6 Hilfssatz 

1 gibt es eine s-Abbildung der ~a auf sich, die 1 in l o iiberfiihrt und auf dem Komplement 

yon 1I, insbesondere also auf dem Rande von !~, die Identitat  ist. 

Wir schneiden nun !8 langs n zu einem Prisma ~ auI. Nach Hilfssatz 2 und 3 zerf/~llt 

dabei 1 o in fl unverknotete Sehnen yon ~ ,  die je einen Punkt  der Dachfl~tche von ~ mit 

einem l~unkt der Bodenfl/iche verbinden. Den Kugeln ~i entsprechen auf ~ Kugeln ~ ' ,  

die je eine der aus 1 o entstandenen Sehnen von ~ enthalten. Da die in ~';' liegende Sehne 

vort ~ unverknotet in ~ ist, ist sie nachw 8 Hilfssatz 2 aueh unverknotet in ~[' ,  und das 

abgeschlossene Komplement yon ~ '  in bezug auf ~ ist ein unverknote.ter Vollring nach 

w 8 Hilfssatz 1. k zerf~tllt in ~ in atfl Sehnen von ~ ,  yon denen je a in  einer Kugel ~t;' 

liegen. Diese Sehnen sind nach Hilfssatz 1 unverknotet in ~'~', da die entsprechenden Sehnen 

yon ~ in ~ unverknotet sind. Da nun das ahgesehlossene Komplement voa ~ '  ill bezug 

auf ~ tin unverknoteter Vollring ist, sind die Sehnen von ~ '  nachw 8 Hilfssatz 1 auch 

unverknotet in ~ .  k zerfiillt also in ~ in ~fl unverknotete Sehnen von ~ ,  woraus sich 

die Behauptung ergibt. 

Wie das oben angefiihrte Beispiel fiir einen verallgemeinerten Schlauchzopf zeigt 

(Fig. 29, 30), 1/isst sich w 23 Hilfssatz 2 nicht vollst/indig iibertragen. Der jetzt vorliegende 

Saehverhalt wird durch die Hilfss/itze 5, 6 eharakterisiert. 

Hi l f s sa tz  5: Dutch den Vollring ~*  mit der Knotenlinie k werde ein verallgemeinerter 

Schlauchzop] Z* der Fiidenzal~l o~ > 1 d,~,,~t~l!t. ~ sei ein verknoteter Vollring im Inneren 
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yon ~*, der k nicht-trivial im  Inneren enthiilt. Dann  stellt ~ mit k einen verallgemeinerten 

Schlauchzop] Z dar. Die Fiidenzahl 7 yon Z ist Teller von a. Fi~r 7 = ~ ist Z = Z*, /iir 7 < o: 

stellt 93" mit  einer orientierten Seele von !8 einen verallgemeinerten Schlauchzop] der Fiidenzahl 

fl = ~7 -1 dar. 

Beweis:  Man kann den Beweis yon w 23 Hilfssatz 2 bis auf den dritten Schritt, der hier 

durch die Voraussetzungen gegenstandslos ist, fast W5rtlich iibertragen. Es kann jedoch 

unter Benutzung yon Hilfssatz 3 und friiherer Resultate ein einfacherer Beweis gegeben 

werden. 

Nach Hilfssatz 2 hat !~* in bezug auf k die Ordnung ~. Sei fl die Ordnung yon !8" 

in bezug auf ~ und 7 die Ordnung yon !8 in bezug auf k. bIach w 9 Satz 3 ist ~r = fl 7. Ferner 

sei Y' die Umlaufzahl yon k auf ~ und fl' die Umlaufzahl einer orientierten Seele yon !~ 

au~ ~*. Da ~ die Umlaufzahl von k au~ ~* ist, gilt ~ = fl' 7' nach w 9 Satz 4 und damit 

fl 7 = fl' 7'. Nach w 9 Hilfssatz 1 ist fl" g fl und 7' --< 7, woraus wegen fl 7 = fl' 7' folgt fl = fl' 

und 7 = 7'- 
Es sei nun m* eine Merid[anfl~tche yon !~*, die k in genau ~ Punkten trifft. Nach w 9 

Hilfssatz 2 und 5 kann m* so gewithlt werden, dass der Durchschnitt von m* mit ~ nur 

aus fl Meridianfl/ichen rex, ili 2 . . . . .  ~lfl yon ~ besteht, die k in je ? Punkten treffen. 

Schneidet man !8" langs m* zu einem Frisma ~ auf, so zerf/illt ~ in fl Kugeln ~ ,  ~s, �9 �9 -, 

~ auf ~ und k in ~ unverknotete Sehnen von ~,  die nach Hilfssatz 2 je einen Punkt  

der Dachfl/iche mit je einem Punkt  der Bodenfl/~che von ~ verbinden. Jede der Kugeln 

~ (i = 1, 2 , . . . ,  fl) enthiilt je 7 solcher Sehnen. Daraus folgt, dass jede der Kugeln ~ mit 

der Dachfl/~che und der Bodenflache von ~ je ein Elementarflgchenstiick gemein hat, 

das einer Meridianfl~tche von !~ entspricht. 

Jede der 7 Sehnen von ~ ist unverknotet in ~ und damit nach w 8 Hilfssatz 2 auch 

unverknotet in ~'i, und nachw 8 Hilfssatz 1 ist das abgeschlossene Komplement yon ~ 

beziiglich ~ ein unverknoteter Vollring. 

Betrachten wit nun den Fall fl = 1 (vgl. 4. Schritt des Beweises von w 23 Hilfssatz 2). 

Sei a eine orientierte Seele von !~, welche die auf In* liegende Meridianfl/iche m~ von 

in nur einem Punkte trifft. Ihr entspricht in ~ eine unverknotete Sehne a' yon ~'~. Da das 

abgeschlossene Komplement yon ~ in bezug auf ~ ein unverknoteter Vollring ist, ist 

a' nach w 8 Hilfssatz 1 auch unverknotet in ~ und daher a nachw 6 Hilfssatz 2 auch orien- 

tierte Seele yon ~*. !~ und !~* sind also gleich verknotet, und !8" hat in bezug auf ~ die 

Ordnung 1. Nach w 10 Hilfssatz 2 gibt es eine s-Abbildung der ~3 auf sich, welche ~* in 

!~ iiberfiihrt und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung des abgeschlossenen Komple- 

ments von !~ beziiglich ~*, also insbesondere auf k, die Identitiit ist. Daraus folgt, dass 

!8 mit k denselben verallgemeinerten Schlauchzopf darstellt wie !~* mit k. 
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Sei nun fl > 1. Den Kugeln ~'~ auf ~ entsprechen Kugeln ~'i in ~*, die sich zu !~ 

zusammensetzen. Sei a eine orientierte Seele yon !~, die in ]eder Kugel ~ii je eine unver- 

knotete Sehne a i bildet. Einer solchen Sehne a i entspricht nach Hilfssatz 1 in ~ eine un- 

verknotete Sehne a~ yon .~. Da das abgeschlossene Komplement yon ~ beziiglich ~ ein 

unverknoteter Vollring ist, ist a~ auch unverknotet in ~.  Daraus folgt, dass ~* m i t a  

einen verallgemeinerten Schlauchzopf der F/~denzahl fl darstellt. 

Wir schneiden nun !~ 1/ings ml zu einem Prisma ~ "  auf. ~ "  wird dutch Elementar- 

fl/ichenstiicke, die den Meridianfl/ichen m2 . . . .  , m~ yon ~ entsprechcn, in fl Kugeln ~ ' ,  

~'~', . . . ,  ~ '  zerlegt, die den Kugeln ~'1, ~2 . . . . .  ~ auf !~ entsprechen, k zerf/~llt in 

Sehnen yon ~ " ,  die je einen Punkt  der Dachflache yon ~ "  mit einem Punkt der Boden- 

fl/iche von ~ "  verbinden, denn es" wird nl Ivon  k in alien Schnittpunkten im gleichen Sinne 

durchsetzt, da die Umlaufzahl yon k auf ~ gleich der Ordnung yon !~ in bezug auf k ist. 

Jede Sehne yon ~ "  bildet also je eine Sehne in ~ '  und zwar eine unverknotete nach Hilfs- 

satz 1, da die entsprechenden Sehnen yon ~ in ~ unverknotet sind. Aus w 5 Hilfssatz 6 

folgt, dass die Sehnen yon ~ "  unverknotet sind. Es kan_a nun nicht ? = 1 sein, da sonst 

k nut  eine unverknotete Sehne yon ~ "  entspr/iche und somit k nach w 6 Hilfssatz 2 orientierte 

Seele yon ~ w~re, w/~hrend doch k nicht-trivial in ~ liegen sollte. Es ist also ~ > 1, und 

stellt mit k einen verallgemeinerten Schlauchzopf der F/~denzahl y dar. Der Hilfssatz ist 

damit bewiesen. 

I-Iilfssatz 6: Dutch den Vollring ~* mit der Knotenlinie k werde ein verallgemeinerter 

Schlauchzop/ Z* der F~lenzahl ~ > 1 dargestellt. ~ sei ein verknoteter Vollring, der k im 

Inneren entlgilt und dessen abgeschlossenes Komplement im [nneven yon ~* enthalten ist. 

Dann ist k nullhomolog au/ ~.  

B e w e i s :  Nach w 15 Satz 1 gibt es eine Meridianfl/iche m* von ~*, die den Rand yon 

nicht und k in genau :r Punkten trifft. Schneidet man ~* 1/~ngs m* zu einem I)risma 

auf, so zerf/illt k nach Hilfssatz 3 in :r unverknotete Sehnen k~ (i = 1, 2 . . . .  , ~) yon ~,  die 

wegen Hilfssatz 2 je einen Punkt  der Dachfl/iche mit einem 1)unkt der Bodenfliiche yon 

verbinden. Verbindet man nun den Endpunkt der Sehne k~ in der Bodenfl/iche yon 

durch eine Strecke u~ mit dem Punkte der Bodenfl/iche, der unter dem Anfangspunkt yon 

k[ liegt, so erh/ilt man aus k'~ und u'~ dadurch, dass man den Anfangspunkt yon u~ yon der 

Bodenfl/iche ins Innere von ~ abhebt, eine unverknotete Sehne k~' yon ~,  der nach w 6 Hilfs- 

satz 2 eine orientierte Seele a~.' yon !~* entspricht. Dann entspricht abet auch k~ u[ eine orien- 

tierte Seele a~ yon ~*,  da sich die Deformation yon k'~ u'l in eine Deformation von a~ auf 

!~* iibertr~igt. Die Bilder der Strecken u'~ auf m* bilden eine 1-Kette u. Nach w 15 Satz 

2 ist jede Seele a[ von ~* auf ~ nullhomolog. Man bemerkt: Der 1-Zyklus k auf !~ 1/isst 

sich durch Hinzunahme einer 1-Kette u auf m* in einen 1-Zyklus iiberfiihren, der auf !~ 
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nuUhomolog ist. u ist ats Differenz zweier 1-Zyklen ei~ 1-Zyklus, und u ist nullhomolog auf 

93, da u auf dem Elementarfl/~chenstiick m* im Inneren von 93 liegt. Damit folgt, dass k 

nullhomolog auf 93 ist. 

t t i l fssatz  7: Dutch den Vollring 93* mit der Knotenlinie k werde ein verallgemeinerter 

Schlauchzop] Z* dargestellt. 93 sei ein verknoteter Vollring, der k nicht-trivial im Inneren 

enth~ilt und au/ dem k nicht nullhomolog ist. Dann llisst sich dutch eine s-Abbildung der ~a 

au] sich, die au] k die Identit~it ist, 93 entweder in einen Vollring iiber]i~hren, der im Inneren 

yon 93* liegt, oder in eineu Vollring iiber]iihren, der 93* urn]asst. 

Der Beweis ergibt sich wie bei w 23 Hilfssatz 3 dutch Anwendung vonw 18 Satz 1. 

Fall 3 dieses Satzes scheidet hierbei wegen Hilfssatz 6 durch die Voraussetzung aus, 

dass k nieht nullhomolog auf 93 ist. Dass Fall 4 vonw 18 Satz 1 nicht eintreten kann, ergibt 

sieh wegen Hilfssatz 5 fast wSrtlich wie im Beweise von w 23 Hilfssatz 3. 

I-Iilfssatz 8: Ein Knoten, der sich als verallgemeinerter Schlauchzop] darstellen l~isst, 

kann nicht dutch zwei verschiedene verallgemeinerte SchlauchzSp]e der gleichen F~idenzahl 

dargestellt werden. 

Der Beweis vonw 23 Hilfssatz 4 iibertr/igt sich fast wSrtlich. 

I-Iilfssatz 9: Der Knoten x lasse sich dutch einen verallgemeinerten Schlauchzopf Z 

mit der F~idenzahl :r und dem Tr@er ,~ darstellen. Ist 93 ein Vollring, der mit der Knotenlinie 

k den (orientierten) Begleitknoten 2 von ~ darstellt, so stellt 93 atit k den verallgemeinerten 

Sehlauchzopf Z dar. 

Der Beweis von w 23 Hilfssatz 5 iibertr/igt sich wegen Hilfssatz 7 ohne weiteres. 

Sei nun ~ eirt Knoten, der sich als verallgemeinerter Schlauchzopf darstellen 1/~sst, 

k eine Knotenlinie, die u darstellt. Wir wollen weiterhin unter den Begleitknotert von 

nur solche zulassen, die man dutch Vollringe erhalten kann, welche k nicht-trivial im Inneren 

eathalten und auf denen k nicht nullhomolog ist, also nicht die Umlaufzahl null hat. Dies 

sind gerade die orientierten Begleitknoten von ~, w/~hrend die nicht-orientierten ausscheiden. 

Unter dieser Einsehr/inkung erh/~lt mart aus den Hilfss/itzen 4, 5, 7, 8, 9 fast wSrtlich wie 

in w 23 die folgenden S~ttze: 

S a t z  2: Ein Knoten ~, der sich als verallgemeinerter Schlauchzop] darstellen l~isst, 

besitzt unter seinen orientierten Begleitknoten einen einzigen maximalen ~'. Dieser ist Tr@er 

eines verallgemeinerten Schlauehzop]es Z', welcher der einzige verallgemeinerte Schlauchzop] 

kleinster Fdidenzahl ist, dutch den sich ~ darstellen liisst. ~ ist dutch ~' und den verallgemeinerten 

geschlossenen Zop/ Z*, der Z' zugeordnet ist, umkehrbar eindeutig bestimmt. 

Folgerung: Jeder  Krtotert, der sich als verallgemeinerter Schlauchzopf darstellen 

lasst, ist Pri.mknoten, 
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Sa t z  3: Ein Knoten ~, der sich als verallgemeinerter Schlauchzop] darstellen liisst, besitzt 

eine DarsteUung durch einen verallgemeinerten Schlauchzop] Z"  grSsster Fd~ienzahl. Der 

Triiger ~" von Z" ist unter den Begleitknoten von ~ der kleinste, der als Triiger einer Dar- 

stellung yon ~ als verallgemeinerter Schlauchzop] au/treten kann. Ein orientierter Begleitknoten 

tt yon ~ ist entweder Begleitknoten yon ~" oder Triiger eines verallgemeinerten Schlauchzop]es, 

dutch den u dargestellt werden kann. l m  lvtzten Falle ist # entweder gleich ~" oder ein Knoten, 

der sich dutch einen verallgemeinerten Schlauchzop/ mit dem Triiger ~" darstellen liisst. 

Sa tz  4: Ein Knoten, der sich als veraUgemeinerter Schlauchzop] darstellen liisst, besitzt 

nur eine solche Darstellung genau dann, wenn sein maximaler orientierter Begleitknoten 

nicht als verallgemeinerter Schlauchzop] darstellbar ist. 

Sa t z  5: Ein Knoten • der sich als verallgemeinerter Schlauchzop] darstellen liisst, "kann 

nur dutch endlich viele verallgemeinerte SchlauchzSp/e dargestellt u, erden. Werden diese 

veraUgemeinerten SchlauchzSp]e nach au]steigender Fiidenzahl geordnet, so sind ihre Triiger als 

Begleitknoten von ~ streng absteigend geordnet. 
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