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Einleitung.

Alle im folgenden vorkommenden Komplexe sollen in euklidische Simplexe zerlegbar
sein. Unter der 3-Sphire &8 verstehen wir den Rand eines euklidischen 4-Simplexes. Eine
Knotenlinie ist ein orientierter, geschlossener, doppelpunktfreier Streckenzug in der &3.
Wird von der Orientierung abgesehen, so sprechen wir von einer nicht-orientierten Knoten-
linie. Eine Klasse von Knotenlinien, die sich durch orientierungserhaltende, semilineare
Abbildungen der ©? auf sich (§ 1) ineinander iiberfithren lassen, heisst Knoten (§ 5). Ein
nicht-orientierter Knoten ist entsprechend als Klasse nicht-orientierter Knotenlinien de-
finiert. Als Kreis wird derjenige Knoten bezeichnet, der durch den orientierten Rand
eines 2-Simplexes reprisentiert wird.

In der Knotentheorie haben einige Verfahren Interesse gefunden, die es gestatten,
aus einem oder mehreren gegebenen Knoten neue , kompliziertere’ Knoten abzuleiten:
Schlauchknoten [4]!, Schlingknoten [12], Produktknoten [9]. Die dabei zur Konstruktion
benutzten Knoten wird man als ,einfacher ansehen als die abgeleiteten. Es erhebt sich
die Frage, wie dieses ,,Einfacher-Sein‘ zu erfassen ist und ob nicht auch anderen Knoten,
die nicht durch die angegebenen Verfahren erhalten werden konnen, ,,einfachere” Knoten
zugeordnet werden konnen. Diese Frage ist der Anlass zur vorliegenden Untersuchung
und soll mit dem Begriff des Begleitknotens eines Knotens beantwortet werden (§ 13).

Wir betrachten dazu in der 3-Sphire fiir einen gegebenen Knoten » eine Knotenlinie
k, welche » darstellt, und einen Vollring B, der & im Inneren enthilt und die folgenden
Bedingungen erfiillt:

1) k ist nicht im Inneren einer auf R liegenden Kugel enthalten,

2) k ist nicht ,,Seele” von B (§ 6),

3) B ist verknotet, d.h. durch die Seelen von B wird nicht der Kreis dargestellt.
Wenn nun % auf &L nicht nullhomolog ist, betrachten wir eine Seele ¢ von 8 und ori-
entieren sie so, dass k auf L zu einem positiven Vielfachen von a homelog ist. Falls k& auf
B nullhomolog ist, betrachten wir eine nicht-orientierte Seele a von 8. Durch a wird ein
Knoten bezw. nicht-orientierter Knoten A dargestellt, den wir als (orientierten bezw.

nicht-orientierten) Begleitknoten von x bezeichnen.

1 Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit.
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Falls k nieht-orientiert ist und den nicht-orientierten Knoten » darstellt, definieren wir
entsprechend nicht-orientierte Begleitknoten von ». Einen Begleitknoten 4 eines Knotens
bezw. nicht-orientierten Knotens » fassen wir als , einfacher verknotet als » auf, und wir
nennen einen Knoten einfach, wenn er keinen Begleitknoten besitzt.

Diese Definitionen erweisen sich dadurch als sinnvoll, dass jeder Knoten von seinen
Begleitknoten verschieden ist und dass die Eigenschaft, Begleitknoten zu sein, transitiv
ist: Ist # Begleitknoten von A und A Begleitknoten von x, so ist u Begleitknoten von
(§ 13). Driickt man die Eigenschaft von 4, Begleitknoten von x zu sein, durch 4 <x aus,
so erhilt man in der Menge aller Knoten und nicht-orientierten Knoten eine (schwache)
Anordnung, fiir welche die einfachen Knoten minimale Elemente sind. Beispiele einfacher
Knoten sind der Kreis, die Torusknoten (Schlauchknoten mit dem Kreis als Triger) und
diejenigen Schlingknoten; deren Diagonalknoten der Kreis ist (§20, §21). Durch die
Begleitknoten wird auch der Begriff des ,,Einfacher-Seins erfasst, von dem wir oben
ausgegangen sind: Schlauchknoten besitzen ihren , Triger” als Begleitknoten, wenn dieser
kein Kreis ist, Schlingknoten besitzen ihren ,,Diagonalknoten‘ als nicht-orientierten Begleit-
knoten, wenn er kein Kreis ist, und fiir einen Produktknoten sind alle vom Kreis verschie-
denen Faktoren Begleitknoten. Die Ausnahmerolle, die der Kreis hierbei spielt, riibrt
daher, dass wir oben durch die Bedingung 3) den Kreis als Begleitknoten ausgeschlossen
haben. Die Griinde hierfiir sind einerseits methodischer Art, da in den folgenden Unter-
suchungen unverknotete Vollringe eine Ausnahmestellung einnehmen werden, und anderer-
seits die Tatsache, dass sonst jeder Knoten den Kreis als Begleitknoten besisse.

Im einzelnen werden wir fiir Produkt- bezw. Schling- bezw. Schlauchknoten folgendes
zelgen:

" Ein Begleitknoten eines Produktknotens x ist Faktor von » oder Begleitknoten eines
Primfaktors von ». Dariiber hinaus ergibt sich ein neuer Beweis (vgl. [9]) fiir die Eindeutig-
keit der Zerlegung eines Produktknotens in Primknoten (§ 19).

Jeder vom Kreis verschiedene Schlingknoten besitzt das Geschlecht 1 und ist daher
Primknoten. Ein Schlingknoten mit einem vom Kreis verschiedenen Diagonalknoten
besitzt diesen als einzigen maximalen Begleitknoten: Jeder weitere Begleitknoten ist
Begleitknoten des Diagonalknotens. Die Schlingknoten (nach Definition nicht-orientierte
Knoten) werden bei Orientierung symmetrische Knoten, d.h. man erhilt durch beide még-
lichen Orientierungen denselben Knoten (§ 20)'.

Schlauchknoten mit einem vom Kreis verschiedenen Triiger besitzen diesen als einzigen
maximalen Begleitknoten. Triger, Umlauf- und Verschlingungszﬁhl pilden ein vollstindiges

Invariantensystem fiir die Schlauchknoten, wenn fiir den Kreis als Triger Umlauf- und

1 Zur Klassifikation der Schlingknoten vgl. H. SEIFErT [12].
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Verschlingungszahl so normiert werden, dass die Umlaufzahl kleiner als der Betrag der
Verschlingungszahl istl. Schlauchknoten sind Primknoten. Das Geschlecht eines
Schlauchknotens lisst sich aus dem seines Trigers berechnen (§ 21).

Wir werden die Schlauchknoten noch verallgemeinern zu Knoten, die sich durch
,,Schlduckzb‘pfe“ (§ 22) darstellen lassen und zu Knoten, die sich durch ,,verallgemeinerte
Schlauchzipfe'* darstellen lassen. Die ersten besitzen einen einzigen maximalen Begleit-
knoten (§ 23), die zweiten besitzen unter ihren orientierten Begleitknoten einen einzigen
maximalen (§ 24). In beiden Fillen erhédlt man Primknoten. Ein Knoten kann sich auf
mehrere Weisen als Schlauchzopf bezw. verallgemeinerter Schlauchzopf darstellen lassen,
es lisst sich jedoch ein vollstindiger Uberblick iiber alle diese Darstellungen erhalten.

Um zu diesen Resultaten gelangen zu konnen, werden wir zunichst die erforderlichen
Hilfsmittel bereitstellen. In Kapitel I wird die Einbettung von Vollringen in die 3-Sphire
&3 untersucht. Im Mittelpunkt steht der Satz von Alexander [2], dass jeder (simpliziale)
Torus in der €3 mindestens einen Vollring berandet, wofiir ein Beweis in § 4 wiedergegeben
wird. Der Satz von Alexander wird ergiinzt durch den Satz, dass das Komplement eines
Vollringes B in der €2 genau dann ein Vollring ist, wenn B unverknotet ist (§ 7). In § 10
wird gezeigt, dass sich zwei Vollringe in der ©3 genau dann durch eine orientierungserhaltende
semilineare Selbstabbildung der &3 ineinander iiberfithren lassen, wenn ihre Seelen densel-
ben nicht-orientierten Knoten darstellen.

In Kapitel II werden Begleitknoten eingefithrt und die fiir die Anwendungen spezi-
fischen Hilfsmittel entwickelt. In § 9 wurden bereits eine Homologie- und eine Isotopie-
Invariante fiir die Einbettung einer Knotenlinie in einen Vollring eingefiithrt. In § 15 und
§ 18 werden gleichzeitigs mehrere Vollringe betrachtet, welche dieselbe Knotenlinie im
Inneren enthalten. § 16 und § 17 enthalten hierbei bendtigte Hilfsbetrachtungen iiber die
Zerlegung eines Vollringes bezw. seines Komplements durch einen Kreisring. Die Unter-
suchungen in Kapitel I und II wurden, wo ihnen selbstindiges Interesse beigemessen
wurde, iiber das fiir Kapitel III unbedingt Erforderliche ausgedehnt.

Die vorliegende Arbeit wurde angeregt durch unverdffentlichte Untersuchungen von
H. Seifert iiber Schlauchknoten. § 7 Satz 1, § 16 Satz 1, § 17 Satz 1, die hierbei benutzte
Faserung der ©° und § 21 Satz 5 gehen darauf zuriick.

1 Dieses Resultat stammt von H. SEIrFert [14].
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Karermer L

Vollringe in der 3-Sphiire.
§ 1. Semilineare Abbildungen.

Wir werden in weitgehendem Masse semilineare Abbildungen benutzen, die von Graeub
(6] behandelt worden sind, und stellen die wesentlichsten Resultate hier zusammen.

Zunichst treffen wir folgende Vereinbarungen: Unter einem Komplexr verstehen wir
stets eine Punktmenge in einem euklidischen n-dimensionalen Ra;um, die sich in endlich
viele euklidische Simplexe zerlegen lisst. Wenn wir von Wegen, Flichen, Kugeln und
Vollringen sprechen, so sind stets solche Komplexe gemeint. Die 3-Sphire S2 nehmen wir
stets als Rand eines euklidischen 4-Simplexes an. Es hat demnach einen Sinn, von eukli-
dischen Simplexen in der &3 zu sprechen. Als stmpliziale Zerlegungen werden nur solche
in euklidische Simplexe zugelassen.

Eine topologische Abbildung ¢ eines Komplexes K auf einen Komplex K’ heisst semi-
linear, wenn es eine simpliziale Zerlegung von K gibt, deren Simplexe durch ¢ affin abge-
bildet werden. Statt semilineare Abbildung sagen wir auch kurz s-Abbildung. Bei s-Ab-
bildungen der &3 auf sich soll es sich stets um orientierungserhaltende Abbildungen handeln,

Die s-Abbildungen der &2 auf sich bilden eine Gruppe. Dies beruht darauf, dass es
zu zwel simplizialen Zerlegungen (in euklidische Simplexe) eines Komplexes stets eine
gemeinsame Unterteilung gibt. Aus gleichem Grunde gilt: Ist ¢ eine s-Abbildung des
Komplexes K auf den Komplex K’, 7 eine solche von K’ auf K/, so ist 7o eine s-Abbildung
von K auf K”.

Satz 1: Zwei homéomorphe Flichen lassen sich semilinear aufeinander abbilden ([6]
8. b).

Insbesondere gilt:

a) Seien e; und e, zwei Elementarflichenstiicke. Eine s-Abbildung des Randes von
¢; anf den Rand von e, liisst sich zu einer s-Abbildung von e, auf e, erweitern.

b) Seien t; und 1, zwei Kreisringe. Eine s-Abbildung des einen Randes von y; auf
einen Rand von t, lisst sich zu einer s-Abbildung von 1, auf r, erweitern. Unter einem
Kreisring ist dabei eine (orientierbare) Fliche mit zwei Réindern und der Charakteristik

null zu verstehen.

Satz 2: Ewn Elementarflichenstiick in der &3 liisst sich durch eine s-Abbildung der €3
auf sich in ein 2-Simplex tiberfiihren. ([6] S. 16).

Satz 3: &2 ses eine 2-Sphiire, welche durch einen Riickkehrschniit s in zwei Elementar-
fliichenstiicke ¢, und e, zerlegt wird. Haben dann s', e, und e; entsprechende Bedeutung fiir
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eine 2-Sphire 'S?, so gibt es eine s-Abbildung von S auf 'S?, welche s, ey, ¢, auf §', e1, e ab-
bildet ([6] S. 7).

Satz & Sind die beiden Komplexe K und K' wm euklidischen Raum R™ ineinander
dberfikrbar durch eine orientierungserhaltende s-Abbildung ¢ des R™ auf sich und liegen
beide tm Inneren des Simplexes €, so gibt es eine s-Abbildung des R* auf sich, welche auj K
mat @ vbereinstimmi und ausserhalb G* die Identitdt ist ([6], S. 13).

Satz 5: Es sei ©3 der Rand, §° eine dreidimensionale Seite eines 4-Simplexes, A ein
nicht zu &2 gehoriger Punkt von €3 und IR = & eine Punktmenge, die fremd zu einer Umge-
bung von A ist. Dann gibt es eine s-Abbildung von &3 auf sich, sodass & dhnlich auf ein
3-Simplex in seinem Inneren abgebildet wird und dass das Bild von YR im I'nneren von @3
leegt ([6] S. 14).

Auf den Sitzen 4 and 5 beruht es, dass man fiir die Frage, ob sich in der €3 zwel
Komplexe K und K’, von denen keiner die gesamte ©3 ausmacht, durch s-Abbildungen
der &® auf sich ineinander iiberfiihren lassen, Untersuchungen im 3-dimensionalen eukli-
dischen Raum R? zu Hilfe nehmen kann. Wegen Satz b lisst sich zuniichst annehmen, dass
K und K’ im Inneren desselben! 3-Simplexes 2 der &3 liegen. Dann kann €2 als 3-Simplex
im R? aufgefasst werden, wobei K und K’ als Komplexe im R3 anzusehen sind. Lisst sich
nun K durch eine orientierungserhaltende s-Abbildung ¢ des R? auf sich in K’ iiberfiihren,
so kann ¢ nach Satz 4 so gewihlt werden, dass ¢ auf dem Rande von 3 die Identitéat ist.
Fasst man €2 wieder als 3-Simplex der &3 auf, so lisst sich die durch ¢ gegebene s-Ab-
bildung von @2 auf sich zu einer s-Abbildung der &3 auf sich erweitern, indem man festsetzt,
dass sie auf dem Komplement von 2 beziiglich der &3 die Identitit sein soll.

Es sei K ein (endlicher) simplizialer Komplex im R™. Unter einer simplizialen Deforma-
tion von K verstehen wir eine Schar von simplizialen Abbildungen v; (0 <t <1) von
K in den R", welche die Bedingungen erfiillt:

1. y, ist die Identitit.

2. v, ist auf dem topologischen Produkt des Komplexes 'K mit der Strecke 0 <t =1
stetig. Ist die Abbildung fiir jedes ¢ topologisch (also semilinear), so heisst die Deformation
isotop simplizial.

Sind 4, die Ecken der simplizialen Zerlegung von K, so ist die Abbildung v, durch die
Bilder y, (4,) der Ecken 4, vollstandig bestimmt. Statt von einer simplizialen Deformation

sprechen wir daher auch von einer Verschicbung der Ecken von K.

Satz 6: Fir jeden (endlichen) simplizialen Komplex K vm R" existiert eine Zahl ¢> 0

1 Gegebenenfalls ist eine geeignete Permutation der 3-Simplexe, welche &3 als Rand eines 4-Sim-
plexes ausmachen, zu Hilfe zu nehmen. :
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derart, dass jede Verschiebung der Ecken von K um weniger als & eine 1sotope simpliziale
Deformation ist ([6] S. 10).

Satz 7: Entstchen.die simplizialen Kompleze K, und K, im R"™ auseinander durch
die isotope stmpliziale DéfOTmation v, (0 ¢ <), so existiert eine orientierungserhaltende
s-Abbildung des R™ auf sich, welche Ky in K, tiberfiihrt und auf K, mit v, tibereinstimmt
((6] 8. 8).

Die Definition der isotopen simplizialen Deformation iibertrigt sich ohne weiteres
auf einen simplizialen Komplex K, der im Inneren eines 3-Simplexes & der €3 liegt,
wenn man die Forderung hinzunimmt, dass jede Ecke von K wihrend der Deformation
im Inneren von &3 verbleibt. Nach dem oben Bemerkten iibertragen sich die Sitze 6 und
7 auf diese Deformationen. Wir werden hiervon insbesondere in folgender Weise Gebrauch
zu machen haben: ,

Seien &, und ¥, zwei geschlossene Flichen in der €3. Wegen Satz 5 kann angenommen
werden, dass beide im Inneren eines 3-Simplexes €2 der &* liegen. Durch eine isotope simpli-
ziale Deformation der simplizial zerlegten Fliche {, ldsst sich dann erreichen, dass der
Durchschnitt von ¥, und §,, falls er nicht leer ist, nur aus endlich vielen doppelpunktfreien,
geschlogsenen Schnittkurven besteht, die sich untereinander nicht treffen.!

Unter einer Kugel wollen wir stets das semilineare Bild eines 3-Simplexes verstehen.

Satz 8: Seien &, und R, zwei Kugeln. Eine s-Abbildung des Randes von R, auf den
Rand von Q, lisst sich zu einer s-Abbildung von &, auf R, erweitern. ‘

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass sich fiir ein 3-Simplex @ eine s-Abbildung ¢ des
Randes von @3 auf sich zu einer s-Abbildung von €3 auf sich erweitern ldsst: Man halte
etwa den Schwerpunkt M von @3 fest und bilde die von M nach den Randpunkten von
@3 fihrenden Strecken entsprechend ¢ affin aufeinander ab (vgl. [6] S. 5).

Satz 9: (Alexander) Ewne 2-Sphiire zerlegt die 3 in 2wer Kugeln ([6] S. 25).

Satz 10: Zu zwei Kugeln in der ©3 existiert eine s-Abbildung der &3 auf sich, welche
die eine Kugel auf die andere abbildet ([6] S. 25).

Anmerkung: Die s-Abbildung der &3 auf sich kann so gewihlt werden, dass ein vorge-
gebenes Elementarflichenstiick auf dem Rande der einen Kugel ein vorgegebenes Ele-

mentarflichenstiick auf dem Rande der anderen Kugel als Bild hat. Dies folgt unmittelbar
aus den Sitzen 3, 8, 9.

Satz 11: Es seten e, und e, zwet Elementarflichensticke in der ©3, deren Durchschnitt
aus dem gemeinsamen Rande s besteht. M ser ein Komplex, dessen Durchschnitt mat e, + e,

aus s besteht und der zum Inneren einer der beiden von e, + e, in der S3 berandeten Kugeln

1 Vgl. hierzu [9] S. 26.
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fremd ist. Dann gibt es eine s-Abbildung der S3 auf sich, die ¢, in e, uberfihrt und auf M die
Identisit ist ([6] S. 12).

Satz 11 beruht darauf, dass man die von e, und e, berandete Kugel &, deren Inneres
zu M fremd ist, nach Satz 10 durch eine s-Abbildung ¢ der &2 auf sich so in ein 3-Simplex
iberfithren kann, dass e, in eine 2-dimensionale Seite und e, in die iibrigen drei 2-dimensio-
nalen Seiten dieses 3-Simplexes iibergehen. Wegen Satz 5 kann dabei angenommen werden,
dass @(IN) und ¢ (K) im Inneren eines 3-Simplexes der &3 liegen. Der von ¢ (IR) und ¢ (e,)
gebildete Komplex gestattet dann nach simplizialer Zerlegung eine isotope simpliziale
Deformation, die auf ¢ (IR) die Identitit ist und ¢ (e,) liber p(§K) hinweg in ¢ (e,) deformiert.
Das Deformationsergebnis kann nach Satz 7 durch eine s-Abbildung y der &2 auf sich
selbst erhalten werden. Die Abbildung ¢~!y¢ hat dann die in Satz 11 angegebenen Eigen-
schaften.

Der hier auftretende Sachverhalt, dass eine isotope simpliziale Deformation eines
Komplexes in der &3 mit einer s-Abbildung der &3 auf sich transformiert wird, wird 6fters
auftreten. Wir vereinbaren daher:

Sei K ein (endlicher) Komplex in der &3. Sofern nicht ausdriicklich etwas anderes
gesagt ist, verstehen wir unter einer Deformation von K eine stetige Abbildung D, (K) des
topologischen Produktes von K mit der Strecke 0 <¢ <n, welche der Bedingung geniigt:

Fiir jedes Intervall 1 <t <441 (¢4 =0,1, ..., n — 1) existiert eine s-Abbildung ¢, der
©? auf sich, fiir welche @, @, fiir 4 <¢ =7 + 1 und eine geeignete simpliziale Zerlegung von
@, D; (K) eine isotope simpliziale Deformation von ¢, @, (K) darstellt.

Nach Satz 7 lisst sich das Resultat der Deformation durch eine s-Abbildung der &3
auf sich erhalten: Es existiert eine s-Abbildung der &2 auf sich, die K in @, (K) iiberfiihrt.

Wir werden hiufig folgende Anwendung zu machen haben:

Es seien §§; und &, zwei Flidchen in der &3, die sich in einer doppelpunktfreien, geschlos-
senen Schnittkurve s durchsetzen. s berande auf §; ein Elementarflichenstiick e,, dessen
Durchschnitt mit §§, nur aus s bestehe. Auf ¥, berande s ein Elementarflichenstiick e,.
Die von e, und e, gebildete 2-Sphire berandet dann in der &3 eine Kugel &, deren Durch-
schnitt mit {§, nur aus e, besteht.!

Nach Satz 11 lésst sich ¥, so deformieren, dass e, in ¢, iibergeht und g, — e, fest bleibt.
Durch eine anschliessende Deformation, die {§, —e, ausserhalb einer beliebig kleinen
Umgebung von s festhilt, ldsst sich erreichen, dass der Durchschnitt von §, mit einer hin-
reichend kleinen simplizialen Umgebung von e, beziiglich &, leer ist, oder auch, dass
er nur noch aus einzelnen Punkten oder Stiicken von s besteht, ohne dass sich der Durch-

~schnitt von §, —e, mit {; dndert.

1 Dies folgt daraus, dass €, mit %2 nur den Rand s gemein hat.
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Diese letzte Deformation bezeichnen wir als Abheben. Dass sie moglich ist, erkennt
man ohne weiteres, wenn man durch eine s-Abbildung der €3 auf sich eine hinreichend
kleine simpliziale Umgebung von e, beziiglich §,, die noch ein Elementarflichenstiick
ausmacht, in ein 2-Simplex iiberfithrt und die Abbildung so wihlt, dass ; und ¥, in das
Innere eines 3-Simplexes der ©* zu liegen kommen (Sitze 2, b und 6).

Weitere Resultate, die nicht wiederholt benutzt werden, bringen wir an gegebener

Stelle, Sitze, die sich auf Knoten beziehen, sind in § 5 zusammengestellt,

§ 2. Deformation von Wegen auf einem Torus.

Unter einem Torus verstehen wir eine orientierbare, geschlossene Fliche der Charakte-
ristik null. Wie Graeyb [6] bemerkt hat, iibertrigt sich der Beweis des Fundamentalsatzes!
der Flichentopologie mit geringfiigigen Anderungen bei Beschrinkung auf semilineare
Abbildungzen (und Flichen, die euklidische Komplexe sind). Ein Torus ¥ kann danach
anfgefasst werden als Bild eines Rechteckes g der euklidischen Ebene, seines Fundamental-
polygons, beziiglich einer Abbildung ¢ mit folgenden Eigenschaften:

1) Die Simplexe einer geesigneten simplizialen Zerlegung von g werden durch o affin-
abgebildet.

2) Werden diejenigen Randpunkte von g, die auseinander durch Translation in Rich-
tung einer Seite von g entstehen, identifiziert, so induziert o eine topologische Abbildung
auf .

3) Die Bilder der Seiten von g machen ein vorgegebenes Paar konjugierter Riickkehr-

schnitte auf T aus.2

Ist ¢ ein Kreisring in der euklidischen Ebene, der dadurch entsteht, dass man aus einem
gleichseitigen Dreieck ein kleineres, konzentrisch dhnlich gelegenes herausnimmst, so kann
T auch aufgefasst werden als Bild von v beziiglich einer Abbildung v mit den Eigenschaften:

1') Die Simplexe einer geeigneten simplizialen Zerlegung von v werden durch 7 affin
abgebildet.

2') Werden diejenigen Randpunkte von r, die auf demselben Halbstrahl vom Mittel-
punkte des Kreisrings aus liegen, identifiziert, so induziert v eine topologische Abbildung
auf T.

3’) Das Bild der Rénder von t ist ein vorgegebener Riickkehrschnitt s von ¥, der
auf T nicht nullhomolog ist.

} SerFERT-THRELFALL, Lehrbuch der Topologie, Leipzig u. Berlin 1934, S. 130 ff.
% Man beachte, dass auch von Riickkehrschnitten verlangt wird, dass sie sich in euklidische Simplexe
zerlegen lassen.
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Bel Benutzung dieser zweiten Darstellung von ¥ sagen wir auch, dass wir T ldngs s
aufgeschnitten haben. Die Moglichkeit dieser Darstellung ergibt sich ohne weiteres aus der
ersten unter Zuhilfenahme der Tatsache, dass sich der Beweis des Fundamentalsatzes der

Flichentopologie auf semilineare Abbildungen iibertrigt, und des Hilfssatzes:

Hilissatz 1: Es sei v esn Kreisring mat den Randern s, und s,. Eine orientierungser-
haltende s- Abbildung von s, auf sich kann zu einer s-Abbildung von t auf sich erweitert werden,
die auf s, die Identitiit 1st.

Beweis: Nach § 1 Satz 1 b kann angenommen werden, dass v die oben beschriebene
Gestalt hat und dass s; der innere Rand von r ist. Eine orientierungserhaltende s-Abbildung
@ von s, auf sich ldsst sich nun zu einer orientierungserhaltenden s-Abbildung der eukli-
dischen Ebene auf sich erweitern, zunéchst etwa dadurch, dass man die vom Mittelpunkte
des Kreisringes ausgehenden Halbstrahlen entsprechend ¢ permutiert und gleichzeitig affin
so aufeinander abbildet, dass der auf s, liegende Punkt eines Halbstrahles in einen solchen
iibergeht. Da sich aber s, in ein 2-Simplex einschliessen lisst, das zu s, fremd ist, gibt es
nach §1 Satz 4 eine s-Abbildung der euklidischen Ebene auf sich, die auf s, mit ¢ iiberein-
stimmt und auf s, die Identitit ist, woraus der Hilfssatz folgt.

Unter einem einfachen Weg verstehen wir im folgenden stets einen orientierten, doppel-
punktireien, geschlossenen Streckenzug. Wir wollen die kombinatorischen Isotopieklassen
von einfachen Wegen auf einem Torus ¥ untersuchen.

Unter einer kombinatorischen Deformation eines orientierten Streckenzuges k auf einem
Komplex & verstehen wir folgende Operation: Es sei s der Rand eines 2-Simplexes e,
welches auf & liegt und dessen Durchschnitt mit &k entweder aus einer Seite oder aus 2
Seiten besteht. s werde so orientiert, dass s und % auf ihrem Durchschnitt verschiedene
Orientierungen induzieren. Wird dann % durch %' =k + s ersetzt!, so sagen wir, es sei k
iiber ¢ kombinatorisch in %’ deformiert.

Zwei orientierte Streckenziige k& und k' heissen kombinatorisch isotop auf &, wenn sie
sich durch endlich viele kombinatorische Deformationen auf & ineinander iiberfithren

lassen. Es gilt

Hilfssatz 2: Der Rand eines Elementarflichenstiickes ¢ werde durch zwer Punkte P
und @ in zwer Wege u und v zerlegt, die beide von P nach Q orientiert seien. Dann sind u und
v kombinatorisch isotop auf e, und es kénnen bet der Deformation P und @ festgehalten werden.

Ein Beweis dieses Hilfssatzes findet sich bei Graeub ([6] S. 33). Wir beweisen nun:

Satz 1: Auf einem Torus T bilden die einfachen Wege, die auf T nullhomolog sind,

1 Bei der Addition ist die Orientierung zu beachten. Der Durchschnitt von s und k hebt sich weg.
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2wet  kombinatorische Isotopieklassen, welche reprisentiert werden durch den Rand eines
2-Simplexes auf T in berden moglichen Orientierungen.

Beweis: Es sei s ein einfacher Weg auf I, der auf ‘T nullhomologist. s berandet dann
auf T ein Elementarflichenstiick f. e sei ein vorgegebenes 2-Simplex auf T. Wir zerlegen
T simplizial so, dass s und der Rand von e simplizial sind. f werde so orientiert (durch
kohirente Orientierung der 2-Simplexe), dass die Orientierung von s diejenige ist, die von
j auf s durch die Randbildung induziert wird. Die Orientierung von f lisst sich zu einer
Orientierung von ¥ erginzen, wodurch auch e orientiert wird. Der Rand von ¢ erhalte
die von ¢ induzierte Orientierung.

Falls nun { in der gewihlten simplizialen Zerlegung nicht nur aus einem 2-Simplex
besteht, so gibt es auf { ein solches, etwa {', dessen Durchschnitt mit dem Rande s von f
entweder aus genau einer Seite oder genau zwei Seiten besteht!. Das abgeschlossene
Komplement von { beziiglich | ist dann ein Elementarflichenstiick, und aus Hilfssatz
2 folgt, dass sich s auf { kombinatorisch isotop in den orientierten Rand von § deformieren
lidsst. Die gleicﬁe Schlussweise kann auf den Rand von e angewendet werden, falls ¢ in
der gewihlten Zerlegung von ¥ aus mehr als einem 2-Simplex besteht.

Wir kénnen also weiterhin annehmen, dass e und { 2-Simplexe einer simplizialen Zerle-
gung von ¥ sind und die oben festgelegte Orientierung besitzen. Falls nicht bereits ¢ und §
zusammenfallen, lassen sich nun §f und e durch eine endliche Folge von 2-Simplexen der
Zerlegung von ¥, etwa f=¢,, ;, ..., ¢, =¢, so verbinden, dass ¢; und ¢,,, (1 =0,1,...,
n — 1) genan eine Kante gemein haben. Der orientierte Rand von e (in induzierter Orientie-
rung) lésst sich kombinatorisch in den von e,,, deformieren, namlich durch zwei kombina-
torische Deformationen zunichst der Rand von e, iiber e,,; in den Rand von e; +¢,,,;
und danach iiber ¢, in den Rand von e, ,. Damit ergibt sich, dass die Rénder von f und e
in der festgelegten Orientierung kombinatorisch isotop auf T sind.

Zum vollstindigen Beweise des Satzes ist nur noch zu zeigen, dass der orientierte Rand
s eines 2-Simplexes e auf ¥ nicht zu dem entgegengesetzt orientierten kombinatorisch
isotop ist. Dies folgt daraus, dass s bei kombinatorisch isotoper Deformation stets Rand
eines Elementarflichenstiickes bleibt und seine Orientierung als Rand behilt. Da T orien-
tierbar ist, kénnte s nur dann kombinatorisch isotop in sein entgegengesetzt Orientiertes
deformiert werden, wenn ¥ durch s in zwei Elementarflichenstiicke zerlegt wiirde, was
nicht zutrifft.

Hilfssatz 3: Es seien s, und s, zwei einfache Wege aiff einem Torus T und s, nicht

nullhomolog auf T. Dann lisst sich s, kombinatorisch isotop auf I so deformieren, dass sich

1 Grarus 6] S. 15.
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sy und s, nur in so vielen Punkten treffen, wie der Betrag der algebraischen Schnittzahl von

s, mit s, angibt.

Beweis: Durch kombinatorisch isotope Deformation von s, lisst sich zuniichst errei-
chen, dass der Durchschnitt von s; und s, nur aus {(endlich vielen) Punkten besteht, in denen
s, von s, iiberkreuzt wird. Man erhilt dann die algebraische Schuittzahl von s, mit s,, wenn
man einen solchen Punkt mit der Vielfachheit + 1 zihlt, wenn in ihm s, vom linken zum
rechten Ufer von s, iibertritt, mit der Vielfachheit — 1 im entgegengesetzten Falle. Die
algebraische Schnittzahl ist eine Invariante der Homologieklassen von s; und s,.

Sei nun die Anzahl der Schnittpunkte von s, und s, grosser als der Betrag der alge-
braischen Schnittzahl. Dann kénnen nicht alle Schnittpunkte dieselbe algebraische Viel-
fachheit besitzen, und bei Durchlaufen von s, muss es zwei aufeinanderfolgende geben,
etwa P und @, in denen s, von s, in verschiedenen Richtungen iiberkreuzt wird. Das von
P nach @ fiihrende Stiick von §, Nennen wir 2.

Um den Sachverhalt besser iiberblicken zu kénnen, benutzen wir die oben angegebene
Darstellung von T durch einen Kreisring v und eine Abbildung v mit den Eigenschaften
1, 2, 3'. Es kann dabei angenommen werden, dass s, Bild der Rinder von r beziiglich
7 ist, da s, nicht nullhomolog auf ¥ ist (Fig. 1 a). v ist dann Bild eines Weges auf t, den
wir wieder mit » bezeichnen, der auf einem Rande von r entspringt und auf demselben
Rande endet und keine weiteren Punkte mit dem Rande von r gemein hat. Dies folgt daraus,
dass s; von s, in P und @ in verschiedenen Richtungen iiberkreuzt wird und auf v kein
weiterer Schnittpunkt von s, und s, liegt. P und @ schneiden daher aus s, einen Bogen u
aus, der zusammen mit v auf T ein Elementarflichenstiick e berandet.

Falls auf e ausser dem Randbogen v kein weiterer Bogen von s, liegt, kann man v
nach Hilfssatz 2 kombinatorisch isotop iiber ¢ in u deformieren, wodurch gleichzeitig
s, kombinatorisch isotop deformiert wird, und danach lidsst sich durch weitere kombina-
torisch isotope Deformation erreichen, dass s, zu » punktfremd wird, wobei die Schnitt-
punkte P und @ verschwinden, ohne dass neue entstehen (Fig. 1a, b, c).

Sollten auf e noch von v verschiedene Bégen von s, liegen, so schneidet jeder von ihnen

aus e ein Elementarflichenstiick aus, und es gibt unter diesen ein solches, das keinen
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weiteren Bogen von s, enthilt. Aufdessen auf s, liegenden Randbogen kann die beschriebene
Deformation zunsichst angewendet werden, wobei ebenfalls zwei Schnittpunkte von s; und
s, verschwinden.

Das angegebene Verfahren kann so lange fortgesetzt werden, bis die Anzahl der
Schnittpunkte von s, und s, gleich dem Betrag der algebraischen Schnittzahl ist.

Hilissatz 4: Ist v ein Kreisring mit den gleichsinnig orientierten Rindern s, und s,,
s0 st sy auf v kombinatorisch isotop zu s;.

Dieser Hilfssatz ergibt sich ohne weiteres aus Hilfssatz 2, wenn man v durch zwei

Fig. 2.

Querschnitte ¢, und ¢, in"zwei Elementarflichenstiicke ¢, und e, zerlegt (Fig. 2): Man
kann s, zunichst iiber ¢, und danach iiber ¢, kombinatorisch isotop deformieren, wodurch
8, 18 s, libergeht.

Satz 2: Zwer einfache Wege s,, s, auf einem Torus T, die nicht nullhomolog sind, sind

genau dann kombinaiorisch tsotop, wenn sie homolog sind.

Beweis: Seien s; und s, einfache Wege auf T, die zueinander homolog aber nicht
nullhomolog sind. Nach Hilfssatz 3 kann angenommen werden, dass sich s, und s, nicht
treffen, da die algebraische Schnittzahl zweier einfacher Wege derselben Homologieklasse
null ist. Dann wird T durch s, und s, in zwei Kreisringe 1, und t, zerlegt, wie man unmittel-
bar erkennt, wenn man T lings s, zu einem Kreisring aufschneidet. s, und s, sind gleich-
sinnig orientierte Rander von 1, da andernfalls s, und s, nulthomolog wiren. Nach Hilfssatz
4 lasst sich s, durch kombinatorisch isotope Deformation iiber r, in s, iiberfiihren. Da die
Homologie von s; und s, fiir die kombinatorische Isotopie offenbar notwendig ist, ist der
Satz bewiesen.

Der Zusammenhang zwischen kombinatorischer Isotopie und s-Abbildungen wird
hergestellt durch

Satz 3: Es sev T ein 1m R? gelegener Torus, s,, s, seien zwer einfache Wege auf X, die
auf T kombinatorisch isotop sind. Dann existiert eine s-Abbildung des R3® auf sich, die T
s0 auf sich abbildet, dass s, in s, dibergeht, und die ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung
von T die Identitit ist. '
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Beweis: Es kann angenommen werden, dass s, aus s, durch eine einzige kombinatorische
Deformation iiber ein 2-Simplex e auf T entsteht. In einer hinreichend feinen simplizialen
Zerlegung von T besitzt ¢ eine simpliziale Umgebung auf ¥, die ein Elementarflichenstiick
f ausmacht. Durch eine S-Abbildung @ des R?® auf sich lasst sich erreichen, dass f in ein 2-
Simplex §' iibergeht. Seien 4, B, C die Ecken dieses 2-Simplexes. Es lassen sich nun zwei
Punkte D und E auf verschiedenen Seiten von {' und beliebig nahe an { so wéhlen, dass
@(¥) mit jeder Verbindungsstrecke von D bezw. E mit einem Randpunkt von {' nur diesen
Randpunkt gemein hat. Man erhilt damit eine Doppelpyramide mit den Ecken 4, B, C,
D, E (Fig. 3), die eine Kugel & berandet, deren Durchschnitt mit ¢ () nur aus {* besteht.

Fig. 3.

Das Bild von ¢ beziiglich ¢ ist ein Elementarfliichenstiick auf j'. Durch eine s-Abbildung
y’ von { auf sich, die auf dem Rande von §' die Identitéit ist, kann ¢(e) in ein 2-Simplex
¢’ .auf | iibergefithrt werden (§ 1 Satz 1, a, b), und es lisst sich v’ zu einer s-Abbildung
" von & auf sich erweitern, welche auf dem Rande von & die Identitét ist, indem man die
Projektionsstfahlen von D und E nach den Punkten von { unter gleichzeitiger affiner
Abbildung entsprechend ' permutiert. ¢'' wird zu einer s-Abbildung y des R® auf sich
erweitert, wenn man festsetzt, dass y ausserhalb & die Identitit sein soll.

Das 2-Simplex ¢’, in welches e iibergefiihrt ist, habe die Ecken A’, B’, C'. Auf j’ liegt
ein Streckenzug von s; =ye(s,), der iiber ¢’ zu deformieren ist. Es kann angenommen
werden, dass y so beschaffen ist, dass die Kante 4’ C’ von ¢’ in die Kanten 4’ B’, B' ('
zu deformieren ist. Dies kann nun auch durch eine isotope simpliziale Deformation des-
jenigen Komplexes erreicht werden, der von dem Rand von |’ und den auf { liegenden
Bégen von s, gebildet wird, indem man ihn simplizial so zerlegt, dass 4’ und €’ als Ecken
auftreten und auf 4’'C’ eine einzige weitere Ecke F’ liegt, und danach ¥’ unter Festhalten
aller iibrigen Ecken von s; nach B’ verschiebt. Das Deformationsergebnis lisst sich aber
auch nach §1 Satz 7 erhalten durch eine s-Abbildung der durch { bestimmten Ebene
auf sich, die auf dem Rande von §’ die Identitit ist. Die damit auf { induzierte Abbildung
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lisst sich wie oben zu einer s-Abbildung y des R® auf sich erweitern, welche ausserhalb
R die Identitit ist. Die Abbildung ¢~'y~'yyg liefert die Behauptung des Satzes.

Anmerkung 1: Der Satz gilt nach den Hrorterungen in § 1 auch, wenn ¥ in der &3
statt im R3 liegt.

Anmerkung 2: Aus Satz 3 folgt insbesondere, dass ein einfacher Weg s, auf einem Torus
T in einen kombinatorisch isotopen s, stets durch eine s-Abbildung von ¥ auf sich iiber-
gefithrt werden kann. ;

Anmerkung 3: Auf die gleiche Weise ergibt sich: Es sei i} eine geschlossene oder
berandete Fliche in der &3, und es seien s,, s, zwei einfache Wege auf , die auf {§ kombina-
torisch isotop sind. Dann gibt es eine s-Abbildung der &® auf sich, die s, in s, tiberfithrt
und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung von §§ die Identitdt ist. Wenn sich s,
auf ¥ kombinatorisch isotop se in s, deformieren lisst, dass dabei s, stets punktfremd zum
Rande von  bleibt, so lasst sich die s-Abbildung der &3 auf sich so wihlen, dass  auf
sich abgebildet wird.

Unter einem System von n Parallelkurven auf einem Torus ¥ verstehen wir im folgenden
n einfache Wege auf T, die sich gegenseitig nicht treffen und zueinander homolog aber
nicht nullhomolog sind.

Satz 4: Auf einem Torus T tn der &3 seien zwei Systeme von n Parallelkurven gegeben,
die von den einfachen Wegen s,,5,, ..., s, bezw. t;, ..., 1, gebildet werden. Die Wege
beider Systeme maogen derselben Homologseklasse angehiren. Dann gibt es eine s-Abbildung
der @2 auf sich, die T auf sich abbildet, ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung von
T dee Identitit vst und das zweite System von Parallelburven in das erste viberfihrt (d.h. t;
in s; ber geeigneter Numerierung).

Beweis: Nach den Sitzen 2 und 3 kann angenommen werden, dass bereits £, mit s,
zusammenfillt. Durch Aufschneiden lings s, entsteht aus T ein Kreisring 1, der durch s,,

Sg, - - -, S, In n Kreisringe 1, ¥s, . - . , T, zerlegt wird. Die Numerierung sei nun so vorge-
nommen, dass 1,(z=1,2,...,n) von s; und s,,; (¢ +1 mod. n) berandet wird. Ebenso
wird t durch t,,t,,. . .,t, in n Kreisringe t1, 13, . . . , T, zerlegt, wobei v; von ¢, und ¢;,,

berandet werde.

Es kann ¢, auf v kombinatorisch isotop so deformiert werden, dass s, von ¢, nicht mehr
getroffen wird. Dies ist auf die gleiche Weise auszufithren wie im Beweise von Hilfssatz 3.
Es bleibt ndmlich bei den dort angegebenen Deformationen t, stets punktfremd zu ¢, =s,,
da ¢, und s, zu ¢, = s, disjunkt sind und ein von Bogen auf #, und s, berandetes Elementar-
flichenstiick nicht s, enthalten kann, da sonst s, nullhomolog wire gegen die Vorausset-
zung,

Nachdem sich ¢, und s, nicht mehr treffen, wird ¥ von ¢, und s, in zwei Kreisringe
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zerlegt, von denen einer £, =s, nicht enthilt. Uber diesen kann #, in s, kombinatorisch
isotop deformiert werden nach Hilfssatz 4.

Da die kombinatorischen Deformationen von ¢, in s, stets iiber Elementarflichenstiicke
erfolgen, die ¢, = s, nicht treffen, ergibt sich aus der Schlussweise des Beweises von Satz 3
und der Anmerkung 1 zu Satz 3, dass ¢, in s, iibergefithrt werden kann durch eine s-Ab-
bildung der &2 auf sich, die ¥ auf sich abbildet und die auf s, und ausserhalb einer beliebig
kleinen Umgebung von ¥ die Identitdt ist.

Nunmehr liegen s;, . . ., s, und ¢, . . ., £, auf einem von £, = s, und ¢, = s; auf ¥ beran-
deten Kreisring. Mit entsprechender Schlussweise wie fiir ¢, zeigt man, dass ¢, in s, so
iibergefithrt werden kann, dass s; und s, ungeiindert bleiben. Aus der Art der Numerierung
von Sy, 89, ..., 8, und &, ¢, ..., ¢, ergibt sich, dass dieses Verfahren fortgesetzt werden
kann, bis ¢, in s, iibergefiihrt ist.

Anmerkung: Die Abbildung kann offenbar so gewihlt werden, dass ein vorgegebener
der Wege ¢, ¢,, . . ., t,, In einen vorgegebenen der Wege s,, s,, . . ., 8, iibergeht: Die Numerie-

rung kann so vorgenommen werden, dass ¢, und s, diese vorgegebenen Wege sind.

§ 3. Vollringe.

Im R* liege ein 2-Simplex ¢ und in einer zu e orthogonalen Ebene der Rand s eines
2-Simplexes. Das topologische Produkt von e und s bildet dann einen (euklidischen)
Komplex. Wir kénnten einen Vollring durch die Eigenschaft definieren, semilineares Bild
dieses Komplexes zu sein. Es ist fiir unsere Zwecke jedoch vorteilhaft, ¢ine andere, gleich-
wertige Definition zu Grunde zu legen. Die Gleichwertigkeit wird sich ohne weiteres aus
der Anmerkung zu Hilfssatz 1 ergeben.

Es sei P ein gerades Prisma im R3, dessen Bodenfliche ¢; und Dachfliche e, regulire
n-seitige Polygone sind. Ein Komplex 8 heisst Vollring, wenn es eine Abbildung ¢ von
auf B gibt mit den Eigenschaften:

1) Die Simplexe einer geeigneten simplizialen Zerlegung von P werden durch o affin
abgebildet.

2) Identifiziert man iibereinanderliegende Punkte von e, und e,, so induziert o eine
topologische Abbildung.

Die spezielle Wahl des Prismas P ist dabei unwesentlich. Ist 98’ ein zweites solches
Prisma, dessen Bodenfliche e; und Dachfliche e; etwa m-seitige regulire Polygone sind,
so gibt es offenbar eine s-Abbildung y von P’ auf P, die e; in e, und iibereinanderliegende
Punkte von e; und es in solche von e, und e, iiberfiihrt. Besitzt dann die Abbildung o
von B auf B die Eigenschaften 1) 2), so hat die Abbildung ¢’ = oy von P’ auf B die ent-
sprechenden Eigenschaften und umgekehrt.
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Wir werden noch von einer anderen Darstellungsmoglichkeit eines Vollringes Gebrauch

zu machen haben, nimlich durch eine Abbildung v von P auf 8 mit den Eigenschaften

1) Die Simplexe einer geeigneten simplizialen Zerlegung von P werden durch 7
affin abgebildet.

2') Identifiziert man jeden Punkt P von e, mit demjenigen von e,, der aus P durch
Translation lings der Achse von 95 und gleichzeitige Drehung um g;z_é (y, 0 ganz) entsteht,
so induziert 7 eine topologische Abbildung.

Die Moglichkeit dieser Darstellung von 8 ergibt sich folgendermassen: Nach § 1 Satz
1a und §2 Hilfssatz 1 gibt es eine s-Abbildung des Randes von B auf sich, welche ¢,

punktweise festlisst und g, UM 2%3 dreht, und nach § 1 Satz 8 kann diese Abbildung zu

einer s-Abbildung y von P auf sich erweitert werden. Besitzt dann die Abbildung ¢ von
P auf B die Eigenschaften 1) 2), so ist v = o4~ eine Abbildung von P auf L mit den Eigen-
schaften 1°) 2') und umgekehrt.

Das semilineare Bild eines Vollringes ist wieder ein Vollring. Ist ¢ eine semilineare
Abbildung des Vollringes B auf ¥ und sind o, v Abbildungen von 8 auf 8B mit den Eigen-
schaften 1) 2) bezw. 1) 2'), so sind o und 7 Abbildungen von 8 auf %8 mit den entspre-
chenden Eigenschaften.

Sind umgekehrt B und W zwei Vollringe, so existiert eine s-Abbildung von 8 auf 2,

wie man durch Vermittlung von $§ erkennt, wenn man beide Vollringe mit Hilfe desselben
Prismas ¢ darstellt.

Ist B ein Vollring im R? (offenbar existieren solche), so bewirkt eine s-Abbildung des
R? auf sich, welche den Rand T von B in sich iiberfiihrt, eine s-Abbildung von & auf sich.
Dies beruht darauf, dass der R® von T zerlegt wird und 8B das Innere von T ausmacht.

Sei wieder ¢ eine Abbildung des Prismas  auf den Vollring 8 mit den Eigenschaften
1) 2). Der Rand von B (d.i. das Bild des Mantels von ) ist ein Torus L. Durch ¢ wird der
Rand der Bodenfliche ¢, von B auf einen einfachen Weg auf T abgebildet. Dieser Weg
bestimmt in seinen beiden moglichen Orientierungen zwei Homologieklassen auf ¥, die
auf T nicht nullhomolog, wohl aber nullhomolog auf B sind. Die einfachen Wege dieser
beiden Homologieklassen nennen wir Meridiane von 8. Die Meridiane von % sind die ein-
zigen einfachen Wege auf ¥, die nullhomolog auf %, nicht-aber auf ¥ sind.

Beweis: Sei c¢ ein einfacher Weg auf T. Das onentierte Bild ¢ einer (geraden und zu
¢, senkrechten) Mantellinie von 8 besiiglich ¢ ist Erzeugende der 1-dimensionalen Homolo-

giegruppe von B, wie aus Eigenschaft 2) von ¢ folgt. m sei das orientierte.Bild des Randes
10— 533806. Acta mathematica. 90. Imprimé le 23 novembre 1953.
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von ¢, beziiglich ¢. Nun bilden m und ¢ eine 1-dimensionale Homologiebasis von ¥. Also

gilt auf ¥ eine Homologie

c~fm + at (o, B ganz).

Ist nun ¢~ 0 auf LB, so muss « = 0 sein. Das besagt aber, dass die algebraische Schnittzahl
von ¢ mit m gleich null ist. Nach § 2 Hilfssatz 3 kann daher angenommen werden, dass
m von ¢ nicht getroffen wird. Ist nun e+ 0 auf ¥, so muss wegen der Doppelpunktfreiheit
von ¢ gelten f =+ 1, wie man erkennt, wenn man ¥ lings m zu einem Kreisring auf-
schneidet,.

Jeder Meridian von 98B ist Rand eines Elementarflichenstiickes, das auf £ liegt und
mit T nur seinen Rand gemein hat. Fiir das Bild des Randes von ¢, ist dies unmittelbar
zu sehen (ndmlich durch das Bild von ¢,). Fiir einen beliebigen Meridian folgt dies aus
§2 Satz 2 und 3, da B stets als semilineares Bild eines Vollringes im R? aufgefasst werden

kann. Wir bezeichnen ein solches Elementarflichenstiick als Meridianfliche von 2.

Hilissatz 1: Es seien &, &, zwer Kugeln tn der &3, deren Durchschnitt aus zwei
disyunkten Elementarflichensticken e, | besteht. Dann ist die Vereinigungsmenge §; U &, ein
Vollring B, und es sind e und § Meridianflichen von 8.

Beweis: Seien €} der Rand von &, €3 der Rand von R,. Zuniichst stellt man fest,
dass e und f sowohl auf €% wie auf &} liegen, da andernfalls §; und &, ein 3-Simplex gemein
haben miissten.

Sei nun %P, ein gerades Prisma im R3, dessen Bodenfliche e, und Dachfliche {' regulére
Dreiecke sind. 9B, sei ein zweites solches Prisma, das {' zur Bodenfliche und die Dachfliche
¢, hat.

Nun ldsst sich zunichst &, auf R, durch eine s-Abbildung o, se abbilden, dass e in
e; und fin {" iibergeht. Dies kann beispielsweise so geschehen, dass man zunéchst e semili-
near auf e, abbildet, danach den Kreisring r, der das abgeschlossene Komplement von
e U | beziiglieh &} ausniacht, auf den Mantel von %3, und zwar so, dass diese s-Abbildung
von t auf dem Rande von e mit der Abbildung von e auf e, iibereinstimmt (§ 1 Satz 1a, b),
und schliesslich { auf {' semilinear so abbildet, dass diese Abbildung auf dem Rande von
f mit derjenigen iibereinstimmt, die von der Abbildung von v induziert wird. Damit erhilt
man eine s-Abbildung von &} auf den Rand von B, die sich nach §1 Satz 8 zu einer s-
Abbildung von &, auf P, erweitern lisst. Auf diese Weise sieht manrauch, dass eine s-Abbil-
dung ¢," von R, auf P, existiert, die auf f mit ¢; iibereinstimmt und e in e, itberfithrt.

Bezeichne w die s-Abbildung von e, auf e,, die man erhilt, wenn man e, parallel zu sich
nach e, verschiebt. Dann ist 9 =wo,057! eine orientierungserhaltende s-Abbildung von

e, auf sich. Dies folgt daraus, dass bei kohirenter Orientierung der 3-Simplexe einer simpli-
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zialen Zerlegung der &3, in der &, &,, e und { simplizial sind, auf ¢ und § durch &, und
8, entgegengesetzte Orientierungen induziert werden, da andernfalis &, und , ein 3-Simplex
gemein haben miissten. Nach § 2 Hilfssatz 1 und § 1 Satz 8 existiert eine s-Abbildung y
von B, auf sich, die auf e, mit y iibereinstimmt und auf § die Identitit ist. Sei g, = y0s.
Nun ergeben ¢, und 0,71 eine Abbildung o des Prismas B =P, U L, auf B =K, U &,
. mit den Kigenschaften 1) 2). %8 ist also ein Vollring, und e und § sind offenbar Meridian-
flichen von %B.
Anmerkung: Fiiv die Giiltigkeit des Hilfssatzes ist die Binbettung von &,, &, in die
&3 unwesentlich, wenn gefordert wird, dass sich &, und &, so orientieren lassen, dass auf
e und | von §&;, R, entgegengesetzte Orientierungen induziert werden.
Hilfssatz 2: Es ses T ein Torus in der €3, e ein Elementarflichenstick, dessen. Rand
s auf T leegt und das sonst keinen Punkt mit T gemein hat. Ferner sei s nicht nullhomolog auf
T. Dann berandet T in der S3 einen Vollring B, fiir welchen ¢ Meridianfliche ist.

Beweis: Sei ¢ ein einfacher Weg auf ¥, der zu s homolog ist und s nicht trifft. Durch
s und ¢ wird ¥ in zwel Kreisringe v; und r, zerlegt, da s nicht nullhomolog ist. r, bildet
zusammen mit ¢ ein von ¢ berandetes Elementarflichenstiick g. Es kann angenommen
werden, dass ¢ ein 2-Simplex ist und dass ¥ und e im Inneren eines 3-Simplexes der &3
liegen, da sich dies durch eine s-Abbildung der €3 auf sich erreichen ldsst. Von g lassen

sich ,,obere* und ,,untere’ Seiten so unterscheiden, dass der Kreisring v,in s an der unteren
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Fig. 4 (Schnitt).

Seite von g anstosst (Fig. 4). Projiziert man ¢ von einem Punkte ¢ aus, der hinreichend
wenig ,,iiber der oberen Seite von g liegt, so erhilt man als Projektionskegel ein Elemen-
tarflichenstiick §, das r,, und damit ¥, nur in seinem Rande ¢ trifft. Nun bilden ¢, r; und
f zusammen eine 2-Sphire €7, welche die S8 in zwei Kugehn zerlegt (§1 Satz 9). Eine dieser
beiden Kugeln, sie heisse &, enthilt keinen Punkt ven t, im Inneren, da r, mit ©% nur
die Rander s und ¢ gemein hat. Von ¢, 1, und | wird eine 2-Sphiire €5 gebildet, welche eine
Kugel &, berandet, die im Inneren keinen Punkt von ®; enthilt, da €% und &3 sich nicht
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durchsetzen sondern nur in ¢ und { beriihren. Damit sind die Voraussetzungen von Hilfssatz
1 erfillt, und es folgt die Behauptung, da B =&, U &, von 1, U 1,, also von ¥, berandet
wird.

Anmerkung: Aus dem Beweis folgt noch: Wird der Vollring % als Bild des Prismas 8
beziiglich einer Abbildung ¢ mit den Eigenschaften 1) 2) dargestellt, so kann von ¢ noch
gefordert werden, dass das Bild von Boden- und Dachfliche des Prismas eine vorgegebene
Meridianfliche ¢ von 8 ausmacht. (Die Einbettung von £ in die €3 ist dabei unwesentlich,
da jeder Vollring als semilineares Bild eines Vollringes in der &2 aufgefasst werden kann).
Fiir die Darstellung von 8 durch P und die Abbildung ¢ sagen wir dann auch, dass wir
B lings e aufgeschnitten haben.

Hilfssatz 3: Es ser B ein Vollring in der ©3, e und | seten zwei disjunkte Meridian-
fliichen von B, ebenso e’ und §'. Dann gibt es eine s-Abbildung der ©? auf sich, die ¢’ auf e,
f auf § und B auf sich abbildet und die ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung von B
die Identitiit 1st.

Beweis: Wegen § 2 Satz 4 kann man annehmen, dass ¢ und ¢’ den gemeinsamen Rand
my, f und §' den gemeinsamen Rand m, besitzen. m; und m, zerlegen den Rand € von B
in zwei Kreisringe t; und 1,.

B wird durch e und { in zwei Kugeln &, &, zerlegt, die von ¢, 1;, f bezw. f, 1,, ¢ berandet
werden. ¢ und {* zerlegen B in zwei Kugeln ®; und K:, die von ¢, 1,, { bezw. §, 15, ¢’
berandet werden. Nun ldsst sich ¢’ semilinear so auf e abbilden, dassder Rand m, punktweise
festbleibt (§ 1 Satz 1 a). Entsprechend kann ' semilinear auf f abgebildet werden. Nimmt
man die identische Abbildung fiir v; und t, hinzu, so erhdlt man auf diese Weise eine s-
Abbildung des Randes von §; auf den Rand von &, und eine s-Abbildung des Randes von
R auf den Rand von ®,. Diese Abbildungen kénnen zu s-Abbildungen von &; auf R,
bezw. &, auf ®, erweitert werden, wodurch man eine s-Abbildung von B auf sich erhlt,
die auf T die Identitit ist und daher zu einer s-Abbildung der €3 auf sich erweitert werden
kann, die ausserhalb 8 die Identitit ist.

Hilissatz 4: Der Torus T sei der Rand des Vollringes B. Eine s-Abbildung ¢ von
T auf sich, die Meridiane von B in Meridiane iiberfiihrt, lisst sich zu einer s-Abbildung von
B auf sich erweitern.

Beweis: Ks seien ¢, und e, zwei disjunkte Meridianflichen! von 8 mit den Riandern
m, bezw. m,. Durch m,; und m, wird T in zwei Kreisringe 1,, 1, zerlegt, und durch e, und

e, wird B in zwei Kugeln &, &, zerlegt, die von e,, 1,, e, bezw. e,, 1,, ¢, berandet werden.

1 Dass zwei solche Meridianflachen existieren, erkennt man ohne weiteres, wenn man B durch ein
Prisma darstellt.
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Nach Voraussetzung sind my = ¢(m,) und mj; = ¢(m,) Meridiane von B, welche T in zwei
Kreisringe t; = @(r;) und 15 =g@(r,) zerlegen.

Es seien nun e; und ¢; zwei disjunkte Meridianflichen von B, die m; bezw. mg zum
Rande haben. Dass zwei solche Meridianflichen existieren, ergibt sich vermége ¢, und ¢,
aus § 2 Satz 4, da B ohne Einschrinkung der Allgemeinheit als Vollring in der €3 angenom-
men werden kann. Durch ¢; und e; wird 8 in zwei Kugeln £}, &; zerlegt, die von ey, 11, €5
bezw. s, t3, e1 berandet werden. Die durch ¢ gegebenen s-Abbildungen von m, bezw. m,
auf m; bezw. my konnen nach § 1 Satz 1 a zu s-Abbildungen von e, bezw. e, auf ¢; bezw.
ez erweitert werden, die wir ebenfalls mit ¢ bezeichnen. Dann sind durch ¢ fiir &, bezw.
R, s-Abbildungen des Randes auf den Rand von R bezw. & definiert, die nach § 1 Satz
8 zu s-Abbildungen von &, bezw. &, auf & bezw. Q; erweitert werden konnen. Damit

ergibt sich die Behauptung.

§ 4. Ein Satz von Alexander.

Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis des Satzes von Alexander [2], dass in der
3-Sphiire €2 jeder (simpliziale) Torus mindestens einen Vollring berandet.

Es sel ausdriicklich darauf hingewiesen, dass es fiir die Giiltigkeit des Satzes wesent-
lich ist, dass der Torus eine Zerlegung in euklidische Simplexe besitzt.

Wir werden den Alexanderschen Beweis unter Anlehnung an Graeub [6] ausfithren.
Der Beweis liuft darauf hinaus, dass eine Meridianfliche des Vollringes aufgesucht wird,
worauf §3 Hilfssatz 2 angewendet werden kann. Dabei machen wir Gebrauch von den
Erorterungen in § 1. Wir konnen annehmen, dass der Torus im Inneren eines 3-Simplexes
&2 der &3 liegt, und konnen dann @3 auch als 3-Simplex im R? auffassen und s-Abbildungen
des R® auf sich benutzen.

Eis sel % eine geschlossene Fliche im R3, Wir nennen mit Graeub [6] eine Schar paral-
leler Ebenen () des R? zulissig in bezug auf einen Punkt P von §, wenn der Durchschnitt
der durch P gehenden Scharebene F mit dem Aussenrand s eines Simplexsternes, der
den Mittelpunkt P besitzt und eine Umgebung von P beziiglich § ausmacht, nur aus
endlich vielen Punkten besteht, in welchen E von s durchsetzt wird. Die Anzahl 2% dieser
Schnittpunkte ist stets gerade, und es heisst £ — 1 die Ordnung von P beziiglich der Schar
(E). Die Schar paralleler Ebenen (E) des R3 heisst zuldssig tn bezug auf ¥, wenn sie zulissig in
bezug auf jeden Punkt von ¥ ist. Man erhilt eine in bezug auf §§ zulissige Ebenenschar
beispielsweise dadurch, dass man  simplizial zerlegt und die Schar (E) so bestimmt, dass
ihre Ebenen zu keiner der Geraden parallel sind, die durch 2 Ecken der Zerlegung gehen.
Da eine simpliziale Zerlegung von $§ stets nur endlich viele Ecken aufweist, lisst sich eine
solche Schar stets finden.
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Wir zitieren von Graeub [6]:

Hilfssatz 1: Ist eine Schar paralleler Ebenen (E) vm R® zuldssig in bezug auf die
geschlossene Fliiche T und bilden die Ebenen einer zweiten Schar (F) mit denen von (E) einen
gendigend kleinen Winkel, so ist (F) ebenfalls zulissig in bezug auf &, und die Ordnung jedes
Punktes P von & ist in bezug auf (F) dieselbe wie in bezug auf (E) ([6] S. 21).

Hilfssatz 2: Es sei die Schar paralleler Ebenen (E) des R® zuliissig in bezug auf die
geschlossene Fliiche §. Eine s-Abbildung ¢ des R* auf sich, die jede Ebene von (E) auf sich
abbildet, fihrt & in eine Fliche ' diber, fur welche (E) ebenfalls zuldssig ist, und Punkte
von § und ', die sich beziiglich ¢ entsprechen, haben dieselbe Ordnung in bezug auf (E)
([6] S. 21).

Ferner gilt: Ist (E) zulissig in bezug auf §, so sind die Punkte von {, deren Ordnung in
bezug auf (E) nicht null ist (also — 1 oder grosser als null), Ecken jeder simplizialen Zerle-
gung von . Wegen Hilfssatz 1 kann stets angenommen werden, dass jede Scharebene
héchstens einen solchen Punkt enthélt, Wir wollen diejenigen Punkte von §¥, deren Ordnung
beziiglich (E) positiv ist, als Ausnahmeecken von & beziiglich (E) bezeichnen. Wir stellen
zunichst fest: ‘

Satz 1: Ist die Schar paralleler Ebenen (E) des R® zuliissig in bezug auf die geschlossene
Fliche ¥ und besitzt § keine Ausnahmeecke beziiglich (E), so ust §§ eine 2-Sphdre.

Beweis: Wir betrachten eine simpliziale Zerlegung von §§ und diejenigen Ebenen von
(E), die durch die Ecken dieser Zerlegung gehen. Dies sind endlich viele, etwa E,, E,, . . .
E,, wobei die Numerierung im Sinne wachsender ,,Hohe‘ beziiglich einer zu (¥) orthogona-
len Achse erfolge.

Der Durchschnitt von E, mit § besteht aus einem isolierten Punkt P,, da andernfalls
noch eine tiefere Ecke von  auftreten miisste, was der Numerierung der Ebenen E,
widerspricht. Verschiebt man E, parallel nach E,, so erhilt man dort eine Schnittlinie s,
von E, mit dem Simplexstern, der von denjenigen Simplexen der Zerlegung von § gebildet
wird, die P, zur Ecke haben. E, wird in s, von § durchsetzt, da jeder Punkt von s, die Ordnung
null in bezug auf (E) hat. Verschiebt man E, parallel nach E;, so erhilt man in FE, eine
Schnittlinie s, von E, mit ¥, die zusammen mit s, auf {§ einen Kreisring berandet, da
zwischen E, und E, keine Ecke von {§ liegt. s; kann keine weitere etwaige Schnittlinie
von §§ und E, treffen, da sonst eine Ausnahmeecke auf s, lige, und es wird F; von ¥ lings
s, durchsetzt, da (F) zulissig in bezug auf ¥ ist. Wie von s, auf s3 kann man jetzt weiter-
schliessen, bis man schliesslich zu einer Schnittlinie s, von E, mit §§ gelangt, welche bei
Parallelverschiebung von E, nach E,,; in einen einzigen Pankt P,,; von E,,; zusammen-

schrumpft. Dies muss spitestens fiir E;_, eintreten, da iiber Ey_; nur noch eine einzige
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Ecke der Zerlegung von § liegt (ndmlich in Ey), und ist tatsichlich erst dann der Fall.
Man bemerkt nidmlich jetzt, dass durch s,, sg, .. ., s, aus §§ zwei Elementarflichenstiicke
(auf denen P; bezw. P,_, liegen) und r — 2 Kreisringe ausgeschnitten werden, die sich bereits
zu einer geschlossenen Fliche zusammensetzen, also ganz {§ ausmachen miissen. Die
Eulersche Charakteristik ergibt sich nun als —2, d.h. {§ ist eine 2-Sphére.

Wir wenden uns nun dem Beweis des Alexanderschen Satzes zu. Dabei nehmen wir
an, dass der Torus im Inneren eines 3-Simplexes der &3 liegt. Fiir spitere Anwendungen

verschirfen wir die zu beweisende Aussage in folgender Form:

Satz 2: Sei ©3 der Rand eines 4-Simplexes tm R4, der mit einer Hyperebene R® des R*
ein 3-Simplex €2 gemein habe. T sei ein Torus wn &3, (E) eine Schar paralleler Ebenen in R3,
die zuliisstg in bezug auf T ist und bes welcher jede Scharebene T in hichstens einem Punkte
trifft, dessen Ordnung bezdglich (E) ungleich null ist. Dann gibt es eine Scharebene durch eine
Ausnahmeecke von T, die T in esnem Meridian eines von T in ©3 berandeten Vollringes
schneidet.

Beweis: Nach Satz1besitzt T Ausnahmeecken beziiglich (E). Sei P eine solche, k —1> 0
die Ordnung von P und E die Scharebene durch P. Da ausser P alle Puni{te des Durchschnit-
tes von ¥ und E die Ordnung null haben, muss dieser Durchschnitt aus & doppelpunktfreien,
geschlossenen Schnittlinien bestehen, die nur den Punkt P gemein haben, und moglicher-
weise noch endlich vielen, etwa 7, geschlossenen, doppelpunktfreien Schnittlinien, die sich
untereinander und die % ersten nicht treffen. Jede dieser k + » Schnittlinien berandet
auf F ein Elementarflichenstiick, und es gibt unter ihnen eine ,,innerste’ s, d.h. eine solche,
die auf  ein Elementarflichenstiick e berandet, das keine weitere Schnittlinie enthilt.
Es sind nun zwei Fille denkbar: ‘

Fall 1: s ist nullhomolog auf ¥, d.h. ¥ wird durch s zerlegt.

Fall 2: s ist nicht nullhomolog auf I, zerlegt also T nicht.

Wenn wir auf Fall 2 gelangen, so folgt die Behauptung des Satzes unmittelbar aus § 3
Hilfssatz 2, wenn @3 als 3-Simplex der €2 aufgefasst wird. Es muss also nur noch der Fall
1 diskutiert werden.

Sei s nullhomolog auf T. Auf E berandet s das Elementarflichenstiick e, das offenbar
in @2 liegt. Durch eine orientierungserhaltende s-Abbildung v, von E auf sich fiihren
wir e in ein 2-Simplex ¢’ iiber. y, soll so gewahlt werden, dass P Fixpunkt ist und, falls P auf
sliegt, ausserdem Ecke von ¢’ ist.! y, wird zu einer s-Abbildung y von R? auf sich erweitert,
die jede Ebene von (E) in sich iiberfithrt und die zu E senkrechten Geraden permutiert.
¥ geht durch y in einen Torus T’ iiber. Durch eine Ahnlichkeitsabbildung y des R3 auf

1 Eine solche s-Abbildung existiert nach Graeus [6], S. 7.
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sich ldsst sich noch erreichen, dass T’ und ¢’ in €3 liegen. Nach § 1 Satz 4 existiert eine
s-Abbildung ¢ des R? auf sich, die ausserhalb €® die Identitét ist und auf T und e mit yy
iibereinstimmt, und es induziert ¢ eine s-Abbildung der €3 auf sich.

Wegen Hilissatz 2 hat jeder Punkt @ von ¥ in bezug auf (E) dieselbe Ordnung wie
sein Bildpunkt ¢(Q) auf T'. Dariiber hinaus bemerken wir: Die Schnittlinien von T mit
einer Scharebene entsprechen umkehrbar eindeutig solchen von T’ mit einer Scharebene.
Ist die Schnittlinie ' von T’ mit einer Scharebene Meridian eines von ¥ in der &2 berandeten
Vollringes, so ist die ihr entsprechende Schnittlinie ¢ auf ¥ Meridian eines von ¥ in der
©® berandeten Vollringes. «

Wir betrachten nun ¥’ und e’. Da ¢(s) nullhomolog auf ¥’ ist, wird T’ durch ¢(s) in
eine gelochte Ringfliche g und ein Elementarflichenstiick § zerlegt. §* bildet zusammen
mit ¢’ eine 2-Sphire, welche die ©2 in 2 Kugeln zerlegt. Eine dieser beiden Kugeln, sie
heisse &, enthalt keinen Punkt von g’ im Inneren, da | und e’ von g’ nur in ¢(s) getroffen
werden (e sollte keine weitere Schnittlinie von T und E enthalten). Nach § 1 Satz 11 lisst
sich nun durch eine s-Abbildung der &2 auf sich erreichen, dass T’ in den von ¢’ und g’
gebildeten Torus T’ iibergefithrt wird, wobei g’ punktweise festbleibt. T’ liegt wieder
in @3,

Die Ebenenschar (E) ist jetzt nicht mehr zulissig in bezug auf T”. Da ¢’ konvex
ist, kann man.aber dadurch, dass man die Scharebene E um einen hinreichend kleinen
Winkel dreht und zwar um eine in E liegende Achse durch P, die ¢’ hochstens in P trifft,
eine Schar (E) erhalten, in bezug auf welche die von P verschiedenen Punkte von e’ die
Ordnung null, die von P verschiedenen Punkte von ¢’ dieselbe Ordnung wie in bezug auf
(E) haben und bei welcher T von der durch P gehenden Scharebene E nur noch in
k +7r — 1 Schnittlinien getroffen wird.!

Statt die Ebenenschar zu #andern, drehen wir € um die bezeichnete Achse und zwar
50 wenig, dass T noch im Inneren von §3 verbleibt. Eine Schnittlinie von T’ mit einer
Scharebene Eq durch die Ausnahmeecke @ geht dabei in eine auf I/ homologe iiber. Die
Drehung von " kann nach § 1 Satz 4 durch eine s-Abbildung der €3 auf sich bewirkt werden,
die ausserhalb &3 die Identitit ist.

Das Verfahren lisst sich nun auf eine neue innerste Schnittlinie von ¥’' mit der durch
P gehenden Scharebene anwenden, wenn fiir diese wieder Fall 1 eintritt, und entsprechend
ist fortzufahren. Wenn nie Fall 2 eintritt, ist P nach héchstens & +r — 1 Schritten nicht
mehr Ausnahmeecke, da dann nur noch eine Schnittlinie vorhanden ist. Es kann dann
das Verfahren fiir eine andere Ausnahmeecke wiederholt werden, bis schliesslich einmal
der Fall 2 eintritt. Tatsdchlich muss dies geschehen, da sonst ¥ in eine Fliche tibergefiihrt

1 Vgl. hierzu Grarus [6] S. 23, 24.
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werden kénnte, die beziiglich einer zuldssigen Ebenenschar keine Ausnahmeecke besitzt,
was nach Satz 1 unméglicH ist. Wenn Fall 2 eintritt, erhilt man auf dem aus ¥ entstandenen
Torus fiir einen von diesem Torus in der &2 berandeten Vollring einen Meridian, der in
einer Scharebene durch eine Ausnahmeecke dieses Torus liegt. Wie sich aus dem Vorange-

henden ergibt, entspricht diesem Meridian auf ¥ ein solcher mit entsprechenden Eigen-
schaften.

§ 5. Knoten.

Unter einer Knotenlinie in der &3 verstehen wir einen einfachen Weg, also einen
orientierten, doppelpunktfreien, geschlossenen Streckenzug. Zwei Knotenlinien heissen
dquivalent, wenn es eine (orientierungserhaltende) s-Abbildung der €3 auf sich gibt, welche
die eine in die andere iiberfithrt. Wie Graeub [6] gezeigt hat, sind zwei Knotenlinien genau
dann dquivalent, wenn sie kombinatorisch isotop sind. Eine Aquivalenzklasse von Knoten-
linien heisst Knoten. Der Knoten, der von dem Rand eines orientierten 2-Simplexes repri-
sentiert wird!, heisst Kreis. Kine Knotenlinie reprisentiert genau dann den Kreis,
wenn es ein Elementarflichenstiick? gibt, dessen Rand sie ist [9]. Eine solche Knotenlinie
nennen wir Kreislinie oder sagen auch, dass sie unverknotet sei. Die folgenden Zitate ent-
nehmen wir [91:

Es sei § eine Kugel in der &3. Unter einer Sekne u von & verstehen wir einen doppel-
punktfreien, orientierten Streckenzug, der von einem Punkte P des Randes von & durch
das Innere von & zu einem von P verschiedenen Punkte @ des Randes von R fithrt, ochne den
Rand von K sonst zu treffen. Zieht man auf dem Rande von & einen doppelpunktfreien
Weg w von @ nach P, so bilden v und w zusammen eine Knotenlinie, Wir sagen, dass
die Sehne u in R den durch diese Knotenlinie dargestellten Knoten erzeugt. Dieser Knoten
ist unabhingig von der Wahl von w. Zu jedem Knoten existiert eine Kugel & mit Sehne u,
sodass # in & diesen Knoten erzeugt. Eine Sehne u der Kugel & heisse unverknotet, wenn
sie in & den Kreis erzeugt, andernfalls verknotet.

Hilfssatz 1: Es seien &, und K, 2wer Kugeln in der S mit den Sehnen u; bezw. u,.
Es existiert eine s-Abbildung der S auf sich, die &, so auf R, abbildet, dass u, in u, ibergeht,
genau dann, wenn u, tn 8, denselben Knoten erzeugt wie u, in K. In diesem Fall kann die
s-Abbildung der S auf sich so gewdhlt werden, dass emn vorgegebener Verbindungsweg der
Sehnenendpunkte auf dem Rande von R, in einen vorgegebenen solchen Verbindungsweg auf
dem Rande von R, bergefikrt wird ([9] S. 11).

! Die Rander irgend zweier orientierter 2-Simplexe in der &3 sind aquivalent,
2 Es ist zu beachten, dass wir keine Fliachen mit Singularitaten zugelassen haben.
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Hilissatz 2: Erzeugen in etner Kugel & zwes Sehnen w, und u, mit gemeinsamem Anfangs-
punkt und gemeinsamem Endpunkt denselben Knoten, so existiert eine s-Abbildung der ©3 auf
sich, die w, tn u, dberfihrt und ausserhalb & die Identstiit st ([9] S. 15).

Es sel k eine Knotenlinie in der &3, die den Knoten x reprisentiert, und &2 eine 2-
Sphire, die von % in genau zwei Punkten getroffen und dort durchsetzt wird. Nach § 1
Satz 9 zerlegt &2 die &3 in 2 Kugeln &, und &,, und % bildet in &, bezw. &, je eine Sehne
Uy bezw. uy. Ist #,(2 =1, 2) der Knoten, der von »; in R; erzeugt wird, so heisst » das
Produkt von x, und %, Zu je zwei vorgegebenen Knoten existiert genau ein Knoten, der
ihr Produkt ist.

Die Produktbildung ist assoziativ und kommutativ. Der Kreis spielt die Rolle des

Einselementes:

Satz 1: Ist in einem Produlkt von zwei Knoten ein Faktor der Kreis, so ist der Produkt-
knoten gleich dem anderen Faktor und umgekehrt ([9] S. 28).

Satz 2: Das Geschlecht eines Produktknotens st gleich der Summe der Geschlechter seiner
Faktoren! ([9] S. 24).

Satz 3: Der Kreis ist der einzige Knoten vom Geschlecht null ([9] S. 16).

Aus den Sitzen 2 und 3 folgt, dass sich der Kreis nur als Produkt von Kreisen darstellen
lasst.

Nach Satz 1 lisst sich jeder Knoten darstellen als Produkt von sich selbst mit dem
Kreis. Ein Knoten, der auf keine andere Weise als Produkt zweier Knoten darstellbar

ist und der selbst kein Kreis ist, heisst Primknoten.
Satz 4: Jeder Knoten vom Geschlecht 1 ist Primknoten ([9] S.29).
Satz 5: Jeder Produktknoten ist Produkt von (endlich vielen) Primknoten® ([9] S. 29).

Eine Faktorzerlegung eines Produktknotens lasst sich auf folgende Weise darstellen:

s Mg

Hilfssatz 3: s sei x das Produkt der Knoten Ay, 4,, . . ., A,, und es se1 k ein Reprisen-
tant von x. Dann gibt es n paarweise punkifremde Kugeln &, K, . . ., &, derart, dass k
wn jeder Kugel (1 =1,2, ..., n) genau eine Sehne u, bildet und dass u; in &, den Knoten
A; erzeugt. Man erhilt aus k eine Kreislinie, wenn man jede Sehne u; durch einen geeignet
orientierten Verbindungsweg threr Endpunkte auf dem Rande von &, ersetzt ([9] S. 30).
Umgekehrt gilt:

1 8ei k eine Knotenlinie. Das kleinste Geschlecht aller orientierbaren (singularitatenfreien) Flachen,
die & zum (einzigen) Rand haben, ist das Geschlecht des von k dargestellten Knotens.

% Das schirfere Resultat von [9], dass sich jeder Produktknoten nur auf eine Weise als Produkt
von Primknoten darstellen lasst, wird sich in § 19 erneut ergeben.
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Hilfssatz 4: Es sei k eine Knotenlinie. 8, K, ..., &, seien paarweise punktfremde
Kugeln derart, dass k in jeder Kugel Q,(2=1,2,...,n) genau eine Sehne u,; bildet. Die
Sehne u,; erzeuge in K, den Knoten ;. Die Knotenlinie k' entstehe dadurch, dass man on jeder
Kugel &, die Sehne u; durch eine unverknotete Sehne ersetzt. Der von k dargestellte Knoten
ist.dann das Produkt aus den Knoten A, und dem Knoten, der von k' dargestells wird ([9] S. 32)

‘Hilfssatz.5: In einer Kugel ® erzeuge eine Sehne u den Knoten x, der das Produkt
der Knoten x, wnd x, 1st..-Dann ldsst sich- & durch ein Elementarflichenstick e, das von u in
genay etnem Punkte getroffen und dort durchsetzt wird, so in zwer Kugeln &, und K, zerlegen,
dass das in &, bezw. 8, liegende Stiick von w als Sehne von & bezw. K, in &, bezw. K, den
Knoten », bezw. x, erzeugt ({91 8. 20).

Umgekehrt gilt:

Hilfssatz 6: Eine Kugel &, in der etne Sehne u den Knoten x erzeugt, werde von einem
Elementarflichenstick e, das von w in genau einem Punkte getroffen und dort durchsetzt
wird, in zwei Kugeln &, und R, zerlegt. Das in &, bezw. R, liegende Stiick von u mdge in
R, bezw. &, den Knoten »; bezw. x, erzeugen. Dann vst » das Produkt der Knoten 3, und x,
(97 8. 22).

Die Knotenlinie % sei Reprasentant des Knotens ». Durch Umorientierung von %
entsteht ein Reprisentant eines Knotens »’, der von x nicht verschieden zu sein braucht.
Das Paar (x, »') nennen wir einen nicht-orientierten Knoten, die Knoten x» und x’ bezeichnen
wir als ortentierte Komponenten von (x, ). Die Knotenlinie & soll nach Weglassen der
Orientierung nicht-orientierte Knotenlinie und Reprisentant des nicht-orientierten Knotens
heissen. Zwei nicht-orientierte Knotenlinien stellen genau dann denselben nicht-orientier-
ten Knoten dar, wenn es eine (orientierungserhaltende) s-Abbildung der ©? auf sich gibt,
welche die eine in die andere iiberfiihrt. Um Verwechslungen zu vermeiden, werden wir
Knoten bezw. Knotenlinien gelegentlich auch als orientierte Knoten bezw. Knotenlinien
bezeichnen.

Wenn fiir einen nicht-orientierten Knoten (x, %) gilt » =, so heisst der Knoten x
symmetrisch. Ein Knoten » heisst amphicheiral, wenn es zu einem Reprisentanten & von
% eine orientierungsumkehrende s-Abbildung der ©* auf sich gibt, welche k auf sich mit
‘Erhaltung der Orientierung abbildet. Wir werden in § 21 feststellen, dass Torusknoten
symmetrisch, nicht aber amphicheiral sind. Der Kreis ist symmetrisch und amphicheiral.

§ 6. Seelen und Breitenkreise eines Vollringes in der 3.
Es sei B ein Vollring in der 3. B werde durch zwei disjunkte Meridianflichen e,
f in zwei Kugeln &, und ®, zerlegt. Auf e und | werde je ein mittlerer Punkt P bezw. @

11In [9] ist auf S. 32 eine etwas andere Aussage bewiesen. Der dort gegebene Beweis iibertragt
sich jedoch wegen Satz 1 fast wortlich auf die hier gegebene Aussage.



158 Horst Schubert.

gewihlt, und es werde P mit @ in &, durch eine unverknotete Sehne a;, @ mit P in &,
durch eine unverknotete Sehne @, verbunden. @, und @, setzen sich zu einer Knotenlinie
a zusammen, die ortentierte Seele von B heisse. Durch Umkehrung der Orientierung von
a erhilt man ebenfalls eine orientierte Seele von 28B. Dies beruht darauf, dass die unverkno-
teten Sehnen @, @, von &, bezw. &, bei Umkehrung ihrer Orientierung wieder unverknotete
Sehnen sind, da eine Kreislinie bei Umkehrung ihrer Orientierung wieder eine Kreislinie
darstellt. Sieht man von der Orientierung von a ab, so heisse a Seele von B.

Durch die angegebene Konstruktion lassen sich verschiedene Seelen von % erhalten.

Es stellen jedoch alle Seelen denselben nicht-orientierten Knoten dar. Genauer gilt:

Hilfssatz 1: Es seien a und o' 2wei Seelen des Vollringes B in der S3. Es gibt eine
s-Abbildung der ©3 auf sich, die a in o’ siberfiihrt und auf dem Komplemént von B die Identstit
1st.

Beweis: ¢, f, &, &, P, @, a; und a, mogen die oben angegebene Bedeutung fiir ¢
haben, ¢, §, &, K, P’, @, a; und a; die entsprechende Bedeutung fiir a’. T sei der Rand
von B,

Die Réinder von e und j sind Meridiane von 8 und bilden bei geeigneter Orientierung
ein System von 2 Parallelkurven auf ¥. Gleiches gilt fiir die Rinder von ¢’ und §'. Nach
§ 2 Batz 4 gibt es eine s-Abbildung ¢ der &? auf sich, die ¥ auf sich abbildet, den Rand
von ¢ bezw. f in den Rand von e’ bezw. |’ und die ausserhalb einer beliebig kleinen Umge-
bung von T die Identitit ist. ¢ bildet B auf sich ab und kann insbesondere so gewéihlt
werden, dass ¢ punktweise festbleibt. Durch ¢ geht &, bezw. &, in eine Kugel ¢(&))
bezw. @(§,) iiber, und es ist a; Sehne von ¢(&;), @, Sehne von ¢(RK,). a, ist unverknotet
in @(R,) nach § 5 Hilfssatz 1, ebenso ist a, unverknotet in (&K,). Wir konnen also unter
Benutzung der urspriinglichen Bezeichnungen im Weiteren annehmen, dass der Rand von
e bezw. f mit dem Rand von e’ bezw. { zusammenfsllt.

Durch die Rénder von e und f wird ¥ in zwei Kreisringe 1,, t, zerlegt, wobei t; auf
dem Rande von &, r, auf dem Rande von & liege. 1, liegt entweder auf dem Rande von
R, oder auf dem Rande von &,. Falls r; auf dem Rande von &; liegt, behalten wir die
Bezeichnungen bei. Falls v, auf dem Rande von &, liegt (und damit t, auf dem Rande
von &), vertauschen wir die Bezeichnungen von &; und &, und von a, und a,, wobei
wir diese Sehnen gleichzeitig umorientieren. Wie oben bemerkt wurde, bleiben diese
Sehnen dabei unverknotet, und a bleibt als nicht-orientierte Knotenlinie erhalten. t,
liegt nun auf dem Rande von &, und &, r, auf dem Rande von &, und K.

Wir bilden nun e durch eine s-Abbildung  auf ¢’ ab und zwar so, dass p auf dem ge-
meinsamen Rande von e und ¢’ die Identitét ist und dass der mittlere Punkt P von ¢

in den mittleren Punkt P’ von ¢’ iibergeht. Dass eine solche Abbildung existiert, erkennt
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man ohne weiteres, wenn man ¢’ in ein 2-Simplex iiberfithrt. Entsprechend definieren
wir eine s-Abbildung v von f auf {’, die auf dem Rande von { die Identitit ist und @ in ¢’
fiberfithrt. Auf T definieren wir ¢ durch die Identitdt. Damit ist fiir den Rand von &
bezw. von &, eine s-Abbildung y auf den Rand von R] bezw. &; definiert. Nach § 1 Satz 8
konnen diese s-Abbildungen zu s-Abbildungen y von &, auf &, bezw. von &, auf & er-
weitert werden. Dabei geht a, in eine unverknotete Sehne von § iiber, die von P’ nach
Q' fiihrt, ebenso wie a;, aus a, entsteht eine unverknotete Sehne von §3, die von @’ nach
P’ fithrt wie a;. Nach § 5 Hilfssatz 2 kann v auf &, und &, so definiert werden, dass @, in
a; und a, in a, iibergeht. Damit ist eine s-Abbildung o von B auf sich definiert, welche
a in o’ iiberfiithrt und auf dem Rande von 8B die Identitét ist. Definiert man g im Komple-
ment von B noch durch die Identitdt, so erhilt man eine s-Abbildung der &2 auf sich
mit den gewiinschten Eigenschaften.

Wir stellen nun 8 wie in § 3 als Bild eines Prismas P beaziiglich einer Abbildung ¢
mit den dort angegebenen Eigenschaften 1), 2) dar. Dabei kann angenommen werden, dass

B in einem 3-Simplex der &3 liegt. Es hat dann Sinn, von einer Sehne von B zu sprechen.

Hilfssatz 2: Der Vollring B in der S sei lings einer Meridianfliche e zu einem Prisma
B aufgeschnitten. Die zugehirige Abbildung von P auf B sei o. Ist u eine unverknotete Sehne
von B, die einen Punkt der Dachfliche von T miat dem darunter liegenden Punkt der Boden-
fliache verbindet, so vst o(u) orientierte Seele von R.

Beweis: Es sei e, die Dachfliche, e, die Bodenfliche von ‘8. Die Sehne % von 3
verbinde den Punkt P, von e; mit dem Punkte P, von e,. Dabei ist ¢(P,) = ¢(P,). Neben
u betrachten wir eine Sehne v, die geradlinig von P, nach P, fithrt. Offenbarist ’ unverkno-
tet in 8. Nach § b Hilfssatz 2 gibt es eine s-Abbildung 4 von B auf sich, welche w' in « iiber-
fithrt und auf dem Rande von 5 die Identitét ist. Nun wird 8B nicht nur darch P und o
sondern auch durch 8 und die Abbildung ¢’ = oy von P auf B dargestellt. Es ist zu zeigen,
dass ¢’ (w') = o(u) eine orientierte Seele von B ist.

Es sei ¢’ eine gerade Mantellinie von 9B, die parallel zu v’ ist. Verbindet man die End-
punkte von %’ und ¢ in der Dachfliche ¢; und in der Bodenfliche e, von P geradlinig,
so erhilt man einen rechteckigen Streckenzug, der ein ebenes Elementarflichenstiick
g’ auf B berandet (Fig. 5). Durch ein Elementarflichenstiick j, das parallel zu e, ist,
wird B in zwei Kugeln &, & und ¢’ in zwei Elementarflichenstiicke g1, g2 zerlegt, wobei
g: in & liege. Durch die Abbildung ¢’ gehen ¢, und e, in die Meridianfliche e und { in eine
Meridianfliche f von % tiber. e und f zerlegen B in zwei Kugeln §&,, &,, die Bilder von
L, Kz sind. Durch das in &, bezw. &, liegende Stiick von o’ (u) erhilt man eine Sehne
von &, bezw. &,, die unverknotet ist, wie durch das Bild von g; bezw. gz in Evidenz gesetzt

wird (§5 Satz 3). o' (#') =o(u) ist also eine orientierte Seele von B.
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Wir merken noch an, dass ¢" durch ¢ in einen Kreisring g tibergefiihrt. wird, der auf
B liegt und dessen Rander die Bilder von %’ und ¢’ sind.

Hilfssatz 3: Es set B ein Vollring in der ©3, a eine Seele, T der Rand von B. Ferner
sev ¢ ein einfacher Weg auf X, dessen algebraische Schnitizahl mit den Meridianen von B +1
set. Ber geeigneter Orientierung von a tst ¢ auf B kombinatorisch vsotop zu a, und es stellen ¢
und a denselben Knoten dar.

Beweis: Wir benutzen die angegebene Darstellung von 8B als Bild des Prismas
beziiglich der Abbildung ¢’. Das orientierte Bild des Randes der Bodenfliche ¢, von & ist
ein Meridian m von 8B, das orientierte Bild der Mantellinie ' von P ein zu m konjugierter
Riickkehrschnitt £, und. es besteht auf T eine Homologie

e~fBm+ at (o, B ganz).

Es kann angenommen werden, dass 8 =0 und « =L ist. Zunichst ist « = +1, wie sich
durch Ubergang zu den algebraischen Schnittzahlen ergibt, und die Orientierung von ¢
kann so festgelegt werden, dass « = + 1 ist. Sollte 8 nicht null sein, so fithre man eine
semilineare Abbildung w von B auf sich aus, welche e, festlisst und die Dachfliche e,
von B um ein solches Vielfaches von 27 dreht (4 275), dass das geeignet orientierte Bild
der Mantellinie # von B beztiglich ¢’w ein zu ¢ homologer einfacher Weg auf ¥ ist. Statt
o’w ist dann wieder ¢’ zu schreiben.

Ferner kann angenommen werden, dass die Sehne #’ von B durch ¢’ in die gegebene
Seele ¢ von B iibergefithrt wird, denn wegen Hilfssatz 1 kann man andernfalls ¢ nech
mit einer s-Abbildling von B auf sich zusammeﬁsetzen, die auf T die Identitdt ist und
o’ (v') in @ iiberfiihrt.

Nun ist ¢ homolog zu ¢ auf T, also zu ¢ kombinatorisch isotop auf T nach § 2 Satz 2, .
und bei geeigneter Orientierung von a sind ¢ und ¢ kombinatorisch isetop auf R, wie sich
mit Hilfe des Kreisringes o’ (¢’) aus § 2 Hilfssatz 4 ergibt. Damit erhilt man die Behauptung,

da kombinatorisch isotope Knotenlinien dquivalent sind.
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Sei B wieder ein Vollring in der €2 mit dem Rande ¥. Ein einfacher Weg auf I,
der 1im abgeschlossenen Komplement von 8B (also in &3 — B -+ T) nullhomolog ist, ohne
auf T nullhomolog zu sein, heisse Breitenkreis von B, Die Breitenkreise von 8B bilden auf
T zwei Homologieklassen, die auseinander durch Umorientierung entstehen.

Die Existenz von Breitenkreisen ergibt sich daraus, dass ein Meridian m von L Hr-
zeugende der 1-dimensionalen Homologiegruppe von €3 — L + F ist. Ein zu m konjugierter
Riickkehrschnitt b auf T ist daher in &% — 8B + T homolog einem Vielfachen von m.
Insbesondere kann b so gewiithlt werden, dass b in ©2 —8 + T nullhomolog ist. b ist also
Breitenkreis von 8B. Nach Wahl von b bilden m und b eine eindimensionale Homologiebasis

auf &.
Ist nun ¢ ein beliebiger einfacher Weg auf ¥, der nullhomolog in €3 =8 + T nicht

aber auf ¥ ist, so besteht auf T eine Homologie
c~fm+ ab («, B ganz).

Hierin ist f =0, wie sich durch Ubergang zu den Verschlingungszahlen mit einer orien-
tierten Seele @ von B ergibt. Es haben nidmlich ¢ und b mit a die Verschlingungszahl null,
da sie in &8 — B + T nulthomolog sind, und- die Verschlingungszahl von a mit m ist 1.
Wegen f =0 ist die algebraische Schnittzahl von ¢ mit b auf T gleich null. Es kann daher
nach § 2 Hilfssatz 3 angenommen werden, dass ¢ und b disjunkt sind. Dann ist aber ¢~ + &
(also a& = <+ 1), wie aus der Doppelpunktireiheit von ¢ folgt, wenn man ¥ lings b zu einem
Kreisring aufschneidet. Die Breitenkreise von 28 liegen also in den beiden Homologieklassen
von ¥, die durch +b bestimmt sind.

Wir bemerken: Ein Breitenkreis von 8B bildet zusammen mit einem Meridian eine
1-dimensionale Homologiebasis auf T. Auf ¥ ist die algebraische Schnittzahl eines Brei-
tenkreises mit einem Meridian gleich + 1, und aus Hilfssatz 3 folgt insbesondere, dass ein
Breitenkreis von % zu einer geeignet orientierten Seele von 8 auf 8 kombinatorisch iso-
top ist.

Ferner ist ein Breitenkreis b von 8 Krzeugende der 1-dimensionalen Homclogiegruppe
von B: Jeder 1-Zyklus ist auf ® homolog zu einem 1-Zyklus auf T und damit auf L ho-
molog zu einem Vielfachen von b, da die Meridiane von 8 nullhomolog auf ¥ sind. Daraus
folgt auch, dass jede orientierte Seele von B KErzeugende der 1-dimensionalen Homologie-
gruppe von R ist.

Die Definition der orientierten Seelen eines Vollriﬁges gestattet folgende Umkehrung:

Hilfssatz 4: Es sei a eine orientierte Seele des Vollringes B in der S3. B werde durch
rwet disgunkte Meridianfléichen ¢, und e, die von a in nur je einem Punkie getroffen werden,
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wn zwet Kugeln &,, 8, zerlegt. Dann bildet a wn &, und K, je eine Sehne a, bezw. a,, und es
st a, unverknotet in &, a, unverknotet in K,.

‘Wir beweisen zunichst den

Hilfssatz 5: Es sei k eine Knotenlinie tm Inneren des Vollringes B, die auf B 2u der
wientrerten Seele a von B homolog wst. B werde durch zwei disjunkte Meridianflichen e,
und ey, die von k in nur je einem Punkte getroffen werden, in zwei Kugeln &, 8 zerlegt.
Dann bildet k wn R, und R, je eine Sehne k, bezw. k,, und der von k dargestellie Knoten »
st das Produkt aus dem von a dargestellten Knoten A und den von k, und ky in R, bezw. &,
erzeugten Knoten x,, %y, also % =, x,A.

Beweis: ¢, und ¢, werden in dem Punkte, den sie mit £ gemein haben, durchsetzt.
Andernfalls lige k entweder ganz auf &, oder ganz auf &, und wire daher nullhomolog
auf B, was unmoglich ist, da k& auf B homolog zu der Erzeugenden a der 1-dimensionalen
Homologiegruppe von % ist. k bildet also in &, und &, je eine Sehne k, bezw. k,.

Nach § 5 lisst sich #; als Produkt von sich selbst mit dem Kreise darstellen, und nach
§ 5 Hilfssatz 5 ldsst sich &, durch ein Elementarflichenstiick {, das von £, in genau einem
Punkte getroffen und dort durchsetzt wird, so in zwei Kugeln &;,, &, zerlegen, dass das
in 8y, liegende Stiick &, von &, in &,; den Knoten #x, und das in &, liegende Stiick &,
von k, in 8, den Kreis erzeugt.

Durch den Rand von &, wird die &? zerlegt in die Kugel &;, und eine Kugel @11.

ky, ist Sehne von 8, ky, + &, Sehne von Ry, und der von % dargestellte Knoten x ist

das Produkt des von k;; in §,, erzeugten Knotens »; mit dem von k,y + &, in S_?u er-
zeugten Knoten, den wir mit p bezeichnen: » = x, u.

Wir ersetzen nun %;; durch eine unverknotete Sehne %{; von &},, die denselben Anfangs-
punkt und denselben Endpunkt wie %,, besitzt. Wir erhalten damit eine Sehne k; = k3; + &y
von &, die nach §5 Hilssatz 6 in &, unverknotet ist. Aus % entsteht eine Knotenlinie
K =iy + kyp + ky = ki + ks, die auf B zu k homolog ist. Diese stellt das Produkt aus dem
von ky, + k&, in ﬁn erzeugten Knoten u und dem von ki; in &, erzeugten Kreis dar, also
den Knoten .

Der Rand von R, zerlegt die €3 in die Kugel &, und eine Kugel fiTz Durch & und
den Rand von &, wird u dargestellt als das Produkt des von k, in &, erzeugten Knotens
%, mit dem von k{ in 5_82 erzeugten Knoten, den wir mit » bezeichnen: p =u,v.

Wir ersetzen nun k, durch eine unverknotete Sehne k; von &,, wodurch aus &’ eine
Knotenlinie ¥ =%, + ko entsteht, die auf B homolog zu ¥’ und damit homolog zu k ist.

k" stellt einen Knoten dar, der das Produkt des von k; in &, erzeugten Kreises mit dem

von k; in &, erzeugten Knoten » ist. & stellt also den Knoten » dar, und es ist % = ;% 7.
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Nun ist aber & eine orientierte Seele von 8B, da k"’ in &, und 8, je eine unverknotete
Sehne bildet, namlich %, bezw. k5. Nach Hilfssatz 1 gibt es eine s-Abbildung der &3 auf sich,
die %’ auf die Seele a von B abbildet und ausserhalb B die Identitit ist. Dabel geht die
Orientierung von %k’ in die von a iiber, weil k" auf L zu % und damit zu ¢ homolog ist und
weil die Abbildung jeden 1-Zyklus auf 8 in einen homologen iiberfiihrt, da sie auf dem
Rande von B die Tdentitét ist. Es ist also » =4, woraus sich die Behauptung ergibt.

Wir wenden uns nun dem Beweise von Hilfssatz 4 zu. Wendet man Hilfssatz 5 auf
@ an, so erhilt man: Der von a dargestellte Knoten % = A ist das Produkt von sich selbst
mit den Knoten s, x,, die von a, bezw. a, in &, bezw. &, erzeugt werden. Nach § b Satz
1 ist 5,3, der Kreis, Dann sind aber auch », und x, Kreise, da der Kreis nur als Produkt von

Kreisen dargestellt werden kann. Es ist also @, unverknotet in &, @, unverknotet in ®,.

§ 7. Unverknotete Vollringe.

Wir nennen einen Vollring B in der €3 unverknotet, wenn durch eine orientierte Seele
von B der Kreis dargestellt wird. Andernfalls heisst B verknotet. Fiir einen unverknoteten
Vollring in der &3 stellt jede orientierte Seele den Kreis dar. Dies folgt aus § 6 Hilfssatz 1
und der Tatsache, dass der Kreis symmetrisch ist. Wir wollen mit den Sitzen 1 und 2

zwei Kriterien dafiir aufstellen, dass ein Vollring in der &3 unverknotet ist.

Hilissatz 1: Es sei B ein Vollring in der S mit dem Rande T. € sei ein Elementar-
flischenstiick, dessen Rand im Inneren von B liegt und dessen Durchschnitt mit X aus doppel-
punkifreien, paarweise punktfremden Schnittlinien besteht. € ldsst sich bei festgehaltenem

Rand so deformieren, dass der Durchschnitt von T und € keine auf T nullhomologe Schnittlinie
enthiilt.

Beweis: Wir betrachten die Schnittlinien von € und ¥, die auf T nullhomolog sind.
Jede berandet auf ¥ ein Elementarflichenstiick, und es gibt unter ihnen eine solche, etwa
s, die auf T ein Elementarflichenstiick | berandet, dés keine weitere Schnittlinie enthilt.
s berandet auf € ein Elementarflichenstiick e, und es bilden e und f zusammen eine 2-
Sphire &2, welche die &3 nach § 1 Satz 9 in zwei Kugeln zerlegt. Da &2 den Rand von €
nicht trifft, enthilt eine dieser Kugeln den Rand von €. Die andere der beiden Kugeln
sel §. Wie in § 1 ausgefithrt (Satz 11) kann man € dadurch deformieren, dass man e
iiber & deformiert und anschliessend so von f abhebt, dass die Schnittlinie s verschwindet
und keine neuen Schnittlinien von § und T entstehen. Das Abheben kann zudem so vorge-
nommen werden, dass der Rand von § festbleibt. Auf diese Weise lassen sich der Reihe

nach alle Schnittlinien von € und ¥ beseitigen, die nullhomolog auwf ¥ sind.

11 — 533806. Acta mathematica. 90. Imprimé le 24 novembre 1953.
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Satz 1: Es sei B ein Vollring in der S3. Im Inneren von B liege eine Kreislinie k so,

dass k nicht bereits in einer auf B liegenden Kugel enthalten ist. Dann ist B unverknotet.

Beweis: Da & eine Kreislinie ist, gibt es nach § 5 ein Elementarflichenstiick €, das
von k berandet wird. Nach den Erorterungen von § 1 kann angenommen werden, dass
der Durchschnitt von € mit dem Rande ¥ von 8 entweder leer ist oder nur aus doppel-
punktfreien, paarweise punktfremden Schnittlinien besteht, und wegen Hilfssatz 1 kann
angenomren werden, dass von diesen Schaittlinien keine nullhomolog auf ¥ ist.

Der Durchschnitt von € und ¥ kann nicht leer sein. Andernfalls lige € im Inneren
von B, da.dies fiir den Rand % der Fall ist, und eine geniigend kleine simpliziale Umge-
bung von € wiirde eine Kugel ausmachen, die in B liegt und % enthélt, im Widerspruch zur
Voraussetzung. '

Von den verbliebenen Schnittlinien berandet jede auf € ein Elementarflichenstiick.
Wir betrachten eine solche, s, die auf & ein Elementarflichenstiick ¢ berandet, das keine
weitere Schnittlinie enthilt. ¢ muss entweder auf L oder auf & —B + T liegen. Lige
¢ auf B, so wire s nullhomolog auf B, und da s nicht nulthomolog auf ¥ ist, miisste s
Meridian von 8B sein. Dann wire ¢ Meridianfliche von 8B. Dies ist aber unmdoglich, denn
es liesse sich sonst B durch eine Meridianfliche {, die zu ¢ hinreichend benachbart ist und
¢ nicht trifft, in zwet Kugeln zerlegen, von denen eine % enthalten miisste, da & von e nicht
getroffen wird und auch nicht von f, wenn { hinreichend nahe an e gewédhlt wird. Man er-
hielte damit einen Widerspruch zur Voraussetzung.

Es muss also ¢ auf € —L + T liegen. s ist nun eine Kreislinie auf T, die nullhomolog
auf & — L + T nicht aber auf T ist, wie sich aus der Berandung von e ergibt. Die Kreis-
linie s ist also Breitenkreis von %, und nach § 6 Hilfssatz 3 stellt s denselben Knoten dar

wie eine geeignet orientierte Seele von B. L ist also unverknotet.

Hilfssatz 2: Es sei B ein verknoteler Vollring tn der ©3. Eine Kreislinie s auf dem

Rande T vow B ist entweder nullhomolog auf X oder Meridian von B.

Beweis: Es muss nur gezeigt werden, dass s nelhomolog auf B ist. Wire dies aber
nicht der Fall, so konnten wir s kombinatorisch ins Innere von & deformieren (dass dies
moglich ist, erkennt man an einer Darstellung von 8 durch ein Prisma P unmittelbar),
wodurch wir eine Kreislinie im Inneren ven 8 erhielten, die nicht in einer auf B hegenden
Kugel enthalten sein kann, da sie auf 8 nicht-nullhomolog ist..Satz 1 ergibt dann unmittel-

bar einen Widerspruch zur Voraussetzung, dass B verknotet ist.

Satz 2: Das abgeschlossene Komplement eines Vollringes B in der &3 ist genau dann

ein Vollring, wenn B unverknotet ist.
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Beweis: Sei zunéchst B unverknotet. Eine orientierte Seele a von % ist dann unverkno-
tet und Rand eines Elementarflichenstiickes €. Es kann wegen Hilfssatz 1 angenommen
werden, dass der Durchschnitt von € und dem Rande T von B entweder leer ist oder
nur aus doppelpunktfreien, paarweise punktfremden Schnittlinien besteht, die auf ¥
nicht nullhomolog sind. Der Durchschnitt von & und T kann nicht leer sein, da sonst a
auf B nullhomolog sein miisste. Wir betrachten auf € eine Schnittlinie s, die auf € ein
von weiteren Schnittlinien freies Elementarflichenstiick ¢ berandet. ¢ kann nicht auf 8
liegen, denn es wire sonst ¢ Meridianfliche von 8 und miisste daher von @ geschnitten
werden. ¢ liegt also auf 3 — 8B + T. Da s nicht nullhomolog auf T ist, folgt aus § 3 Hilfssatz
2, dass €2 -8 + T ein Vollring ist, fir welchen ¢ Meridianfliche ist.

Es moge nun umgekehrt ©3 — B + T ein Vollring I8 sein. Kin Meridian von 2§ ist
dann eine Kreislinie auf T, die Breitenkreis fiir 8 ist. B ist unverknotet, da ein Breiten-
kreis nach § 6 Hilfssatz 3 denselben Knoten darstellt wie eine geeignet orientierte Seele

von .

§ 8. Deformation iiber Vollringe.

Wir baben in § 1 ausgefithrt, dass sich der Durchschnitt zweier Flichen in der &2
moglicherweise dadurch vereinfachen lidsst, dass man ein Elementarflichenstiick auf der
emnen Fliche iiber eine Kugel hinweg deformiert. Nunmehr sind wir in der Lage zu zeigen,
dass unter gewissen Voraussetzungen ein Kreisring iiber einen Vollring hinweg deformiert

werden kann:

Satz: Es seien v; und v, zwei Kreisringe in der ©3, deren Durchschnitt aus den gemein-
samen Rindern s, und s, bestehe. Der von v, und 1, gebildete Torus T berande ewnen Vollring
B, und es seren s; und s, auf B homolog zu einer orientierten Seele von B. Ferner sei I emn
Komplex, dessen Durchschwitt mit B aus s; und s, bestehe. Dan» mibt es eine s-Abbildung der
S8 auf sich, die vy tn 1, vberfiihrt und auf M die Identitiit ist.

Wir sagen auch, dass sich t, bei festem I iber B in 1, deformieren lisst. Tatsdchlich
handelt es sich dabei um eine Deformation im Sinne von § 1.

Beweis: Da s; und s, auf ¥ liegen und doppelpunktfrei sind, ist die Aussage, dass s;
und s, auf B homolog zu einer orientierten Seele sind, gleichbedeutend damit, dass s,
und s, auf T die algebraische Schnittzahl 1 mit einem Meridian von 8 haben.

Wir zerlegen & durch zwei Meridianflichen e, f in zwei Kugeln. Der Rand von e
bezw. { ist ein Meridian m, bezw. m, von 8. Es kinnen e und f so gewihlt werden, dass
m, und m, von s, und s, nur in je einem Punkte getroffen werden. Sind nidmlich ¢ und f
zundchst beliebig gewihlt, so gibt es, da die algebraische Schnittzahl von s,, s, mit den

Meridianen von 8 gleich +1 ist, jedenfalls ein System von 2 Parallelkurven ¢,, ¢, auf T
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(vgl. § 2) derart, dass die Rénder von ¢ und § von ¢; und ¢, in nur je einem Punkte getroffen
werden und dass t), £, zu s,, s, (bei geeigneter Orientierung) auf ¥ homolog sind. Nach
§ 2 Satz 4 lisst sich das Kurvenpaar t,, ¢, durch eine s-Abbildung der &2 auf sich so in
das Kurvenpaar s,, s, iiberfithren, dass T in sich iibergeht und B auf sich abgebildet wird.
Aus den zunichst willkiirlich gewihlten Meridianflichen e, f entstehen dabei solche mit
der gewiinschten Eigenschaft.

Durch m,, m, wird T in zwei Kreisringe 3,, 8, zerlegt, und cs zerlegen ¢ und § den Voll-
ring B in zwei Kugeln &), §,, die von e, 8;, f bezw. |, 8,, e berandet werden (Fig. 6). Die
Kreisringe 1;, 1,, in welche T durch s, und s, zerlegt ist, werden durch m, und m, in je zwei
Elementarflichenstiicke gy, ,, bezw. @y, gy, zerlegt, wobei g, und g,, auf 3;, g, und gy,
auf 3, liegen mogen.

Nach § 1 Batz 11 und den anschliessenden Erorterungen lisst sich der aus v, und 9%
bestehende Komplex zunsichst dadurch deformieren, dass man g,, iiber &, in das Elementar-
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flichenstiick e + g,; +f deformiert und g,, und M festhilt. Danach kann man den aus
M, Gu1, €, fund gy, bestehenden Komplex deformieren, indem man das Elementarfléchen-
stiick e + gy + | liber &, in g,, deformiert und g,, und I festhalt. Insgesamt ist damit
der aus IR und r, bestehende Komplex in den aus I und 1, bestehenden bei festem I
deformiert.

Anmerkung 1: Die im Satz bezeichnete s-Abbildung kann so gewihlt werden, dass
sie auf dem Komplement einer beliebig kleinen Umgebung von 8 die Identitit ist, da man
stets annehmen kann, dass dieses Komplement auf I liegt.

Anmerkung 2: Der Satz gestattet folgende Anwendung:

Es seien g}, ¥, zwei Flichen in der &3, die sich in zwei Schnittlinien s, und s, durchset-
zen. s, und s, mogen auf J, einen Kreisring r; beranden, dessen Durchschnitt mit §,
nur aus s; und s, bestehe. Auf ¥, werde von s; und s, ein Kreisring r, berandet. r; und t,
bilden zusammen den Torus ¥, der einen Vollring 8B berandet. Wir wollen annehmen,
dass der Durchschnitt von 8 mit , nur aus 1y, von B mit einer hinreichend kleinen Umge-
bung von 1, beziiglich ¥, nur aus r, besteht, dass also §; —1, und ; — 1, in s; und s,
an B von aussen anstossen, und dass s; und s, auf B zu einer (geeignet orientierten) Seele
von B homolog sind.

Unter diesen Voraussetzungen lisst sich der Satz anwenden, also ¥, in die Fliche
&2 — Ty + 1y deformieren. Ahschliessend lasst sich noch durch Abheben, d.h. eine s-Abbildung
der €3 auf sich, die ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung von 1, die Identitét ist,
erreichen, dass der Durchschnitt der deformierten Fliche g, mit r, entweder iiberhaupt
leer ist oder nur noch aus einzelnen Punkten oder Stiicken von s; oder s, besteht, ohne
dass sich der Durchschnitt von , — 1, mit ; dndert.

Dass dieses Abheben von r; moglich ist, erkennt man, wenn man etwa zunichst ein
Elementarflichenstiick auf {§,, das eine Umgebung von g,, beziiglich {§, ausmacht, in ein
2-Simplex iiberfithrt und das Abheben von g;, so austiihrt, dass die beiden Randstiicke,
die gy; mit g;, gemein hat, festbleiben. Anschliessend ldsst sich entsprechend das Abheben
von ¢, ausfiithren.

Eine weitere Anwendung des obigen Satzes ist der folgende:

Hilfssatz 1: Es seien &, und R, zwei Kugeln in der &3 mit den Rindern S5 bezw.
G5 R, liege auf Ry, und der Durchschnitt von S% und SZ bestehe aus zwei disjunkten Ele-
mentarflichenstiicken e, §. Ferner sei u eine Sehne von R, die von einem Punkte auf e zu
etnem Punkte auf § fihrt, sodass also w auch Sehne von K, st.

Das abgeschlossene Komplement von R, beziiglich R, ist genau dann ein Vollring, wenn
u i R, und in K, denselben Knoten erzeugt. Falls das abgeschlossene Komplement von K,
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beziiglich 8, etn Vollring ist, so st dieser unverknotet, und die Rinder von e und { sind Breiten-
kreise dieses Vollringes.

Beweis: Seien s bezw. ¢ die Réinder von e bezw. §. Durch s und ¢ wird €21in die beiden
Elementarflichenstiicke e, f und einen Kreisring 1, zerlegt. Entsprechend wird €% in e,
f und einen Kreisring v, zerlegt. r, und r, bilden zusammen einen Torus T (Fig. 7). Das
abgeschlossene Komplement von §&; beziiglich der €3 ist eine Kugel §1 Der Durchschnitt
von ®, und &, besteht aus e und f. Nach § 3 Hilfssatz 1 sind e und f Meridianflichen eines
von T in der 3 berandeten Vollringes B, der von &, und &, gebildet wird. Das abgeschlos-
sene Komplement U von 8, beziiglich &, ist zugleich das abgeschlossene Komplement
von B beziiglich der &3,
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Ist nun A ein Vollring, so ist 9 (und auch B) nach § 7 Satz 2 unverknotet, und es sind
s und ¢ als Meridiane von 8 Breitenkreise von (. Nach dem obigen Satz lisst sich 1, iiber
9 in 1, deformieren, und es gibt eine s-Abbildung ¢ der &* auf sich, die 1, in 1, fiberfiihrt
und die auf ¢, f und » die Identitit ist. @ bildet &, so auf &, ab, dass u festbleibt. Nach
§ 5 Hilfssatz 1 erzeugt » in &, und in &, denselben Knoten.



Knoten und Vollringe. 169

Es mége nun umgekehrt « in ®; und in R, denselben Knoten erzeugen. Es ist zu
zeigen, dass A ein Vollring ist. Wegen § 7 Satz 2 ist dies gleichwertig damit, dass & unver-
knotet ist.

Wir kénnen annehmen, dass &, im Inneren eines 3-Simplexes der €3 liegt und ein
(euklidischer) Wiirfel ist, der e und f zu gegeniiberliegenden Seiten hat. P sei der Anfangs-
punkt von w auf e, @ der Endpunkt von « auf f. Auf s bezw. ¢ wiihlen wir je einen Punkt
S bezw. T. P und S werden geradlinig durch die von S nach P orientierte Strecke v auf
e verbunden, @ und 7' durch die von @ nach T orientierte Strecke w auf f. Aufr, verbinden
wir T mit S durch einen von 7 nach S orientierten Weg z,, der mit s bezw. ¢t nur den Punkt
S bezw. T gemein hat. Entsprechend withlen wir den Weg z, auf t,. Nun bilden «wwz, v und
uwz,v Knotenlinien, welche den von u in &, bezw. {, erzeugten Knoten, also denselben
Knoten », darstellen. Durch isotope simpliziale Deformation des von S nach T fithrenden
Weges vuw kann man eine Sehne 4’ von §, erhalten, fiir welche S der Anfangspunkt,
T der Endpunkst ist. Dabei entstehen Knotenlinien 4’z, und %'z, die noch denselben Kno-
ten » darstellen. Nun wird » durch u’z, und die 2-Sphire &} als Produktknoten dargestellt
und zwar als Produkt von 2 Faktoren, die von u'z, bezw. z,2; ! reprisentiert werden. Da
u'z, ebénfalls den Knoten » darstellt, ist 2,23 * nach §5 Satz 1 eine Kreislinie z. Auf &
hat z mit dem Meridian s von B die algebraische Schnittzahl + 1. Nach § 6 Hilfssatz 3
stellt z denselben Knoten dar wie eine geeignet orientierte Seele von L. B ist also unver-
knotet.

Der soeben betrachtete Sachverhalt wird besonders einfach, wenn % in §; unverkno-
tet ist:

Hilfssatz 2: Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 1 ser w tn O, unverknotet. Dann

st u auch in K, unverknotet.
Beweis: Wir schliessen w zu einer Knotenlinie £ durch eine unverknotete Sehne y der
zu &, komplementiren Kugel §,. Der von k reprisentierte Knoten x» wird durch &}

als Produkt des von « in &, und des von % in ﬁ‘l erzeugten Knotens, also als Produkt zweier

Kreise, dargestellt. » ist also der Kreis. Andererseits wird » durch.k und &2 als Produkt

des von u in &, und des von y in der zu &, (in der &%) komplementiren Kugel &, erzeugten
Knotens dargestellt. Beide Knoten miissen Kreise sein, da sich der Kreis nur als Produkt

von Kreisen darstellen ldsst. « ist also auch in &, unverknotet.

§ 9. Die Ordnung eines Vollringes in bezug auf eine Knotenlinie.

Wir betrachten einen Vollring B in der &2 und eine Knotenlinie k, die auf 8 liegt.

Da eine orientierte Seele von B erzeugendes Element der 1-dimensionalen Homologie-
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gruppe von B ist, ist k auf B homolog zu dem Vielfachen einer solchen Seele. Den Betrag
dieser Vielfachheit nennen wir die Umlaufzahl von k auf B. Ist k nicht nullhomolog auf B,
8o bezeichnen wir eine Seele a von B, die so orientiert ist, dass k auf & zu einem positiven
Vielfachen von a homolog ist, als positiv ortentiert beziiglich k. Ist k eine nicht-orientierte
Knotenlinie auf B, so bezeichnen wir die Umlaufzahl, die k& bei Orientierung auf B erhilt,
auch als Umlaufzahl von k auf 8. Es ist dabei offenbar gleichgiiltig, welche Orientierung
von k benutzt wird.

Es sei nun % eine orientierte oder nicht-orientierte Knotenlinie, die auf einem Vollring
% in der &3 liegt. Wir betrachten solche Meridianflichen von %, die von & in allen Punkten,
die sie mit k gemein haben, durchsetzt werden. Aus einer beliebigen Meridianfliche von
B kann man eine solche durch eine beliebig kleine Deformation erhalten. Die kleinste der
Schnittpunktzahlen von k mit einer solchen Meridianfliche von B heisse die Ordrung von
B in bezug auf k.

Hilissatz 1: Es sei k etne Knotenlinie auf einem Vollring B in der 3. Die Ordnung
von B in bezug auf k ist nicht kleiner als die Umlaufzahl von k auf B. Die Differenz aus
Ordnung und Umlaufzahl ist gerade. Liegt k auf dem Rande von B, so stimmen Ordnung
und Umlaufzahl tiberein.

Beweis: Die Umlaufzahl von k¢ auf 8 kann auch als algebraische Schnittzahl von %
mit einer (geeignet) orientierten Meridianfliche von B aufgefasst werden, wobei die Wah!
der Meridianfliche gleichgiiltig ist. Sei insbesondere m eine Meridianfliche von %, die von
k in nur so vielen Punkten getroffen wird, wie die Ordnung von 8 in bezug auf % angibt.
Die Ordnung von £ in bezug auf k ergibt sich also, indem man die gemeinsamen Punkte
von k£ und m alle mit der Vielfachheit + 1 zdhlt, wihrend sich die Umlaufzahl von k auf
B dadurch ergibt, dass man diesem Punkte die Vielfachheit + 1 oder — 1 zulegt, je nach
der Richtung, in welcher 1t von k in diesen Punkten durchsetzt wird. Gleichzeitig ergibt
sich, dass sich Ordnung und Umlaufzahl um eine gerade Zahl unterscheiden.

Es liege nun £ auf dem Rande T von B. m sei ein Meridian, b ein Breitenkreis von 8.

m und b bilden auf ¥ eme eindimensionale Homologiebasis. Auf T gilt also eine Homologie
k~pfm + ab (a, B ganz).

Es kann angenommen werden, dass b so orientiert ist, dass « = 0 ist. Dann ist « die Um-
laufzahl von k auf 8, denn auf LB ist m nullhomolog und b Erzeugende der eindimensionalen
Homologiegruppe von B. Die algebraische Schnittzahl von %k mit m auf T ist + «. Nach
§ 2 Hilfssatz 3 kann m so gewihlt werden, dass £ mit m nur « Punkte gemein hat. Eine
Meridianfliche von B, die m zum Rand hat, trifft nun % in « Punkten. Die Ordnung von

B in bezﬁg auf % ist also hochstens gleich «, und sie muss « sein, da sie nach dem Obigen



Knoten und Voliringe. 171

nicht kleiner als die Umlaufzahl « von %k auf B sein kann. Damit ergibt sich die letzte
Behauptung des Hilfssatzes,

Folgerung aus Hilfssatz 1: Hat B die Ordnung 1 in bezug auf k, so hat k die Umlauf-
zahl 1 auf 8.

Fiir das Folgende beschrinken wir uns auf den Fall, dass £ im Inneren von 8 liegt.

Satz 1: Die Knotenlinie k liege vm Inneren des Vollringes B. B hat in bezug auf k
genau dann die Ordnung null, wenn k im Inneren einer Kugel liegt, die von B umfasst wird.

Beweis: Wenn 8B die Ordnung null in bezug auf % hat, so gibt es eine Meridianfliche
e von %, die & nicht trifft. Eine Meridianfliche { von B, die hinreichend benachbart zu
¢ ist und e nicht trifft, wird dann von % ebenfalls nicht getroffen. e und § zerlegen 8 in
zwel Kugeln, wovon eine k£ im Inneren enthalten muss.

Es liege nun umgekehrt  in einer Kugel &, die von 8 umfasst wird. Man kann anneh-
men, dass § den‘ Rand von B nicht trifft. Sollte dies namlich nicht der Fall sein, so kann
man & durch eine s-Abbildung der €3 auf sich in ein 3-Simplex iiberfithren. Durch &hn-
liches Zusammenziehen ‘dieses 3-Simplexes lisst sich dann eine Kugel erhalten, die im In-
neren von B liegt und % noch im Inneren enthilt. Sei nun m eine Meridianfliche von 8.
Es kann angenommen werden, dass m den Rand €2 von &, falls iiberhaupt, nur in doppel-
punktireien, disjunkten Schnittlinien trifft. Die Schnittlinien lassen sich der Reihe nach
beseitigen. Jede berandet nimlich auf m und auf &2 ein Elementarflichenstiick. Wir
betrachten zunichst eine solche, s, die auf ©2 ein Elementarflichenstiick ¢ berandet, das
keine weitere Schnittlinie enthilt. s berandet auf m ein Elementarflichenstiick {. e und
f bilden zusammen eine 2-Sphire, welche eine Kugel berandet, die m — f nicht enthilt.
Uber diese kann nach §1fin ¢ deformiert und anschliessend von e abgehoben werden,
sodass die Schnittlinie s verschwindet und der Durchschnitt von m — { mit ©2 ungeéndert
bleibt. Auf diese Weise lassen sich alle Schnittlinien von nt und €2 beseitigen. Man erhalt
damit eine Meridianfliche m von 8B, die & und damit auch k nicht trifft, da der Rand von
m im Ausseren von § liegt.

Satz 2: Der Vollring B enthalte die Knotenlinie k vm Inneren und habe in bezug auf
k die Ordnung 1. Dann ist k entweder orientierte Seele von B, oder der von k dargestellte Knoten
ist Produkt eines vom Krevse verschiedenen Knotens mit demjenigen Knoten, der von einer
beziiglich % positiv orientierten Seele von B reprisentiert wird.

Beweis: Nach der Folgerung aus Hilfssatz 1 hat k auf 8 die Umlaufzahl 1. Es hat dem-
nach einen Sinn, von einer beziiglich k positiv orientierten Seele von B zu sprechen.

Sei nun e eine Meridianfliche von B, die k in nur einem Punkte trifft. Es ldsst sich zu
e eine hinreichend benachbarte Meridianflache f so wihlen, dass | von ¢ nicht getroffen
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wird und von % nur in einem Punkte. Dass diese Wahl von f mdglich ist, erkennt man
ohne weiteres, wenn man 8 lings e aufschneidet und durch ein Prisma darstellt.

¢ und f zerlegen B in zwei Kugeln §; und &, in denen % je eine Sehne &, bezw. £,
bildet. Nach Definition der Seele und nach § 6 Hilfssatz 4 ist & genau dann Seele von %,
wenn k, in &, und %, in &, unverknotet ist.

Es sei nun % nicht Seele von 8. [ stelle den Knoten » dar, eine beziiglich £ positiv
orientierte Seele von B den Knoten A. Ferner erzeuge %, in &, den Knoten z,, k, in &,
den Knoten »x,. Nach §76 Hilfssatz 5 ist % = »,#,4. Da k nicht Seele von & ist, so ist minde-
stens einer der Knoten »;, %, kein Kreis, und es ist auch s, x, nicht der Kreis, da der Kreis
nur als Produkt von Kreisen dargestellt werden kann. Damit ergibt sich die Behauptung.

Anmerkung: Satz 2 ist eine Ergéinzung zu der Aussage von § 6 Hilfssatz 3, dass eine
Knotenlinie auf dem Rande von 8, in bezug auf welche B die Ordnung 1 hat, denselben

Knoten darstellt wie eine gleichsinnig orientierte Seele von &.

Hilfssatz 2: Es sei k eine Knotenlinie im Inneren des Vollringes B. my, my, . . ., mg
seten. Meridiane von B, die sich gegenseitig nicht treffen. Es ewistieren dann f Meridianflichen
von B, die my bezw. my, . .., mz als Rand haben, paarweise punktfremd sind und k in nur

so vielen Punkten treffen, wie die Ordnung von B in bezug auf k angibt.

Beweis: Sei zuniichst e, eine Meridianfliche von %, die £ in nur so vielen Punkten
trifft, wie die Ordnung von %8 in bezug auf & angibt. Wenn man Q8 langs e, aufschneidet
und durch ein Prisma darstellt, erkennt man, dass in hinreichender Néhe von e; noch
weitere Meridianflichen e,, .. ., ¢; gewihlt werden konnen, die sich gegenseitig und e;
nicht treffen und % nur in so vielen Punkten wie ¢,. Die Rinder von e,, €, . . ., ¢z bilden
auf dem Rande T von 8B ein System von # Parallelkurven (bei gleichsinniger Orientierung),
die Meridiane von & sind. Nach § 2 Satz 4 gibt es eine s-Abbildung der &3 auf sich, die dieses
System von Parallelkurven auf ¥ in dasjenige iiberfiihrt, das von den Meridianen m,,
My, . . ., my (bei geeigneter Orientierung) gebildet wird. Die Abbildung lisst sich so wihlen,
dass sie T in sich iiberfithrt und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung von T die
Identitit ist. Da & im Inneren von % liegt, kann diese Umgebung von ¥ so gewihlt werden,
dass sie k nicht trifft. Durch die Abbildung gehen dann e, e,, . . ., e5 in Meridianflichen
von B iiber, welche die geforderten Eigenschaften haben.

Es sei 98 ein Vollring in der €3, der den Vollring 8 umfasst. Die Ordnung von 28 in
bezug auf eine Seele von B ist unabhingig von der Wahl der Seele, weil es nach §6 Hilfssatz
1 zu je zwei Seelen von 2B eine s-Abbildung der €3 auf sich gibt, welche die eine Seele in
die andere iiberfiihrt und auf dem Komplement von 8 die Identitit ist. Wir bezeichnen

daher die Ordnung von %8 in bezug auf eine Seele von B als Ordnung von B in bezug auf B.
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Entsprechend bezeichnen wir die Umlaufzahl einer Seele von R auf W als Umlaufzahl

von B auf W.

Hilfssatz 3: Der Vollring 28 enthalte den Vollring B im Inneren und habe in bezug
auf B die Ordnung null. Dann gibt es eine Meridianfliche von W, die B nicht trifft.

Beweis: Um Weitlgufigkeiten zu vermeiden, benutzen wir Resultate des folgenden
§ 10, die wir unabhingig von diesem Hilfssatz erhalten werden.

Es sei a eine Seele von 8. Nach Definition der Ordnung gibt es eine Meridianfliche
m von ¥, die ¢ nicht trifft. Nach § 10 Hilfssatz 1 gibt es einen Vollring B, der a zur Seele
hat und in einer beliebig kleinen Umgebung von a liegt. Insbesondere kann 8’ so gewihlt
werden, dass B’ im Inneren von ¥ liegt und dass B’ von m nicht getroffen wird. Da B’
im Inneren von 8B liegt und a zugleich Seele von B und B’ ist, hat L in bezug auf L’
die Ordnung 1, und durch die Seelen von B und B’ wird derselbe nicht-orientierte Knoten
dargestellt. Nach §10 Hilfssatz 2 gibt es eine s-Abbildung ¢ der &2 auf sich, welche
B in B iiberfiihrt und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung von 8B die Identitéit
ist. Da B im Inneren von W liegt, kann ¢ inshesondere so gewdhlt werden, dass ¢ im
Komplement von 28 die Identitit ist. ¢(m) ist dann eine Meridianfliche von 23, die B
nicht trifft.

Hilfssatz 4: Es sei 88 ein Vollring i der &3, der den Vollring B tm Inneren enthalte.
k sei etne Knotenlinie vm Inneren von B und m eine Meridianfliche von 28, die k in y Punkten
trifft. Dann gibt es eine Meridianfliche von 28, die den Rand von B nur wn Meridianen von
LB und k in hichstens y Punkten trifft.

Beweis: Es kann angenommen werden, dass der Durchschnitt von m mit dem Rande
T von B nur aus doppelpunktfreien Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig nicht treffen.
Falls dies noch nicht der Fall ist, ldsst sich dies durch eine Deformation von m erreichen,
bei welcher der Rand von ut und der Durchschnitt von m und %k ungedndert bleiben.

Wir betrachten zunichst diejenigen Schnittlinien von ¥ und n1, die auf ¥ nullhomolog
sind, und zeigen, dass sie sich der Reihe nach beseitigen lassen, ohne dass sich die Schnitt-
punktzahl von nt mit £ erhoht. Sei s eine solche, die auf T ein Elementarflichenstiick e
berandet, das keine weitere Schnittlinie enthilt. s berandet auf m ein Elementarflichenstiick
f. Wir ersetzen { durch e und erhalten damit eine Meridianfliche m’ von %, die £ in héchstens
v Punkten trifft, da e als Elementarflichenstiick auf ¥ zu %k punktfremd ist. Nun wird
m’ dadurch deformiert, dass man ¢ von ¥ abhebt und zwar ins Aussere oder Innere von
B, je nachdem ob m — { in s im Ausseren oder Inneren von B an T anstosst. Das Abheben
kann so geschehen, dass der Durchschnitt von m’ mit & und der Durchschnitt von T

mit m — § ungedindert bleiben. Statt m’ schreiben wir wieder m. Auf diese Weise lassen
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sich der Reihe nach alle Schnittlinien von ¥ und m beseitigen, die nullhomolog auf
¥ sind.

Die verbleibenden Schnittlinien sind bei geeigneter Orientierung auf T homolog, da
sie doppelpunktfrei sind und sich gegenseitig nicht treffen, und zwar sind es entweder Meri-
diane oder Breitenkreise von 8. Ist nimlich s eine innerste Schnittlinie auf m, d.h. eine
solche, die auf m ein Elementarflichenstiick ¢ berandet, das keine weitere Schnittlinie
enthilt, so ist s entweder nullhomolog auf 8 oder nullhomolog in & — LB -+ T. Da s nicht
nullhomolog auf T iét, so ist s entweder Meridian oder Breitenkreis von 8, wobei im zweiten
Falle 8 unverknotet ist. Falls die Schnittlinien Meridiane von R sind, ist nichts mehr zu
beweisen.

Es selen nun die Schnittlinien von nt und T Breitenkreise von 8. Dann gibt es auf
¥ einen Breitenkreis & von B, der keine der Schnittlinien von m und < trifft. Ist nun a
eine Seele von B, die hinreichend nahe an b liegt, so wird a ebenso wie b von n1 nicht ge-
troffen. 98 hat also die Ordnung null in bezug auf B, und nach Hilfssatz 3 gibt es eine Meri-
dianfliche von 28, welche B nicht trifft. Der Hilfssatz ist damit bewiesen.

Hilissatz 5: Es set I8 ein Vollring wn der @3, der den Vollring B im Inneren enthalte
und n bezug auf diesen die Ordnung y habe. Jede Meridianfliche von B, die den Rand T
von B nur in Meridianen von B schneidet, enthilt mindestens y Meridianflichen von B, und
es gibt eine Meridianfliche von R, die T tn nur y Meridianen von B schneidet.

Beweis: Der Fall y =0 kann ausgeschlossen werden, da dann die erste Behauptung
trivial ist und sich die zweite Behauptung durch Hilfssatz 3 ergibt.

Sei nun y> 0 und a eine Seele von B. m sei eine Meridianfliche von %, die T nur in
Meridianen von 8B trifft und dort schneidet. Wir betrachten auf m diejenigen Schnitt-

linien, die auf n von keiner weiteren umfasst werden. Dies seien s;, 8y, . . ., $5. Jede Schnitt-
linie s,(=1,2,...,8) berandet auf m ein Elementarflichenstiick e, und es liegt
m—e —¢— ... —¢ im Ausseren von B nach Bestimmung der s,. Auf jedem ¢, muss

mindestens eine Meridianfliche von £ liegen. Eine auf e, innerste Schnittlinie von m und
% (diese kann der Rand von e, sein) berandet namlich auf m ein Elementarflichenstiick,
dessen Durchschnitt mit & nur aus seinem Rande besteht. Da dieser ein Meridian von
B ist, muss das Elementarflichenstiick Meridianfliche von % sein.

Die erste Behauptung ergibt sich, wenn noch gezeigt wird, dass g = y ist. Wir kénnen
nun wegen Hilfssatz 2 alle e, gleichzeitig durch Meridianflichen f; von &8 ersetzen, die
sich gegenseitig nicht und o in je einem Punkte treffen. Dabei entsteht aus m eine
Meridianfliche m’ von 2B, die @ in f Punkten trifft. Aus der Definition der Ordnung
folgt =z y.

" Sei nun m eine Meridianfliche von 8, die a in nur y Punkten trifft. Wegen Hilfssatz
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4 (man ersetze dort k¥ durch ¢) kann angenommen’ werden, dass der Durchschnitt von
T und m nur aus Meridianen von 8B besteht. Es mogen s, und e; die Bedeutung wie oben
haben. Da auf jedem e, mindestens eine Meridianfliche von £ liegen muss und ¢ von jeder
Meridianfliche von B getroffen wird, muss jetzt § <y und damit f =y sein. Ersetzen wir
die ¢, wie oben durch Meridianflichen f; von B, so entsteht aus m eine Meridianfliche von
9B, welche die zweite Behauptung des Hilfssatzes erfiillt.

Satz 3: Es sei k eine Knotenlinie im Inneren des Vollringes B, der vm Inneren des Voll-
ringes 8 enthalten set. Die Ordnung von I8 in bezug auf k ist gleich dem Produkt der Ordnung
von X in bezug auf B mit der Ordnung von B in bezug auf k.

Beweis: Sei y die Ordnung von ¥ in bezug auf %, y; die Ordnung von % in bezug auf
B und vy, die Ordnung von B in bezug auf k. m sei eine Meridianfiiche von %3, deren
Schnittpunktzahl mit & gleich » ist. Wegen Hilfssatz 4 kann angenommen werden, dass
m den Rand T von B nur in Meridianen von B schneidet. Nach Hilfssatz 5 enthilt m
mindestens y, Meridianflichen von 8, und jede dieser Meridianflichen trifft k in mindestens
v, Punkten nach Definition der Ordnung. Daraus folgt

(1) Y E V1Y

Sei nun m eine Meridianfliche von ¥, die ¥ in y, Meridianen s;, s, . . . , s,, schneidet.
Wegen Hilfssatz b berandet s,(¢ =1, 2, ..., »;) auf m eine Meridianfliche e, von 8. Nach
Hilfssatz 2 kann man in die s; gleichzeitig y, Meridianflichen {j, f,, . . ., f,, von £ ein-

spannen, die sich gegenseitig nicht und % in je y, Punkten treffen. Ersetzt man die e,
durch die {; so entsteht aus m eine Meridianfliche von %, die & in y,y, Punkten trifft,
woraus '

(2) Y =N
folgt. Aus (1) und (2) ergibt sich die Behauptung des Satzes.

Satz 4: Es ser k eine Knotenlinte, die von dem Vollring B umfasst werde. I set ern
Vollring, der B umfasst. Die Umlaufzahl von k auf I8 ist gleich dem Produkt der Umlaufzahl
von B auf W mit der Umlaufzahl von k auf B.

Beweis: Es sei o die Umlaufzahl von & auf 38, «; die Umlaufzahl von 8 auf & und
oy die Umlaufzahl von k auf B. Dann ist £ auf B homolog dem «,-fachen einer geeignet
orientierten Seele ¢ von B. Auf I ist @ homolog dem «,-fachen einer geeignet orientierten
Seele a’ von 2. Dann ist £ auf 8 homolog dem («, ,)-fachen von a’. Es ist also « = a; o,.

Satz 5: Es set k eine Knotenlinie, die den Knoten x darstellt. Die Ordnungen in bezug auf

& derjenigen verknoteten Vollringe, die k im Inneren enthalten, sind beschrinkt. Die Schranke
hiingt nur von x ab.
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Anmerkung: Fiir die Giiltigkeit des Satzes ist die Verknotung der betrachteten Voll-
ringe wesentlich.

Beweis: Offenbar ist es gleichgiiltig, welcher Reprisentant & von » gew#hlt wird.
Wir kénnen wegen § 1 Satz 5 annehmen, dass & im Inneren eines 3-Simplexes €2 der &3
liegt. Fiir das Weitere sei k fest gewihlt bis auf Anderungen, die & durch Ahnlichkeitsab-
bildungen von @2 in sich erfihrt. 8 sei ein verknoteter Vollring, der k£ im Inneren enthilt.
Wegen § 1 Satz 5 kann angenommen werden, dass der Rand T von 8 ebenfalls in €3 liegt.

Wir fassen 3 als 3-Simplex eines euklidischen Raumes R? auf. Es gibt dann im 2 eine
Schar paralleler Ebenen, die zulissig in bezug auf ¥ ist (vgl. § 4) und die Eigenschaften
hat, dass kein 1-Simplex von £ parallel zu den Ebenen der Schar ist uhd dass jede Scharebene
hochstens eine Ausnahmeecke von T enthdlt. Nach §4 Satz 2 gibt es eine Scharebene
E, die T in einem Meridian m eines Vollringes schneidet, der von T in der &3 berandet
wird. Wegen § 7 Satz 2 muss m Meridian von & sein, da 8 verknotet ist. m berandet auf
E ein Elementarflichenstiick e, auf dem noch Schnittlinien von T mit £ liegen kénnen.
Da diese Schnittlinien unverknotet sind, sind sie wegen § 7 Hilfssatz 2 nullhomolog auf
T oder Meridiane von 8. Es kann angenommen werden, dass e ausser seinem Rand keinen
Meridian von B enthilt, da andernfalls ¢ durch ein kleines Klementarflichenstiick auf e
ersetzt werden kann. Die Schnittlinien von T mit e sind geschlossen und doppelpunktfrei,
sie haben mit dem Rande von ¢ hochstens einen Punkt gemein, und nur in einem solchen
Punkte konnen sich verschiedene Schnittlinien treffen. Dies folgt daraus, dass & hochstens
eine Ausnahmeecke von T enthilt.

Nach Wahl der Ebenenschar besteht der Durchschnitt von e und k aus Punkten P,
Py, ..., P, in denen ¢ von k durchsetzt wird, und moglicherweise noch weiteren Punkten
@1, @s, - . ., @5, in denen e von k getroffen aber nicht durchsetzt wird. Wir werden zeigen,
dass die Ordnung von 8 in bezug auf & hichstens gleich v ist. Daraus folgt dann, dass
diese Ordnung nicht grosser ist als die Anzahl der Punkte, in denen E von k durchsetzt
wird. Als allein von k abhingige Schranke fir die Ordnung von B in bezug auf k erhilt man
damat die maximale Anzahl von Schnittpunkten, die etne Ebene E, die zu keinem 1-Simplex
von k parallel ist, mat k haben kann.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass die Ordnung von 8B in bezug auf k hochstens gleich

y ist. Dies folgt aus

Hilissatz 6: Es set B ein Vollring, der die Knotenlinie k im Inneren enthilt. T ses
der Rand und m ein Meridian von B. Ferner sei ¢ ein Elementarflichenstiick mit dem
Rande m, dessen Durchschmitt mit & nur aus isolierten Punkten und dessen Durchschnitt
mit T ausser aus m aus doppelpunktfreien, geschlossenen Schuwiittlinien besteht, die sich
gegenseitig wnd m hichstens in einem Punkte R auf m treffen und die nullhomolog auf &
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sind. Dann gibt es eine Meridianfliche m von B, die m zum Rande hat und k nur n solchen
Punkten trifft, die Schnittpunkie von k mit e sind.

Beweis: Es selen Py, P,, ..., P, wieder die Punkte, in denen ¢ von k durchsetzt
wird, @y, @5, . . ., @5 die iibrigen Punkte des Durchschnittes von e und %, in denen also
e von k getroffen aber nicht durchsetzt wird.

Wir betrachten die Schnittlinien von ¢ mit . Da diese nullhomolog auf ¥ sind, be-
randet jede von thnen auf ¥ ein Elementarflichenstiick, das den Meridian s nicht enthalten
kann. Sei s eine innerste Schnittlinie auf T, die auf T ein Elementarflichenstiick §, berandet,
das keine weitere Schnittlinie enthilt. Auf e berandet s ein Elementarflichenstiick f,.
Wir ersetzen f, durch f, und deformieren das dabei aus e entstehende Elementarflichen-
stiick noch dadurch, dass wir §, von ¥ so abheben, dass die Schnittlinie s verschwindet und
keine neuen Schnittlinien entstehen (vgl. §1). Falls s mit m einen Punkt B gemein hat,
ist R als einziger Punkt von f, nicht von T abzuheben. Nach den Erorterungen von §1
kann das Abheben so vorgenommen werden. Da £ im Inneren von % liegt, kann das Abhe-
ben zudem so vorgenommen werden, dass dabei keine neuen gemeinsamen Punkte von
k und dem aus ¢ entstehenden Elementarflichenstiick auftreten.

Das aus e entstandene Elementarflichenstiick bezeichnen wir wieder mit e¢. Es hat
mit % hoéchstens die Punkte Py, P, . . ., P, und @y, @,, . . ., @ gemein, wobei noch dieje-
nigen dieser Punkte, die auf {, lagen, verschwunden sind. Solange noch Schnittlinien von e
und ¥ vorhanden sind, kann dieses Verfahren fortgesetzt werden. Man erhilt schhiesslich
ein Elementarflichenstiick m, das mit T nur den Rand m gemein hat und das von % héch-
stens in Py, Py, ..., P, durchsetzt wird. m ist Meridianfliche von 8. Falls 1t mit £ noch
Punkte @, @, . . ., @5 gemein hat (in denen also m von % nicht durchsetzt wird), so ldsst
sich noch durch eine Deformation von m erreichen, dass diese Punkte im Durchschnitt

von m mit k verschwinden, ohne dass sich der iibrige Durchschnitt von m mit £ dndert.

§ 10. Semilineare Aquivalenz von Vollringen in der 3.

Zwel Vollringe U, B in der &3 heissen gleich verknotet, wenn die Seelen von 11 und B
denselben nicht-orientierten Knoten darstellen. Wir wollen zeigen, dass es zu jedem nicht-
orientierten Knoten x einen Vollring in der &3 gibt, durch dessen Seelen » dargestellt
wird, und dass es zu zwei Vollringen in der &3 genau dann eine s-Abbildung der &2 auf
sich gibt, welche den einen in den anderen iiberfiihrt, wenn die beiden Vollringe gleich

verknotet sind.

Hilfssatz 1: Es set k eine Knotenlinie. Es gibt einen Vollring B, der in einer beliebig

kleinen Umgebung von k liegt und k als orientierte Seele besitzt.
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Beweis: Es kann angenommen werden, dass t im Inneren eines 3-Simplexes @3 der
&3 liegt, und wir kénnen €2 als 3-Simplex des R? auffassen. Man erkennt nun leicht, dass
eine geeignete simpliziale Umgebung von % einen Vollring mit den gewiinschten Eigen-
schaften ausmacht. Man kann etwa so vorgehen:

Wir zerlegen k simplizial so, dass bei Durchlaufen von k keine zwei aufeinander-
folgenden 1-Simplexe in einer Geraden liegen. Die 1-Simplexe auf k umgeben wir nun
der Reihe nach mit beiderseits abgeschnittenen Pyramidenstiimpfen, deren Querschnitt
sich im Sinne der Orientierung von k erweitert. An den Pyramidenstiimpfen unterscheiden
wir Dach- und Bodenfliche so, dass im Sinne der Orientierung von k die Dachfliche vor
der Bodeniliche liegt. Die Dach- bezw. Bodenfliche soll dabei in einer Ebene E, liegen,
welche durch eine Ecke P, des gerade betrachteten 1-Simplexés geht und welche die
Eigenschaft hat, dass die in P, zusammenstossenden 1-Simplexe von k mit E; gleiche
Winkel bilden. Die Pyramidenstiimpfe konnen der Reihe nach so gewahlt werden, dass
der Durchschnitt von je zwel unmittelbar aufeinanderfolgenden aus der Dachfliche des
einen besteht, dass der Durchschnitt vovn zwel nicht unmittelbar aufeinanderfolgenden
leer ist und dass der Rand von % von keinem Pyramidenstumpf getroffen wird. Dies
ist moglich, da jedes 1-Simplex e! von k& vom Rande von & und von den 1-Simplexen
von k, die nicht an ¢! anstossen, einen positiven Abstand hat. Die Vereinigungsmenge
dieser Pyramidenstiimpfe macht dann einen Vollring 8B aus, der &k zur Seele hat: Man
kann in einem Pyramidenstumpf zwel ebene Meridianflichen von B finden, wodurch
B in zwei Kugeln zerlegt wird, in denen % je eine unverknotete Sehne bildet. Offenbar
kénnen die Pyramidenstiimpfe noch so gewihlt werden, dass 8 in einer beliebig kleinen
Umgebung von k liegt.

Hilfssatz 2: Es sei 8B ein Vollring in der &3, der im Inneren des Vollringes B* ent-
halten set. B und B* seien gleich verknotet, und es habe B* die Ordnung 1 in bezug auf B.
Dann gibt es eine s-Abbildung der €3 auf sich, die B* in B diberfihrt und ausserhalb einer
beliebig kleinen Umgebung des abgeschlossenen Komplements von B in bezug auf B* die Iden-
tatdt ast.

Beweis: Es sei 3* der Rand von B*, T der Rand von 8. Da 8B* in bezug auf B die
Ordnung 1 hat, gibt es nach § 9 Hilfssatz 5 eine Meridianfliche ¢* von B*, die T nur in
einem Meridian von $ trifft und dort schneidet. In hinreichender Nihe von e* lisst sich
eine zweite Meridianfliche f* von 8B* so wihlen, dass f* die gleiche Eigenschaft hat und
e* nicht trifft. Auf e* und f* liegt dann je eine Meridianfliche e bezw. § von &.
Durch e* und f* wird B* in zwei Kugeln £*, K* zerlegt. &*(i =1, 2) wird berandet
von e*, f* und einem Kreisring r;* auf T*. Durch ¢ und § wird 8B in zwei Kugeln &, &,

zerlegt, wobel &; in &,* enthalten sei. Der Rand von &; enthilt einen Kreisring t;, der auf
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T liegt (Fig. 8). Es sei a eine orientierte Seele von B, die in &, und K, je eine unverknotete
Sehne a, bezw. a, bildet, g, ist gleichzeitig Sehne von &7. Da B* in bezug auf ¢ die Ordnung
1 hat und da B und B* gleich verknotet sind, ist @ nach § 9 Satz 2 orientierte Seele von
LB*, und nach § 6 Hilfssatz 4 ist a, auch unverknotet in &F.

Nach §8 Hilfssatz 1 ist nun das abgeschlossene Komplement von &, beziiglich §}
ein unverknoteter Vollring 1, fiir welchen die Rénder von e und { Breitenkreise sind.
11, wird berandet von den Kreisringen t,, t} und je einem Kreisring § bezw. t auf e* bezw.
f*, und alle Rander dieser Kreisringe sind Breitenkreise von ;. Man kann nun T* nach
§ 8 dadurch deformieren, dass man zuniichst den Kreisring 1} iiber U, in den Kreisring

3 +1, + 1 deformiert und dabei ti festhilt. Danach ldsst sich bel festgehaltenem t, der
12~ 533806. Adcta mathematico. 90. Imprimé le 24 novembre 1963,
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Kreisring 8 + 13 + t iiber 1, in t, deformieren. Dann ist ¥ in T iibergegangen. Nach An-
merkung 1 zum Satz von §8 lassen sich die Resultate beider Deformationen durch s-
Abbildungen der &2 auf sich erhalten, die ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung
von U, bezw. 1, die Identitit sind. Hieraus ergibt sich die Behauptung.

Anmerkung: Wir haben diesen Hilfssatz zum Beweise von §9 Hilfssatz 3 und damit
fiir den Fall y =0 in § 9 Hilfssatz 5 benutzt. Dagegen haben wir im vorstehenden Beweise
§ 9 Hilfssatz b fiir den Fall y = 1 benutzt, also von § 9 Hilfssatz 3 keinen Gebrauch gemacht.

Satz 1: Es seien B und B* 2wei gleich verknotete Vollringe in der 3. Die orientierten
Seelen a bezw. a* von B bezw. B* seien so orientiert, dass sie denselben Knoten darstellen.
Dann gibt es eine s-Abbildung der €3 auf sich, die B* in B und a* in-a diberfihrt.

Beweis: Durch eine s-Abbildung der &3 auf sich lisst sich zunichst erreichen, dass
a und a* zusammenfallen. Nach Hilfssatz 1 gibt es einen Vollring 2, der @ zur orientierten
Seele hat und sowohl im Inneren von R wie im Inneren von B* liegt. Da a orientierte
Seele von W, B und B* ist, sind W, B und B* gleich verknotet, und es haben B und
B* in bezug auf W die Ordnung 1. Wendet man nun Hilfssatz 2 einmal auf die beiden
Vollringe B*, W, das andere Mal auf die beiden Vollringe B, 28 an, so ergibt sich die Be-
hauptung. ‘

Da ein Vollring in der €3 durch eine s-Abbildung der &2 auf sich offenbar in einen gleich

verknoteten iibergeht, folgt aus Hilfssatz 1 und Satz 1 insbesondere:

Satz 2: Zu jedem nicht-orientierten Knoten » gibt es einen Vollring in der 3, durch
dessen Seelen » dargestellt wird. Zu zwei Vollringen WU, B in der S3 gibt es genau dann eine
s-Abbildung der ©® auf sich, die 1l in B diberfihrt, wenn W1 und B gleich verknotet sind.

Satz 3: Es sei B ein Vollring in der S und y eine ortentierungserhaliende s-Abbildung
von B auf sich, welche einen Breitenkreis von B in einen gleichsinnig orientierten tiberfiihrt.
1 liisst sich zu etner s-Abbildung der S* auf sich erweitern, die ausserhalb einer beliebig kleinen
Umgebung von B die Identitiit vst.

Beweis: Es sei T der Rand von £B. b sei ein Breitenkreis von 8, der durch g in einen
gleichsinnig orientierten, also in einen zu b auf T homologen, iibergefithrt wird. Durch y geht
jeder Breitenkreis von 8 in einen gleichsinnig orientierten iiber, denn ein beliebiger Breiten-
kreis von % ist auf T homolog zu + b und eine Homologie auf ¥ bleibt bei y erhalten.
Da Meridianflichen von 8 durch y in Meridianflichen iibergehen, fiihrt y jeden Meridian
von % in einen Meridian iiber und zwar in einen gleichsinnig orientierten, weil y orientierungs-
erhaltend auf T ist und jeder Breitenkreis in einen gleichsinnig orientierten iibergefiihrt
wird. Daraus folgt, dass y jeden 1-Zykel auf ¥ in einen homologen iiberfiihrt.

Der Beweis erfolgt nun in mehreren Schritten. Zunichst wird die zu erweiternde
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Abbildung spezialisiert. Danach wird ein Vollring 8* konstruiert, der B im Inneren enthélt
und in einer vorgegebenen, beliebig kleinen Umgebung von 2 liegt. Schliesslich wird die
Abbildung so auf B* erweitert, dass sie auf dem Rande von LB* die Identitdt ist, sodass

ste im Komplement von B* durch die Identitit definiert werden kann.

1. Schritt: Spezialisierung der zu erweiternden Abbildung.

Es sei m eine Meridianfliche von 8. Nach § 3 Hilfssatz 3 gibt es eine s-Abbildung
y der &2 auf sich, welche die Meridianfliche y (m) auf m und % auf sich abbildet und welche
ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung von 8 die Identitat ist. Auf Bist danng =ypy
eine s-Abbildung von B auf sich, welche m auf sich abbildet. Wir werden zeigen, dass
sich @ zu einer s-Abbildung der &3 auf sich erweitern lasst, die ausserhalb einer beliebig
kleinen Umgebung von 8B die Identitit ist. Bezeichnen wir diese Abbildung wieder mit
@, so hat die s-Abbildung y~'¢ der &3 auf sich die gewiinschten Eigenschaften, denn auf
B ist ylo =y lyy=y.

Die Abbildung ¢ von B auf sich ist orientierungserhaltend, und sie fithrt jeden 1-Zykel
auf & in einen auf T homologen iiber. Es hat nimlich y diese Eigenschaften und auch
v, da y (als s-Abbildung der &8 auf sich) ausserhalb einer Umgebung von  die Identitéit
ist.

2. Schritt: Konstruktion einmes Vollringes LB*, der B im Inneren enthiilt und in einer
vorgegehenen Umgebung von B liegt.

Wir schneiden ¥ lings m zu einem Prisma R* auf, wobel angenommen werden kann,
dass P* im Inneren eines 3-Simplexes der &3 liegt. o* sei die zugehorige Abbildung von
P* auf B. Zu P* betrachten wir ein Prisma P, das dadurch entsteht, dass man PB* bei
fester Achse dhnlich zusammenzieht (Fig. 9). B wird durch ¢* auf einen Vollring B’ abge-
bildet, der im Inneren von B liegt. Da die Achse von P* durch ¢* in eine Seele sowohl von
B als auch von B’ iibergeht (§ 6 Hilfssatz 2), sind B und B’ gleich verknotet, und es hat
L in bezug auf B’ die Ordnung 1. Nach Hilfssatz 2 gibt es eine s-Abbildung w der &3 auf
sich, welche B’ auf B abbildet und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung von B
die Identitdt ist. 8B geht durch w in einen Vollring B* iiber. Statt we* schreiben wir o.
Durch ¢ wird B auf B und P* auf einen Vollring B* abgebildet, der B im Inneren enthilt
und in einer vorgegebenen Umgebung von B liegt.

Es sei m} die Dachflache, m} die Bodenfliche von B*, m, und m, sollen die entspre-
chende Bedeutung fiir P haben. Es ist nicht gesagt, dass m, und m, durch o auf die Meri-
dianfliche m von B abgebildet werden. Falls dies nicht der Fall ist, setzen wir ¢ mit einer
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s-Abbildung der &3 auf sich zusammen, die o(m,) auf m und B auf sich abbildet und die
i Komplement von 8* die Identitit ist. Eine solche Abbildung existiert nach § 3 Hilfssatz
3. Fiir die mit ¢ zusammengesetzte Abbildung schreiben wir wieder ¢, sodass also ¢ jetzt
m, und m, auf m abbildet.

3. Schritt: Erweiterung der Abbildung.

Wir wollen nun die Abbildung ¢ so auf B* erweitern, dass sie auf dem Rande von
B* die Identitit ist. Wird ¢ dann noch im Komplement von 8B* durch die Identitéit definiert,
so erhilt man eine s-Abbildung der &3 auf sich mit den gewiinschten KEigenschaften.

Da die Meridianfliche m von 8 durch ¢ auf sich abgebildet wird, induziert ¢ vermége
o eine s-Abbildung ¢ von B auf sich: 6 =qo. @ bildet 1, und m, auf sich ab und fiihrt
iibereinanderliegende Punkte von m, und m, wieder in solche iiber. Auf dem Rande von
m, ist ¢ = o~'@o orientierungserhaltend, da der Rand von m ein Meridian von % ist, der
durch @ orientierungserhaltend auf sich abgebildet wird. Wir wollen @ so auf P* fortsetzen,
dass ¢ auf dem Mantel von * die Identitit ist und dass iibereinanderliegende Punkte
von m; und m; wieder in solche iibergehen. Dann iibertrigt sich ¢ vermoge o in eine s-
Abbildung von B* auf sich, welche auf L mit ¢ iibereinstimmt und auf dem Rande von
B* die Identitdt ist. Es ist also nur noch die Abbildung ¢ auf die angegebene Weise von
B auf P* zu erweitern.

Das abgeschlossene Komplement von m,(z =1, 2) beziiglich m;* ist ein Kreisring t,.
Sei t der Mantel von %, t* der Mantel von *. Wir hatten angenommen, dass P* in einem
3-Simplex der &3 liegt. Das abgeschlossene Komplement von B beziiglich 3* ist nach§ 8
Hilfssatz 1 ein unverknoteter Vollring U, denn die von m, nach m, orientierte Achse von
P ist eine Sehne von P und von P*, die unverknotet in P und in P* ist. Die Rinder von
15, Ty, t und t* sind Breitenkreise von .

Wir definieren nun ¢ auf dem Rande von U. Auf { ist ¢ bereits definiert. Fiir den
gemeinsamen Rand von t und 1,, also den Rand von m,, ist @ eine orientierungserhaltende
Abbildung, wie wir oben festgestellt haben. Nach § 2 Hilfssatz 1 kann ¢ so auf r, fortgesetzt
werden, dass ¢ auf dem gemeinsamen Rande von r; und t* die Identitdt ist. Auf t, definieren
wir ¢ dadurch, dass wir r, parallel nach t, verschieben, die auf r; definierte Abbildung ¢
anwenden und danach die Translation riickgingig machen. Ubereinanderliegende Punkte
von t; und 1, gehen also durch g wieder in solche iiber. Auf t* wird ¢ schliesslich durch die
Identitst definiert. Damit ist ¢ auf dem Rande von U definiert. Wir konnen ¢ nach § 3
Hilfssatz 4 zu einer s-Abbildung von Ul auf sich erweitern, wenn noch gezeigt wird, dass
die Meridiane von 11 durch ¢ in Meridiane iibergehen.

Wir konstruieren zunichst einen Meridian von 1. Wir gehen aus von einer geraden
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Fig. 9.

Mantellinie ¢ von %, die von m, nach m, fithrt. s, sei ein Querschnitt von r,, der vom End-
punkt von ¢ zu einem Punkte des gemeinsamen Randes von 1, und t* fithrt (Fig. 9). ¢* sei
eine zu ¢ parallele Mantellinie von *, die vom Endpunkt von s, zum Rande von mj
fithrt, und es sei schliesslich s, ein zu s, paralleler Querschnitt von t;, der vom Endpunkt
von t* zum Anfangspunkt von ¢ fithrt. ¢s,£*s; ist nun ein Meridian m von II: Wenn man s;
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parallel zu sich in Richtung von ¢ nach s, verschiebt, so iiberstreicht s, eine Meridianfliche
von 11.

@(t) ist ein Querschnitt von t, der von einem auf dem Rande von m;, liegenden Punkte
P, zu dem darunter liegenden Punkt P, von m, fithrt. Neben ¢(i) betrachten wir die Man-
tellinie ¢’ von P, die geradlinig von P, nach P, fiihrt. Fassen wir ¢ () und ¢ als 1-Ketten
auf, so sind @(¢) und ¢ homolog auf {, d.h. der 1-Zyklus @(f) — ¢’ ist nullhomolog auf t.
Andernfalls wire ndmlich ¢ (t) —¢' auf t homolog zu einem von null verschiedenen Viel-
fachen eines orientierten Randes des Kreisringes t. Da die Rinder von t durch o auf einen
Meridian von 8B ahgebildet werden, hiesse das, dass die Differenz von o@(t) und o(¢')
auf dem Rande T von B homolog zu einem Vielfachen eines Meridians ist. Dies ist aber
unmdoglich, denn es sind ¢(¢) und o (') offenbar homolog auf T und damit auch og(t) = o (t)
und o(t'), weil ¢ jeden 1-Zyklus auf T in einen homologen iiberfithrt. ¢(¢) und ¢’ sind
also homolog auf t. Damit sind @(m)=g@(@) @(s:) ¢*) @(s) =) @(s,) t*@(s;) und
t'p(sy) t*¢(s,) homolog auf dem Rande von . Nun ist #'¢(s,) t*@(s,) ein Meridian von 1,
es liberstreicht ndmlich ¢(s,) eine Meridianfliche von @ mit diesem Rand, wenn man
@(s,) lings ¢’ in @(s,) parallel verschiebt. Es ist also auch ¢(m) ein Meridian von 1. Die
Abbildung ¢ des Randes von U auf sich fihrt tatséichlich Meridiane von 1 in Meridiane
itber. Der Satz ist damit bewiesen.

§ 11. Treue Abbildungen von Vollringen in der &3

Es seien 11 und B zwei Vollringe in der &3, Eine s-Abbildung von 11 auf B heisse treu,
wenn sie

1.) Breitenkreise von 1l in Breitenkreise von B iiberfiihrt,

2.) die von einer festen Orientierung der &2 auf 11 induzierte Orientierung so auf B

iibertragt, dass man die von der ©2 auf 8 induzierte Orientierung erhilt.

Aus der Definition folgt unmittelbar: Sind B,, B,, B, Vollringe in der €3, 7, eine treue
Abbildung von 8B, auf B,, 7, eine treue Abbildung von B, auf B, so ist 7,7, eine treue
Abbildung von B, auf B,. Ferner ist die inverse einer treuen Abbildung wieder treu. Ist
@ eine s-Abbildung der &3 auf sich, welche den Vollring 11 auf den Vollring 8 abbildet,
so induziert ¢ auf U eine treue Abbildung von 11 auf 8B, da wir nur orientierungserhaltende
s-Abbildungen der & auf sich zugelassen haben.:

Satz 1: Es seten B und B* Vollringe in der S mit den orientierten Seelen a bezw. a*.
Dann gibt es eine treue Abbildung von B auf B*, die a in a* duberfihrt.

Beweis: Wir schneiden 8 lings einer Meridianfliche zu einem Prisma 9 auf, dasin

einem 3-Simplex der &3 liege. Dies kann so geschehen, dass die zugehérige Abbildung
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o von P auf B so beschaffen ist, dass sie die zur Achse von  parallelen Mantellinien von
¥ in Breitenkreise von £ iiberfiihrt. Sollte dies namlich zunichst noch nicht der Fall sein,
so setze man ¢ mit einer s-Abbildung von B auf sich zusammen, welche die Bodenfliche
festldsst und die Dachfliche um ein geeignetes Vielfaches von 2 dreht!.

Es sei o/ die Achse von 3. Nach § 6 Hilfssatz 2 ist o(a’) eine Seele von ¥, und nach
§ 6 Hilfssatz 1 gibt es eine s-Abbildung ¢ der &3 auf sich, die 6 (a’) in die (nicht-orientierte)
Seele a von B itherfithrt und die auf dem Komplement von 8 die Identitét ist. Wir ersetzen
¢ durch o und schreiben dafiir wieder o, sodass jetzt @’ durch ¢in die Seele a ithergefithrt
wird. Die Bilder der zu o’ parallelen Mantellinien von $§ sind noch Breitenkreise von 8,
da @ auf dem Rande von B die Identitit ist.

Wir orientieren nun @’ so, dass @' von der Dachfliche zur Bodenfliche von P fiihrt.
o(a’) ist nun orientierte Seele von B. Falls ¢ und a(a’) verschiedene Orientierung haben,
drehen wir f um 7z um eine zu o senkrechte Drehachse durch den Mittelpunkt von o’
und orientieren a’ gleichzeitig um. Es haben sich nun Boden- und Dachfliche von § ver-
tauscht, und o’ fithrt wieder von der Dach- zur Bodenfliche. Es sei w die Drehung von .
Wir ersetzen ¢ durch ow und schreiben dafiir wieder ¢. @ und ¢(a’) haben nun gleiche
Orientierung.

Es sel nun eine feste Orientierung der &3 ausgezeichnet. Durch sie wird eine Orientierung
auf B und auf P induziert. Wir konnen annehmen, dass o die auf B induzierte Orientierung
in die auf B induzierte iibertrigt, da man andernfalls ¢ noch mit einer Spiegelung von 3
an einer Ebene durch o’ und eine Ecke der Bodenfldcne von P zusammensetzen kann.?

Entsprechend kann man B* durch ein Prisma darstellen. Nach den Erorterungen von
§ 3 kann dazu dasselbe Prisma P wie fiir B verwandt werden, und wie fiir 8 kann man
erreichen, dass die Darstellung so beschaffen ist, dass die zugehdrige Abbildung o* von
B auf B* die orientierte Achse o’ in die orientierte Seele a* von B* und die zu ¢’ parallelen
Mantellinien von B in Breitenkreise von B* iiberfiihrt und dass o* die auf P induzierte
Orientierung in die aur B* induzierte tibertrigt.

B, o und 6* vermitteln nun eine s-Abbildung von B auf B*, die a in a* iiberfiihrt
und ausserdem treu ist, da sie Breitenkreise von B in solche von B* iiberfiihrt und die auf
B induzierte Orientierung in diejenige von B* iibertrigt.

Die Knotenlinie & sei im Inneren des Vollringes B enthalten. Wird 8 semilinear auf
einen Vollring B* in der &3 abgebildet, so geht % in eine Knotenlinie £* im Inneren von
B+ iiber. Die Umlapfzahl von &* auf B* ist offenbar dieselbe wie die von k auf R.

1vgl. § 3 und § 6 Boweis von Hilfssatz 3.
2 Wir hatten fiir die benutzten Prismen vorausgesetzt (§3), dass ihre Bodenfliachen regulare Poly-
gone sind.
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Ebenso ist die Ordnung von B* in bezug auf k* gleich der Ordnung von B in bezug
auf 4. Ist insbesondere % eine orientierte Seele von LB, so ist 4* eine orientierte Seele von
B*, Wie sich ndmlich aus dem Beweis von Satz 1 ergibt, konnen wir B so durch ein Prisma
B und eine Abbildung o von P auf B darstellen, dass k das Bild der orientierten Achse
a’ von P ist. Ist nun 7 die s-Abbildung von 8 auf B*, so wird B* durch P und die Abbildung
7o von P auf B* dargestellt, wobei k* =70o(a’) ist. Nach § 6 Hilfssatz 2 ist k* orientierte
Seele von B*.

Satz 2: Es seien 8B und B* Vollringe in der 3. T sei eine s-Abbildung von B auf B,
welche die orientierte Seele a von B auf die Knotenlinie a* abbildet. v lisst sich genau dann
zu etner s-Abbildung der S auf sich erweitern, wenn t treu tst und wenn a und a* denselben
Knoten darstellen.

Beweis: Wenn sich 7 zu einer s-Abbildung der &3 auf sich erweitern lisst, so induziert
diese auf B eine treue Abbildung von B auf B*, und es entsteht a* aus @ durch eine s-
Abbildung der &3 auf sich, sodass @ und a* denselben Knoten darstellen.

Es moge nun umgekehrt 7 treu sein, und es mogen @ und a* denselben Knoten darstellen.
Wie oben bemerkt wurde, ist a* orientierte Seele von B*. Nach § 10 Satz 1 gibt es eine
s-Abbildung ¢ der &3 auf sich, welche 8B* so auf L abbildet, dass a* in « iibergeht. Nun ist
p = @7 eine orientierungserhaltende s-Abbildung von B auf sich, welche g auf sich abbildet
und jeden Breitenkreis von 8B, der auf 8 zu a homolog ist, in einen solchen Breitenkreis
iiberfiihrt. Nach § 10 Satz 3 lisst sich p zu einer s-Abbildung der &3 auf sich erweitern,
die wir wieder mit ¢ bezeichnen. Nun ist g~y eine s-Abbildung der &3 auf sich, die auf

B die Abbildung ¢-'¢7 =7 induziert, womit sich die Behauptung ergibt.

KarprteL II.
Begleitknoten.
§ 12. Uber das Geschlecht von Knotenlinien in Vollringen.

Sei k£ eine Knotenlinie in der &3. Eine orientierbare (singularititenfreie) Fliche ¥
mit einem Rand heisst eingespannt in %, wenn &k der Rand von { ist. Bekanntlich lassen
sich in jede Knotenlinie orientierbare Flichen einspannen. Das kleinste Geschlecht aller
dieser Flichen heisst das Geschlecht des von k reprisentierten Knotens.! Es ist von der
Wabhl der reprisentierenden Knotenlinie unabhingig. Die Knoten, deren Reprisentanten
aus k durch Umorientierung oder Spiegelung entstehen, haben offenbar dasselbe Ge-
schlecht wie der durch % dargestellte Knoten. Insbesondere haben die beiden orientierten

Komponenten eines nicht-orientierten Knotens dasselbe Geschlecht, sodass wir es auch

! SerreRT [11].



Knoten und Vollringe. 187

als Geschlecht des nicht-orientierten Knotens bezeichnen konnen. Unter dem Geschlecht
eines Vollringes 8B in der &2 verstehen wir das Geschlecht des nicht-orientierten Knotens,
der durch die Seelen von B dargestellt wird.

Hilissatz 1: Es sei B ein verknoteter Vollring in der ©® mit dem Rande T und k eine
Knotenlinie im Inneren von B mit der Umlaufzahl o. Dann lisst sich in k eine Fliche von
mintmalem Geschlecht emnspannen, deren Durchschnitt mit I aus o Breitenkreisen von 8B
besteht.

Beweis: Wir spannen in % eine Fliche §§ von minimalem Geschlecht ein. Nach den
Erorterungen von §1 kann das so geschehen, dass der Durchschnitt von § und ¥ nur aus
doppelpunktfreien Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig nicht treffen. Wir werden
& so abiéndern, dass sich die Behauptung ergibt.

‘Wir behandeln zunichst den Fall, dass & nicht bereits in einer auf B liegenden Kugel
enthalten ist. Als erste betrachten wir diejenigen Schnittlinien, die nullhomolog auf T
sind, und zeigen, dass sie sich beseitigen lassen.

Jede auf T nullhomologe Schnittlinie berandet a;f T ein Elementarflichenstiick,
und es gibt unter ihnen eine ,,innerste s, d.h. eine solche, die auf ¥ ein Elementarflichen-
stiick e berandet, das keine weiteren Schnittlinien enthilt.

Wenn § durch s zerlegt wird, so zerfillt ¥ durch s in eine Fliche §§, mit den beiden
Rindern s und % und eine Fliche §§, mit dem Rande s. {, + e ist dann eine Fliche, die
in k eingespannt ist und deren Geschlecht jedenfalls nicht grosser als das von § ist. (Da es
nach Voraussetzung iiber §§ nicht kleiner als das von ¥ sein kann, muss iibrigens g, ein
Elementarflichenstiick sein). ¥, + e ldsst sich dadurch deformieren, dass man e (als Flichen-
stiick von §§, + e) von T abhebt und zwar ins Innere oder Aussere von B, je nachdem ob
%, in s an Tim Inneren oder Ausseren von B anstosst. Die Deformation kann so geschehen,
dass & punktweise festbleibt und dass sich der Durchschnitt von &, und ¥, abgesehen
von s, nicht dndert (vgl. § 1). Die entstandene Fliche bezeichnen wir wieder mit (.

Der Fall, dass s die (urspriingliche) Fliche ¥ nicht zerlegt, kann nicht eintreten.
Man kénnte sonst ndmlich § lings s aufschneiden und érhielte damit 2 Locher in . Dann
konnte man zunichst eines dieser beiden Locher durch e schliessen, etwa dasjenige, zu
dem man gelangt, wenn man auf §§ im Inneren von % an s herangeht, und fiir die erhaltene
Fliche danach ¢ ins Innere von 8B abheben. Danach liesse sich das andere Loch durch e
schliessen. Man erhielte damit eine in %k eingespannte, orientierbare, singularititenfreie
Fliche, deren Geschlecht um 1 kleiner wire als das von §§ im Widerspruch zur Voraussetzung
iiber §. Die Schnittlinie s kisst sich also, wie oben beschrieben, zum Verschwinden bringen,
und es lassen sich so der Reihe nach alle Schnittlinien von §§ und ¥ beseitigen, die auf
< nullhomolog sind.
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Falls nun noch Schnittlinien vorhanden sind, orientieren wir zuniichst § so, dass k&
durch Randbildung von §§ die gegebene Orientierung empfingt, danach wird den Schnitt-
linien von ¥ und ¥ die Orientierung erteilt, die sie durch Randbildung von den ausserhalb
B liegenden Teilen von  erhalten. Da sich die Schnittlinien gegenseitig nicht treffen
und nicht nullhomolog auf T sind, verteilen sie sich auf zwei Homologieklassen von I,
die auseinander durch Umorientierung entstehen.

Gehoren alle Schnittlinien zur gleichen Homologieklasse von ¥, so handelt es sich
um « gleichsinnig orientierte Breitenkreise. Es ist ndmlich ihre Summe auf 8B homolog
zu k, wie durch den auf 8 liegenden Teil von  in Evidenz gesetzt wird, und damit auf
B homolog dem a-fachen einer orientierten Seele von 8 nach Definition der Umlaufzahl
von k. Andererseits ist die Summe der Schnitthnien im Komplementl von B nullhomolog,
wie sich vermittels der im Komplement von £ liegenden Teile von §§ ergibt. Da die Schnitt-
linien doppelpunktfrei sind und zur selben Homologieklasse auf T gehoren, kann es sich
nur um « gleichsinnig orientierte Breitenkreise von 8 handeln.

Zum Beweis der Behauptung®m betrachteten Falle ist also nur noch zu zeigen: Verteilen
sich die noch vorhandenen Schnittlinien von & und ¥ auf zwei Homologieklassen von I,
so lassen sich durch Anderung von & noch Schnittlinien beseitigen. Dies wird so geschehen,
dass jeweils ein Paar von Schnittlinien verschiedener Homologieklassen, wofiir wir auch
sagen: ein Paar entgegengesetzt orientierter Schnittlinien, beseitigt wird. Dabei wird die
Verknotung von 8B wesentlich benutzt.

Wenn die auf T nicht nullhomologen Schnittlinien von § und T in zwei Homologieklas-
sen von T liegen, gibt es unter ihnen ein Paar entgegengesetzt orientierter Schnittlinien,
etwa s; und s,, das auf T einen Kreisring r berandet, der keine weitere Schnittlinie enthilt.
Wir schneiden { lings s, und s, auf und verbinden zunéchst die in s, und s, im Inneren
von B an T anstossenden Teile von §§ durch t. Danach heben wir r als Teil der entstan-
denen Fliche von T ins Innere von 8 ab und zwar so, dass der iibrige Durchschnitt von § mit
% und dass k festbleibt. Anschliessend fiigen wir 1 ein in die Teile der Fliche, die in s, und
s an T im Ausseren von B anstossen, und heben t als Teil der entstandenen Fliche ins
Aussere von B ab und zwar wieder so, dass der restliche Durchschnitt mit T und % fest-
bleiben. Damit sind die Schnittlinien s, und s, verschwunden und keine neuen enstanden,
und es ist die Charakteristik von {§ erhalten geblieben.

Wenn nun §§ bei diesem Vorgang nicht zerfallen ist, so ist & offenbar orientierbar
und von gleichem Geschlecht geblieben, und es kann das Verfahren auf ein neues Paar
entgegengesetzt orientierter Schnittlinien ancewandt werden, falls ein solches noch vor-
handen ist.

Wenn ¥ bei diesem Vorgang zerfallen ist, so in eine orientierbare geschlossene Fliche
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%, und eine orientierbare Fliche {,, die in & eingespannt ist. Da §§ minimales Geschlecht
hatte, muss §¥, die Chara:k’ceristik 0 oder —2 haben, also entweder ein Torus oder eine
2-Sphire sein. Im ersten Falle betrachten wir weiterhin §F, statt ;. Der zweite Fall ist nicht
méglich. Es miissten dann namlich s; und s, auf {§ je ein Elementarflichenstiick e, bezw. e,
beranden, wobei sich ¢, und e, mit t zu einer 2-Sphére zusammensetzen. Dann sind s, und
s, Kreislinien und wegen der Verknofung von B nach § 7 Hilissatz 2 Meridiane von %,
da s, und s, nicht nullhomolog auf ¥ sind. Falls nun nicht e, bereits Meridianfliche von B
ist, also noch Schnittlinien mit T besitzt, so gibt es unter diesen eine innerste, die auf e,
ein von weiteren Schnittlinien freies Elementarflichenstiick e; berandet. Diese Schnittlinie
ist Meridian von %, da die verbliebenen Schnittlinien von § und ¥ auf ¥ zu + s; homolog
sind. ey ist daher Meridianfliche von . Entsprechend kann man fiir e, schliessen. Man
erhielte damit zwei Meridianflichen von 8B, die k nicht treffen. k& miisste also auf einer der
beiden Kugeln legen, in die B durch diese beiden Meridianflichen zerlegt wird, im Wider-
spruch zur Annahme, dass & in keiner auf 8 liegenden Kugel enthalten ist.

Man kann also, solange Paare entgegengesetzt orientierter Schnittlinien auf T vor-
handen sind, das obige Verfahren fortsetzen, bis entweder nur noch gleichsinnig orientierte
Schnittlinien oder keine Schnittlinien mehr vorhanden sind. Im letzten Falle ist o =0,
d.h. % nullhomolog auf B, da & Rand der in B liegenden orientierbaren Fliche f§ ist.

Es bleibt noch der Fall zu betrachten, dass k in einer auf 8B liegenden Kugel § enthalten
ist. In diesem Falle ist « = 0, und es lassen sich die Schnittlinien von & mit dem Rande von
R ebenso beseitigen wie oben die Schnittlinien von § mit ¥, die nullhomolog auf ‘T waren.
Man erhilt dabei eine in % eingespannte Fliche, die im Inneren von & liegt, also T nicht
trifft. Damit ist der Hilfssatz vollstindig bewiesen.

Hilfssatz 2: Es sei B ein Vollring in der ©® mit dem Rande T. ¥ sei eine orientierte, .
moglicherweise nicht zusammenhingende Fliche mit « Rindern,die, abgesehen von thren Rindern,
am Komplement von B liegt. Die Rinder von § mogen auf T liegen-und in der Orientierung,
die sie von & erhalten, auf T homolog aber nicht nullhomolog sein. 3§ besitzt dann o zusammen-
hangende Komponenten mat je einem Rand.

Beweis: Da die Rinder von §§ auf T homolog aber nicht nullhomolog sind und ihre
Summe als Rand von §§ in &% —% + < nullhomolog ist, sind diese Réinder « gleichsinnig
orientierte Breitenkreise von 8.

Wir zeigen indirekt, dass eine zusammenhingende Komponente von & nicht mehr
als einen dieser gleichsinnig orientierten Breitenkreise von 8B zum Rand haben kann.
Angenommen, es sei fiir eine zusammenhingende Komponente, die wieder mit % und
deren Rinderzahl wieder mit « bezeichnet werde, « > 1. Es existiert dann ein Meridian

m von B, der jeden Rand von § in genau einem Punkte trifft. Die Rénder von ¥ seien
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Fig. 10.

by, by, . . ., by, wobei die Numerierung die Reihenfolge anzeige, in welcher diese Rander bei
Durchlaufen von m getroffen werden. Sei P, ein Punkt auf b,, P, ein Punkt auf b,. Wegen
des Zusammenhanges von g lisst sich P, mit P; auf § durch einen Weg « verbinden, der
mit den Réndern von  nur die Punkte P, und P, gemein hat. Auf ¥ verbinden wir P,
mit P, durch einen Weg v, der ein Stiick von m ausmacht und b,, . . ., b, (falls mehr als
2 Rénder vorhanden sind) nicht trifft. Dies ist mdglich nach Wahl von m und der Numerie-
rung von by, b,, . . ., ba. Wir erhalten damit einen geschlossenen Weg w = uwv.

Wegen der Orientierbarkeit von § lassen sich widerspruchsfrei Ober- und Unterseite
von & unterscheiden, etwa so, dass m auf T die Rinder von  von der Unterseite von
& zur Oberseite hin durchsetzt. (Das Durchsetzen erfolgt fiir alle Rinder im gleichen Sinne,
da diese gleichsinnig orientierte Breitenkreise von B sind). Man kann nun w dadurch de-
formieren (Fig. 10 a, b), dass man den auf § liegenden Teil % auf der Oberseite von
heraushebt und gleichzeitig noch den auf ¥ liegenden Teil v von w in das Aussere von B
abhebt. Dadurch ldsst sich ein Weg w’ erhalten, der ¥ nicht trifft und { nur in einem Punkte
Q) beliebig nahe an P,, wobei ¥ in @ von w’ von der Unterseite zur Oberseite hin durchsetzt
wird. Dass eine solche Deformation von w méoglich ist, erkennt man daraus, dass man « mit
dem Inneren von endlich vielen Elementarflichenstiicken auf § + ¥ iiberdecken kann, dass
jedes dafiir benutzte Elementarflichenstiick durch eine s-Abbildung der &3 auf sich in
ein 2-Simplex iibergefiihrt werden kann und dass fiir die Teile von w, die dann auf einem
solchen 2-Simplex liegen, die Deformation ohne weiteres ausfiihrbar ist.

Damit ergibt sich nun ein Weg ' im Komplement von 8, der keinen Punkt mit dem
Rande von B gemein hat und dessen algebraische Schnittzahl mit § gleich 4-1 ist. Die
Verschlingungszahl von %’ mit der Summe der Réinder von {§ ist also + 1. Da jeder der
gleichsinnig orientierten Breitenkreise b,, b, . . ., b, auf B zu einer geeignet orientierten
Seele a von B homolog ist und »’ im Komplement von B liegt, muss w’ mit dem a-fachen

von ¢ die Verschlingungszahl +1 haben, was wegen o £ 1 unmoglich ist.
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Wir betrachten nun wieder eine Knotenlinie %, die im Inneren eines verknoteten
Vollringes B in der &2 liegt, und eine Fliche ¥ kleinsten Geschlechts, die in & gemiss
Hilfssatz 1 eingespannt ist. Fiir das Folgende konnen wir annehmen, dass die Umlaufzahl
o« von k auf B nicht null ist, da andernfalls das Folgende trivial ist. Mit dem Rande
T von B hat ¥ also « gleichsinnig orientierte Breitenkreise by, by, . . ., b, gemein. Die in
&8 — B + T liegenden Teile von § sind nach Hilfssatz 2 « Flichen F,(1=1,2,..., «) mit
je einem Rand b,.

a sei eine Seele von ¥, die beziiglich % positiv orientiert ist. Nach Hilfssatz 1 kann in a
eine orientierbare Fliche & minimalen Geschlechts eingespannt werden, die ¥ in nur
einem Breitenkreise von %8 trifft. Wegen § 2 Satz 2 und 3 kann angenommen werden,
dass b, dieser Breitenkreis ist. Sci &, der in ©* —B + T liegende Teil von &. & und &,
haben dasselbe Geschlecht. Das Geschlecht von ®, ist sicher nicht grosser als das von &,
und das Geschlecht von @, kann nicht kleiner als das von & sein, weil & eine in @ einge-
spannte Flache kleinsten Geschlechts ist und weil @ und b, nach § 6 Hilfssatz 3 denselben
Knoten darstellen. Aus &, lassen sich durch Deformation der Reihe nach paarweise punkt-
fremde Flichen ®,, @,, . . ., &, erhalten, die auf ©3 — B + T liegen und inb, bezw. b,, . . ., b,
eingespannt sind. Um &, zu erhalten, setze man beispielsweise einen von b; und b, auf
T berandeten Kreisring in b, an ®; an und hebe danach die entstandene Fliche ausser
ihrem Rande b, von &, und T ab. Dass dies moglich ist, ergibt sich wie im Beweise von
Hilfssatz 2 aus der Tatsache, dass die in b, zuniichst eingespannte Fliche orientierbar ist,
gich mit endlich vielen Elementarflichenstiicken auf &, + ¥ iiberdecken ldsst und jedes
solche Elementarflichenstiick durch eine s-Abbildung der &3 auf sich in ein 2-Simplex iiber-
gefiithrt werden kann.

Wenn man &, Fa - - - Fa durch &, @,, . . ., @, ersetzt, so entsteht aus {§ eine in
k eingespannte, orientierbare Fliche, deren Geschlecht nach Wahl von § nicht kleiner sein
kann als das von . Es kann auch nicht grésser sein, da man andernfalls einen Widerspruch
zur Wahl von & erhalten wiirde. Das Geschlecht von {§ ist also gleich der Summe aus dem
a-fachen Geschlecht von & und dem Geschlecht derjenigen orientierbaren (abstrakten)
Fliche X, die aus ¥ entsteht, wenn man ¥, T, . . ., F. durch Elementarflichenstiicke
ersetzt.

Um die Fliche X in der €2 zu realisieren, bilden wir &8 treu auf einen unverknoteten
Vollring B* in der &? ab. Die Breitenkreise von 8 gehen dabei in solche von B* iiber. Aus
k entsteht eine Knotenlinie k* in B*, in welche sich die Fliche ¥ so einspannen lisst, dass
X den Rand T* von B* in « Breitenkreisen trifft. ¥ braucht nicht eine orientierbare Fliche
kleinsten Geschlechts zu sein, die in k* einspannbar ist. Es ist méglich, dass jede orientier-

bare Fliche kleinsten Geschlechts, die in k* eingespannt ist und * nur in Breitenkreisen
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von B* trifft, T* in mehr als « Breitenkreisen von B* durchsetzt, wobei diese Breitenkreise
nicht mehr gleichsinnig orientiert sind.

Wir erhalten damit den

Satz: Die Knotenlinie k liege tm Inneren des Vollringes B und habe die Umlaufzahl «
auf B. a sei eine Seele von B. Die Knotenlinie k* entstehe aus k dadurch, dass B treu auf einen
unverknoteten Vollring B* abgebildet wird. Sind dann g(k), g(k*), g(a) die Geschlechter der

von k bezw. k*, a dargestellten Knoten, so gilt
g(k) Z ag(a) +g(k*).

Das GQleichheriszeichen gilt hierber genau dann, wenn sich tn k* eine orientierbare Fliiche
Kleinsten Geschlechts so einspannen lisst, dass der Durchschwitt dieser Fliche mit dem Rande

von B* aus o Breitenkreisen von B* besteht.

Es sei in diesem Zusammenhang darauf hingewiesen, dass Seifert [13] fiir die entspre-
chenden L-Polynome (Alexander-Polynome)
Ay (x), Ao (z), A+ (2)

die Beziehung
Ay ()= Ag (%) Ars (x)

bewiesen hat.

§ 13. Begleitknoten.

Zu einer Knotenlinie & wollen wir Vollringe betrachten, die k& im Inneren enthalten.
Unter diesen Vollringen gibt es offenbar stets solche, die k als orientierte Seele besitzen,
und solche, die in bezug auf k die Ordnung null haben, bei denen also & bereits auf einer
Teilkugel liegt (§ 9 Satz 1). Beide Fille sind fiir uns ohne Interesse, da es uns auf die Knoten
ankommt, die durch die orientierten Seelen der £ umfassenden Vollringe dargestellt werden.
Im ersten Falle ist dies (bei geeigneter Orientierung der Seelen) der von k dargestellte Knoten,
1m zweiten Falle lisst sich jeder Knoten erhalten. Wir schliessen daher diese beiden Fille
als trivial aus und sagen, dass k nicht-trivial im Inneren des Vollringes B liegt, wenn &
nicht orientierte Seele von 8 ist und B nicht die Ordnung null in bezug auf £ hat. Wir
werden ferner unter den %k umfassenden Vollringen im allgemeinen dic unverknoteten
ausser Betracht lassen. k lisst sich stets auf mannigfache nicht-triviale Weise in unver-
knotete Vollringe einbetten, wie man schon aus einer Knotenprojektion des von % darge-
stellten Knotens erkennt. 7

Es sei k eine Knotenlinie, die den Knoten » darstellt. & sei ein verknoteter Vollring,
der k nicht-trivial im Inneren enthilt. Wenn die Umlaufzahl von %k auf 8B nicht null ist,
80 bezeichnen wir den Knoten, der von den beziiglich k positiv orientierten Seelen von
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B dargestellt wird, als orientierten Begleitknoten von . Besizt k auf 8 die Umlaufzahl
null, so betrachten wir den nicht-orientierten Knoten, der durch die Seelen von &8 darge-
stellt wird, und nennen ihn nicht-orientierten Begleitknoten von ». Wir sprechen von einem
Begleitknoten von » schlechthin, wenn offen gelassen wird, ob es sich um einen orientierten
oder nicht-orientierten Begleitknoten von x» handelt.

Es sei nun % eine nicht-orientierte Knotenlinie, 8 ein verknoteter Vollring, der %k
im Inneren enthilt. Wenn % nicht Seele von % ist und wenn B in bezug auf & nicht die
Ordnung null hat, so sagen wir wieder, dass %k nicht-trivial im Inneren von 8 liegt. Wenn
dies der Fall ist, bezeichnen wir den nicht-orientierten Knoten, der durch die Seelen von
B dargestellt wird, als Begleitknoten des von % dargestellten nicht-orientierten Knotens.
Ein Begleitknoten eines nicht-orientierten Knotens ist stets nicht-orientiert.

Es sel k wieder eine (orienfierte) Knotenlinie, die den Knoten » darstellt, A ein Begleit-
knoten von x und 8 ein Vollring, der k nicht-trivial im Inneren enthilt. Wir wollen sagen,
dass der Vollring B mit k den Begleitknoten A von » darstellt, wenn einer der beiden folgenden
Sachverhalte vorliegt:

1) Ist A orientiert, 50 ist die Umlaufzahl von % auf 8 nicht null, und die beziiglich
k positiv orientierten Seelen von & stellen den Knoten A dar.

2) Ist A nicht-orientiert, so ist die Umlaufzahl von % auf 8 null, und es wird A durch
die Seelen von B dargestellt.
Ist y > 0 die Ordnung von B in bezug auf k, so sagen wir auch, dass 8B mit & den Begleit-
knoten A von x mat der Ordnung y darstellt und dass i ein Begleitknoten der Ordnung y von
» ist. Es ist moglich, dass 1 als Begleitknoten von » mehrere verschiedene Ordnungen besitzt.
Ein Beispiel hierfiir ist schematisch in Fig. 11 wiedergegeben. Zu der Knotenlinie k ist
unten das Komplement eines Vollringes 8, wiedergegeben, auf dem k die Umlaufzahl 3
besitzt, oben das Komplement eines Vollringes 8,, auf dem £ die Umlaufzahl 1 besitzt.
Durch die beziiglich & positiv orientierten Seelen beider Vollringe wird dieselbe Kleeblatt-
schlinge dargestellt. Offenbar hat %, in bezug auf k die Ordnung 3, 8B, in bezug auf k die
Ordnung 1.

Ist k eine nicht-orientierte Knotenlinie, die den nicht-orientierten Knoten » darstellt,
A ein Begleitknoten von » und B ein Vollring, der % nicht-trivial im Inneren enthilt, so
sagen wir wie im orientierten Falle, dass 8 mit t den Begleitknoten A von » mit der Ordnung
y darstellt, wenn % in bezug auf % die Ordnung y hat und wenn A durch die Seelen von
B dargestellt wird. A heisst dann wieder ein Begleitknoten der Ordnung y von .

Nach §7 Satz 1 ist es nicht méglich, dass eine Kreislinie nicht-trivial im Inneren
eines Vollringes liegt. Der Kreis besitzt also keine Begleitknoten, ebenso der nicht-orientierte
Kreis.
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Satz 1: Es seien x, A und u Knoten oder nicht-orientierte Knoten. Ist A Begleitknoten
der Ordnung y, von x und u Begleitknoten der Ordnung y, von A, so ist u Begleitknoten der

Ordnung y,y, von x.
Beweis: Es sind vier Fille zu unterscheiden, nimlich

1) %, A und u sind orientiert,
2) % und A sind orientiert, u ist nicht-orientiert,
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3} x ist orientiert, 4 und u sind nicht-orientiert,
4) %, A und u sind nicht-orientiert.
Wir behandeln zunichst den 1. Fall.

Die Knotenlinie &£ sei Reprisentant von », und es sei ¥ ein Vollring, der k£ nicht-
trivial im Inneren enthélt und mit £ den Begleitknoten 4 von x mit der Ordnung y, dar-
stellt. Da wir » und A als orientiert vorausgesetzt haben, ist die Umlaufzahl von & auf B
nicht null, Es sei I eine beziiglich & positiv orientierte Seele von R. 1 stellt den XKnoten A
dar. Es gibt nun einen Vollring %8, der ! nicht-trivial im Inneren enthilt und mit [ den
Begleitknoten g von A mit der Ordnung y, darstellt. Dabei kann 28 so gewihlt werden,
dass B im Inneren von ¥ liegt. Ist namlich zunichst ¥* ein Vollring, der I nicht-trivial
im Inneren enthilt und mit ! den Begleitknoten x von A mit der Ordnung y, darstellt, so
gibt es nach § 10 Hilfssatz 1 einen Vollring B*, der [ als orientierte Seele besitzt und im
Inneren von W* liegt, und nach § 10 Satz 1 gibt es eine s-Abbildung der &3 auf sich, die
B* auf B und [ auf sich abbildet, wobei 28* in einen Vollring % mit den gewiinschten
Eigenschaften iibergeht.

Eine beziiglich | positiv orientierte Seele & von 2B stellt den Knoten y dar. k liegt
im Inneren von I8, und es ist a positiv orientiert beziiglich k, da & auf 8 homolog zu einem
positiven Vielfachen von [ und ! auf %8 homolog zu einem positiven Vielfachen von a ist.

Nach § 9 Satz 3 besitzt I in bezug auf k die Ordnung y,y,. Es wird also durch 28 mit
k der Knoten u als Begleitknoten der Ordnung y,y, von » dargestellt, wenn & nicht-trivial
im Inneren von ¥ liegt. Dies ist aber der Fall.

Zunéchst ist die Ordnung von 2B in bezug auf £ nicht null, da y; und y, nicht null sind.
Ferner ist & keine orientierte Seele von 8. Wire ndmlich % orientierte Seele von 28, so
wire die Ordnung von ¥ in bezug auf k gleich 1, sodass y, =y, =1 sein miisste. Nehmen
wir an, dass y, =y, =1 ist. Da £ nicht-trivial in 9B liegt, ist % keine orientierte Seele von
B, und nach §9 Satz 2 ist der von k dargestellte Knoten » das Produkt aus einem vom
Kreis verschiedenen Knoten v, mit dem Knoten 4, der von der beziiglich k positiv orientier-
ten Seele [ von B dargestellt wird. I ist keine orientierte Seele von %8, und der von ! darge-
stellte Knoten 4 ist das Produkt aus einem vom Kreis verschiedenen Knoten », mit dem
Knoten u, der von der beziiglich I positiv orientierten Seele ¢ von ¥ dargestellt wird.
Es ist also % =»,v, u, woraus nach § 5 Satz 1 folgt, dass » und p verschiedene Knoten sind,
da », und v, vom Kreis verschieden sind. Aus § 5 Satz 2 und Satz 3 folgt iibrigens, dass
das Geschlecht von x grosser als das von u ist. Es kann also k keine orientierte Seele von
2 sein, und es liegt & nicht-trivial im Inneren von 8. Damit ist die Behauptung im 1.
Falle bewiesen.

Im 2. Falle ist entsprechend vorzugehen: % liegt nicht-trivial im Inneren eines
13 — 533806. Acta mathematica. 90. Tmprimé le 25 novembre 1953.
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Vollringes B, der mit k den Begleitknoten A von x mit der Ordnung y, darstellt. ! sei wieder
eine beziiglich £ positiv orientierte Seele von . [ liegt nicht-trivial im Inneren eines Voll-
ringes 8, der mit ! den Begleitknoten 4 von A mit der Ordnung y, darstellt. Es kann wieder
angenommen werden, dass 8 im Inneren von W liegt. Dann liegt k£ im Inneren von W,
und es hat W in bezug auf k die Ordnung y,y,. Dabei ist y,y, = 2, denn es ist y; > 0, und
y, ist positiv und gerade, weil ! nicht-trivial im Inneren von 2 liegt und auf 2 die Um-
laufzahl null hat, da u ein nicht-orientierter Begleitknoten des (orientierten) Knotens
A ist. Daraus folgt, dass % nicht-trivial im Inneren von % liegt. T8 stellt mit k den nicht-
orientierten Knoten y als Begleitknoten von x mit der Ordnung y,y, dar, denn nach § 9
Satz 4 ist £ nullhomolog auf 28, weil | auf W nullhomolog ist.

Im 3. Falle ist ganz entsprechend zu schliessen, nur dass jetzt p, positiv und gerade
gein muss.

Im 4. Falle verlduft die Schlussweise analog zum 1. Falle, wobei nur zunichst auf
die Orientierung der Seelen [ bezw. @ von B bezw. % zu verzichten ist. Es kann dabei
k nicht Seele des Vollringes 28 sein, weil sich fir y, =y, =1 unter Zuhilfenahme einer
Orientierung von %, ! und a wieder wie oben ergibt, dass » und u verschiedenes Geschlecht
haben.

Satz 2: Jeder nicht-orientierte Knoten st von seinen Begleitknoten verschieden.

Beweis: Der nicht-orientierte Kreis besitzt keine Begleitknoten, wie oben bemerkt
wurde. Es sei » ein nicht-orientierter Knoten, der vom nicht-orientierten Kreis verschieden
ist. # werde durch die nicht-orientierte Knotenlinie £ dargestellt. Nehmen wir an, es gibe
einen Vollring B, der & nicht-trivial im Inneren enthilt und durch dessen Seelen der
nicht-orientierte Knoten » dargestellt wird.

Es kann B in bezug auf % nicht die Ordnung 1 haben. Andernfalls erhielte man durch
‘Orientierung von k eine Knotenlinie, die keine orientierte Seele von % ist und nach § 9
Satz 2 einen Knoten darstellte, der das Produkt aus einem vom Kreis verschiedenen Knoten
mit demjenigen Knoten ist, der von den beziiglich &k (nach Orientierung) positiv orientierten
Seelen von B dargestellt wird. Nach § 5 Satz 2 und Satz 3 folgte daraus, dass der von %
dargestellte nicht-orientierte Knoten und der nicht-orientierte Knoten, der von den Seelen
von B dargestellt wird, verschiedenes Geschlecht haben im Widerspruch zur Annahme,
dass es sich beide Male um denselben nicht-orientierten Knoten » handelt.

Nehmen wir nun an, dass B in bezug auf k die Ordnung y > 1 besitzt. Es wire also »
Begleitknoten von sich selbst mit der Ordnung y> 1. Aus Satz 1 folgte nun durch voll-
stindige Induktion nach der natiirlichen Zahl n, dass » Begleitknoten von sich selbst mit
der Ordnung ™ fiir n =1, 2,3, ... sein miisste. Es gibe also fiir jedesn=1,2,3,...
einen Vollring 8B, der k nicht-trivial im Inneren enthilt, der in bezug auf k die Ordnung
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y* besitzt und durch dessen-Seelen der nicht-orientierte Knoten x dargestellt wird. Dies
fiithrt aber zu einem Widerspruch zu § 9 Satz 5, wonach die Ordnungen in bezug auf k
der verknoteten Vollringe, die % im Inneren enthalten, beschrinkt sind. Ein nicht-orien-
tierter Knoten kann also nicht Begleitknoten von sich selbst sein.

Tst 4 ein orientierter Begleitknoten der Ordnung y des Knotens x, so ist der nicht-orien-
tierte Knoten, der A als orientierte Komponente besitzt, Begleitknoten der Ordnung y des
nicht-orientierten Knotens, der » als orientierte Komponente besitzt. Ist A nicht-orientierter
Begleitknoten der Ordnung o des Knotens x, so ist 4 auch Begleitknoten der Ordnung y des
nicht-orientierten Knotens, der » als orientierte Komponente besitzt. Damit ergibt sich die

Folgerung aus Satz 2: Jeder Knoten ist verschieden von seinen orientierten Begleitknoten
und von den orientierten Komponenten setner wichi-orientierten Begleitknoten.

Wie oben bemerkt wurde, besitzen der Kreis und der nicht-orientierte Kreis keine
Begleitknoten. Sie kénnen auch nicht als Begleitknoten eines anderen Knotens oder nicht-
orientierten Knotens auftreten nach Definition der Begleitknoten. In der Menge der vom
Kreis und nicht-orientierten Kreis verschiedenen Knoten und nicht-orientierten Knoten
wird nun durch die Zuordnung von Knoten bezw. nicht-orientierten Knoten und Begleit-
knoten wegen der Sitze 1, 2 und der Folgerung aus Satz 2 eine (teilweise) Anordnung
definiert, wenn man unter A < x versteht, dass 4 Begleitknoten von » ist. Die minimalen Ele-
mente in dieser Anordnung sind diejenigen. Knoten und nicht-orientierten Knoten, die
keine Begleitknoten besitzen. Wir nennen diese einfach. Beispiele fiir einfache Knoten
werden wir in § 20 durch die Schlingknotén mit dem Kreis als Diagonalknoten und in
§ 21 durch die Torusknoten erhalten. Ist 2 Begleitknoten des Knotens bezw. nicht-orientier-
ten Knotens x, so bezeichnen wir A auch als einfacher verknotet als » und x als stirker ver-
knotet als A. Wir werden in § 14 zeigen, dass ein Produktknoten » stirker verknotet ist
als seine vom Kreis und von x verschiedenen Faktoren. Den Kreis und den nicht-orien-
tierten Kreis nennen wir einfacher verknotet als jeden anderen Knoten bezw. nicht-
orientierten Knoten.

§ 14. Begleitknoten der Ordnung 1.

Die Knotenlinie % stelle den Knoten x dar. Ist 8 ein Vollring, der k im Inneren enthalt,
so unterscheiden sich die Ordnung von % in bezug auf k& und die Umlaufzahl von k auf
B um eine gerade Zahl nach § 9 Hilfssatz 1; daraus folgt der

Hilfssatz: Ist A nicht-orientierter Begleitknoten des Knotens x, so sind die Ordnungen,
die 1 als Begleitknoten von x besiizt, gerade. Besitat ein Begleitknoten p von x etne ungerade
Ordnung, so ist u orientiert.
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Insbesondere sind fiir einen Knoten » die Begleitknoten der Ordnung 1 orientiert.

Aus §9 Satz 2 folgt:

Satz 1: Besitzi der Knoten x einen Begleitknoten A der Ordnung 1, so ist dieser ortentrert,

und es st » das Produkt aus i und einem vom Krews verschiedenen Knoten.

Umgekehrt gilt:

Satz 2: Der Knoten » ses das Produkt der vom Kreis verschiedenen Knoten 1, und
Ay. Dann sind A, und A, orientierte Begleitknoten von x der Ordnung 1.

Beweis: Da » das Produkt von A, und 1, ist, gibt es zu einem Reprisentanten £
von x eine 2-Sphire €2, welche die &2 so in zwei Kugeln &, &, zerlegt, dass £ in &, und
R, je eine Sehne k, bezw. k, bildet, die in &, bezw. &, den Knoten A; bezw. 1, erzeugt
(vgl. § 5). Nun lisst sich aus &, eine hinreichend kleine Umgebung U von £, beziiglich &,
so ausbohren, dass die abgeschlossene Hiille von 11 eine Kugel &} ist, in der %, unverknotet
ist. Man kann dazu etwa wie im Beweise von § 10 Hilfssatz 1 verfahren, nachdem man
R, durch eine s-Abbildung der &2 auf sich in einen Wiirfel ibergefiihrt hat. Der Durch-
schnitt von &1 und R, besteht aus zwei disjunkten Elementarflichenstiicken ¢ und f,
die den Durchschnitt des Randes von R mit &2 ausmachen. Nach § 3 Hilfssatz 1 bilden
Q{} und R, zusammen einen Vollring B, der e und f als Meridianflichen besitzt. 8 enthilt
k im Inneren und hat in bezug auf % die Ordnung 1, da e und j von % in je einem Punkte
geschnitten werden. Man erhilt aus % eine beziiglich % positiv orientierte Seele a von 8,
wenn man die Schne k, von &, durch eine in &, unverknotete Sehne ks mit demselben
Anfangspunkt und demselben Endpunkt ersetzt. Der von a reprisentierte Knoten wird
durch den Rand &2 von &, als Produkt des von k; in &, erzeugten Kreises mit dem von
ky, in &, erzeugten Knoten A, dargestellt. Die beziiglich % positiv orientierte Seele ¢ von
B stellt also den Knoten 4, dar, und es wird A, durch B mit % als Begleitknoten der Ordnung
1 von » dargestellt. Fiir A, ldsst sich entsprechend schliessen.

Aus den Sitzen 1 und 2 folgt

Satz 3: Ein Knoten ist genau dann Primknoten, wenn er keinen Begleitknoten der
Ordnung 1 besitzt. '

Folgerung: Die orientierten Komponenten eines nicht-orientierten Knotens » sind
genau dann Primknoten, wenn » keine Begleitknoten der Ordnung 1 besitzt.

Es sei nun der Knoten » das Produkt der vom Kreis verschiedenen Knoten 4, 4,, . . .,
A,. Nach § 5 Hilfssatz 3 gibt es dann zu einem Repriisentanten k von » paarweise punkt-
fremde Kugeln &, &, . . ., &, derart, dass kin &, (¢ =1, 2. .. ., n) je eine Sehne £; bildet.
Bohrt man wie im Beweise von Satz 2 aus jed.er Kugel ; eine geeignete Umgebung von

k; aus, so erhilt man n Vollringe B,, B,, . . .'%n, von denen jeder k im Inneren enthilt
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und in bezug auf % die Ordnung 1 hat, und es wird von den beziiglich % positiv orien-
tierten Seelen von B, der Knoten A, dargestellt. Ausserdem bemerkt man: Jeder der Voll-
ringe LB, enthilt die Komplemente der iibrigen Vollringe im Inneren.

Es werden hier also mehrere Begleitknoten von x gleichzeitig durch verschiedene
Vollringe dargestellt, von denen jeder das Komplement der anderen im Inneren enthilt.
Etwas Ahnliches wurde bereits durch Fig. 11 wiedergegeben. Es wurden dort zu einer
Knotenlinie k& zwei Vollringe B,, B, angegeben, die k nicht-trivial im Inneren enthalten
und von denen jeder das Komplement des anderen im Inneren enthilt. Wir wollen als

néchstes zu einer Knotenlinie % solche Systeme von Vollringen untersuchen.

§ 15. Vollringe, die beziiglich einer Knotenlinie nebengeordnet sind.

BEs sei k eine Knotenlinie, B, B,, ..., B, seien verknotete Vollringe, von denen
jeder k nicht-trivial im Inneren enthilt. Enthilt jeder dieser Vollringe die abgeschlossenen
Komplemente der iibrigen im Inneren, so heissen B,, B,, . . ., B, nebengeordnet beziiglich
k. Fiir ein System solcher Vollringe soll nun die Lage dieser Vollringe zueinander genauer
untersucht werden. Dies geschieht unter etwas allgemeineren Voraussetzungen durch
die Sitze 1 und 2.

Satz 1: Es seien B,, B,, . . ., B, verknotete Vollringe in der €3, von denen jeder die
abgeschlossenen Komplemente der iibrigen Vollringe und die Knotenlinie k im Inneren ent-
halte. B;(i =1, 2, . . ., n) habe in bezug auf k die Ordnung v,. Der Rand von B, sev ;. Dann
lassen sich fir die Vollringe B,, B,, . . .,B, Meridianflichen m, bezw. m,, . . ., m, gleich-
zeitig so withlen, dass k von m; in nur y; Punkten getroffen wird und dass m, keine der ibrigen
Meridianflichen und keinen der von T, verschiedenen Randtori trifft.

Beweis: Die Numerierung von 8,, B,, . . ., B, sei so vorgenommen, dassy; <y, = .. .
=¥, ist. Sei zunichst m, eine Meridianfliche von %B,, die k in y, Punkten trifft. Es kann
angenommen werden, dass der Durchschnitt von m, mit ¥,, .. ., &, falls er nicht bereits
leer ist, nur aus doppelpunktfreien, geschlossenen Schnittlinien besteht, die sich gegen-
seitig nicht treffen. Jede solche Schuittlinie auf ;(j =2, .. ., n) ist entweder nulthomolog
auf &, oder Meridian von %B;. Dies folgt wegen der Verknotung von B, aus § 7 Hilfssatz
2, da jede Schnittlinie auf m, ein Elementarflichenstiick berandet und somit eine Kreis-
linie ist.

Wir konnen zunichst alle Schnittlinien beseitigen, die nullhomolog auf einem T,
sind, zunéchst etwa diejenigen, die nullhomolog auf ¥, sind (falls solche iiberhaupt vorhan-
den sind). Sei s eine innerste nullhomologe Schnittlinie auf T,. s berandet auf T, ein von
weiteren Schnittlinien freies Elementarflichenstiick e und auf m, ein Elementarflichen-
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stiick f. Wir ersetzen { durch e und heben dann von ¥, so ab, dass die Schnittlinie s
verschwindet und der iibrige Durchschnitt von m, — fmit &, I, . . ., T, und % ungeindert
bleibt. Dies ist méglich, da die Tori T,, Ty, . . ., T, paarweise und zu k punktfremd sind.
Man erhilt damit eine Meridianfliche von &8,, sie heisse wieder m;, deren Schnittpunktzahl
mit & nicht grosser als urspriinglich, also wieder y,, ist. So lassen sich der Reihe nach alle
auf T, nulthomologen Schpittlinien beseitigen und anschliessend ebenso die Schnittlinien,
die nullhomolog auf ¥, ..., <, sind.

Enthdlt nun 1, noch Schnittlinien, so betrachten wir eine innerste guf m,. Sie ist
Meridian eines Vollringes B, (= 2) und berandet auf m, ein von weiteren Schnittlinien
freies Elementarflichenstiick m;. m; ist daher Meridianfliche von ;. Da die Anzahl §;
der Schnittpunkte von m; und % nicht grosser als diejenige von m, und % ist, ; <y,, muss
wegen y; = y, gelten v, =B, =»,. Wir vertauschen die Bezeichnung von %, und %B,. Damit
liegt nun fir B, eine Meridianfliche m; vor, die % in y, Punkten trifft und zu <,, ..., T,
punktfremd ist.

Wir wollen nun annehmen, dass bereits Meridianflichen m,, . . ., my_; von B, . . ., By,
80 bestimmt sind, dass ledesm,; (1 =1,2,...,p— 1) die von ihm verschiedenen Meridian-
flichen und die von ¥, verschiedenen Tori nicht und % in nur y, Punkten trifft. Sei nun
i, eine Meridianfliche von 8B,, die k in y, Punkten trifft. Es kann angenommen werden,
dass der Durchschnitt von m, mit T, (¢ =1,2, ..., n; ¢# p) nur aus doppelpunktfreien,
geschlossenen Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig nicht treffen. Wie oben lassen
sich simtliche Schnittlinien beseitigen, die auf einem Torus nullhomolog sind. Falls dann
noch Schnittlinien vorhanden sind, so ist jede Meridian eines von 8B, verschiedenen Voll-
ringes. Man kann annehmen, dass auf m, kein Meridian von 8,,,, . .., B, liegt, da man
andernfalls wie oben zu einer auf n1, liegenden Meridianfliche eines solchen Vollringes
iibergehen und umnumerieren konnte.

Es sind nun noch die restlichen Schnittlinien von m, mit ¥, Ty, . . ., Tp_1 und ausser-
dem die Durchschnitte von m, mit my, ..., my_; zu beseitigen. Zunichst werden wir
erreichen, dass der Durchschnitt von 111, mit ¥, und m, verschwindet, ohne dass sich die
iibrigen Durchschnitte vergrossern.

Falls der Durchschnitt von m, mit T, nicht bereits leer ist, besteht er aus paarweise
punktfremden Meridianen von %,. Es gibt daher einen Meridian s, von B, der keine dieser
Schnittlinien trifft. Nach § 2 Satz 2 ist der Rand von m, auf &, zu s, kombinatorisch
isotop, und nach § 2 Satz 3 lisst sich m; in eine Meridianfliche von £, iiberfiihren, die
s als Rand hat und deren Durchschnitt mit &, T, ..., , und m,, ..., my_, derselbe
ist wie derjenige von m,. Wir konnen also im Weiteren annehmen, dass s, der Rand von

M, ist. Ferner kann angenommen werden, dass der Durchschnitt von m, und ny, nur aus
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doppelpunktfreien,- geschlossenen Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig und % nicht
treffen, da sich.dies durch eine Deformation von i, erreichen lisst, welche die Schnitt-
punktzahl von m, mit £ und den Durchschnitt von m, mit I,,..., T, und m,, ..., 14
nicht dndert. Keine der Schnittlinien von m, und m, kann den Rand von m, oder von
1, treffen, wie sich aus der Lage dieser Rénder ergibt.

Auf m, betrachten wir zunichst die ,dussersten‘‘ Schnittlinien von m, und T,,
d.h. solche, die auf 11, von keiner weiteren Schnittlinie mit T, umfasst werden. Uberschreitet
man auf m, eine solche dusserste Schnittlinie von aussen nach innen, so gelangt man aus
dem Inneren von %, ins Aussere, da das abgeschlossene Komplement von 8B, und damit
der Rand von 1, im Inneren von B, liegt. Das Elementarflichenstiick, das auf m, von
einer solchen &ussersten Schuittlinie von m, mit T, berandet wird, muss noch mindestens
eine weitere Schnittlinie mit ¥, enthalten, da eine auf ut, innerste Schnittlinie von m, und
Z, auf m, eine Meridianfliche von 8B, berandet. Gleichzeitig folgt, dass auf einem Ele-
mentarflichenstiick, das auf m, von einer dussersten Schnittlinie von m, und T, berandet
wird, mindestens ¢, Schnittpunkte mit % liegen, da y, die Ordnung von %, in bezug auf k
ist. Wir nehmen nun aus m, alle Elementarflichenstiicke heraus, die auf m, von einer
dussersten Schnittlinie von m, und ¥, berandet werden, wodurch aus m, ein Elementar-
flichenstiick mit Lochern m, entsteht. Wir werden spiter die Locher so schliessen, dass
dabei jeweils héchstens y, Schnittpunkte mit k entstehen. Die dabéi aus m;, entstehende
Meridianfliche von 8B, hat dann jedenfalls nicht mehr Schnittpunkte mit & als m,, also
ebensoviele nach Wahl von My,

Wir betrachten nun zunichst die Schnittlinien von m, mit m,. Seis; auf m, eineinnerste
Schnittlinie von nt, und m,, die auf m, ein Elementarflichenstiick e, berandet, das keine
weitere solche Schnittlinie und méglichst wenig Schnittp.unkte mit k enthilt. Auf e; mégen
B1 =<y, Schnittpunkte mit £ liegen. s, berandet auf m, ein Elementarflichenstiick f,, das
nicht auf m, zu liegen braucht sondern noch dusserste Schnittlinien von m, und ¥, ent-
halten kann. Falls dies letzte eintritt, muss f; mindestens y; Schnittpunkte mit k enthalten,
und wir kénnen m, dadurch abindern, dass wir noch den Durchschnitt von m, und f,
aus m, herausnehmen und dann das von s, berandete Loch durch e, schliessen. Durch
Abheben kann danach erreicht werden, dass die Schnittlinie s, verschwindet, dass sich der
Durchschnitt von m, —f, mit Ty, ..., T,, my,..., my_1 und k nicht dndert, dass keine
weiteren Schnitte entstehen und dass die Schnittpunktzahl von k und m, — f; + e, unge-
andert bleibt. Dieses Vorgehen ist zuldssig, da wir die Lécher von nt, so schliessen wollten,
dass fiir jedes Loch nur héchstens v, Schnittpunkte mit % entstehen, und bei unserem
Vorgang mindestens ein Loch verschwindet, wihrend 8; <y, Schnittpunkte mit % hinzu-
treten. Berandet s; ein Elementarflichenstiick f, bereits auf m;, und liegen auf f, nicht
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weniger als #, Schnittpunkte mit &, so kann wieder f, durch e, ersetzt und das Abheben
wie im Vorangehenden vorgenommen werden.

Wir zeigen noch, dass auf f, nicht weniger als §; Schnittpunkte mit % liegen konnen,
woraus folgt, dass sich die Schnittlinie s; von mj, und m, in jedem Falle beseitigen lisst.
Sei «, die Anzahl der Schnittpunkte von & mit f,. Wir betrachten eine auf f, innerste Schnitt-
linie s, von nt, und m,, wobei s, mit s, zusammenfallen kann. s, berandet auf f, und damit
auf m, ein Elementarflichenstiick f,, das keine weitere Schnittlinie von m, mit m, enthilt.
Die Anzahl der Schnittpunkte von f, mit % sei «,. Sicher ist «, <«,. s, berandet auf m,
ein Elementarflichenstiick e,, auf dem B, Schnittpunkte mit % liegen mogen. Es ist
nun B, <o, Da nidmlich f, auf m, liegt und m;,, abgesehen von seinen Réndern, im
Inneren von B, liegt, erhilt man aus m; eine neue Meridianfliche von LB,, wenn man e,
duarch §j, ersetzt. Nach Wahl von m, kann sich dabei die Anzahl der Schnittpunkte mit
k nicht verkleinern, woraus B, < «, folgt. Sei nun s, eine innerste Schnittlinie von m, und
m, auf e,, die mit s, zusammenfallen kann. s, berandet auf ¢, und damit auf m, ein Elemen-
tarflichenstiick e;, das 8; Schnittpunkte mit k& habe. Dabei ist 8; <fB,. Wir erhalten also
oy 2 oy Z f, = f5. Nun war aber s, so bestimmt, dass das von s, auf nt; berandete Elementar-
flichenstiick e, moglichst wenig Schnittpunkte mit k enthielt. Also ist ;2 f;, woraus
o; 2 3, folgt. Die Schnittlinie s, lisst sich also beseitigen, und es lassen sich so der Reihe
nach alle Schnittlinien von nt; und mj, zum Verschwinden bringen.

Es sind nun noch die Locher von m, zu schliessen. Die Rinder dieser Locher sind
Meridiane von %B,, die den Rand s, von 11, nicht treffen. Wir bezeichnen sie mit s,, . . ., s,,
wobei die Numerierung so erfolge, dass s;_, und s;(s =1, 2, .. ., ¢) aus ¥, einen Kreisring
1; beranden, der keinen weiteren dieser Meridiane enthilt. Wir schliessen nun das von
s, berandete Loch von m, durch das Elementarflichenstiick, das sich aus m, und v, zu-
sammensetzt. Die Anzahl der Schnittpunkte mit X nimmt dabei um y, zu. Durch Abheben
des in mj, eingefiigten Elementarflichenstiickes von t, und m, kann man ein Elementar-
flichenstiick mit ¢ — 1 Lochern erhalten, dessen Durchschnitt mit ; nurnoch aus s,, . . ., s,
besteht und dessen Durchschnitt mit m, leer ist. Das Abheben kann zudem so geschehen,
dass sich die Schnittpunktzahl mit % nicht andert und dass der Durchschnitt des entstan-
denen Elementarflichenstiickes mit Lochern mit F,, ..., ¥, und m,, . . ., m,_; derselbe
ist wie der von m,. Man bemerkt nun, dass sich so der Reihe nach alle Lécher von m,
schliessen lassen, wodurch eine Meridianfliche von B, entsteht, die %k in héchstens y,
Punkten schneidet, die m, und T, nicht trifft und deren Durchschnitt mit m,, . . ., M,y
und &,, . . ., T, enthalten ist im entsprechenden Durchschnitt der urspriinglichen Meridian-
fliche m, von B,. Anschliessend lassen sich fiir die nun vorliegende Meridianfliche von 8,
entsprechend die Durchschnitte mit m, und ¥, beseitigen, und man kann so fortfahren
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bis man schliesslich eine Meridianfliche von 8B, erhilt, die & in , Punkten schneidet
und ausserdem 1y, . . ., Np_; und die von ¥, verschiedenen Torl &, T, . . ., T, nicht trifft.
Damit ergibt sich schliesslich die Behauptung des Satzes.

Anmerkung zu Satz 1: Sind B,, B,, . . ., B, verknotete Vollringe in der &3, von denen
jeder die abgeschlossenen Komplemente der iibrigen im Inneren enthilt, so gibt es jeden-
falls eine Knotenlinie %, die im Inneren aller dieser Vollringe liegt. Satz 1 besagt dann
insbesondere, dass man fiir B,, B,, . . ., B, gleichzeitig Meridianflichen m, baw. m,, . . ., m,,
so wihlen kann, dass m,(s =1, 2, ..., n) die von m; verschiedenen Meridianflichen und
die Rinder der von B, verschiedenen Vollringe nicht trifft.

Satz 2: Es seien B und I8 zwer verknotete Vollringe in der &3, und es enthalte L das
abgeschlossene Komplement von W 1m Inneren. a sei eine orientierte Seele von B, die den
Rand von B8 nicht trifft. Dann liegt a 9m Inneren von B, und es hat 1B in bezug auf a die
Ordnung null.

Beweis: Da 8 das abgeschlossene Komplement von 28 im Inneren enthilt, muss
W das abgeschlossene Komplement von 8 im Inneren enthalten. Nach der Anmerkung
zu Satz 1 gibt es eine Meridianfliche von %, die den Rand von 8 nicht trifft. Da o diese
Mendianfliche treffen muss und da ¢ den Rand von ® nicht trifft, liegt ¢ im Inneren
von .

Da B in bezug auf seine orientierte Seele ¢ die Ordnung 1 hat, gibt es nach Satz 1
eine Meridianfliche 1, von B, die den Rand von 28 nicht trifft und @ in nur einem Punkte.
Hinreichend nahe an i, lisst sich eine zweite Meridianfliche m, von B so wihlen, dass
m, und der Rand von %8 von m, nicht getroffen werden und dass ¢ mit 11, ebenfalls nur
einen Punkt gemein hat. Durch m, und mg wird B in zwei Kugeln &; und &, zerlegt,
in denen a nach §6 Hilfssatz 4 je eine unverknotete Sehne @, bzw. a, bildet. Eine der
beiden Kugeln &;, 8, enthilt das abgeschlossene Komplement von % im Inneren, etwa
R, (Fig. 12).

Da @, im Inneren von I8 liegt, kann man eine hinreichend kleine Umgebung von «,
beziiglich &, so wihlen, dass diese eine Kugel &% ausmacht, die im Inneren von 2B liegt
und deren Rand mit dem Rande von R, zwei disjunkte Elementarflichenstiicke my,
ms gemein hat, die auf m, bezw. m, liegen. a, ist Sehne von &} und zwar eine unverknotete
nach § 8 Hilfssatz 2, da @, unverknotete Sehne von &, ist.

Das abgeschlossene Komplement von &, ist nun eine Kugel &5, die im Inneren von
W liegt. KT und &3 haben die beiden Elementarflichenstiicke m} und mj gemein und
bilden nach § 3 Hilfssatz 1 einen Vollring B*, fiir welchen m7 und m; Meridianflichen sind.
@ liegt im Inneren von B* und B* im Inneren von 2B, Ersetzt man a, durch eine unverkno-
tete Sehne a3 von {3 mit gleichem Anfangspunkt und gleichem Endpunkt, so entsteht
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aus a eine Knotenlinie a*, die eine orientierte Seele von B* ist, da @, in &% und a3 in &
unverknotet ist. Der von a* dargestellte Knoten wird durch den gemeinsamen Rand von
R, und &% dargestellt als Produkt des von a, in §, erzeugten Kreises mit dem von a3 in
K% erzeugten Kreise. a* ist daher eine Kreislinie. Da % verknotet ist, muss a* nach § 7
Satz 1 im Inneren einer auf I8 liegenden Kugel enthalten sein, es hat also 28 in bezug auf
a* die Ordnung null nach § 9 Satz 1, und es hat %8 auch in bezug auf B* die Ordnung null,
da a* orientierte Seele von B* ist. Nach § 9 Hilfssatz 3 gibt es eine Meridianfliche von
W, welche B* nicht trifft. Diese trifft auch @ nicht, da. ¢ im Inneren von B* liegt. Es hat
also B in bezug auf @ die Ordnung null.-

Hilfssatz: Es seien B,, B,, . . ., B, verknotete Vollringe in der S3, von denen jeder die ab-
geschlossenen Komplemente der iibrigen Vollringe und die Knotenlinie k tm Inneren enthalte.
Der Rand von B,(i=1,2, ..., n) sei T,. Der Vollring B, werde trew auf den Vollring B}
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in der S3 abgebildet, wobei k in die Knotenlinie k*, die Torv T,, T, . . ., T, in die Tors 3,
%, ..., T dbergehen migen. Dann berandet T3 (j=2,3,...,n) emen Vollring B}, der
k* im Inneren enthilt, und es sind B; und B} gleich verknotet. Jeder der Vollringe BT, Vs, ...,
B enthilt die abgeschlossenen Komplemente der tibrigen Vollringe tm Inneren, und die
Umlaufzahl von k* auf B (i=1,2, ..., n) ist dieselbe wie die von k auf B;. Die Ordnung
von B in bezug auf k* ist gleich der Ordnung von B, in bezug auf k, die Ordnung von B
(5=2,3,...,n) in bezug auf k* ist nicht grosser als die Ordnung von B; in bezug auf k. Ist
insbesondere B verkmotet, so ist die Ordnung von B in bezug auf k* gleich der Ordnung von
B, in bezug auf k.

- Beweis: Es sei y, die Ordnung von %, in bezug auf k. Nach Satz 1 lisst sich zu jedem
Vollring B, eine Meridianfliche m, so wihlen, das & von m; in genau y, Punkten getroffen
wird und dass m, zu den von m, verschiedenen Meridianflichen ny, m,, . . ., m, und den
von T, verschiedenen Tori T;, T, . . ., T, punktiremd ist. Hinreichend nahe an m, kénnen
wir noch eine Meridianfliche m; von 8, wihlen, die zu den Meridianflichen m,, m,, . . ., m,
und den Tori T, T, . . ., T, punktfremd ist. Durch m, und m; wird B, in zwei Kugeln
®; und K, zerlegt, wovon eine, etwa &, bei geeigneter Wahl von m;} die Tori T;(1 =2,
3,...,n) und die Meridianflichen m; im Inneren enthalt.

Es sei 7 die treue Abbildung von B, auf B}. Durch 7 geht m, in eine Meridianfliche
m* eines von TF in der €3 berandeten Vollringes B} iiber nach § 3 Hilfssatz 2. B enthilt
%* im Inneren. Man kann niamlich einen Punkt von m1; mit einem Punkte auf £ durch einen
Weg w, so verbinden, dass w; im Inneren ‘von 8; und von B, liegt. 7 (w,) liegt dann im Inne-
ren von B} und B. Also liegt auch k* im Inneren von B, da k* den Rand von B nicht
trifft. my trifft &* in y, Punkten. Daraus ergibt sich, dass die Ordnung von BY in bezug
auf k* hochstens gleich y, ist. Die Ordnung von B} in bezug auf k* ist gleich der von B,
in bezug auf k, wie bereits in § 11 bemerkt wurde.

Die Umlaufzahl von % auf 8, ist gleich dem Betrag der algebraischen Schnittzahl von
k mit m,, ebenso ist die Umlaufzahl von &* auf Bf gleich dem Betrag der algebraischen
Schnittzahl von k* mit mf. Die Betriige dieser beiden algebraischen Schnittzahlen sind
offenbar gleich, die Umlaufzahl von k auf B, ist also gleich der Umlaufzahl von k* auf B;.

Die Kugel &, wird durch 7 auf eine Kugel &3 auf Bt abgebildet, welche die Tori
FF(j=2;3,...,n) und die Meridianflichen m; im Inneren enthilt. Es gibt nun eine

s-Abbildung ¢ der ©? auf sich, welche auf &, mit 7 iibereinstimmt: Das abgeschlossene
Komplementsvon R, ist eine Kugel ﬁz, dasjenige von K% eine Kugel /2. Durch 7 ist eine
s-Abbildung des Randes von R, auf den Rand von Q2 gegeben, die sich zu einer s-Abbildung

y von &, auf &% erweitern lisst nach § 1 Satz 8. Durch 7 und y wird ¢ definiert. ¢ ist orien-
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tierungserhaltend, da v die von einer festen Orientierung der &2 auf &, induzierte Orien-
tierung in die auf &% induzierte Orientierung iibertrigt. T und ¢ bilden das Komplement
von B, (5 =2,3,...,n)auf das Komplement von B} ab. Daher wird 8, durch ¢ auf B
abgebildet, woraus folgt, dass B, und B} gleich verknotet sind. Ausserdem ergibt sich,
dass jeder der Vollringe 87, B3, ..., V5 die abgeschlossenen Komplemente der iibrigen
im Inneren enthilt.

Ist nun schliesslich BF verknotet, so sind die Voraussetzungen fiir B, B3, ..., B,
k* und die treue ABbiIdung -1 von BF auf B, erfiillt. Aus dem Obigen folgt, dass die
Ordnung von LB, in bezug auf k nicht grosser sein kann als die Ordnung von Bf in bezug
auf k*, womit sich ergibt, dass 8B, in bezug auf k dieselbe Ordnung hat wie B/ in bezug
auf k*.

Wenn wir einen verknoteten Vollring 8 in der ©3 treu auf einen unverknoteten
Vollring B* in der &* abbilden, so wollen wir dafiir auch sagen, dass wir das Komple-
ment von B durch einen unverknoteten Vollring ersetzen. Mit dieser Ausdrucksweise lisst sich

der Satz von § 12 folgendermassen verallgemeinern:

Satz 3: Es seien B,, B, . . ., B, verknotete Vollringe in der S3, von denen jeder die abge-
schlossenen Komplemente der iibrigen und die Knotenlinie k im Inneren enthalte, k habe
auf B, 0=1,2, ..., n) diec Unloufzahl «;. Die Knotenlinie k* entstehe aus k dadurch, dass
man die Komplemente der Vollringe B, durch unverknotete Vollringe erseizt. Bezeichnet
g (k) bezw. g(k*) das Geschlecht von k bezw. k*, g(B,) das Geschlecht von B,, so gilt

g(k)z 2 o g (By) +g (k7).

i

it

Beweis: Bildet man %, treu auf einen unverknoteten Vollring B} ab, so entsteht

aus k eine Knotenlinie £} und nach dem Satz von § 12 gilt:

g (k) z oy 9 (By) +g (k).
Nach dem obigen Hilfssatz erhilt man beim Ubergang von 8B, zu BT aus B,, B, ..., B,
verknotete Vollringe B3, B3, . . ., B}, von denen jeder die abgeschlossenen Komplemente

der iibrigen und %% im Inneren enthilt. Dabei hat kf auf B} (5 =2, 3, . . ., n) die Umlauf-
zahl o, Die Behauptung ergibt sich daher durch vollstindige Induktion nach n.

§ 16. Zerlegung eines Vollringes durch einen Kreisring.

Es sei k eine Knotenlihie, B, und B, seien zwei Vollringe, die % im Inneren enthalten.
Wenn sich die Réinder von 8, und B, nicht treffen, so enthélt entweder eirter der beiden
Vollringe den anderen im Inneren oder es enthilt jeder der beiden Vollringe das abgeschlos-

sene Komplement des anderen im Inneren. Den 1. Fall haben wir in § 9 untersucht, den
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2. Fall im Vorangehenden. Wir wollen im Weiteren den Fall behandeln, dass sich die Réander
von B, und B, gegenseitig treffen, und diesen so weit wie méglich auf die vorher genannten
Fille zuriickfithren. Ehe wir daran gehen (§ 18), entwickeln wir in diesem und im folgenden
Paragraphen die Hilfsmittel.

Es sei B ein Vollring mit dem Randtorus T, r ein Kreisring auf B, dessen Durchschnitt
mit T nur aus seinen Rindern s, und s, besteht. Wir wollen untersuchen, wie B durch
1 zerlegt wird. Hierbei sind mehrere Fille zu unterscheiden, die durch die Homologieklassen
von ¥ charaktensiert sind, in denen s, und s, liegen. Es kann angenommen werden, dass
B in der &3 liegt, da jeder Vollring semilineares Bild eines Vollringes in der &8 ist.

Satz 1: Es sei B ein Vollring mit dem Randiorus T, t ein Kreisring auf B, dessen Durch-
schnitt mit T nur aus seinen Rindern s, und s, bestehe. Ferner sei s, nicht nullhomolog auf
8. Dann wird B durch t in zwer Vollringe zerlegt. Auf einem dieser Vollringe haben s, und
8y die Umlaufzahl 1, auf dem anderen dieselbe Umlaufzahl wie auf B. Dieser 2weite Vollring
und B sind gleich verknotet.

Beweis: s, und s, seien als Rinder von 1 gleichsinnig orientiert. Da s; nicht nullhomolog
auf 2B ist, hat s, eine von null verschiedene Umlaufzahl « auf B. Die Umlaufzahl von s,
auf B ist ebenfalls «, da s; und s, als gleichsinnig orientierte Rinder von 1t zueinander
homolog auf % sind. s; und s, bilden auf T ein System von 2 Parallelkurven und zerlegen
T in zwei Kreisringe 1, und v,. Ferner besitzen s, und s, auf T die algebraische Schnittzahl
o mit einem geeignet orientierten Meridian von R.

Wir zerlegen ¥ und r simplizial. Wegen § 2 Hilfssatz 3 und Satz 4 koénnen wir auf T
einen Meridian m von B so wihlen, dass s; und s, von m in genau « Punkten getroffen
werden, und dies kann so geschehen, dass m keine Ecke der simplizialen Zerlegung von
T und t trifft, da sich dies stets durch isotope simpliziale Deformation von m erreichen lésst.
m werde so orientiert, dass m mit einer beziiglich s, positiv orientierten Seele von LB die
Verschlingungszahl +1 besitzt. Wir spannen in m eine Meridianfliche m von 8 ein
und zwar so, dass m keine Ecke der simplizialen Zerlegung von t trifft, was méglich ist.
Fig. 13 zeigt den lings m aufgeschnittenen Vollring B als Prisma, bei dem die Dachfliche

2nd . . e .
nach Drehung um —z— mit der Bodenfliche zu identifizieren ist.

-Sei 6 die Verschlingungszahl von s, mit einer Seele von 9B, die beziiglich s, positiv
orientiert ist. Die Schnittpunkte von m mit s, bezeichnen wir mit P, P,, . . ., P, und zwar
so, dass die Punkte P, bei Durchlaufen von m mit wachsenden Indices aufeinanderfolgen.
Durchliuft man s, im Sinne seiner Orientierung, so haben die Punkte P; die Reihenfolge
Py, Pis Pyiosy -« o Pyiwonys, Py (Indices modulo «), wie man erkennt, wenn man ¥
lings s, zu einem Kreisring aufschneidet und beriicksichtigt, dass dann m auf diesem
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Kreisring punktfremde Querschnitte von einem Rand zum anderen bildet. s, wird durch
P, P,, ..., P, in a Bigen w; zerlegt, wobei w; von P, nach P,_; fithre. Die Schnittpunkte
von m mit s, seien @, @, . . ., @,, wobei @; auf m zwischen P, und P, , (Indices modulo
) liege. Bei Durchlaufen von s, im Sinne seiner Orientierung haben die Punkte @, die
Reihenfolge @,, @15, @14265 - - -» @1 @-16 Q-

Die Wah! der Meridianfliche m von & ist so erfolgt, dass der Durchschnitt von m
mit v aus doppelpunktireien Schnittlinien besteht, die in einem Schnittpunkte von m mit
s, bezw. s, entspringen und in einem solchen Punkte enden, und méglicherweise noch end-
lich vielen geschlossenen, doppelpunktfreien Schnittlinien, die s; und s, nicht treffen. Dabei
sind je zwei Schnittlinien disjunkt.

Wir betrachten zunichst diejenigen Schnittlinien von m und r, die in einem Rand-
punkte von t beginnen und enden, und werfen die Frage auf, ob eine solche von einem
Punkte P, zu einem Punkte P, fithren kann, also beide Endpunkte auf s, liegen konnen.
Dies ist nicht moglich. Es wire dann namlich diese Schnittlinie auf r zu einem Bogen
von s; homolog, der sich aus einem oder mehreren, etwa B <a, Bégen w; zusammensetzt.
Man erhielte daher einen auf B zu s, homologen (nicht notwendigerweise mehr doppelpunkt-
freien) Weg, wenn man die betreffenden Bogen w, durch den betreffenden Bogen von m
ersetzt. Dieser Weg wiire dann aber auf B dem (« — 8)-fachen einer beziiglich s, positiv
orientierten Seele von B homolog, was offenbar unméglich ist. Die betrachteten Schnitt-

linien miissen also einen Punkt P, mit einem Punkt @, verbinden. Wir orientieren sie so,
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dass sie von @, nach P, fithren, und bezeichnen sie dann mit «;. Durch die Schnittlinien

u; wird ¢ in o Elementarflichenstiicke zerlegt.

Wir wenden uns nun den geschlossenen Schnittlinien von m und r zu. Jede von ihnen
berandet auf v ein Elementarflichenstiick, da sie auf einem der Elementarflichenstiicke
liegen muss, in welche v durch die Schnittlinien u; zerlegt wird, und es gibt unter ihnen
eine solche, etwa s, die auf t ein Elementarflichenstiick ¢ berandet, das keine weitere Schnitt-
linie enthilt. s berandet auf m ein Elementarflichenstiick f. e und f{ bilden zusammen eine
2-Sphire, die den Rand von B picht trifft und daher eine Kugel & berandet, die im
Inneren von B liegt und weder s, noch s, noch eine der Schnittlinien «; enthilt. Es kann
nun m dadurch deformiert werden, dass man { iber & deformiert und so von e abhebt,
dass s,, s, und die Schnittlinien «; festbleiben. Auf diese Weise lassen sich alle geschlos-
senen Schnittlinien von m und r der Reihe nach beseitigen.'

Wir betrachten nun wieder die Schnittlinien w,;. Jede zerlegt m in zwei Elementar-
flichenstiicke, und eine von ihnen, etwa «,, schneidet von m ein Elementarflichenstiick
f ab, das keine weitere Schnittlinie enthilt. Da von jedem Punkte Q; eine Schnittlinie u;
ausgeht, muss @, der einzige Punkt sein, den { mit s, gemein hat, und daher u; von @,
entweder nach P, oder P, ; (Indices modulo o) fithren.

Nach § 3 Hilfssatz 2 ist { Meridianfliche eines Vollringes %,, dessen Rand ein Torus
3, ist, der von r und einem der beiden von s; und s, auf ¥ berandeten Kreisringe 1y, t,,
etwa von 1,, gebildet wird. B, liegt auf B, da dies fiir den Rand T; und die Meridianfliche
f der Fall ist. s, und s, haben auf 8, die Umlaufzahl 1, da sie auf ¥; den Rand der Meridian-
fliche f nur in einem Punkte treffen und dort durchsetzen.

Da u, von @, nach P, oder P, , fithrt, muss jede der Schnittlinien u,(: =1, 2, .. ., «)
von @, nach P; bezw. P, (Indices modulo «) fithren, wie man aus der Lage der Punkte
P, und @, auf v und der Tatsache erkennt, dass sich die Schnittlinien u, gegenseitig nicht
treffen. Aus der Lage der Punkte P, und @, auf m folgt, dass jedes w, von m ein Elementar-
flichenstiick abschneidet, dass keine weitere Schnittlinie enthalt und Meridianfliche von
%, ist. Nach Abschneiden dieser Elementarflichenstiicke von m verbleibt ein Elementar-
flichenstiick e, das Meridianfliche eines Vollringes 8, ist, der von dem aus r und 1, bestehen-
den Torus ¥, berandet wird. B, macht das abgeschlossene Komplement von B, beziiglich
B aus, und es haben s; und s, auf B, die Umlaufzahl «, da sie den Meridian von B, der
vom Rande von e gebildet wird, in « Punkten treffen und dort gleichsinnig durchsetzen.

Dass 8 und B, gleich verknotet sind, erkennt man folgendermassen:

Nach dem Satz von § 8 lisst sich ¥ dadurch deformieren, dass man r, iiber %, in
t bei festem r, deformiert. Es gibt also eine s-Abbildung der &? auf sich, die T in &, iiber-
fiihrt und auf v, die Identitat ist. Der von ¥ berandete Vollring B geht dabei in einen von
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T, berandeten Vollring iiber. Dieser Vollring muss %8B, sein, da sein Inneres an dieselbe
Seite von 1, anstossen muss wie das Innere von B, und aus § 10 Satz 2 folgt, dass B und
B, gleich verknotet sind.

Anmerkung zu Satz 1: Haben s, und s, auf B die Umlaufzahl 1, so wird 8 durch t
in zwel Vollringe %, und B, zerlegt, auf denen s, und s, die Umlaufzahl 1 haben, und es
sind B, B, und B, gleich verknotet.

Nach § 8 ldsst sich nédmlich in diesem Falle ¥ auch dadurch deformieren, dass man
(in obiger Bezeichnungsweise) t, bei festem 1, iiber 8B, in t deformiert, wobei 8 in B, iiber-
geht.

Hilfssatz: Es ser B ein Vollring mit dem Randtorus T, v ein Kreisring auf B, dessen
Durchschniit mit I nur aus sesnen Rindern s, und s, bestehe. s; und s, seien Meridiane von
B. Dann existieren Meridianflichen m,, m, von B, die sich nicht treffen und deren Durch-

schnitt mit v nur aus s; bezw. s, besteht.

Beweis: Wir wihlen zunichst einen Meridian m von 8B, der s, und s, nicht trifft, und
spannen in ihn eine Meridianfléiche ¢ von ¥ ein. m und s, beranden auf ¥ einen Kreisring
3, der s, nicht enthilt. ¢ und 8 bilden zusammen ein Elementarflichenstiick f mit dem
Rande s,. f lasst sich dadurch deformieren, dass man 3 bei festgehaltenem s, von T ins
Innere von B abhebt, und das kann so geschehen, dass der Durchschnitt von ¢ mit einer
Umgebung von s, beziiglich f nur aus s; besteht. Damit ist aus f eine Meridianfliche m von
B mit dem Rande s, entstanden. Es kann angenommen werden, dass der Durchschnitt
von m mit ¥ nur aus s; und doppelpunktireien, geschlossenen Schnittlinien besteht, die
sich gegenseitig und s, nicht treffen.

Falls iiberhaupt Schnittlinien von r und m vorhanden sind, so sind diese auf ¢ nullhomo-
log oder (bei geeigneter Orientierung) homolog zu s,. Diejenigen, die auf r nullhomolog
sind, lassen sich der Reihe nach auf eine bereits mehrfach beschriebene Weise beseitigen,
wobei man mit einer innersten Schnittlinie auf r beginnt. Es verbleiben dann nur noch
Schnittlinien, die auf r homolog zu s, sind. Eine von ihnen, sie heisse ¢, berandet zusammen
mit s, auf ¢t einen Kreisring t, der keine weitere Schnittlinie enthilt. ¢ berandet auf m ein
Elementarflichenstiick e. { und e bilden zusammen eine Meridianfliche m’ von 8 mit dem
Rande s,. Sie wird dadurch deformiert, dass man { bei festgehaltenem s, von r abhebt
und zwar so, dass der Durchschnitt von m’ mit ¢ ausser s, nur noch aus den Schnittlinien
von e mit t besteht. Die entstandene Meridianfliche von 8 bezeichnen wir wieder mit m.
Das Verfahren ldsst sich so lange fortsetzen, bis alle Schnittlinien verschwunden sind und
man eine Meridianfliche m, von B erhilt, die mit t nur noch den Rand s, gemein hat.

Nun bilden m, und t zusammen ein Elementarflichenstiick g. Durch Abheben von
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t und m, erhilt man aus g eine Meridianfliche m, von B, die m, nicht trifft und mit v
nur den Rand s, gemein hat.

Satz 2: Es set B ein Vollring mit dem Randtorus X, v ein Kreisring auf B, dessen
Durchschnitt mit T nur aus seinen Rindern s, und s, besteht. s, und s, seten Meridiane von
B. Dann liegt auf B etn Vollring B*, der von t und einem von s; und s, auf T berandeten
Kreisring berandet wird und der mit B Meridianflichen gemein hat. Das abgeschlossene
Komplement von B* in bezug auf B ist entweder ein unverknoteter V ollring mit s, als Breiien-
krevs oder kein Vollring, je nachdem ob B und B* gleich verknotet sind oder nicht. Im zweiten
Falle ist B* starker verknotet als B.

Beweis: Nach dem Hilfssatz existieren zwei sich nicht treffende Meridianflichen nt,
und m, von B, deren Durchschnitt mit t aus ihren Réndern s, bezw. s, besteht. Durch
m,; und m, wird B in zwei Kugeln &, und &, zerlegt, wovon eine, etwa &,, v umfasst. Der
Rand von R, besteht aus der 2-Sphire, die gebildet wird von m,, n, und einem Kreisring
3,, der von s, und s, auf T berandet wird. Der Rand von §, besteht aus m;,, m, und einem
Kreisring 8, auf ¥. Ferner bilden m,, m, und r eine 2-Sphire, die eine auf &, liegende Kugel
K% berandet.

4, und r bilden zusammen einen Torus T*. Dieser berandet einen auf B liegenden
Vollring B*, der sich aus den beiden Kugeln &, und {3 zusammensetzt und m;, m, als
Meridianflichen besitzt. Sei a eine orientierte Seele von B*, die in &, und {3 je eineunver-
knotete Sehne u, bezw. u, bildet. u, ist gleichzeitig Sehne von K,. Ist u, auch unverknotet
in &, so ist @ auch orientierte Seele von B, und es sind B und B* gleich verknotet. Ist
4y in &, verknotet, so stellt a nach §6 Hilfssatz 5 einen Knoten dar, der das Produkt von
dem durch u, in &, erzeugten Knoten mit demjenigen Knoten ist, der von einer beziig-
lich @ positiv orientierten Seele von B dargestellt wird. In diesem Falle ist also B* stirker
verknotet als 8. Nach §8 Hilfssatz 1 ist nun die unverknotete Sehne u, von &5 genau
dann unverknotet in §,, wenn das abgeschlossene Komplement von & beziiglich &, ein
Vollring ist, und in diesem Falle ist dieser Vollring unverknotet und besitzt s; und s, als
Breitenkreise. Da . das abgeschlossene Komplement von 3 beziiglich &, zugleich das
abgeschlossene Komplement von B* beziiglich 8B ist, ergibt sich die Behauptung.

Satz 3: Es seit B ein Vollring mit dem Randtorus T, v ein Kreisring, dessen Durch-
schnatt mat T nur aus seinen Rindern s, und s, besteht. s; und s, seien auf T nullhomolog und
mégen auf I etnen Kreisring 3 beranden. Ersetzt man 8 durch 1, so entsteht aus T ein Torus
T*., T* berandet einen auf B liegenden Vollring B*, der mit B Meridianflichen gemein hat,
und es sind B und B* gleich verknotet.

Beweis: Einer der beiden Rinder s;, s, von t, etwa s,, berandet auf T ein Elementar-

flichenstiick e, das den anderen Rand, also s,, nicht enthilt. ¢ + 1 und e + § sind dann
14 — 533806. Acta mathematica. 90. Imprimé le 25 novembre 1953.
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Elementarflichenstiicke, und man kann sich T* aus T dadurch entstanden denken,
dass man das Elementarflichenstiick e + 8 durch das Elementarflichenstiick e + r ersetzt.
Auf T konnen wir wegen § 2 Hilfssatz 3 einen Meridian m und einen Breitenkreis b von
B so wihlen, dass s, und damit s, nicht getroffen werden. m und b bilden sowohl auf T
wie auf T* eine 1-dimensionale Homologiebasis.

Ist nun B unverknotet, so ist auch das.abgeschlossene Komplement von %8 ein un-
verknoteter Vollring nach § 7 Satz 2, und es ldsst sich in b ein Elementarflichenstiick f
einspannen, das Meridianfliche dieses zu B komplementéiren Vollringes ist. | ist dann auch
Meridianfliche eines von T* berandeten Vollringes 1. Nun ist m eine Kreislinie auf I*,
die auf T* nicht nullhomolog und nicht Meridian von 11 ist. Daraus folgt nach § 7 Hilfssatz
2, dass 11 unverknotet ist und dass daher T* einen zu 1l komplementiren Vollring B*
berandet, der auf ¥ liegt und unverknotet ist.

Sei nun B und damit b verknotet. Durch T* wird die ©3 in zwei Bereiche U und
B* zerlegt, wovon ¥ das Komplement von 8B umfasse und B* auf B liege. b ist nullhomolog
auf 9, da b bereits nullhomolog auf &3 —R + T ist. Da b nicht nullhomolog auf T* und
keine Kreistinie ist, kann U kein Vollring sein, denn nach § 3 sind die Meridiane die einzigen
einfachen Wege auf dem Rande eines Vollringes, die nullhomolog auf dem Vollring nicht
aber auf dem Randtorus sind, und Meridiane sind Kreislinien. Es muss daher 8* ein Vollring
sein. Fiir B©* ist b Breitenkreis. Da b auch Breitenkreis von B ist, folgt aus § 6 Hilfssatz 3,
dass B und B* gleich verknotet sind.

In beiden Fillen ist eine Meridianfliche e von B*, deren Rand die auf T* nullhomologen
Wege s, s, nicht trifft, zugleich Meridianfliche von %.

Anmerkung: Zu einer gemeinsamen Meridianfliche ¢ von R und B* kann man hin-
reichend nahe an ¢ eine weitere gemeinsame Meridianfliche f finden, die e nicht trifft.
Daraus folgt, dass ¥ auf einer von B umfassten Kugél liegt.

In den durch Satz 1, 2, 3 behandelten Fillen ergab sich, dass man vermittels t immer
einen auf B liegenden Vollring erhilt, der entweder die gleiche Verknotung wie 8 auf-

weist oder stirker verknotet ist. Fiir die Lage von t sind noch zwei weitere Fille moglich:

1) Beide Rinder sind nullhomolog auf T, und es werden durch sie auf T zwei disjunkte
Elementarflichenstiicke berandet.

2) Hiner der beiden R#nder ist nullhomolog auf ¥, wihrend der andere Meridian
von B ist.

Im ersten Falle wird 8 in eine Kugel und eine berandete Mannigfaltigkeit zerlegt,
deren Rand eine Fliche vom Geschlecht 2 ist. Im zweiten Falle tritt keine Zerlegung von

8B ein.
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§ 17. Kreisringe, die das Komplement eines Vollringes in der &3 zerlegen.

Zu einem Vollring B in der ©2 mit dem Randtorus T betrachten wir jetzt einen Kreis-
ring t, der auf € —B + T liegt und dessen Durchschnitt mit T nur aus seinen Rindern
s; und s, besteht. Wir stellen zunéichst eine Hilfsbetrachtung iiber Faserungen von Voll-
ringen voran.

Wir wollen annehmen, dass der Rand T eines Vollringes B durch zwei ,,parallele”
Knotenlinien &y, £, auf T mit der Umlaufzahl « = 1 auf B in zwei Kreisringe 1, t, zerlegt
wird. (Falls nur eine Knotenlinie k; vorgegeben ist, so kann k, noch geeignet dazu gewihlt
werden). Bildet man 1, semilinear auf einen Kreisring v der euklidischen Ebene ab, der
von zwei konzentrisch ineinander gelegenen gleichseitigen Dreiecken berandet wird, so
ergibt sich durch dhnliches Zusammenziehen des #usseren Bandes von t eine Faserung
von t, die sich auf v, iibertrigt. Verfahrt man entsprechend fiir r,, so erhilt man eine Fase-
rung von X, in welcher %, und %, Fasern sind und je zwei Fasern ,,parallele’ Knotenlinien
auf T darstellen. Aus der Art und Weise, in welcher die Faserung von T hergestellt wurde,
erkennt man, dass sich auf ¥ ein Meridian von 8B so angebenvlfisst, dass dieser jede Faser
in genau o Punkten trifft. Nach der Anmerkung zu § 3 Hilfssatz 2 kann bei einer Darstel-
lung von B durch ein Prisma B beziiglich einer Abbildung ¢ mit den iiblichen angege-
benen Eigenschaften angenommen werden, dass das Bild des Randes der Bodenfliche
e, von B ein solcher Meridian ist, der jede Faser von T in genau o Punkten trifft (und
folglich dort-durchsetzt). Durch die Faserung von T wird dann eine Zerlegung des Mantels
von P in Streckenziige bewirkt. Durch dhnliches Zusammenziehen des Mantels auf die
Achse des Prismas unter Mitnahme dieser Zerlegung erhilt man eine entsprechende Zerle-
gung von . Durch die Abbildung ¢ setzen sich, abgesehen von der Achse des Prismas, je
a solcher Streckenziige zu einer Knotenlinie auf 8 zusammen, welche zu k, dquivalent ist.
Zusammen mit dem Bild der Achse erhilt man eine Faserung von 8 durch Knotenlinien.
Die Seele von ¥, welche das Bild der Achse von P ausmacht, ist im Falle « = 1 eine regu-

lire Faser, im Falle «> 1 eine Ausnahmefaser der Vielfachheit «.

Satz 1: Es sei B ein verknoteter Vollring in der ©3 mit dem Rande . t sei ein Kreisring
auf ©* —B + T, dessen Durchschnitt mit T nur aus seinen Rindern s, und s, besteht. s, und
s, seten nicht nullhomolog auf B. Dann gibt es einen Vollring B*, der B umjfasst und dessen
Rand aus t und einem auf T liegenden Kreisring besteht. s, und s, haben auf B* eine von null
verschiedene Umlaufzahl.

Beweis: Da % verknotet ist und s, und s, auf B nicht nullhomolog sind, sind s, und s,
nach § 7 Hilfssatz 2 verknotet. Daraus folgt: Liegen s, und s, auf dem Rande eines Vollrin-
ges 11, so sind s, und s, auf 1 nicht nulthomolog.
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Durch s; und s, wird ¥ in zwei Kreisringe r; und v, zerlegt. v bildet zusammen mit
1, einen Torus ¥, zusammen mit v, einen Torus T,. Jeder dieser beiden Tori berandet
mindestens einen Vollring 1, bezw. Ul,. Falls einer dieser beiden Vollringe 8 umfasst, ist
nichts mehr zu zeigen.

Falls 8B von keinem der beiden Vollringe umfasst wird, so bilden 8, U1,, U, eine Zex-
legung der 3-Sphire. Wie oben beschrieben konnen wir die Kreisringe 1, 1, 1, fasern und
diese Faserung auf %8, U,, U, fortsetzen. Wir erhalten damit eine Faserung der 3-Sphire.
Nach Seifert [10] besitzt eine solche Faserung hochstens zwei Ausnahmefasern, d.h. s,
und s, haben auf mindestens einem der drei Vollringe die Umlaufzahl 1.

Es sei dies zungchst fiir B der Fall. Nach § 8 lisst sich dann ¥, dadurch deformieren,
dass man ¢, iiber B in 1, deformiert und t festhilt. Es gibt also eine s-Abbildung der &3
auf sich, die ¥, in ¥, iiberfiihrt und auf ¢ die Identitét ist. Dabei geht 11, in einen Vollring
B* iiber, der durch r, in U; und B zerlegt wird. B* muss nach § 7 Satz 2 unverknotet
sein, da B* das abgeschlossene Komplement 11, besitzt. s; und damit jede beziiglich
8; positiv orientierte Seele von B stellt einen Torusknoten! dar. Man bemerkt nun
leicht, dass im hier betrachteten Falle 11; und U, unverknotet sind und dass ihre abge-
schlossenen Komplemente unverknotete Vollringe sind, die 8 umfassen.

Dass s; und s, auf einem der beiden Vollringe 11,, 11, die Umlaufzahl 1 haben, kann
nicht eintreten, da B verknotet ist. Hatten s, und s, beispielsweise auf 11; die Umlaufzahl
1, so liesse sich T dadurch deformieren, dass man r, bei festem r, iiber 11, in ¢ deformiert.
Man erhielte damit einen Vollring, der durch r, in I1; und B zerlegt wird, dieselbe Verknotung
wie 8 aufweist und dessen abgeschlossenes Komplement der Vollring U, ware. Dies ist
aber wegen § 7 Satz 2 ein Widerspruch zur Verknotung von %,

Betrachten wir noch den Fall, dass 8 sowohl von I, wie von 1, umfasst wird. Da
sy und s, auf 1, und U, nicht nulthomolog sind, wird I, wegen § 16 Satz 1 durch t, in B
und einen Vollring %, zerlegt. U, wird durch v, in 8 und einen Vollring ¥, zerlegt. Wir
erhalten damit den gerade betrachteten Fall, dass das Komplement von B durch t in zwei
Vollringe zerlegt wird. Wie sich aus dem Vorangehenden ergibt, miissen dann s; und s,
auf B die Umlaufzahl 1 haben und einen Torusknoten darstellen. Wir erhalten also:

Zusatz zu Satz 1: B* ist eindeutig bestimmt, falls nicht s, und s, auf B die Umlaufzahl
1 haben und einen Torusknoten darstellen.

Satz 2: Es sei B etn unverknoteter Vollring in der ©3 mit dem Rande <. ¢ set etn Kreus-
ring auf S —B + T, dessen Durchschnitt mit T nur aus seinen Rindern s, und s, besteht.
8y und s, seien nicht nullhomolog auf B. Dann gibt es mindestens einen Vollring B*, der B

1 Ein Torusknoten ist ein vom Kreis verschiedener Knoten, der einen Reprasentanten auf dem
Rande eines unverknoteten Vollringes besitzt.
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umfasst und dessen Rand aus v und einem auf T liegenden Kreisring besteht. Haben s, und
sy auf B* die Umlaufzahl null, so sind s, und s, Breitenkreise von B.

Beweis: Da 8B unverknotet ist, ist das abgeschlossene Komplement von 2 ein Voll-
ring . Sind s, und s, auf W nicht nullhomolog, so wird W nach § 16 Satz 1 durch t in
zwei Vollringe 8, und W, zerlegt, wovon mindestens einer, etwa ¥3,, unverknotet ist.
Das abgeschlossene Komplement von 8, ist ein (unverknoteter) Vollring 8*, der 8 um-
fasst. Da s, und s, auf keinem der Voliringe 28,, I8,, B nullhomolog sind, kann man auf
die oben beschriebene Weise eine Faserung von %,, 28,, LB und damit der &? herstellen.
Dabei wird B* gefasert, woraus folgt, dass s, und s, auf B* nicht nulibomolog sind.

Sind s, und s, nullhomolog auf W, so sind sie Meridiane von 8 und damit Breiten-
kreise von 8B, da s, und s, nicht nullhomolog auf ¥ sind. Nach § 16 Satz 2 liegt auf % ein
Vollring #*, der mit 2 Meridianflichen gemein hat und von r und einem Kreisring v, auf
T berandet wird. Ist das abgeschlossene Komplement von %* in bezug auf T ein Vollring
11, so sind W* und 11 unverknotet. Das abgeschlossene Komplement von ¥3* ist dann ein
Vollring B*, der B umfasst.

Ist das abgeschlossene Komplement von 28* in bezug auf 8 kein Vollring, so ist es
Komplement eines verknoteten Vollringes 8%, der B umfasst und von r und einem auf
% liegenden Kreisring berandet wird. s, und s, sind nullhomolog auf B* wegen § 7 Hilfssatz

2, da s, und s, als Meridiane von ¥ Kreislinien sind.

Satz 3: Es set B ein Vollring in der S mit dem Rande T. t ser ein Kreisring auf
S8 ~ B + T, dessen Durchschnitt mit T aus seinen Randern s, und s, besteht. s, und s, seien
Meridiane von B. Durch s; und s, wird T in zwes Kreisringe 1, und t, zerlegt. Es gibt dann
zwei Vollringe Uy, U,, deren Rinder von t und v, bezw. von v und t, gebildet werden, die B
umfassen und auf denen s, und s, Meridiane sind. Ist U, unverknotet, so sind B und U,
gleich verknotet.

Beweis: Seien m; und m, zwei sich nicht treffende Meridianflichen von B, die s,
bezw. s, als Rand haben. Sie sind zugleich Meridianflichen der bezeichneten Vollringe nach
§ 3 Hilfssatz 2.

Ist U, unverknotet, so ist das abgeschlossene Komplement von 11, ein unverknoteter
Vollring, der zugleich das abgeschlossene Komplement von 8B beziiglich U, ist. Nach
§ 16 Satz 2 sind dann U, und B gleich verknotet.

Satz 4: Es ser 58 emn Vollring in der ©® mit dem Rande T. t sei ein Kreisring auf
&% —~B + T, dessen Durchschnitt mit T aus seinen Rindern s, und s, bestehe. s, und s, mogen
nullhomolog auf T setn und auf T einen Kreisring 3 beranden. Ersetzt man 8 durch t, so
entsteht aus T ein Torus T*. T* berandet einen Vollring B*, der B umfasst. B und B*
sind gleich verknotet und besitzen gemeinsame Meridianflichen.
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Beweis: Man kann eine Meridianfliche m von 8 finden, deren Rand s, und s, nicht
trifft. m ist zugleich Meridianfliche eines von T* berandeten Vollringes, der 8 umfasst.
Das Weitere folgt aus § 16 Satz 3.

Fiir die Lage von t sind noch zwei weitere Fille moglieh, ndmlich erstens, dass beide
Rénder nulthomolog auf ¥ sind und auf ¥ disjunkte Elementarflichenstiicke beranden,
und zweitens, dass der eine Rand von r nullhomolog auf ¥ und der andere Breitenkreis

von B ist. Beide Fille fithren nicht zu einem Vollring, der B umfasst.

§ 18. Knotenlinien, die gleichzeitig in mehreren Vollringen liegen.

Es seien B und-B* zwei Vollringe in der €2, welche dieselbe Knotenlinie £ im Inneren
enthalten. Es ist unsere Absicht, durch eine s-Abbildung der &2 auf sich, die & festlisst,
B* s0 abzubilden, dass sich die Lage von 8 und 8* zueinander iiberblicken lisst. Es kann
dabei der Fall ausgeschlossen werden, dass einer der beiden Vollringe in bezug auf & die
Ordnung null hat, da sich in diesem Falle erreichen lisst, dass dieser Vollring den anderen
im Inneren enthilt. Um zu einem ibersichtlichen Resultat zu gelangen, machen wir im

Folgenden die Voraussetzung, dass B und B* verknotet sind.

Satz 1: Es seien B und B* zwer verknotete Vollringe in der S® mit den Riindern T
bezw. T*. B und B* mogen die Knotenlinie k im Inneren enthalten und in bezug auf k positive
Ordnung besitzen. Durch eine s-Abbildung der &3 auf sich, die k punktweise festliisst, kann
erreicht werden, dass B* eine der folgenden Lagen erhiilt:

1) B* liegt im Inneren von B,

2) B* enthdilt B m Inneren,

3) B* enthilt das abgeschlossene Komplement von B im Inneren,

4) T und T* schneiden sich in Schnittlinien, die zugleich Meridiane von LR und B*
sind, wodurch T und T* in Kreisringe zerlegt werden. Dabei berandet jeder Torus, der aus
einem solchen Kreisring auf ¥ und einem solchen Kreisring auf T* zusammengesetzt werden
kann und fir den einer dieser beiden Kreisringe ausser seinen Riindern keine Schmittlinie
von T und T* enthilt, einen verknoteten Vollring.

Im letzten Falle gibt es evnen Vollring W, der k vm Inneren enthilt und im Inneren von
B und B* so enthalten ist, dass B und B* in bezug auf W die Ordnung 1 haben. Eine orientierte
Seele 1 von B stellt dann einen Produktknoten A dar, die beziiglich 1 positiv orientierten Seelen
von B bezw. B* stellen Knoten dar, die von A verschiedene Faktoren von A, nicht aber Prim-
faktoren sind.

Beweis: Wir merken zunichst an, dass einer der Fille 1), 2), 3) eintritt, wenn sich
% und T* nicht treffen.
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Wie in § 1 erortert konnen wir annehmen, dass der Durchschnitt von T und T*
nur aus endlich vielen doppelpunktfreien, geschlossenen Schnittlinien besteht, die sich
gegenseitig nicht treffen. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten. Es wird sich zunichst

darum handeln, diese Schnittlinien der Reihe nach soweit als méglich zu beseitigen.

1. Schritt: Beseitigung der Schnittlinien, die nullhomolog auf ¥ sind.

Jede der Schnittlinien von T und T*, die nullhomolog auf ¥ ist, berandet auf T ein
Elementarflichenstiick, und es gibt unter ihnen eine ,,innerste” s, die auf ¥ ein Elementar-
flichenstiick e berandet, das keine weitere Schnittlinie enthilt. s ist auch auf T* null-
homolog. Wegen § 3 Hilfssatz 2 wire ndmlich andernfalls ¢ Meridianfliche eines von T*
berandeten Vollringes, also von 8B* nach § 7 Satz 2, da B* verknotet ist. Da aber k von ¢
nicht getroffen wird, beséisse dann B* in bezug auf & die Ordnung null entgegen der Voraus-
setzung. s berandet also auf T* ein Elementarflichenstiick e*.

e und e* bilden zusammen eine 2-Sphire, die von k nicht getroffen wird und die daher
eine Kugel & berandet, welche & nicht enthalt. & enthilt T* — e* nicht, da andernfalls das
abgeschlossene Komplement von & eine aut B* liegende Kugel wire, die k& im Inneren
enthilt, und es hitte dann B* in bezug auf k die Ordnung null. Wie in § 1 erdrtert kann
durch eine s-Abbildung der &3 auf sich, die auf T* nicht aber auf T wirkt, erreicht werden,
dass e* iiber & deformiert und von e so abgehoben wird, dass die Schnittlinie s verschwindet
und keine neuen Schnittlinien von T* — ¢* und T entstehen. Da man eine solche s-Abbildung
so wihlen kann, dass sie ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung von R die Identitit
ist, kann sie insbesondere so gewahlt werden, dass sie & punktweise festlisst.

Auf diese Weise lassen sich der Reihe nach alle Schnittlinien, die auf ¥ nullhomolog
sind, zum Verschwinden bringen. Es sind dann auch alle Schnittlinien verschwunden, die
nullhomolog auf $* sind, wie man erkennt, wenn man im Vorangehenden die Rollen von
T und T* vertauscht.

2. Schritt: Verringerung der Anzahl der verbleibenden Schnittlinien.

Falls nach dem 1. Schritt alle Schnittlinien von € und ¥* verschwunden sind, ist
einer der Fille 1), 2), 3) des Satzes erreicht. Anderenfalls sind die verbleibenden Schnitt-
linien bei geeigheter Orientierung paarweise zu einander homolog auf ¥ und auch auf T*.
Sind diese Schnittlinien Meridiane von B, so sind sie Kreislinien und, da B* verknotet
ist, nach § 7 Hilfssatz 2 auch Meridiane von B* und umgekehrt. Wir haben also die Fille
zu unterscheiden: .

a) Die Schnittlinien sind nicht Meridiane von B bezw. B*.

b) Die Schnittlinien sind Meridiane sowohl von 8 als auch von B*,
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Fall a: Da die Schnittlinien nicht nullhomolog auf B* sind, besitzen sie auf B* eine
positive Umlaufzahl «.

Wir unterscheiden:

Fall a,: Esist o =1.

Fall a,: Es ist > 1.

Fall a;: Durch die Schnittlinien wird T in Kreisringe zerlegt, die abwechselnd auf
B* und S — B* + T* liegen. Wir betrachten zwei Schnittlinien s; und s,, die auf ¥ einen
Kreisring ¢ beranden, der auf 8* liegt. Durch s; und s, wird T* in zwei Kreisringe t} und
15 zerlegt. Nach § 16 Satz 1 wird B* durch r in zwei Vollringe 11, und U1, zerlegt, die von
t und 7 bezw. r und t; berandet werden, und es besitzen s; und s, auf U, und auf 11, die
Umlaufzahl 1. Da t von k nicht getroffen wird, enthilt einer der beiden Vollringe, etwa
U,, £ im Inneren. Nach §'8 lassen sich nun die Schnittlinien s, und s, dadurch beseitigen,
dass man den aus T* und k bestehenden Komplex dadurch deformiert, dass man £ festhilt
und 1} iiber 1, deformiert und anschliessend von t abhebt. Auf diese Weise lassen sich der
Reihe nach alle Schnittlinien von ¥ und T* paarweise beseitigen, und man gelangt zu einem
der Fille 1), 2), 3) des Satzes.

Fall a,: Wir betrachten jetzt zwei Schnittlinien s, und s,, die auf ¥ einen Kreisring
t beranden, der auf &% — B* + T* liegt. T* wird durch s, und s, in zwei Kreisringe t7 und
15 zerlegt. Nach § 17 Satz 1 berandet r zusammen mit einem der beiden Kreisringe auf T*,
etwa mit 1}, einen Vollring 9), der B* umfasst und auf dem s; und s, nicht nullhomolog
sind. ¥) wird nach § 16 Satz 1 durch t3 in zwei Vollringe zerlegt und zwar in B* und einen
Vollring 1. Da die Umlaufzahl von s; und s, auf B* nach Annahme gréosser als 1 ist, miissen
nach § 16 Satz 1 s; und s, auf U1 die Umlaufzahl 1 besitzen. Es lassen sich nun nach § 8
die Schnittlinien s, und s, dadurch beseitigen, dass man den aus ¥* und % bestehenden
Komplex dadurch deformiert, dass man k festhilt und 13 iiber 11 deformiert und von
t abhebt. Auch in diesem Falle lassen sich alle Schnittlinien von ¥ und T* der Reihe nach
paarweise beseitigen.

Fall b: Es sind jetzt die Schnittlinien von T und I* sowohl Meridiane von B als auch
von LB*. Durch die Schnittlinien wird ¥ in Kreisringe zerlegt, die abwechselnd auf B*
und auf &3 —B* + T* liegen. Sei t ein solcher Kreisring, der auf B* liegt. Die Rinder
von t seien s; und s,. Nach § 16 Satz 2 berandet r zusammen mit einem Kreisring auf
Z* einen Vollring 9), der von B* umfasst wird und mit B* Meridianflichen gemein hat.
9 enthélt & im Inneren. Da nimlich 8B* in bezug auf k positive Ordnung besitzt, kann &
nach § 9 Satz 1 nicht in einer auf B* liegenden Kugel enthalten sein. Da 1 von % nicht
getroffen wird, muss ferner & entweder in ¥) oder im abgeschlossenen Komplement von

9 beziiglich B* liegen. Das letzte ist nicht moglich, da dieses Komplement auf einer von
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B* umfassten Kugel liegt, wie aus dem Beweise von § 16 Satz 2 hervorgeht. Ist nun das
abgeschlossene Komplement von 9) in bezug auf B* ein unverknoteter Vollring 11, so sind
s, und s, Breitenkreise von 1l nach § 16 Satz 2, und wir konnen die Schnittlinien s, und s,
nach § 8 dadurch zum Verschwinden bringen, dass man den aus k£ und T* bestehenden
Komplex dadurch deformiert, dass man k festhilt und den Kreisring auf $*, der zusammen
mit v den Rand von 11 bildet, iiber 11 deformiert und von r abhebt. Ist das abgeschlossene
Komplement von 9) in bezug auf B* kein Vollring, so lassen wir die Schnittlinien s, und
s, von ¥ und T* unverindert.

Es sei nun r ein Kreisring auf &, der auf &3 — B* + T* liegt und die Rinder s; und s,
besitzt. Durch s, und s, wird T* in zwei Kreisringe t] und 13 zerlegt. Nach § 17 Satz 3
wird dann 8* von zwei Voliringen 11, und 11, umfasst, die von r und r bezw. von t und 13
berandet werden und auf denen s, und s, Meridiane sind. 11, bezw. U, wird durch t3 bezw.
t] nach § 16 Satz 2 zerlegt. Ist das abgeschlossene Komplement von %* in bezug auf einen
der Vollr.inge 1,, U, ein unverknoteter Vollring, so konnen die Schnittlinien s; und s,
wieder dadurch beseitigt werden, dass man einen Kreisring auf T* iiber einen solchen
unverknoteten Vollring deformiert und anschliessend von r abhebt. Ist das abgeschlossene
Komplement von B* in bezug auf 1, und dasjenige in bezug auf 11, kein Vollring, so lassen
wir die Schnittlinien s, und s, von ¥ und T* unverindert.

Wir koénnen nun alle Kreisringe auf ¥, die auf B* oder auf &3 —LB* + IT* liegen,
deren Rinder also Schnittlinien sind und die sonst keine weitere Schnittlinie enthalten,
daraufhin untersuchen, ob sich die Schnittlinien, die ihre Riander bilden, nach den beschrie-
benen Verfahren beseitigen lassen, und so der Reihe nach so viele Paare von Schnittlinien
wie moglich beseitigen. Es sind dann entweder alle Schnittlinien von ¥ und T* ver-
schwunden, sodass einer der Fille 1),2), 3) des Satzes eintritt, oder es verbleiben noch
Schnittlinien. Dann liegt Fall 4) des Satzes vor:

3. Schritt: Nachweis, dass Fall 4) eintritt, wenn nach dem 2. Schritt noch Schnittlinien
von ¥ und I* vorhanden sind.

Wenn nach dem 2. Schritt noch Schnittlinien von € und $* vorhanden sind, so sind
diese zugleich Meridiane von 8 und B*, und es werden T und T* durch sie in Kreisringe
zerlegt. Es ist zu zeigen, dass jeder Torus, der sich aus je einem solchen Kreisring auf <
und einem solchen Kreisring auf $* zusammensetzt und fiir den einer dieser beiden Kreis-
ringe ausser seinen Rindern keine Schnittlinie von € und T* enthilt, einen verknoteten
Vollring berandet.

Sei ¥ ein solcher Torus, der von einem Kreisring r auf T und einem Kreisring t*
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auf T* gebildet wird, wobei einer der Kreisringe 1, t* ausser seinen Rindern keine Schnitt-
linien von ¥ und T* enthilt. Die gemeinsamen Rinder von r und r* seien s; und s,.

Wir betrachtern zunichst den Fall, dass v von Schnittlinien frei ist. ¢ liegt dann entweder
auf B* oder auf €3 —B* + T* Nehmen wir an, dass T’ keinen verknoteten sondern (wegen
§ 7 Satz 2) zwei unverknotete Vollringe berandet. Falls v auf B* liegt, berandet r nach § 16
Satz 2 zusammen mit einem Kreisring v} auf $* einen Vollring §*, der von B* umfasst
wird und mit 8* Meridianflichen gemein hat (vgl. 2. Schritt, Fall b). )* ist verknotet
nach § 16 Satz 2. rj kann daher nicht mit t* zusammenfallen sondern muss sich (da auch
ry die Rinder s, und s, besitzt) mit t* zu T* zusammensetzen. ¥’ berandet dann das ab-
geschlossene Komplement von §* in bezug auf LB*. Da T’ zwei unverknotete Vollringe
beranden sollte, wiire dieses Komplement ein unverknoteter Vollring. Dann miissten aber
die Schnittlinien s, und s, von T und T* durch den 2. Schritt, Fall b beseitigt sein. Falls
t auf &3 —B* 4+ T* liegt, lisst sich dhnlich schliessen: Durch s; und s, wird T* in r* und
einen Kreisring vg zerlegt, und B* wird nach § 17 Satz 3 von zwei Vollringen 11; und 11,
umfasst, die von T’ bezw. von t und ry berandet werden. Dabei wird auch das abgeschlos-
sene Komplement von B* in bezug auf 11, von T’ berandet. Da I’ zwei unverknotete
Vollringe beranden sollte; miisste dieses abgeschlossene Komplement ein unverknoteter
Vollring sein, und es miissten s, und s, durch den 2. Schritt, Fall b beseitigt sein.

Es ist noch der Fall zu betrachten, dass auf r ausser den Réndern noch weitere Schnitt-
linien von T und T* liegen, dass aber r* von Schnittlinien frei ist. Nehmen wir wieder
an, dass ¥’ zwel unverknotete Vollringe berandet. Fiir einen dieser Vollringe, er heisse
11, sind dann s; und s, Breitenkreise, und der Durchschnitt von Ul und ¥ besteht aus 1:

t* liegt entweder auf B oder auf ©3 —B + T. Im ersten Falle wird B durch t* nach
§ 16 Satz 2 zerlegt. t* berandet dann zusammen mit einem Kreisring r, auf T einen Vollring
9, der von L umfasst wird und in bezug auf den B die Ordnung 1 hat. Aus § 16 Satz 2
ergibt sich, dass ) verknotet ist, sodass T’ nicht ) sondern das abgeschlossene Komple-
ment von ) beziiglich B berandet. Dieses ist dann nach § 16 Satz 2 ein Vollring 1 mit den
angegebenen Eigenschaften. Liegt r* auf &3 —8B + T, so gibt es nach § 17 Satz 3 zwei
Vollringe U,, U,, die B umfassen und von r* + 1t =" bezw. t* und einem Kreisring 1,
auf T berandet werden. s, und s, sind Meridiane von 11, und U,. Da ¥’ zwei unverknotete
Vollringe beranden soll, ist 1I, unverknotet und das abgeschlossene Komplement von 11,
ist ein Vollring U mit s; und s, als Breitenkreisen. Il ist zugleich das abgeschlossene Komple-
ment von B beziiglich U,. Der Durchschnitt von U und ¥ besteht also aus r.

Wir betrachten weiterhin den Vollring 1. Alle Schnittlinien von ¥ und T*, die noch
auf t liegen, sind auf r homolog zu s, also Breitenkreise von 1.

Die Schnittlinien von t und T* beranden paarweise Kreisringe auf T*, die auf U
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liegen und deren Durchschinitt mit ¥ nur aus ihren Réndern besteht, da der Durchschnitt
von Ul und T nur aus ¢ besteht. Nach § 16 Anmerkung zu Satz 1 wird U durch jeden solchen
Kreisring in zwei unverknotete Vollringe zerlegt, auf denen s, und s, wieder die Umlaufzahl
1 haben, und einer dieser beiden Vollringe wird berandet von dem betreffenden Kreisring
auf T* und einem auf r liegenden Kreisring. Auf dem Rande dieses Vollringes liegen weniger
Schnittlinien von & und T* als auf T', ndmlich sicher nicht s, und s,. Man bemerkt nun
unmittelbar, dass auf U ein unverknoteter Vollring liegen muss, der berandet wird von
einem auf ¢ liegenden Kreisring, der ausser seinen Réndern keine Schnittlinien enthilt,
und einem auf dem Durchschnitt von 1l und T* liegenden Kreisring. Nach dem Obigen
kann dies aber nach Ausfithrung des 2. Schrittes nicht der Fall sein. Wenn also nach dem
2. Schritt noch Schnittlinien von ¥ und T* vorhanden sind, so muss Fall 4) des Satzes

eintreten.

4. Schritt: Beweis, dass der Fall 4) nicht eintreten kann, wenn durch eine orientierte
Seele eines der beijien Vollringe B, B¥* ein Primknoten dargestellt wird.

Es ist zu zeigen, dass im vorliegenden Falle alle Schnittlinien von ¥ und &*, die
Meridiane von B und B* sind, nach dem 2. Schritt, Fall b verschwunden sind, falls solche
Schnittlinien iiberhaupt vorhanden waren. Es werde etwa durch orientierte Seelen von 8
ein Primknoten dargestellt. Nehmen wir an, dass nach dem 2. Schritt noch Schnittlinien
von T und T* vorhanden sind. t* sei ein Kreisring auf *, der von zwei Schnittlinien s,
und s, berandet wird und der ganz auf ©3 — 8 + ¥ liegt. In die Meridiane s, und s, spannen
wir zwei sich gegenseitig nicht treffende Meridianflichen m,, m, von 8 ein, wodurch 8
in zwei Kugeln &, und &, zerlegt wird. Wir wiihlen eine orientierte Seele a von 8 so, dass
sie in &, und &, je eine unverknotete Sehne u, bezw. u, bildet. m,, mn, und r* setzen sich
zu einer 2-Sphire &2 zusammen, welche die &3 in zwei Kugeln §f und & zerlegt, wovon
jede je eine der Kugeln &, &, umfasst. Die Bezeichnung sei so gewihlt, dass &, von &%
und &, von K% umfasst wird. u, bezw. u, ist dann Sehne von §% bezw. 3. Durch &2 wird
nun der von der Knotenlinie @ reprisentierte Primknoten 4 als Produks der beiden Knoten
dargestellt, die von u, bezw. u, in &5 bezw. {5 erzeugt werden. Da A Primknoten ist, muss
einer dieser beiden Faktoren der Kreis sein, etwa der von u, in & erzeugte. Dann ist also
u, sowohlin &, als auch in R} unverknotet, und nach § 8 Hilfssatz 1 ist das abgeschlossene
Komplement von &, in bezug auf &7 ein unverknoteter Vollring, der von einem Kreisring
auf T und dem von Schnitthnien freien Kreisring v*¥ auf 3* berandet wird, womit sich ein
Widerspruch zum 3. Schritt ergibt. Entsprechend schliesst man, wenn durch orientierte
Seelen von B* ein Primknoten dargestellt wird.
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5. Schritt: Konstruktion des Vollringes I8 im Falle 4).

Sei zunéchst ¢ eine Meridianfliche von %, deren Rand keine der Schnittlinien von T
und T* trifft. Es kann angenommen werden, dass der Durchschnitt von T* und e, falls
er nicht bereits leer ist, aus doppelpunktfreien Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig
nicht treffen.

Wir unterscheiden

Fall a: Der Durchschnitt von T* und e ist leer.

Fall b: Der Durchschnitt von T* und e besteht aus doppelpunktireien, disjunkten
Schnittlinien.

Wir wollen zeigen, dass es in beiden Fillen eine gemeinsame Meridianfliche von 8
und B* gibt, die eine Schnittlinie von T und T* als Rand hat.

Fall a: In diesem Falle liegt ¢ ganz im Inneren von B*, da andernfalls ¢ von k nicht
getroffen werden kénnte und somit B in bezug auf k die Ordnung null hitte gegen die
Voraussetzung. Sei ¢ der Rand von e. ¢ berandet zusammen mit einer geeigneten Schnitt-
linie s von T und T* auf T einen Kreisring t, der ganz auf B* liegt. e und r bilden zusam-
men ein Elementarflichenstiick, aus dem sich durch Deformatien, ndmlich durch Abheben
von t bei festgehaltenem s, eine gemeinsame Meridianfliche von B und B* erhalten lasst.

Fall b: Da eine Schnittlinie von ¢ und T* eine Kreislinie ist (sie berandet auf e ein
Elementarflichenstiick), ist sie nach § 7 Hilfssatz 2 entweder nullhomolog auf T* oder
Meridian von 8*. Diejenigen Schnittlinien, die auf T* nullhomolog sind, lassen sich der
Reihe nach beseitigen: Man betrachte auf T* zunichst eine innerste s, die auf T* ein von
weiteren Schnittlinien freies Elementarflichenstiick {* berandet. f* liegt im Inneren von
B, da s in B liegt und auf {* kein Meridian von B*, also auch keine Schnittlinie von T
und T*, Hegen kann. Auf e berandet s ein Elementarflichenstiick {. Man kann nun s
dadurch beseitigen, dass man f durch {* ersetzt und anschliessend das dabei aus e entste-
hende Elementarflichenstiick von {* abhebt. Auf diese Weise lisst sich aus e eine Meridian-
fliche von B erhalten, sie heisse wieder e, deren Durchschnitt mit T* aus dem Durchschnitt
von ‘T* mit e — | (ohne s) besteht, und es lassen sich so alle Schnittlinien von ¢ und T*
beseitigen, die auf T* nullhomolog sind .

Sind nun keine Schnittlinien von ¢ und T* mehr vorhanden, sind wir auf Fall a
gefiihrt. Falls noch Schnittlinien von e und T* vorhanden sind, so sind diese Meridiane
von B*. Wir betrachten eine innerste auf e, sie heisse s. Sie berandet auf e eine Meridian-
fliche e* von B*. s trifft keine der Schnittlinien von T und T*, da s im Inneren von B
liegt. Wir werden damit auf F all a gefiihrt, wenn wir die Rollen von 8 und 8* vertauschen.

In jedem Falle erhalten wir eine gemeinsame Meridianfliche m;,; von B und B*:
deren Rand s, Schnittlinie von T und T* ist.
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In s, tritt T* vom Ausseren ins Innere von B ein. s, ist ein Rand eines Kreisringes 1}
auf T*, der auf B liegt. Sei s, der zweite Rand von 1f. m, und r} bilden zusammen ein
Elementarflichenstiick.  Durch Deformation (Abheben) dieses Elementarflichenstiickes
erhilt man eine gemeinsame Meridianfliche ni, von B und B*, die s, als Rand hat und
m, nicht trifft. m,, m, und rf bilden zusammen eine 2-Sphire, die eine auf B* liegende
Kugel &7 berandet. m, und m, zerlegen B in zwei Kugeln, wovon eine ] umfasst. Diese
Kugel heisse &,. &, wird berandet von m,, m, und einem Kreisring v, auf T (Fig. 14).

In s, tritt T vom Ausseren ins Innere von B* ein, und es ist s, ein Rand eines Kreis-
ringes 1, auf T, der auf B* liegt. s, sei der zweite Rand von 1,. v, und m, bilden zusammen
ein Elementarflichenstiick. Durch Deformation dieses Elementarflichenstiickes (Abheben)
erhilt man eine gemeinsame Meridianfliche m, von B und B*, die s, als Rand hat und
my und m, nicht trifft, falls nicht s; =s, ist. Im Falle s; = s, setzen wir m, =m,. Da 1,
in s, an B¥ von aussen anstosst, wird r, nicht von r; umfasst. v, bildet zusammen mit
i1, und m, eine 2~Si)hare, die eine auf B und B* liegende Kugel §, berandet. &, und K,
haben nur m, gemein, falls s, # s, ist, andernfalls haben &, und &, die Elementarflichen-
stiicke m, und m, gemein und machen zusammen ganz B aus. B* wird durch m, und m,
in zwei Kugeln zerlegt, wovon eine &, umfasst. Diese Kugel heisse §3. Sie wird berandet von
m,, iy und einem Kreisring 3 auf T*. Im Falle s, # s, besteht der Durchschnitt von
£1 und &% aus m,, im Falle s, = s, besteht er aus m, und m,, und es machen dann {7

und &% zusammen ganz B* aus.

Falls nun nicht s, = s; ist, ist s; der eine Rand eines Kreisringes 13 auf T*, der ganz
auf B liegt. s, sei der zweite Rand von 3. s, kann nicht mit s, zusammenfallen, da andern-
falls T in s, nicht von T* durchsetzt wiirde. Wie oben lisst sich eine gemeinsame Meridian-
fliche m, von B und B* finden, die s, als Rand hat und keine der Meridianflichen m,,
my, my trifft. m,, m, und r;* beranden zusammen eine auf B und B* liegende Kugel
f5. Der Durchschnitt von &3 mit &% besteht aus m,, der Durchschnitt von &% und &}
ist leer. Auf T beranden s; und s, einen Kreisring 15, der nicht von dem Kreisring 1, -+ 1,
auf T umfasst wird. m,, m, und r; beranden zusammen eine auf B liegende Kugel K,
die &% umfasst, deren Durchschnitt mit &, aus ni; besteht und deren Durchschnitt mit
R, leer ist. s, ist nun ein Rand eines Kreisringes r, auf T, der auf B* liegt und die Schnitt-
linie s als Rand besitzt. Falls s; = s, ist, setzen wir m, = m,, falls s;+# s, ist, lisst sich wieder
eine gemeinsame Meridianfliche m; von B und B* finden, die s; als Rand besitzt und die
my, My, Mg, My nicht trifft. s, und s; beranden auf T* einen Kreisring t;, dessen Durch-
schnitt mit dem Kreisring v} + 13 + 3 auf T nur aus s, (s;#s,) bezw. s, und s, (s; =s,)
besteht, und wir erhalten Kugeln f, bezw. §F, die auf B bezw. B* liegen und von iy,
m; und 1, bezw. r} berandet werden.
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Fig. 14.

Falls nun nicht s; = s, ist, kénnen wir entsprechend fortfahren, bis wir zu einer Schnitt-
linie s,,; von ¥ und T* gelangen, die mit s, zusammenfillt. In die Schnittlinien s;, s,, . . .,
Sy, 8ind dann gemeinsame Meridianflichen my, n,, . . ., ni,, von B und B* eingespannt,
die paarweise disjunkt sind. s; und s,,, (=1, 2, . . ., 2n) (Indices modulo 2r) beranden auf
T bezw. E* den Kreisring r; bezw. tf;, und durch die Meridianflichen m, wird &8 bezw.
B* in die von m;, m,,, und r; bezw. 1{ berandeten Kugeln ®; bezw. & zerlegt. Dabei
wird 82,-, (=1, 2,...,7) von K, ; und &, von K3, umfasst. Es ist nicht gesagt, dass
mit den Schnittlinien s; alle Schnittlinien von ¥ und T* erfasst sind, doch sind etwaige
weitere Schnittlinien fiir uns ohne Interesse (Fig. 14). Die Kugeln &,; und &2;-1 (j =1,
2, ..., n) setzen sich nun zu einem Vollring * zusammen, fir welchen die Klementar-
flichenstiicke m; Meridianflichen sind. %* enthilt die Knotenlinie & im Inneren, da &

keinen der Kreisringe t,; und t3;_, trifft, die den Rand von %* ausmachen, und da & sicher
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die Meridianflichen m, von &8 und B* trifft. I sei eine orientierte Seele von *, die jede
Meridianfliche in nur einem Punkte P, trifft und in jeder Kugel ®3;_1 bezw. ; eine unver-
knotete Sehne u,;_, bezw. u,; bildet. Man erhélt den im Satz genannten Vollring ¥ da-
durch, dass man zu 8% einen Vollring angibt, der | zur Seele hat, der im Inneren von 28*
liegt und % im Inneren enthilt und der von jedem der Elementarflichenstiicke m; in einer
Meridianfliche getroffen wird. Man kann dazu so.verfahren, dass man zunichst 3 und
93* zusammenfallen lisst und dann den Rand von ¥ vom Rande von 28* geeignet ins
Innere von %* abhebt. Offenbar haben 8B und B* in bezug auf W die Ordnung 1.

Um den von [ dargestellten Knoten 4 genauer zu untersuchen, bemerken wir zunéchst:
Die in der Kugel &,; unverknotete Sehne u,; ist gleichzeitig Sehne der Kugel &3; und in
R3; verknotet. Wire niimlich u,; in ®3; unverknotet, so wire nach § 8 Hilfssatz 1 das
abgeschlossene Komplement von &,; in bezug auf §; ein unverknoteter Vollring mit s,;
und $,;,, (Indices modulo 2n) als Breitenkreisen. Dann liessen sich aber die Schnittlinien
$; und. s,,,; beseitigen, wie unter dem 2. Schritt, Fall b ausgefiihrt wurde, was zu einem
Widerspruch fithrt. Die Sehne u,; ist also in &3; verknotet. Entsprechend bemerkt man,
dass die Sehnen u,; ; in K, verknotet sind. Da man eine beziiglich ! positiv orientierte
Seele von B bezw. B* erhilt, wenn man die Sehnen w,;_, von K;_, bezw. uy; von &3;
durch in &,;_; bezw. &2; unverknotete Sehnen ersetzt, ergibt sich aus § 5 Hilfssatz 4:
Der von ! dargestellte Knoten 4 ist das Produkt der vom Kreise verschiedenen Knoten,
die von den Sehnen u,;_, in &,;-; erzeugt werden, und dem Knoten, der von einer bezliglich
! positiv orientierten Seele von B dargestellt wird. Ebenso ist A das Produkt der vom Kreis
verschiedenen Knoten, die von den Sehnen u,; in den Kugeln &3, erzeugt werden, und dem
Knoten, der von einer beziiglich ! positiv orientierten Seele von 8B* dargestellt wird.
Ferner wird durch die orientierten Seelen von 8 oder B* kein Primknoten dargestellt, wie
aus dem 4. Schritt folgt. Der Satz ist damit vollstindig bewiesen.

Anmerkung zu Satz 1: Der Beweis des Satzes wurde so gefiihrt, dass der von % und
3* gebildete Komplex so deformiert wurde, dass dabei k punktweise festblieb. Dadurch
konnte auf die Existenz einer s-Abbildung der &3 auf sich geschlossen werden, die einem

der 4 Fille geniigt. Die 4 Fille brauchen sich jedoch nicht gegenseitig auszuschliessen.

Satz 2: s seten By, B, ..., B und VI, B3, . . ., Vi 2wet Systeme von verknoteten

Vollringen in der S3 mit den Eigenschaften
a) Jeder Vollring der beiden Systeme enthdlt die Knotenlinte k 1m Inneren und besitzt
wn bezug auf k positive Ordnung.

b) Die Rinder der Vollringe des ersten Systems sind paarweise disjunkt, ebenso die

Riinder der Vollringe des zweiten Systems.
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¢) Fiir kein Paar B,, Bf (:=1,2,...,m,7=1,2,...,n) kann Fall 4 des Satzes 1
eintreten.

Dann lisst sich das aus den Vollringen BT, B3, . . ., Bn bestehende System von Vollringen
durch eine s-Abbildung der S3 auf sich, die auf k die Identitit ist, so abbilden, dass keiner
der Rinder von B3, B3, . . ., By einen Rand der Vollringe By, By, . . ., By, trifft.

Der Beweis besteht im Wesentlichen aus einer Wiederholung der ersten beiden Schritte
des Beweises zu Satz 1. ¥, T,, ..., T, seien die Rinder von B; bezw. B,, ..., B, und

Y33 ..., 3 die Rinder von Bf bezw. B3, ..., Bi. Es kann angenommen werden,
dass der Durchschnitt der Tori T4, Ts, . . ., Ty mit den Tori X%, T2, . . ., T* nur ausdoppel-
punktfreien, geschlossenen Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig nicht treffen. Wie
im 1. Schritt des Beweises von Satz 1 lassen sich zunichst alle Schnittlinien beseitigen, die
nullhomolog auf T, sind, man hat nur statt der dort betrachteten Deformation des aus &
und T* bestehenden Komplexes eine Deformation des Komplexes vorzunehmen, der von
T¥ Tz, ..., Tr und k gebildet wird. Anschliessend lassen sich die Schnittlinien beseitigen,
die auf ¥, nullhomolog sind, und man kann entsprechend fortfahren, bis alle Schnittlinien
verschwunden sind, die auf einem Torus ¥;, T, ..., Z,, nullhomolog sind.

Zum 2. Schritt betrachten wir zunichst den Durchschnitt von T, und %, falls dieser
nicht bereits leer ist. Die Beseitigung eines Paares von Schnittlinien, das auf ) einen auf
B* liegenden Kreisring berandet (Fall a, und Fall b 1. Absatz), kann wieder als Deformation
des aus T¥, I3, ..., T* und k bestehenden Komplexes aufgefasst werden. Soll ein Paar
von Schnittlinien beseitigt werden, das auf ¥, einen auf &3 — BT + I7 liegenden Kreisring
t berandet (Fall a, und Fall b 2. Absatz), so kann es eintreten, dass auf r noch Schnitt-
linien von ¥, mit T3,..., T liegen. Nun handelt es sich aber bei der Beseitigung des
Schnittlinienpaares um die Deformation eines Kreisringes t7 auf T7 iiber einen auf &3 — B
+ T*% liegenden Vollring 11 in r und anschliessendes Abheben. Nach § 8 kann die Deforma-
tion iiber 11 durch eine s-Abbildung ¢ der G2 auf sich bewirkt werden, welche die Identitit
ist auf k, auf einer hinreichend kleinen Umgebung der Rénder von t beziiglich &, —r und
auf dem Komplement einer beliebig kleinen Umgebung von II. Da &, %, . . ., T,, paarweise
disjunkt sind, kann man diese Umgebung von 1l so wihlen, dass bei Anwendung der Abbil-
dung ¢ auf das System B, B3, . . ., B; die im Komplement von U liegenden Schnittlinien
zwischen den Tori ¥, Ty, ..., F,, und ¥, T3, ..., Tn ungedndert bleiben und keine
neuen Schnittlinien entstehen, womit auch die auf r liegenden Schnittlinien von T, mit
%, ..., Tr verschwinden. Das anschliessende Abheben kann wieder als Deformation
des aus TF, i, ..., T und k bestehenden Komplexes geschehen. Man bemerkt nun,
dass sich so der Reihe nach alle Schnittlinien von ¥, mit 7, €3, ..., T und dann ent-
sprechend diejenigen auf T, . . ., T,, beseitigen lassen, woraus sich die Behauptung des

Satzes ergibt.
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Karirer I1I.

Anwendungen,
§ 19. Begleitknoten von Produktknoten.!

Es sei » ein Knoten, der nicht Primknoten oder Kreis ist. Nach § 5 Satz 5 ldsst sich
» auffassen als Produkt von (endlich vielen) Primknoten, etwa x =24; 4,...4,, wobei
A g - .., A, Primknoten sind. Die Knotenlinie % sei Reprisentant von ». Nach § 5
Hilfssatz 3 gibt es dann n paarweise punktfremde Kugeln &, &, ..., &, derart, dass k
den Rand jeder Kugel in genau zwei Punkten trifft (und dort durchsetzt) und in jeder
Kugel ®,(:=1,2,...,n) je eine Sehne u, bildet, die in &, den Primknoten 4; erzeugt.
Bohrt man, wie in § 14 beschrieben, aus jeder der Kugeln §; eine geeignete Umgebung
der Sehne u, aus, so erhilt man aus &, einen Vollring B, der k& im Inneren enthilt, beziiglich
 die Ordnung 1 hat und durch dessen beziiglich % positiv orientierte Seelen der Primknoten
}; dargestellt wird. Ausserdem enthilt jeder der Vollringe B, die abgeschlossenen Komple-
mente der iibrigen Vollringe im Inneren. B;, B,, . . ., B,, bilden also ein System von Voll-
ringen, die beziiglich % nebengeordnet sind (§ 15). Da dieses System die angegebene
Zerlegung von 2 in Primfaktoren in Evidenz setzt, wollen wir es als zerlegendes System
von Vollringen fiir den Reprisentanten k& des Knotens » bezeichnen. Wird % durch eine
s-Abbildung der &2 auf sich in eine Knotenlinie %’ iibergefiihrt, so geht ein zerlegendes
System von Vollringen fiir den Repriisentanten k offenbar in ein solches fiir den Reprisen-
tanten & von x iiber. Es reicht daher aus, zerlegende Systeme von Vollringen fiir einen
festen Reprisentanten & von » zu betrachten.

Ein zerlegendes System von Vollringen fiir den Reprasentanten k eines Produktknotens
% ist als System beziiglich k¥ nebengeordneter Vollringe vollstindig in dem Sinne, dass
es nicht durch Hinzunahme eines weiteren Vollringes zu einem System von beziiglich &
nebengeordneten Vollringen erweitert werden kann. Es gilt der

Hilfssatz: Die Knotenlinie k stelle den Produktknoten x dar. Die Vollringe By, B, . . .,
B, mogen ein zerlegendes System von Vollringen fiir k bilden. Ist B, ein verknoteter Vollring,
der k'und die abgeschlossenen Komplemente der Vollringe B,, B,, . . ., B,, im Inneren enthilt,
so hat By in bezug auf k die Ordnung null.

Beweis: Durch die beziiglich % positiv orientierten Seelen von 8B, (:=1,2,..., %)
werde der Primknoten A, dargestellt. Nach § 15 Satz 1 lassen sich fiir die Vollringe B,
By, ..., B, und B, paarweise punktfremde Meridianflichen m,, m,, ..., m, und ny

gleichzeitig so wihlen, dass k von m,;( =1, 2, .. ., n) in nur einem Punkte getroffen wird

1 Vgl. hierzu [9].
15 - 533806. Acta mathematica. 90. Imprimé le 25 novembre 1953.
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und dass m; im Inneren der von %, verschiedenen Vollringe 8B,, B,, . . ., B, und B, liegt.
Die Meridianfliche nt, von B, lassen wir ausser Betracht. Schneidet man 8B, lings m,
zu einem Prisma auf, so erkennt man: Durch 1, und eine Meridianfliche 1,, die hinreichend
nahe bei m, liegt, lisst sich B, so in zwei Kugeln &,, €, zerlegen, dass k£ von 1, in nur
einem Punkte getroffen wird und in &, eine unverknotete Sehne %, bildet und dass die
abgeschlossenen Komplemente der Vollringe B,, ..., 8,, B, und die Meridianflichen

My, ..., M, im Inneren von &, liegen. (Fig. 15). Das abgeschlossene Komplement von

g, ist eine Kugel &, die im Inneren von B,, ..., B, und B, liegt und von m,, . . ., m,
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nicht getroffen wird. €, umfasst &, und das Komplement von %B,, und %, ist zugleich
Sehne von &,. In &, erzeugt k, den Knoten A,. Da nimlich &, in &, unverknotet ist, kann
man k, durch eine unverknotete Sehne I, von &, zu einer beziiglich k positiv orientierten
Seele @, von B, erginzen, wobei a, den Knoten 1, darstellt. Durch den Rand von 2,
wird 1, dargestellt-als Produkt des von I, in &, erzeugten Kreises mit dem von £, in [
erzeugten Knoten. Dieser muss nach § 5 Satz 1 der Knoten 4, sein.

Durch 1, und eine Meridianfliche 1,, die hinreichend nahe an i, liegt, kann man
nun B, so in zwel Kugeln &,, &, zerlegen, dass k von 1, in nur einem Punkte getroffen
wird und in &, eine unverknotete Sehne k, bildet und dass die abgeschlossenen Komple-
mente der Vollringe 8y, .. ., B,, By und &, ms,. . ., u, im Inneren von &, liegen. Das
abgeschlossene Komplement von €, ist eine Kugel &,, die im Inneren von B, .. ., B,,
B, liegt und von my, .. ., n, und Q, nicht getroffen wird. %, ist Sehne von €,, und man
erkennt wie oben, dass k, in €, den Knoten 1, erzeugt. Entsprechend kann man nun der
Reihe nach Meridianflichen n,, . . ., 1, fir die Vollringe B,, ... ., B, wihlen. Man erhilt:
R, (G=1,2,...,n) wird durch m, und n, in zwei Kugeln &;, &, zerlegt. k£ wird von m, und
1, in je einem Punkte getroffen und bildet in R, eine unverknotete Sehne %,. Das abgeschlos-
sene Komplement von &, ist eine Kugel ,, welche &, und das Komplement von %; um-
fasst. k; ist Sehne von 532 und erzeugt in @, den Knoten“4,. Die Kugeln L 2. -2,
sind paarweise punktfremd und liegen im Inneren von B,. Die Bezeichnungen kénnen
noch so gewihlt werden, dass man die Meridianflichen m,, m,, ..., m, und n,, 1,5, ..., 1,
bei Durchlaufen von k in der Reihenfolge my, 1n;, my, 1,, - . ., m,,n, trifft. Fig. 15 gibt den
Sachverhalt schematisch im Schnitt wieder.

Wir betrachten nun das Stiick k; von k, das von 1, nach m,,, fithrt (Indices modulo
n). Bs ist punktfremd zu den von €, und g, 41 verschiedenen Kugeln &, %, ..., 2, und
zum Rande von B, Ausserdem sind die Stiicke ki, k3, ..., k» paarweise punktfremd.
Wir kénnen daher aus dem abgeschlossenen Komplement von €, + L+ ...+ Q_,, beziig-
lich B, fiir jedes k; eine solche Umgebung %, ausbohren, dass IN; eine Kugel ist, fiir welche
ki eine unverknotete Sehne ist, dass der Durchschnitt von 9, mit £; aus einem Elementar-
flichenstiick 1; auf 1,, der Durchschnitt von ), mit &,,, aus einem Elementarflichenstiick
14 auf mi.“ besteht, dass der Durchschnitt von 9%, mit den von §,- und EH verschiedenen
Kugeln §1, :Q;, e gn und mit dem Rande von L, leer ist und dass schliesslich die Kugeln
IR, paarweise punktfremd sind. Das Ausbohren kann wie die Konstruktion des Vollringes

im Beweise von § 10 Hilfssatz 1 bezw. wie in § 14 vorgenommen werden.

Die Kugeln §1, @2, ce §n und M;, M,, . . ., M, setzen sich nun zu einem Vollring
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1l zusammen, der im Inneren von B, liegt, der & im Inneren enthilt und fiir welchen
my, Mg, ..., Wy und 13, n3,. .., 1, Meridianflichen sind. 1 ist unverknotet. Man erhilt

nimlich aus % eine orientierte Seele a’ von U, wenn man in jeder Kugel gi die Sehne £,
durch eine unverknotéte Sehne (mit gleichem Anfangspunkt und gleichem Endpunkt)
ersetzt, und es ist o’ eine Kreislinie, da der von k dargestellte Knoten » einerseits das

Produkt der von den Sehnen %, in den Kugeln &, erzeugten Knoten A, ist, andererseits nach
§ 5 Hilfssatz 4 das Produkt aus den Knoten A, und dem von &' dargestellten Knoten,
woraus wegen § 5 Satz 1 folgt, dass a’ den Kreis darstellt. Da LB, verknotet ist, hat B, in
bezug auf die orientierte Seele a’ von 1l die Ordnung null nach § 7 Satz 1 und § 9 Satz 1.
B, hat also in bezug auf Il die Ordnung null, und nach § 9 Hilfssatz 3 gibt es eine Meridian-
fliche von B, die U nicht trifft. Diese Meridianfliche trifft auch % nicht, da k im Inneren

von 11 liegt. B, hat also die Ordnung null in bezug auf &, was zu beweisen war.

Satz 1: Die Knotenlinie k stelle den Produktknoten x dar.

By, B, ..+ B, (S)
und
81, Bz, ..., Ba (8*)

seten zwer zerlegende Systeme von Vollringen fir k. Dann ist n = m, und es gibt eine s-Abbil-
dung der ©® auf sich, die auf k die Identitdt ist und das System (S*) in das System (S) diber-
fihrt.

Beweis: Da fiir jedes Paar (B, B}) (:=1,2,...,m;5 =1, 2, ..., n)durch die beziiglich
k positiv orientierten Seelen von %, (oder auch von %7) ein Primknoten dargestellt wird,
kann fiir kein solches Paar der Fall 4 des Satzes 1 von § 18 eintreten. Nach § 18 Satz 2
kann daher das System (S*) durch eine s-Abbildung der &?® auf sich, die auf k die Identitit
ist, so abgebildet werden, dass keiner der Rinder des Systems (S*) einen Rand der Vollringe
des Systems (S) trifft. B} kann dann nicht die abgeschlossenen Komplemente aller Vollringe
des Systems (S) im Inneren enthalten, da sich sonst ein Widerspruch aus dem vorange-
henden Hilfssatz und der Tatsache ergibe, dass B} in bezug auf t die Ordnung 1 hat.
Fiir mindestens eines der Paare (B,, Bf)(t =1, 2, . . ., m, 5 fest) muss also einer der beiden
Vollringe des Paares den anderen im Inneren enthalten.

Enthilt B} den Vollring B, im Inneren, so liegt der Rand von B} im Komplement
von B, und damit im Inneren aller von B, verschiedenen- Vollringe des Systems (S).
B; umfasst also nur B,. Ausserdem hat B} in bezug auf B, die Ordnung 1 wegen § 9
Satz 3, da B} und B, in bezug auf & die Ordnung 1 haben. Da ferner durch die beziiglich
k positiv orientierten Seelen von %, ein Primknoten dargestellt wird, sind diese nach
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§ 9 Satz 2 zugleich orientierte Seelen von %Bj. Schliesslich stellen wir noch fest, dass B,
nicht noch in einem von B} verschiedenen Vollring des Systems (S*) enthalten sein kann.
Wire B, ausser in B noch in B} (I 7) enthalten, so miissten die orientierten Seelen von
B, zugleich Seelen von B} und B} sein. Dies ist aber ein Widerspruch zu § 15 Satz 2, da
B} das abgeschlossene Komplement von B} im Inneren enthilt.

Ist B} im Inneren von 9B, enthalten, so hat B, nach § 9 Satz 3 die Ordnung 1 in bezug
auf B}, Da durch die beziiglich £ positiv orientierten Seelen von 8} ein Primknoten darge-
stellt wird, sind diese nach § 9 Satz 2 zugleich Seelen von 8B,. Ausserdem kann wegen
§ 15 Satz 2 B nicht zﬁgleich im Inneren eines von B, verschiedenen Vollringes des Systems
(S) enthalten sein. Da ferner der Rand von %, im Komplement von 8B} und damit im Inne-
ren der von B} verschiedenen Vollringe des Systems (S*) liegt, kann B, keinen von Bj
verschiedenen Vollring des Systems (S*) enthalten. Schliesslich bemerken wir noch, dass
B} nicht zugleich einen Vollring des Systems (S) umfassen und im Inneren eines der Voll-
ringe des Systems (S) enthalten sein kann, da sonst ein Vollring des Systems (S) im Inneren
eines anderen enthalten wire.

Jedem Vollring 8B} ist damit auf umkehrbar eindeutige Weise ein Vollring des Systems
(S) zugeordnet, der entweder in B enthalten ist oder B} umfasst, woraus n <m folgt.
Da man im Vorangehenden die Rollen der Systeme (S) und (S*) vertauschen kann, ergibt
sich n =m, und es besteht eine umkehrbar eindéutige Zuordnung der Vollringe von (S*)
zu den Vollringen von (S). Wir kénnen im System (S*) die Numerierung der Vollringe
so wihlen, dass jeweils (B,, Bf) (1 =1,2,..., n) ein solches Paar einander zugeordneter
Vollringe darstellt. Betrachten wir das Paar (B, Bi). Enthilt B den Vollring B, im
Inneren, so sind die Seelen von B, zugleich Seelen {ron B, also B, und B} gleich ver-
knotet, und nach § 10 Hilfssatz 2 existiert eine s-Abbildung der &3 auf sich, die B in
B, tberfithrt und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung des abgeschlossenen Kom-
plements von B, in bezug auf Bi die Identitit ist. Diese Umgebung kann insbesondere
so gewihlt werden, dass sie zu £ und den Réndern der von B, bezw. B; verschiedenen
Vollringe des Systems (S) bezw. (S*) punktfremd ist. Ein entsprechender Sachverhalt
liegt vor, wenn B} im Inneren von %, enthalten ist, woraus die Behauptung des Satzes
unmittelbar folgt.

Anmerkung: Aus Satz 1 folgt insbesondere die Eindeutigkeit der Faktorzerlegung
eines Produktknotens in Primknoten. In [9] wurde dies mit Hilfe zerlegender Systeme
von Kugeln bewiesen, fiir die jedoch eine dem Satz 1 entsprechende Aussage nicht gilt.

Aus § 14 Satz 1 und Satz 2 folgt, dass man fiir einen Produktknoten x als Begleit-
knoten der Ordnung 1 alle von » und vom Kreis verschiedenen Faktoren erhilt. Fiir die
Begleitknoten hoherer Ordnung gilt
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Satz 2: Es sei x ein Produktknoten, u ein Begleitknoten der Ordnung y = 2 von x. Dann

st pu Begleitknoten der Ordnung y fir (mindestens) einen Primfaktor von .

Beweis: Es sei k ein Reprisentant von », und 8B,, B,,. . ., B, seiein zerlegendes System
von Vollringen fiir k. Durch die beziiglich k£ positiv orientierten Seelen von 8B; werde der
Primknoten A, dargestellt. 28 sei ein Vollring, der k nicht-trivial im Inneren enthilt und
der mit £ den Begleitknoten u von » mit der Ordnung y darstellt. Da durch die beziiglich
k positiv orientierten Seelen von B, (:=1,2,...,n) ein Primknoten dargestellt wird,
kann fiir kein Paar (B, ‘QB)‘der Fall 4 des Satzes 1 von § 18 eintreten. Nach § 18 Satz 2
kann durch eine s-Abbildung der &3 auf sich, die auf £ die Identitit ist, erreicht werden,
dass der Rand von ¥ keinen der Riander von B, B,, ..., B, trifft. Wegen des obigen
Hilfssatzes und y > 0 kann dann 28 nicht die abgeschlossenen Komplemente aller Vollringe
By, By, - . ., B, enthalten. Fiir mindestens eines der Paare (B;, W) muss also gelten, dass
einer der beiden Vollringe des Paares den anderen im Inneren enthilt. 28 kann nicht im
Inneren eines Vollringes B, liegen. Es ergibe sich sonst ein Widerspruch zu § 9 Satz 3,
da W in bezug auf k die Ordnung y > 1, jedoch B, in bezug auf k die Ordnung 1 besitzt.
2 muss also einen der Vollringe B,, B,, . . ., B,, im Inneren enthalten, etwa B,. W hat
in bezug auf B; die Ordnung y nach § 9 Satz 3, da B, in bezug auf £ die Ordnung 1 und 28
in bezug auf % die Ordnung p hat. Sei a; eine beziiglich k£ positiv orientierte Seele von
8B,. a, stellt den Primfaktor 4; von » dar. Da k und a, zu einander homolog auf %, sind, sind
sie zu einander homolog auf . Ist nun % nicht nullhomolog auf 28, so ist eine beziiglich
k positiv orientierte Seele von ¥ zugleich positiv orientiert beziiglich @;, der Begleitknoten
4 von x ist orientiert, und es wird 1 durch B und @, als orientierter Begleitknoten der
Ordnung y von 4; dargestellt. Ist k£ nullhomolog auf 28, so ist auch g, nullhorr;olog auf 2,
der Begleitknoten u von #x ist nicht-orientiert, und es wird g durch 2 und a; als nicht-

orientierter Begleitknoten der Ordnung y von 4; dargestellt.

§ 20. Begleitknoten von Schlingknoten.!

Schlingknoten sind nicht-orientierte Knoten, in deren Reprisentanten sich ein Ele-
mentarflichenstiick mit einer Selbstdurchdringung einspannen lisst. Genauer: Wir be-
trachten ein ebenes Quadrat 1) mit den Ecken 4, B B’, § (Fig. 16), aus dem durch eine
simpliziale Abbildung # in die €3 ein Elementarflichenstiick 1 mit Selbstdurchdringung
entstehe. Die Selbstdurchdringung von 1 erfolge lings eines Streckenzuges d, dem im
Urbild § die beiden gleichlangen Strecken d =4 B und d’ =A'B’ der Diagonale 4B’ von
§) entsprechen. Dabei sollen je zwei Punkte von d und d’, die bei der Translation 44’

1 Vgl. hierzu H. SErrerT [12]. Die Figuren 16 und 17 sind [12] entnommen.
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Fig. 16.

einander entsprechen, und nur solche, denselben Bildpunkt bei der Abbildung # haben.
Der Rand von 1) heisst dann Repriisentant eines Schlingknotens 2. Wir sagen auch, dass
4 durch 1y als Schlingknoten ‘dargestellt wird. Man gewinnt einen anschaulichen Eindruck
von den Verhaltnissen, die hierbei auftreten kénnen, wenn man das Urbildquadrat y) in
Richtung der Diagonale AB’ zu einem langen Bande ausdehnt, dieses beliebig verschlingt
und verdrillt und dann die Enden so zusammensteckt, dass sie sich lings einer Strecke
d = A B durchdringen. Fig. 17 zeigt ein Beispiel.

Durch das Elementarflichenstiick mit Selbstdurchdringung ist ausser dem Schling-
knoten 4, der durch den Rand von y) dargestellt wird, noch ein weiterer nicht-orientierter
Knoten bestimmt, der Diagonalknoten % von A heisst: Wir betrachten im Urbild 1) von y die
nicht-orientierte Strecke AA’. Durch # geht sie in eine nicht-orientierte Knotenlinie &
auf 1 iiber. Der von k dargestellte nicht-orientierte Knoten ist der Diagonalknoten x von 4.
Wir bezeichnen k auch als diagonale Knotenlinie von 1.

Unterwirft man das Elementarflichenstiick mit Selbstdurchdringung 1) einer s-Ab-
bildung der ©? auf sich, so gehen dabei der Rand ! von y und die auf 1 diagonale Knoten-
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linie %k in nicht-orientierte Xnotenlinien iiber, die wieder die nicht-orientierten Knoten
A und »x darstellen. 1) besitzt noch zwei weitere Invarianten gegeniiber s-Abbildungen der
&3 auf sich: Die Eigenschnitizahl und die Verdrillungszahl. Um die Eigenschnittzahl zu
erhalten, orientiere man 1) und erteile dem Rande ! die von Y induzierte Orientierung.
Die algebraische Schnittzahl von 1) mit [ ist dann die Eigenschnittzahl von 1). Kehrt man
die Orientierung von 1) um, so dndert sich auch die Orientierung von I, sodass die algebraische
Schnittzahl von 1) und ! dieselbe bleibt. Die Eigenschnittzahl von 1) ist also unabhingig
von der zur Bestimmung gewihlten Orientierung. Thr Wert ist offenbar entweder + 2
oder — 2.

Zur Definition der Verdrillungszahl von y) verbinden wir im Urbild § die Punkte
A und A4’, durch einen von A nach 4’ orientierten, doppelpunktfreien Weg @, der mit d
+d’ nur seine Endpunkte gemein hat, und wir verbinden die Punkte B und B’ durch einen
von B nach B’ orientierten, doppelpunktfreien Weg #, der % nicht trifft und mit d +d’
ebenfalls nur seine Endpunkte gemein hat. Durch die Abbildung # gehen % und % in Knoten-
linien « und v auf 1 iber. Die Verschlingungszahl dieser Knotenlinien ist die Verdrillungszahl
von ). Sie ist unabhingig davon, wie die Wege @ und ¢ auf §j gewihlt werden (Graeub [6]).
Sie bleibt auch erhalten, wenn man die Orientierung von % und ¢, und damit von « und v,
zugleich umkehrt.

Von GrarvUs [6] wurde gezeigt: Durch Vorgabe von Diagonalknoten, Eigenschnittzahl
und Verdrillungszahl ist ein Schlingknoten eindeutig bestimmt:! Je zwei Elementarflichen-
stiicke mit Selbstdurchdringung, die in diesen Invarianten iibereinstimmen, lassen sich
durch s:Abbildungen der &3 auf sich ineinander iiberfiithren, sodass man durch ihre Rénder
denselben nicht-orientierten Knoten erhilt. Umgekehrt wurde von SEirERT [12] gezeigt:
Ein Schlingknoten bestimmt den Diagonalknoten eindeutig, d.h. fiir einen nicht-orientierten
Knoten, der sich als Schlingknoten durch den Rand eines Elementarflichenstiickes mit
Selbstdurchdringung darstellen lisst, erhilt man bei jeder solchen Darstellung denselben
Diagonalknoten. Ferner gilt: Ein Schlingknoten, dessen Diagonalknoten vom nicht-orien-
tierten Kreis verschieden ist, bestimmt auch die Eigenschnittzah! und die Verdrillungszahl
eindeutig, sodass man fiir diese Knoten durch Diagonalknoten, Eigenschnittzahl und
Verdrillungszahl ein vollstindiges Invariantensystem erhilt. Fiir einen Schlingknoten,
dessen Diagonalknoten der nicht-orientierte Kreis ist, kann es moglich sein, dass man
durch gleichzeitigen Vorzeichenwechsel fiir Eigenschnittzahl und Verdrillungszahl den-
selben Schlingknoten erhilt, wobei die Frage offen ist, ob der nicht-orientierte Kreis und

1 GraEUB nimmt den Diagonalknoten als orientiert an. Das Resultat bleibt jedoch richtig, wenn
der Diagonalknoten nicht-orientiert benutzt wird. Dies beruht darauf, dass die Verdrillungszahl des
Elementarflichenstiickes mit Selbstdurchdringung 1) erhalten bleibt bei gleichzeitiger Umorientierung
der zur Definition benutzten Knotenlinien u, v.
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der nicht-orientierte Viererknoten die einzigen Schlingknoten dieser Art sind. Wir werden
durch die Sitze 3 und 4 einen erneuten Beweis dafiir erhalten, dass ein Schlingknoten seinen
Diagonalknoten eindeutig bestimmt.

Die Schlingknoten sind nach Definition nicht-orientierte Knoten. Wird einem Schling
knoten eine Orientierung erteilt, so sprechen wir von einem orientierten Schlingknoten. Man

erhilt durch die beiden moglichen Orientierungen denselben Knoten, es gilt
Satz 1: Jeder orientierte Schlingknoten 1st symmetrisch.

Beweis: Sei 1 ein (nicht-orientierter) Schlingknoten, der durch den Diagonalknoten ,
die Eigenschnittzahl 2¢ (¢ = 4 1) und die Verdrillungszahl 6 bestimmt ist.

Es sei 8 ein Prisma im R?, dessen Boden- und Dachfliche Quadrate sind. o’ sei die
Achse von . Auf P wihlen wir zwei Elementarflichenstiicke 1),, 1), auf die folgende
Weise (Fig. 18): 1), sei ein rechteckiges Elementarflichenstiick, das mit der Bodenfliche
von B die Kante s, gemein hat, sonst im Inneren von ¥ liegt und in sich iibergeht, wenn
man P um die Achse o’ um den Winkel z dreht. s, sei die Strecke in der Dachfliche von

fp
) \

‘.-—-..._____.__-——-———-——-——-———-—. - -

Fig. 18,
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B, die aus s; durch Translation lings a’ entsteht. Das Elementarfldchenstiick 1), stosse an
s, an, liege sonst im Inneren von P und gehe in sich iiber, wenn 8 um = um die Achse a’
gedreht wird. Die Elementarflichenstiicke ), und 1), mégen sich ausserdem in einer Strecke
d’ auf o' durchdringen und sonst punktfremd sein.

Es sei nun B ein Vollring in der &2, durch dessen Seelen der nicht-orientierte Knoten »
dargestellt wird. 8 lisst sich lings einer Meridianfliche zu dem Prisma P aufschneiden,
o sei die zugehorige Abbildung von P auf B. Durch ¢ setzen sich Y, und 1, lings des ge-
meinsamen Bildes der Strecken s,, s, zu einem Elementarflichenstiick mit Selbstdurchdrin-
gung 1) zusammen. Das Bild der Achse a’ von B ist diagonale Knotenlinie auf 1) und ausser-
dem Seele von B nach § 6 Hilfssatz 2, stellt also » dar. Wenn die.Eigenschnittzahl von
y) nicht 2¢ sondern — 2¢ ist, so setzen wir ¢ noch mit einer Spiegelung von P an einer Ebene
durch o' zusammen, wodurch man ein Elementarflichenstiick mit Selbstdurchdringung
erhélt, dessen Eigenschnittzahl 2¢ ist. Ist nun die Verdrillungszahl von 1) noch nicht 4,
so setzen wir ¢ noch mit einer s-Abbildung von 8 auf sich zusammen, welche die Boden-
fliche festlidsst tund die Dachfliche um ein solches Vielfache von 27 dreht, dass y die
Verdrillungszahl § erhilt. Wir haben nun in 8 ein Elementarflichenstiick mit Selbst-
durchdringung 1) liegen, durch dessen diagonale Knotenlinie » dargestellt wird, dessen
Eigenschnittzahl gleich 2¢ und dessen Verdrillungszahl gleich § ist. Der Rand I von y stellt
also den Schlingknoten A dar. Wir erteilen [ eine beliebige Orientierung.

Wir drelien nun § um die Achse ' um den Winkel 7. Diese Drehung induziert eine
s-Abbildung y von ¥ auf sich, welche ) auf sich abbildet und die Orientierung von ! um-
kehrt. y ist orientierungserhaltend auf B, da die Drehung von % eine orientierungserhal-
tende Selbstabbildung von 9 ist. Ausserdem wird durch y jeder Breitenkreis von 8 in
einen gleichsinnig orientierten iibergefiihrt, denn aus der Konstruktion von y folgt unmittel-
bar, dass jeder Weg auf dem Rande von 8 durch y in einen homologen iibergefithrt wird.
Nach § 10 Satz 3 kann y zu einer s-Abbildung der &2 auf sich erweitert werden. I stellt also
in beiden méglichen Orientierungen denselben Knoten dar, also einen symmetrischen Kno-
ten. Damit ergibt sich die Behauptung.

Satz 2: Das Geschlecht eines Schlingknotens ist hichstens gleich 1.

Beweis: Es sei A ein Schlingknoten. Wir wollen in einen Reprisentanten I von 4 eine
Fliche vom Geschlecht 1 einspannen. Um diesen Vorgang iiberblicken zu konnen, erteilen
wir I eine spezielle Gestalt. { soll in einem 3-Simplex @3 der &2 liegen. €2 kann dann auch
als 3-Simplex des euklidischen Raumes R? aufgefasst werden, sodass es Sinn hat, von einer
Knotenprojektion von [ (Parallelprojektion von ! in eine Ebene des R?) zu sprechen.

Da 4 durch Diagonalknoten, Eigenschnittzahl und Verdrillungszahl eindeutig bestimmt
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Py » Q, P, Q,
/ 3, .

Py rrzezzaQ, Py Q,

Fig. 19.

ist, kénnen wir A so durch den Rand ! eines Elementarflichenstiickes mit Selbstdurchdrin-
gung 1) im Inneren von @ darstellen, dass y fiir eine Umgebung der Selbstdurchdringung
d von t) eine Projektion in eine Ebene des R? besitzt, die das Aussehen von Fig. 19 a hat,
wobei dieser Teil der Projektion von dem restlichen Teil nirgends iiberdeckt wird. Dabel
kann t) noch so gewihlt werden, dass die Strecken P; P; und @1 @5 Projektionen von gerad-
linigen Querschnitten P, P,, ©,Q, von 1) sind, die von 1 je ein d enthaltendes Elementar-
flichenstiick e, bezw. ¢, abschneiden. Nach Abschneiden von ¢; und e, entsteht aus Y
ein (singularitdtenireies) Elementarflichenstiick g,, das berandet wird von den Querschnit-
ten P, P,, ©,Q, und zwei Stiicken s,, s, des Randes [ von y). In Fig. 19 a sind die Projek-
tionen mit entsprechenden gestrichenen Bezeichnungen versehen. Ausserdem sind I und
g, orientiert, um die Orientierbarkeit der in [ einzuspannenden Fliche in Evidenz zu setzen.
Es lasst sich nun in das Viereck P,P,Q,Q, ein Elementarflichenstiick g, einspannen
(Fig. 19 b), das mit ! nur die Punkte P,, P,, @,, @, und mit g, nur die Strecken P, P, und
@, Q, gemein hat. Ausserdem lisst sich ein Elementarflichenstiick g, finden (Fig. 19 ¢),
das berandet wird von den Strecken P,Q,, P,Q, und den beiden Stiicken von 1, die auf
dem Rande von e; bezw. e, liegen, und dass g, mit g, nur die Strecken P,Q;, P,@, und
mit g, nur die Punkte Py, P,, @, @, gemein hat. g,, g, und g, setzen sich zu einer orientier-
baren, singularitdtenfreien Fliche vom Geschlecht 1 zusammen, die in ! eingespannt ist,
woraus sich die Behauptung ergibt.

Nach § 5 Satz 3 ist der Kreis der einzige Knoten vom Geschlecht null, und nach § 5
Satz 4 ist jeder Knoten vom Geschlecht 1 Primknoten. Wir erhalten damit

Folgerung 1I: Ein orientierter Schlingknoten ist entweder Primknoten oder Kreis.
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Da der Kreis keine Begleitknoten besitzt und ein Primknoten keinen der Ordnung 1
nach § 14 Satz 3, ergibt sich aus Folgerung 1:

Folgerung 2: Ein Schlingknoten besitzt keine Begleitknoten der Ordnung 1.

Dies lisst sich auch so aussprechen:

Folgerung 3: Liegt der Reprisentant I des Schlingknotens A im Inneren des verknoteten
Vollringes B* und hat 8B* in bezug auf ! die Ordnung 1, so ist I Seele von B*.

Im Folgenden sei der Schlingknoten 4 durchweg durch den Rand ! eines Elementar-
flichenstiickes mit Selbstdurchdringung 1) dargestellt, & sei (}iagonale Knotenlinie auf y),
d die Selbstdurchdringung von y. Eine geeignete Umgebung von fy macht dann einen Vollring
B aus, der £ zur Seele hat und Y im Inneren enthilt. Die Existenz eines solchen Vollringes
ergibt sich auch aus dem Beweise von Satz 1. Nach SeirerT [12] gilt:

Hilissatz 1: [ ust auf keiner auf B liegenden Kugel enthalten, und es gibt eine Meridion-
fliche m von B, die von | in genau zwer Punkten R und S getroffen und dort durchsetzt wird
und die ) in einer einzigen Schwittlinie c trifft, welche B und S verbindet und zu d punkt-
fremd ist.

Es kann dabei angenommen werden, dass R und S die Bilder der Ecken B und S des
Urbildquadrates 1) (Fig. 16) beziiglich der oben angegebenen Abbildung % von ij auf 1) sind.

Da 1 bei Auszeichnung einer Orientierung nullhomolog auf L ist (ndmlich Rand einer
2-Kette, die aus 1) durch geeignete Orientierung entsteht), hat ! die Umlaufzahl null auf
B. Da sich nach §9 Hilfssatz 1 Ordnung und Umlaufzahl um eine gerade Zahl unterscheiden,
ist die Ordnung von 8B in bezug auf ! gerade und zwar null oder 2 wegen Hilfssatz 1. Die
Ordnung kann nicht null sein, da sonst ! nach § 9 Satz 1 im Inneren einer auf B liegenden
Kugel enthalten wire im Widerspruch zu Hilfssatz 1. Es gilt also

Hilfssatz 2: B hat in bezug auf | die Ordnung 2.

Hilissatz 3: Der Schlingknoten A sei durch den Rand | des Elementarflichenstickes
mat Selbstdurchdringung v) dargestellt. Der Vollring B enthalte 1) vm Inneren und habe die auf
1) diagonale Knotenlinie k zur Seele. Ferner sei B* etn verknoteter Vollring, der | nicht-trivial
wm Inneren enthilt und dessen Rand T* im Inneren von B lLiegt. Dann liegt B* tm I nvn.eren
von B, B hat in bezug auf B* die Ordnung 1, und B und B* sind gleich verknotet.

Nach § 10 Hilfssatz 2 gibt es also eine s-Abbildung der &3 auf sich, welche B* auf
B abbildet und auf ! die Identitit ist.

Beweis: Wir wihlen zunichst nach Hilfssatz 1 eine Meridianfliche m von B, die von
! in genau zwei Punkten R und S getroffen wird und die 1) in einer einzigen doppelpunkt-
freien Schnittlinie ¢ trifft, welche R und S auf 1) verbindet und zu der Selbstdurchdringung
d von Yy punktfremd ist. Es kann angenommen werden, dass der Durchschnitt von m mit
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T* aus doppelpunktfreien, geschlossenen Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig nicht
treffen, und dass der Durchschnitt von T* und 1) aus Schnittlinien besteht, die hochstens
in Punkten von d Doppelpunkte besitzen oder sich gegenseitig treffen.

Die Schnittlinien von T* mit m sind Kreislinien und wegen der Verknotung von
B* nach § 7 Hilfssatz 2 entweder nullhomolog auf T* oder Meridiane von L*. Wir betrachten
zunichst, falls eine solche vorhanden ist, eine innerste Schnittlinie s auf m, die auf m ein
Elementarflichenstick e berandet, das keine weitere Schnittlinie und keinen der Punkte
R, S enthilt. s ist nullhomolog auf I*, da andernfalls ¢ Meridianfliche von 8* wire, die
I nicht trifft, sodass also B* in bezug auf I die Ordnung null hiitte gegen die Voraussetzung.
s berandet auf T* ein Elementarflichenstiick e*, und es beranden e und e* eine Kugel
R auf B, die ] nicht enthalten kann, da B nach Hilfssatz 2 in bezug auf I die Ordnung 2 hat.
Wie mehrfach ausgefithrt, lasst sich die Schnittlinie s dadurch beseitigen, dass man B*
einer s-Abbildung der €* auf sich unterwirft, die auf /, dem Rande von 8 und ausserhalb
einer beliebig kleinen Umgebung von s beziiglich T* — e* die Identitéit ist, und es lassen
sich so der Reihe nach alle Schnittlinien der angegebenen Art beseitigen.

Jede der verbleibenden Schnittlinien von m und T* berandet auf m ein Elementar-
flachenstiick, das mindestens einen der Punkte R, S enthilt, und es muss jedes solche Ele-
mentarflichenstiick beide Punkte R, S enthalten. Andernfalls gibe es eine innerste Schuitt-
linie s, die auf m ein von weiteren Schnittlinien freies Elementarflichenstiick ¢ berandete,
das nur einen der Punkte R, S, etwa R, enthielte. s kann nicht nullhomolog auf T* sein,
da sich sonst ¢ mit einem von s auf T* berandeten Elementarflichenstiick zu einer 2-Sphére
zusammensetzte, die von [ nur im Punkte R durchsetzt wird, was unmdglich ist. s kann
auch nicht Meridian von B* sein. Es wiire dann e Meridianfliche von B*, und B* hitte
in bezug auf [ die Ordnung 1. Nach Folgerung 3 aus Satz 2 widerspricht dies der Vorausset-
zung, dass ! nicht-trivial im Inneren von B* liegt. Die verbleibenden Schnittlinien von
m und T* umfassen also auf m beide Punkte R und S.

Es lasst sich nun die Schnittlinie ¢ von m und v, welche die Punkte R und S verbindet,
auf m kombinatorisch isotop so deformieren, dass ¢ keine der verbleibenden Schnittlinien
von 1t und T* trifft. Das Resultat der Deformation ldsst sich auch dadurch erhalten, dass
man B (und damit 1)) einer s-Abbildung ¢ der &3 auf sich unterwirft, die m in sich iiberfiihrt
und die auf I, dem Komplement von 8 und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung
von 1 die Identitat ist (§ 2, Anmerkung 3 zu Satz 3). Statt ¢ auf B wirken zu lassen, unter-
werfen wir B* der Abbildung ¢—. Im Weiteren kann also angenommen werden, dass ¢
die verbliebenen Schnittlinien von m und <T* nicht trifft.

Wir beseitigen nun die Schnittlinien von T* mit 1j. Durch ¢ wird 1) in zwei Elementar-

flichenstiicke ), 1), zerlegt, die von ¢ und je einem Bogen auf ! berandet werden und die
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keine Selbstdurchdringung oder Singularitét aufweisen. Der Rand von t), bezw. 1), liegt im
Inneren von B*, und y, bezw. Y, wird von [/ in einem Punkte 4 bezw. B durchsetzt. Von
den Schnittlinien von T* mit v, kann angenommen werden, dass sie doppelpunktirei und
disjunkt sind. Da diese Schnittlinien Kreislinien sind, miissen sie nullhomolog auf 3* oder
Meridiane von 8B* sein. Eine innerste s auf 1);, die den Punkt 4 nicht umfasst, kann nicht
Meridian von 8B* sein, da sie sonst auf Y, eine Meridianfliche von B* berandete, die !
nicht trifft, sodass B* in bezug auf | die Ordnung null hitte. s ist also nulthomolog auf T*
und kann wie iiblich so beéeitigt werden, dass keine neuen Schnitte von T* mit 1); entstehen.
Es lassen sich so der Reihe nach alle Schnittlinien auf 1), beseitigen, die nicht 4 umfassen,
und es kann dann keine weitere Schnittlinie von Y, und T* vorhanden sein. Andernfalls
gibe es eine innerste s auf 1), die 4 umfasst. Ware s nullhomolog auf T*, so erhielte man
eine 2-Sphire, die von [ in dem einzigen Punkte A durchsetzt wird, was unmdoglich ist.
Wire s Meridian von B*, so berandete s auf Y, eine Meridianfliche von B*, und wegen
Folgerung 3 aus Satz 2 widerspricht dies der Voraussetzung, dass [ nicht-trivial im Inneren
von B* liegt.

Wir betrachten nun die Schnittlinien von 2* mit y),. Keine dieser Schnittlinien kann
die auf y, liegende Selbstdurchdringung d von ) treffen, da T* bereits zu ), punktfremd ist.
Wie fiir v, lassen sich nun sdmtliche Schnittlinien von 1), und T* beseitigen und zwar so,
dass keine neuen Schnitte von T* mit 1), entstehen, sodass dann T* zu 1) punktfremd ist.

Es liegt nun Y im Inneren von B*, da dies fiir den Rand I von Yy der Fall ist. Wenn
nun die diagonale Knotenlinie £ von y unverknotet ist oder wenn das Komplement von
B* im Inneren von B liegt, so muss k£ im Inneren einer auf B* liegenden Kugel & enthalten
sein. Im ersten Fall folgt dies aus der Verknotung von B* und § 7 Satz 1, im zweiten aus
§ 15 Satz 2, da k Seele von @8 ist. Nun ldsst sich aber ! auf t) kombinatorisch isotop so de-
formieren, dass I in eine beliebig kleine Umgebung von % zu liegen kommt. (Man kann die
Deformation im Urbild 1) von t) ausfiihren und auf Y iibertragen). Da die kombinatorische
Deformation auch durch eine isotope simpliziale Deformation des aus ! und T* bestehenden
Komplexes bewirkt werden kann, miisste es nach § 1 eine s-Abbildung der &3 auf sich geben,
die auf dem Komplement von B* die Identitit ist und I so abbildet, dass [ ins Innere dex
Kugel & zu liegen kommt. Dann hat aber 8* in bezug auf ! die Ordnung null im Wider-
spruch zur Voraussetzung.

Es muss also k und damit B verknotet sein und B* im Inneren von B liegen. Da B
in bezug auf & die Ordnung 1 hat, muss 8* in bezug auf k und B in bezug auf B* die Ordnung
1 haben nach § 9 Satz 3. B und B* sind gleich verknotet, und % ist zugleich Seele von 8B
und B*. Andernfalls lige % nicht-trivial im Inneren von B*, und es wiirde durch eine Seele

a* von B* ein Begleitknoten u der Ordnung 1 des nicht-orientierten Knotens » dargestellt,
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der von k reprisentiert wird. Andererseits lige a* bei verschiedener Verknotung von 8
und B* nicht-trivial im Inneren von %, wobei 8 in bezug auf a* die-Ordnung 1 hitte, und
man erhielte damit x als Begleitknoten von . Nach § 13 Satz 1 miisste dann » Begleitknoten
von sich selbst sein, was wegen § 13 Satz 2 ausgeschlossen ist. B und B* sind also gleich
verknotet.

Satz 3: Es sei A ein Schlingknoten mit dem vom Kreis verschiedenen Diagonalknoten
%. Ist p exn von s verschiedener Begleitknoten der Ordnung y von A, so ist y gerade und u Begleit-

knoten der Ordnung % von x. Ferner tritt » als Begleitknoten von A nur mit der Ordnung 2 auf.

Beweis: Es mogen ! und B die bisherige Bedeutung haben. B* sei ein verknoteter
Vollring, der I nicht-trivial im Inneren enthilt und der mit ! den von x verschiedenen Begleit-
knoten x von A mit der Ordnung y darstellt. Auf B und B* kann § 18 Satz 1 angewendet
werden (wobei dort & durch ! zu ersetzen ist). Dabei kann der Fall 4 nicht eintreten, da
es sonst einen Vollring 28 im Inneren von B giibe, der I im Inneren enthielte, der ebenso wie
9B in bezug auf [ die Ordnung 2 hitte (wegen § 9 Satz 3), und es wiren ¥ und B nicht
gleich verknotet im Widerspruch zu Hilfssatz 3. Ferner scheiden die Fille 1 und 3 von
§ 18 Satz 1 aus, denn in beiden Fillen kime der Rand von B* ins Innere von 8 zu liegen,
was wegen Hilfssatz 3 unmoglich ist, da 8 und B* nicht gleich verknotet sind. Es kann
nur der Fall 2 eintreten. Wenn man also B* einer geeigneten s-Abbildung der &3 auf sich
unterwirft, die auf [ die Tdentitit ist, so liegt B im Inneren von B*. B hat in bezug auf
! die Ordnung 2 nach Hilfssatz 2, B* hat in bezug auf [ die Ordnung y. Nach §9 Satz 3

hat B* in bezug auf B, also in bezug auf die Seele k von B, die Ordnung g # 0. Da » von

u verschieden ist, wird x4 durch B* mit % als Begleitknoten der Ordnung g von » dar-
gestellt.

Um die letzte Behauptung des Satzes zu beweisen, nehmen wir an, dass » durch einen
Vollring B*, der 1 nicht-trivial im Inneren enthilt, und [ als Begleitknoten der Ordnung
y > 2 dargestellt wird. Auf B und B* liesse sich wieder § 18 Satz 1 anwenden. Die Fille
1, 3 und 4 konnten wieder nicht eintreten, Fall 1 fiihrte zu einem Widerspruch zu §.9 Satz
3 wegen > 2 und Hilfssatz 2, Fall 3 ist ausgeschlossen durch Hilfssatz 3, da sonst der
Rand von B* ins Innere von B zu liegen kiéime, wahrend 8B* nicht im Inneren von B lige,
und schliesslich kommt Fall 4 nicht in Frage, da 8B und B* in bezug auf ! verschiedene
Ordnungen haben sollten. Es fithrt aber auch der Fall 2 zu einem Widerspruch. Man kénnte

dann ndmlich erreichen, dass 8 im Inneren von B* lige, wobei B* in bezug aunf B die

Ordnung ‘}2: hitte wegen § 9 Satz 3. Wegen;—} > 1 erhielte man damit den Diagonalknoten
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% von 4 als Begleitknoten der Ordnung }—2} von sich selbst im Widerspruch zu § 13 Satz 2.

Der Satz ist damit bewiesen.
Anmerkung zu Satz 3

1) Das eben Bewiesene lisst sich mit Hilfe der in § 13 definierten Anordnung in der
Menge der Knoten und nicht-orientierten Knoten auch so ausdriicken: Fiir einen Schling-
knoten 4 mit dem vom Kcreis verschiedenen Diagonalknoten x ist  maximaler Begleitknoten
und zwar der einzige.

2) Aus Satz 3 folgt insbesondere wegen Folgerung 2 aus Satz 2: Ein Schlingknoten
besitzt keinen Begleitknoten ungerader Ordnung.

3) Ein orientierter Schlingknoten A mit vom Kreis verschiedenem Diagonalknoten
besitzt keinen orientierten Begleitknoten, d.h.: Liegt der Reprisentant I von A nicht-trivial
im Inneren eines Vollringes B*, so ist I nullhomolog auf B*. Dies ergibt sich aus § 9 Satz 4,
wenn man wie im Vorangehenden B* so abbildet, dass 8B ins Innere von B* zu liegen
kommt.

Satz 4: Ein Schlingknoten, der den Kreis als Diagonalknoten besitzt, ist einfach.

Beweis: Es mogen [, 1) und % die bisherige Bedeutung haben, wobei k£ unverknotet ist.
Nehmen wir an, dass es einen verknoteten Vollring 8* giibe, der [ nicht-trivial im Inneren
enthilt. Es sei T* der Rand von B*.

1) wird durch einen Querschnitt ¢ in zwei singularititenfreie Elementarflichenstiicke
1), und Y, zerlegt, die sich gegenseitig in der Selbstdurchdringung d von 1} durchdringen.
Es sei 4 der Schnittpunkt von t); mit dem Rande von ),, B der Schnittpunkt von Y,
mit dem Rande von y,. Es kann angenommen werden, dass der Durchschnitt von T*
und ¢ nur aus (isolierten) Schnittpunkten besteht, da sich dies stets dadurch erreichen lsst,
dass man L* einer s-Abbildung der &3 auf sich unterwirft, die die Ecken einer simplizialen
Zerlegung von T* verschiebt und auf ! die Identitdt ist.

Wir betrachten nun den Durchschnitt von £* und v),. Es kann angenommen werden,
dass er nur aus doppelpunktfreien und paarweise disjunkten Schnittlinien besteht, die
in einem Punkte von ¢ entspringen und in einem anderen Punkte von ¢ enden, und mog-
iicherweise noch weiteren geschlossenen, doppelpunktfreien Schnittlinien, die sich gegen-
geitig und die ersten nicht treffen. Die geschlossenen Schnittlinien lassen sich beseitigen
wie im Beweise von Hilfssatz 3.

Den noch verbleibenden Schnittlinien von &* und ), die also auf ¢ entspringen und
enden, erteilen wir eine Orientierung, ebenso der Selbstdurchdringung 4 von Y. Auf y),
hat dann d mit einer Schnittlinie s von 1), und I* entweder die algebraische Schnittzahl
41 oder die algebraische Schnittzahl null, je nachdem ob das von s zusammen mit einem
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Bogen von ¢ auf 1), berandete Elementarflichenstiick den Schnittpunkt 4 von t), mit
I enthilt oder nicht. Da die Schnittlinien doppelpunktfrei sind und sich gegenseitig nicht
treffen, konnen wir d bei festgehaltenen Endpunkten 4, B auf y), kombinatorisch isotop
so deformieren, dass d mit jeder Schnittlinie nur noch so viele Punkte gemein hat, wie die
algebraische Schnittzahl angibt (vgl. dazu § 2 Beweis von Hilfssatz 3). Das Deformations-
ergebnis kénnen wir auch dadurch erhalten, dass wir y) einer s-Abbildung der &3 auf sich
unterwerfen, die 1), auf sich abbildet und auf ! die Identitat ist (§ 2, Anmerkung 3 zu Satz
3). Die verbleibenden Schnittpunkte von d mit den Schnittlinien von 1), und T* bezeichnen
wir mit Py, P,, ..., P,. Die Schnittlinie durch .P,(z =1, 2, .. ., n) bezeichnen wir mit ¢,.
Eine Schnittlinie, die d nicht trifft, schneidet von y), ein Elementarflichenstiick ab, das
keine der Schnittlinien ¢; enthélt. Eine hinreichend kleine Umgebung eines solchen Elemen-
tarflichenstiickes beziiglich 1), macht noch ein Elementarflichenstiick aus, das kein ¢,
trifft oder enthalt. Wir denken uns dieses letzte Elementarflichenstiick von 1, abgeschnit-
ten und zu 1), hinzugefiigt. Dies kann fiir alle Schnittlinien ausgefiihrt werden, die d nicht
treffen, sodass wir annehmen kénnen, dass 1), nur noch die Schnittlinien ¢, enthalt.

Wir betrachten nun den Durchschnitt von T* mit 1),. Es kann wieder angenommen
werden, dass er aus Schnittlinien besteht, die doppelpunktfrei und paarweise punktfremd
sind und die zum Teil geschlossen sind und zum Teil verschiedene Punkte auf ¢ als End-
punkte haben. Wir betrachten zunichst diejenigen Schnittlinien auf y),, die d nicht treffen.
Die geschlossenen lassen sich wie im Beweis von Hilfssatz 3 beseitigen. Eine auf ¢ ent-
springende und endende Schnittlinie, die d nicht trifft, schneidet von 1), ein Elementar-
flichenstiick ab, das zu d punktfremd ist. Wie oben schneiden wir eine hinreichend kleine
Umgebung dieses Elementarflichenstiickes beziiglich {),, die noch ein zu d punktfremdes
Elementarflichenstiick auf 1), ausmacht, von 1), ab und heften sie an y, an, und wir wie-
derholen dieses Verfahren so oft als moglich.

- Nunmehr wenden wir uns wieder 1j; zu. Es ist méglich, dass durch die vorangehende
Operation jetzt wieder geschlossene Schnittlinien auf Y, liegen. Diese treffen d (in einer
geraden Anzahl von Punkten) und kénnen wie oben beseitigt werden. Die Anzahl der
Punkte P, auf d verringert sich dabei. Durch die vorangehende Operation kann es auch
eintreten, dass sich mehrere der Schnittlinien ¢; zusammen mit urspriinglich auf 1), liegenden
Schnittlinien zu einer einzigen zusammensetzen. Wie oben lisst sich wieder erreichen, dass
d jede der jetzt vorhandenen Schnittlinien in keinem oder nur einem Punkte trifft, wobei
sich die Anzahl der Punkte P; wieder verringert. Durch Abinderung der Zerlegung von
p in 1); und 1), kann nun wieder erreicht werden, dass t); nur Schnittlinien enthilt, die
d in genau einem Punkte schneiden. Wir betrachten nun wieder 1),. Falls nach Beseitigung

der auf 1), geschlossenen Schnittlinien wieder Schnittlinien vorhanden sind, die d nicht
16 — 533806. Acta mathematica. 90. Imprimé le 25 novembre 1953.
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treffen, kann das vorangehende Verfahren wiederholt werden, und dies kann immer wieder
dann geschehen, wenn beim erneuten Ubergang zu 1y, nicht-geschlossene Schnittlinien
auftreten, die d nicht treffen. Das Verfahren muss abbrechen, da sich jedesmal die Anzahl
der Schnittpunkte von & mit den Schnittlinien auf 1), verringert. Es tritt also schliesslich
einer der beiden folgenden Fille ein:

Fall 1. y, trifft T* nicht.

Fall 2: 1), und T* schneiden sich in nicht-geschlossenen Schnittlinien, die d auf y,

n je einem Punkte schneiden. Auf y, wird d von jeder nicht-geschlossenen Schnittlinie
geschnitten.

Im Falle 1 lassen sich etwaige Schnittlinien von Y, und T* wie im Beweise von Hilfssatz
3 beseitigen, sodass schliesslich ) im Inneren von 8B* liegt. Da die auf ) diagonale Knoten-
linie £ unverknotet ist, muss % in einer auf B* liegenden Kugel enthalten sein. Wie im
Beweise von Hilfssatz 3 folgt hieraus, dass 8* in bezug auf ! die Ordnung null hat, was

der Annahme widerspricht, dass [ nicht-trivial im Inneren von B* liegt.

D,

Fig. 20.

Im Falle 2 bezeichnen wir zunichst auf t), die Schnittpunkte von d mit den Schnitt-
linien von Yy, und T* mit P,, P,,..., P, und zwar so, dass sie bei Durchlaufen von d
In Richtung von 4 nach B mit wachsendem Index aufeinander folgen. Ferner sei ¢; die
Schnittlinie von Y, und T*, die durch P, geht (Fig. 20). Wir betrachten nun ,. Die geschlos-
senen Schnittlinien von 1), und T*, die d nicht treffen, kénnen wir uns wieder beseitigt
denken. Auf 1), muss es genau 7 nicht-geschlossene Schnittlinien s,, s,, . . ., s, geben, da auf
der Trennlinie von 1), und Y, insgesamt 2n Endpunkte der Schnittlinien t,(: =1, 2, .. ., n)
von Y, liegen und je zwei solche Punkte durch eine Schnittlinie auf 1), verbunden sein miissen.
Jede der Schnittlinien s,(s=1,2, ..., n) hat mit d mindestens einen Punkt gemein. Als
solche Punkte kommen nur die gemeinsamen Punkte P, von d und T* in Frage. Da sich
die Schnittlinien s; gegenseitig nicht treffen, geht jede durch genau einen der Punkte P,,
und wir denken uns die Schnittlinien s; so numeriert, dass s; durch P, ,_, geht. Man

erkennt unmittelbar (Fig. 20), dass sich s, mit ¢; zu einer geschlossenen Schnittlinie u;
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von ) mit T* zusammensetzt. Ferner bemerkt man, dass auf y), keine geschlossenen Schnitt-
linien von 1), und T* liegen konnen, da diejenigen, die d nicht treffen, beseitigt sind. Ferner
bemerken wir, dass n gerade, also mindestens gleich 2, sein muss, da der Rand ! von {j und
damit auch die Schnittpunkte 4, B von I mit 1) im Inneren von B* liegen. l und «,, beranden
nun auf y) einen Kreisring t, der von Selbstdurchdringungen frei ist, da die auf d liegenden
Stiicke 4 P, (auf 1)) und P, B (auf 1)) wegen P, # P, keinen Punkt gemein haben. t liegt
auf B*, da sein Rand I im Inneren von B* liegt. u, liegt auf dem Rande von B*, und es
sind ! and u, bei geeigneter Orientierung auf B* kombinatorisch isotop, wie man vermittels
t aus § 2 Hilfssatz 4 erkennt. Nun stellt [ und damit u, einen Knoten dar, der nach Satz 1
hochstens das Geschlecht 1 hat. B* ist ein verknoteter Vollring, durch dessen Seelen nach
§ b Satz 3 ein Knoten dargestellt wird, der mindestens das Geschlecht 1 hat. Es kann
daher u, auf %* hochstens die Umlaufzahl 1 besitzen, da sich sonst ein Widerspruch zu
dem Satz von § 12 erhalten liesse. Hat u, auf 8* die Umlaufzahl null, so ist «, nulthomolog
auf T* oder Meridian von B*, also jedenfalls Kreislinie. Dann ist auch [ unverknotet, und
nach § 7 Satz 1 muss [ trivial im Inneren des verknoteten Vollringes B* liegen. Hat u,
auf B* die Umlaufzahl 1, so ist u, nach § 9 Hilfssatz 1 und § 6 Hilfssatz 3 auf B* kombinato-
risch isotop zu einer Seele von B*. Daraus folgt, dass durch ! und die Seelen von B* bei
geeigneter Orientierung derselbe Knoten dargestellt wird. Dies widerspricht der Annahme,
dass ! nicht-trivial im Inneren von B* liegt, da jeder Knoten von seinen Begleitknoten
verschieden ist. Wir erhalten also in jedem Falle einen Widerspruch, sodass es keinen ver-
knoteten Vollring geben kann, der I nicht-trivial im Inneren enthilt. Der von ! dargestellte
nicht-orientierte Knoten ist also einfach.

§ 21. Schlauchknoten.

Es sei T ein Torus in der &3. Wir wollen eine Knotenlinie k betrachten, die auf T liegt.
Dabei konnen wir den Fall ausschliessen, dass k auf einem von T berandeten Vollring null-
homolog ist, da % in diesem Falle sicher unverknotet ist. Ferner wollen wir ausschliessen,
dass & auf einem von ¥ berandeten Vollring die Umlaufzahl 1 hat, da % in diesem Falle
nach § 9 Hilfssatz 1 und § 6 Hilfssatz 3 denselben Knoten darstellt wie die beziiglich %
positiv orientierten Seelen des betreffenden Vollringes. Wir sagen, dass k als Schlauchknoten
auf ¥ liegt, wenn k auf keinem von T berandeten Vollring die Umlaufzahl null oder 1
besitzt. Den von k dargestellten Knoten x nennen wir auch Schlauchknoten. Der Knoten,
der von den beziiglich k positiv orientierten Seelen eines von & berandeten Vollringes
dargestellt wird, heisse Triiger des Schlauchknotens ». Der Triger ist durch ¥ eindeutig
bestimmt, da T entweder nur einen (verknoteten) Vollring berandet oder zwei unverknotete,
wobei man durch jeden dieser beiden Vollringe den Kreis als Triger erhz'»ilt.;. Es wire denkbar,
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dass sich ein Knoten (wenn iiberhaupt) auf verschiedene Weisen als Schlauchknoten
darstellen ldsst und dabei verschiedene Triger auftreten. Wir werden spiter sehen, dass
dies nicht mdoglich ist.

¥ berande den Vollring B, und es sei a eine Seele von 8B, die beziiglich % positiv orien-
tiert ist, sodass also a den Triiger von x darstellt. Ferner sei b ein Breitenkreis, der auf
B homolog zu a ist, und m ein Meridian von L, der mit a die Verschlingungszahl + 1 hat
oder, gleichbedeutend damit, der auf ¥ die algebraische Schnittzahl + 1 mit b besitzt.
Auf ¥ besteht dann eine Homologie:

k~oab+pfm (o, f ganz).

Dabei ist o =2 die Umlaufzahl von k auf B und g die Verschlingungszahl von k mit a.
Das letzte folgt daraus, dass b mit a die Verschlingungszahl null hat, da bauf & —-R+ ¥
nullhomolog ist. Auf T kann 8 gedeutet werden als algebraische Schnittzahl von k& mit b,
wahrend — « die algebraische Schnittzahl von k& mit m ist.

Schlauchknoten, die mit dem Kreis als Triger dargestellt sind, bezeichnen wir auch
als Torusknoten. Bei diesen ist 8B unverknotet, und das abgeschlossene Komplement von
B ist ein Vollring W, fiir welchen b Meridian und = Breitenkreis ist. Bei Ubergang von
B zu W vertauschen sich Umlauf- und Verschlingungszahl, gegebenenfalls unter gleich-
zeitigem Vorzeichenwechsel, damit die Umlaufzahl von k auf 3 positiv ist. Fiir Torusknoten
muss also auch |B|22 sein.

Wir bemerken noch, dass Umlauf- und Verschlingungszahl teilerfremd sind. Da
nimlich & doppelpunktfrei und nicht nullhomolog auf ¥ ist, existiert auf ¥ ein zu k konju-
gierter Riickkehrschnitt ¢, fiir den etwa gelte

c~yb+dédm  (y, d ganz).

Nun bilden sowohl b und m als auch % und ¢ eine eindimensionale Homologiebasis auf

<¥. Es muss daher gelten

a B|_
76‘—i1'

Wegen o =2 folgt daraus, dass §3 0 und teilerfremd zu « ist.

Nach § 10 ist durch Vorgabe des Trigers ein Vollring 8 mit orientierter Seele @ in der
&2 bis auf Aquivalenz durch semilineare Abbildungen der &2 auf sich eindeutig bestimmt.
Durch Vorgabe einer Umlaufzahl o =2 und einer zu « teilerfremden Verschlingungszahl
B, deren Betrag fiir den Kreis als Triiger grosser als 1 sei, wird auf dem Rande ¥ von 8
eine Homologieklasse eindeutig bestimmt, wenn man « und S auf die orientierte Seele
a von B bezieht. Diese Homologieklasse enthilt einfache Wege, da « und 8 teilerfremd
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sind, und nach § 2 Satz 3 wird durch alle einfachen Wege dieser Homologieklasse derselbe
Knoten dargestellt. Wir erhalten also:

Hilfssatz 1: Durch Triger, Umlauf- und Verschlingungszahl wird ein Schlauchknoten
eindeutig bestimmt. Umlauf- und Verschlingungszahl miissen den Bedingungen geniigen, dass
die Umlaufzahl grosser als 1 ist und dass Umlauf- und Verschlingungszahl teilerfremd sind.
Fiir den Kreis als Triger muss auch der Betrag der Verschlingungszahl grésser als 1 sein.

Zusatz: Genauer gilt: Sind B und B’ zwei Vollringe in der &3 mit den orientierten Seelen
@ bezw. o', durch welche derselbe Knoten dargestellt wird, und sind k und %’ Knotenlinien,
die als Schlauchknoten auf dem Rande von B bezw. B’ liegen und beziiglich @ bezw. o
in Umlauf- und Verschlingungszahl iibereinstimmen, so gibt es eine s-Abbildung der &?
auf sich, die B so auf B’ abbildet, dass a in o’ und k in &' iibergeht.

Wir steller nun fest, dass ein Schlauchknoten stets vom Kreis verschieden ist. Falls
niamlich der Triger kein Kreis ist, folgt dies aus § 7 Hilfssatz 2. Fiir den Kreis als Triger
ergibt sich dies aus dem Alexanderschen Polynom, das von Burau [4] berechnet wurde
und das die Gestalt hat
(@’ —1) (x—1)

Ao @) @1y

wenn « die Umlaufzahl und 6 den Betrag der Verschlingungszahl bezeichnen. A, ;(x) ist
sicher nicht identisch 1 wie das Alexandersche Polynom des Kreises, wenn « und d grésser
als 1 sind.

Wir erhalten damit als Gegenstiick zu § 7 Hilfssatz 2:

Hilfssatz 2: Es sev B ein unverknoteter Vollring in der ©3. Eine Kreislinie s auf dem
Rande T wvon B ist entweder nullhomolog auf T, oder mindestens eine der beiden alge-
braischen Schnittzahlen auf T von s mit einem Meridian und einem Breitenkreis von B
besitzt den Betrag 1.

Sei wieder k eine Knotenlinie, die auf demn Rande ¥ des Vollringes 8 als Schlauchknoten
liegt. &’ sei eine Knotenlinie im Inneren von 8. Wenn es einen Kreisring r gibt, der von k
und %’ berandet wird und dessen Durchschnitt mit & nur aus k besteht, so sagen wir, dass
k' als Schlauchknoten in B liegt.

Satz 1: Die Knotenlinie k liege auf dem Rande T des Vollringes B als Schlauchknoten
mit der Umlaufzahl «. Die Verschlingungszahl von k mat einer orientierten Seele a von B
habe den Betrag 0. Bezeichnet g(k) bezw. g(B) das Geschlecht des von k bezw. a dargestellten
Knotens, so gilt

gt= 200 0 w)
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Beweis: Fiir Schlauchknoten mit dem Kreis als Triiger (Torusknoten) wurde das Ge-

schlecht von Seifert in [11] bestimmt und zwar zu

(=1 E-1)
2

Dabei wird von einer Knotenprojektion mit (« — 1) § Doppelpunkten ausgegangen, die in
Fig. 21 fiir den Fall « =4, § =3 wiedergegeben ist. Aus dem Verfahren, nach dem Seifert
eine Fliche minimalen Geschlechtes in eine Knotenlinie mit solcher Projektion einspannt,
lisst sich entnehmen: In einen Reprisentanten &* eines Torusknotens, der als Schlauchknoten
in einem unverknoteten Vollring B* liegt, lasst sich eine Fliche von minimalem Geschlecht
so einspannen, dass sie den Rand von B* in genau « Breitenkreisen trifft. Ferner ist zu
bemerken, dass zwar fiir Torusknoten § =2 vorauszusetzen ist, dass aber der angefithrte
Sachverhalt auch fiir den Fall § =1 giiltig bleibt.

Liegt nun die Knotenlinie % als Schlauchknoten auf dem Rande ¥ eines verknoteten
Vollringes %, so bilden wir 8 durch eine treue Abbildung ¢ auf einen unverknoteten Vollring
B* im Inneren eines 3-Simplexes der & ab. Die Breitenkreise von B gehen dabei in
Breitenkreise von 8B* iiber. Aus k entsteht eine Knotenlinie k.* auf dem Rande 3* von B*.
Wegen § 2 Satz 3 und § 10 kann dabei ¢ so gewihlt werden, dass k* eine Projektion der
durch Fig. 21 bezeichneten Art besitzt. Neben k* betrachten wir eine Knotenlinie kg,
die im Inneren von B* liegt und zusammen mit &* einen Kreisring r* berandet, dessen
Durchschnitt mit T* nur aus k* besteht. Es kann offenbar angenommen werden, dass
auch k¢ eine Projektion der durch Fig. 21 bezeichneten Art besitzt. kg sei so orientiert,
dass kg auf v* zu k* homolog ist. Vermoge ¢~ geht kg in eine Knotenlinie k, iiber, die als
Schlauchknoten in 9B liegt und denselben Knoten wie & darstellt. Aus dem Vorangehenden
und dem Satz von § 12 folgt nun ohne weiteres auch die Behauptung des Satzes fiir
Schlauchknoten mit verknotetem Triger.

Fiir die weitere Untersuchung sei wieder % eine Knotenlinie, die als Schlauchknoten
auf dem Torus T liege. Ferner sei B* ein verknoteter Vollring, der £ nicht-trivial im Inneren
enthalte. Es kann angenommen werden, dass der Durchschnitt von ¥ und dem Rande
T* von B* nur aus doppelpunktfreien Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig nicht treffen.
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Wir wollen zeigen, dass sich alle Schnittlinien dadurch beseitigen lassen, dass man B*
einer s-Abbildung der &3 auf sich unterwirft, die & punktweise festlisst.

Da % von keiner Schnittlinie getroffen wird, ist eine Schnittlinie von ¥ und ¥*
auf T entweder nullhomolog oder, bei geeigneter Orientierung, homolog zu k. Im ersten
Falle ist die Schnittlinie unverknotet, im zweiten verknotet. Wir betrachten zunichst
diejenigen, die auf T nullhomolog sind, und unter ihnen eine innerste s, die auf T ein Ele-
mentarflichenstiick e berandet, das keine weitere Schnittlinie (und auch % nicht) enthilt.
s ist auch auf T* nullhomolog. Dies folgt wegen der Verknotung von LB* aus § 7 Hilissatz 2
und der Tatsache, dass s nicht Meridian von 8* sein kann, da andernfalls ¢ eine Meridian-
fliche von B* wire, die k nicht trifft, und somit % trivial in 8B* ldge. s berandet also auf
T* ein Elementarflichenstiick e*, und es beranden e und e* zusammen eine Kugel &, die
k nicht enthiilt. & enthilt auch T* — * nicht, da sonst das abgeschlossene Komplement
von R eine auf B* liegende Kugel wiire, die £ im Inneren enthielte. Es liegt aber % nicht-
trivial in B* Wie mehrfach erértert, kann durch eine s-Abbildung der &* auf sich,
die auf B* nicht aber auf B wirkt, erreicht werden, dass e* iiber & deformiert und von e
abgehoben wird, sodass die Schnittlinie s verschwindet und keine neuen ‘Schnittlinien
entstehen. Diese s-Abbildung kann zudem so vorgenommen werden, dass sie auf k die
Identitdt ist, da & von k nicht getroffen wird. Auf diese Weise lassen sich der Reihe nach

alle Schnittlinien beseitigen, die nullhomolog auf ¥ sind.

Die verbleibenden Schnittlinien von ¥ und T* werden so orientiert, dass sie auf ¥
homolog zu % sind. Da sie verknotet sind, ist keine von ihnen nullhomolog auf T*. Sie
bilden also auf 3* ein System von Parallelkurven, die nicht Meridiane von 8B* sind. Die
Umlaufzahl a* der Schnittlinien auf B* ist grosser als 1. Auf T berandet nimlich & zu-
sammen mit einer der Schnittlinien einen Kreisring, der auf 8* liegt. Hitten nun die Schnitt-
linien auf B* die Umlaufzahl 1, so miissten sie nach § 6 Hilfssatz 3 denselben Knoten daxr-
stellen wie eine beziiglich % positiv orientierte Seele von LB*, woraus wegen § 13 Satz 2 folgte,
dass & orientierte Seele von B* wire, was wir ausgeschlossen hatten. Es ist also o* > 1.

Durch die Schnittlinien wird T in Kreisringe zerlegt, die abwechselnd auf B* und
&8 — B* + T* liegen. Wir betrachten nun zwei Schnittlinien s,, s,, die auf T einen Kreisring
t beranden, der auf &3 —B* + T* liegt, und zeigen, dass sich beide gleichzeitig beseitigen
lassen. Durch s; und s, wird T* in zwei Kreisringe 1{, 1z zerlegt, und nach § 17 Satz 1
berandet einer dieser Kreisringe, etwa tj, zusammen mit t einen Vollring %, der B*
umfasst und auf dem s, und s, nicht nullhomolog sind. ¥ wird durch 13 gemdss § 16 Satz 1
zerlegt. Da s, und s, auf B* die Umlaufzahl o* > 1 haben, ist das abgeschlossene Komple-
ment von B* beziiglich W ein Vollring U, auf dem s, und s, die Umlaufzahl 1 haben.
Nach § 8 lassen sich nun die Schnittlinien s, und s, dadurch beseitigen, dass man .rz* itber
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U deformiert und anschliessend von t abhebt. Das kann so geschehen, dass keine neuen
Schnittlinien entstehen. Das Deformationsergebnis ldsst sich auch dadurch erhalten, dass
man B* einer s-Abbildung der &3 auf sich unterwirft, die auf k die Identitét ist, da k auf B*
liegt und somit zu 1 punktfremd ist. Auf diese Weise lassen sich der Reihe nach alle Schnitt-

linien beseitigen, sodass schliesslich T im Inneren von LB* liegt. Wir erhalten also

Hilfssatz 3: Die Knotenlinie k lvege als Schlauchknoten auf dem Torus T und ausser-
dem wicht-trivial vm Inneren des verknoteten Vollringes B*. Durch eine s-Abbildung der S3
auf sich, die auf k die Identitit ist, liisst sich B* in einen Vollring iberfihren, der T vm Inneren
enthilt.

Falls nun T zwei unverknotete Vollringe 8B,, 8, berandet, so miisste einer von ihnen,
etwa LB;, im Inneren von B* liegen, und jede Seele von B, lige nach § 7 Satz 1 in einer auf
B* liegenden Kugel. Nach § 9 Satz 1 hiitte also B* in bezug auf B; die O_rdnung null,
und nach § 9 Hilfssatz 3 giibe es eine Meridianfliche von B*, die B, nicht trifft, sodass
B* auch in bezug auf k die Ordnung null hitte im Widerspruch zur Voraussetzung, dass
k nicht-trivial in B* liegt. Es ist alsv in diesem Falle nicht méglich, dass k nicht-trivial

im Inneren eines verknoteten Vollringes liegt, oder

Satz 2: Torusknoten sind einfach.

Falls T einen verknoteten Vollring B berandet, so liegt B im Inneren von B*. Andern-
falls géibe es nach § 15 Anmerkung zu Satz 1 eine Meridianfliche von B*, die 8 nicht trifft,
woraus folgte, dass k trivial in B* lige. B* enthilt also B im Inneren, ¥ und B* sind
nun entweder gleich verknotet, oder es wird durch 8* und eine beziiglich % positiv orientierte
Seele a von % ein Begleitknoten des Trigers des von k dargestellten Schlauchknotens
» dargestellt. Jeder vom Triger verschiedene Begleitknoten von x ist also gleichzeitig

Begleitknoten des Trigers. Dies ldsst sich auch so ausdriicken:

Satz 3: Fiir einen Schlauchknoten mit verknotetem Triger ist der Triger der einzige
maximale Begleitknoten.

Aus den Sitzen 2 und 3 folgt, dass ein Schlauchknoten seinen Triger eindeutig be-
stimmt. Ausserdem erhalten wir bei verknotetem Triger, dass 8% nicht die Ordnung 1
in bezug auf t haben kann, denn ist a# 1 die Umlaufzahl von k auf B, so ist die Umlaufzahl
von k auf LB* nach § 9 Satz 4 entweder null oder ein positives Vielfaches von «, woraus
wegen § 9 Hilfssatz 1 folgt, dass die Ordnung von LB* in bezug auf k nicht 1 ist. Wegen
§ 14 Satz 3 folgt hieraus

Satz 4: Jeder Schlauchknoten ist Primknoten.
Aus den Sdtzen 1 und 4 ergibt sich noch, dass es Primknoten von beliebigem Ge-
schlecht grosser als null gibt.
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Wir wollen nun annehinen, dass B* verknotet ist und dass £ als Schlauchknoten in
B* liegt. Nach Satz 3 sind B und B* gleich verknotet. Da B* in bezug auf B nicht die
Ordnung null haben kann, muss nach § 13 Satz 2 eine Seele von B zugleich Seele von B*
sein, woraus folgt, dass die Umlaufzahlen von k auf 8und B* iibereinstimmen. Wir erhalten
damit, dass fiir einen Schlauchknoten mit verknotetem Triger jede Darstellung durch eine
Knotenlinie, die als Schlauchknoten auf einem Torus liegt, nicht nur denselben Tréger
sondern auch dieselbe Umlaufzahl besitzt. Wir wollen noch zeigen, dass dies auch fiir die

Verschlingungszahl gilt.

Die Knotenlinie %, die als Schlauchknoten in 8* liegt, berandet zusammen mit einer
Knotenlinie %', die als Schlauchknoten auf dem Rande T* von B* liegt, einen Kreisring
t, dessen Durchschnitt mit T* nur aus k¥’ besteht. k' sei so orientiert, dass k" auf r zu
homolog ist. Es kann angenommen werden, dass der Durchschnitt von ‘T und t ausser aus
% nur aus endlich vielen doppelpunktfreien Schnittlinien besteht, die entweder geschlossen
sind und den Rand von t nicht treffen oder auf k entspringen und enden, wobei sich zwei
Schnittlinien hochstens auf % (also in Endpunkten) treffen konnen.

Wir betrachten zunichst die geschlossenen Schnittlinien. Eine solche ist auf v entweder
nullhomolog oder (bei geeigneter Orientierung) homolog zu £'. Eine auf t nulihomologe
Schnittlinie ist auch auf T nullhomolog. Da sie ndmlich % nicht trifft, konnte sie auf &
sonst nur zu + % homolog sein, was unmdglich ist, da sie als Rand eines Elementarflichen-
stiickes auf t unverknotet ist. Die auf ¢ nullhomologen geschlossenen Schnittlinien lassen
sich daher wie mehrfach ausgefithrt durch Deformation von ¥ beseitigen.

Wenn nun geschlossene Schnittlinien existieren, die auf r homolog zu &’ sind, so gibt
es unter ihnen eine solche, wir nennen sie k* "die mit k" auf t einen Kreisring t* berandet,
der keine weitere Schnittlinie enthalt. Da k von k* nicht getroffen wird, ist k* auch auf T
homolog zu k. Es kann nimlich &* nicht nullhomolog auf ¥ sein, da k* verknotet ist, und
es kann &* auch nicht homolog — k auf T sein, da sonst k auf B* homolog — £, also null-
homolog, wire. Wir ersetzen dann tr durch t*.

Falls keine solche Schnittlinie von r und ¥ auftritt, betrachten wir diejenigen, die auf
k entspringen und enden, und zwar zunichst solche, deren Anfangs- und Endpunkt zu-
sammenfallen. Diese kénnen als geschlossene Schnittlinien aufgefasst werden. Diejenigen,
die auf r nullhomolog sind, sind es auch auf . Sie sind namlich unverknotet und nach § 7
Hilfssatz 2 entweder nullhomolog auf T oder Meridiane von 8B, da B verknotet ist. Meridiane
scheiden aus, da jeder Meridian mit & mehr als einen Punkt gemein haben muss. Es kénnen
nun diese Schnittlinien wieder der Reihe nach durch Deformation von t beseitigt werden,
wobei nur beim Abheben der auf k liegende Punkt festgehalten werden muss, was nach den
Erérterungen von § 1 moglich ist. Existieren geschlossene Schnittlinien von r und I,
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die mit £ genau einen Punkt gemein haben und die auf r nicht nullhomolog sind, so sind
sie auf v (bei geeigneter Orientierung) homolog zu %', und es gibt unter ihnen eine, sie heisse
k*, die zusammen mit %’ auf v einen Kreisring t* berandet, der keine weitere Schnittlinie
enthilt. Wir ersetzen ¢ durch r* und zeigen, dass k* auf ¥ zu t homolog ist. Da k* verknotet
ist, kann &* auf ¥ nicht nullhomolog sein. Die algebraische Schnittzahl von %k und %*
auf T ist null oder + 1, da % und %* nur einen Punkt gemein haben. Wire diese Schnittzahl
+ 1, so wire k* ein zu k konjugierter Riickkehrschnitt von ¥, der denselben Knoten wie
k darstellt. Dies ist aber unméglich, da die Invarianz der Umlaufzahl bereits nachgewiesen
wurde und k* als Schlauchknoten auf ¥ liegt. Wegen der Verknotung von k* ist namlich
die Umlaufzahl von k* auf B nicht null, und sie kann nicht 1 seinz da sonst k£ und k* wegen
Satz 1 und § 6 Hilfssatz 3 Knoten verschiedenen Geschlechtes darstellten. Es muss also
k* auf T mit k die algebraische Schnittzahl nuil besitzen. Daraus folgt, dass &k und k*
auf ¥ homolog sind, denn es kann wieder nicht £* homolog — & sein.

Falls auch Schnittlinien der eben betrachteten Art nicht auftreten, wenden wir uns
denjenigen zu, die in einem Punkte von % entspringen und in einem anderen Punkte von
k enden. Jede bildet zusammen mit einem geeigneten Bogen von % auf t eine nullhomologe
geschlossene Kurve. Eine solche geschlossene Kurve ist auch nullhomolog auf ¥. Da sie
nidmlich als Rand eines Elementarflichenstiickes unverknotet ist und da B verknotet
ist, kann sie nach § 7 Hilfssatz 2 entweder nur Meridian von 8B oder nullhomolog auf ¥
sein. Meridiane scheiden aus, da die algebraische Schnittzahl einer solchen Kurve mit %
auf T nur null oder + 1 sein kann, wie man sofort durch isotope kombinatorische Deforma-
tion erkennt. Hs lassen sich daher die Schnittlinien der Reihe nach durch Deformation von
T beseitigen, wobei nur das auf k liegende Stiick beim Abheben festzuhalten ist. Sind so
alle Schnittlinien beseitigt, bezeichnen wir r auch mit v* und k& mit %*,.

In jedem Falle ist erreicht, dass der Kreisring t* auf 8B* —8B + T liegt und mit T
nur den Rand £* gemein hat, der auf T zu k homolog ist.

Eine beziiglich % positiv orientierte Seele von £ ist nun zugleich eine solche fiir B*,
und es haben %', #* und % mit ihr dieselbe Verschlingungszahl, wie sich vermége r* und
aus der Tatsache ergibt, dass & und k* auf ¥ homolog sind. Wir erhalten also:

Lisst sich ein Knoten als Schlauchknoten mit verknotetem Triger darstellen, so sind
fiir jede Darstellung durch eine Knotenlinie, die als Schlauchknoten auf einem Torus liegt,
Triger, Umlauf- und Verschlingungszahl dieselben.

Es bleiben noch die Torusknoten zu untersuchen. Bei diesen lassen sich Umlauf- und
Verschlingungszahl so normieren, dass die Umlaufzahl kleiner als der Betrag der Ver-
schlingungszahl ist, da man eine Knotenlinie, die auf dem Rande eines unverknoteten
Vollringes B als Schlauchknoten liegt, auch auf denjenigen Vollring beziehen kann, der
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das abgeschlossene Kpmplement von B ausmacht. Aus dem oben angegebenen Alexander-
schen Polynom solcher Knoten erkennt man sofort, dass bei dieser Normierung zwei
solche Knoten nur dann gleich sein konnen, wenn sie in Umlaufzahl und Betrag der Ver-
schlingungszahl iibereinstimmen. Zwei Torusknoten sind aber auch dann verschieden,
wenn sie in der Umlaufzahl iibereinstimmen und sich im Vorzeichen der Verschlingungs-
zahl unterscheiden. Dies wurde zuerst von Dehn [5] fiir die Kleeblattschlingen (Umlauf-
zahl 2, Betrag der Verschlingungszahl 3) nachgewiesen mit einer Betrachtung, die sich
auf den allgemeinen Fall {ibertrigt, und spéter durch Schreier [8] durch Untersuchung der
Automorphismen der Knotengruppe.

Zusammen mit Hilfssatz 1 erhalten wir:

Satz 5: Fiir etnen Schlauchknoten bilden Triger, Umlauf- und Verschlingungszahl ein
vollstindiges Invariantensystem, wenn im Falle des Kreises als Triger Umlauf- und Verschlin-
gungszahl so bezogen werden, dass die erste kleiner als der Betrag der zweiten ast.

Dieser Satz ubertrigt sich wegen § 2 Satz 4 auf Verkettungen von Knotenlinien,
die als Schlauchknoten auf dem Rande desselben Vollringes liegen. Als weitere Invariante
kommt lediglich die Anzahl der Knotenlinien hinzu.

Aus Satz b folgt noch, dass ein Schlauchknoten genau dann symmetrisch ist, wenn

es der Triger ist, und dass kein Schlauchknoten amphicheiral ist.

§ 22. Schlauchzopfe.

Es sei B ein Vollring in der &?. Wie in § 3 konnen wir B darstellen durch ein Prisma
$ im R® und eine simpliziale Abbildung o von B auf B, bei welcher jeder Punkt P der
Bodenfliche von P denselben Bildpunkt hat wie derjenige Punkt der Dachfliche, der aus
P durch Translation lings der Achse von P entsteht, withrend jedes andere Paar von
Punkten aus 8 verschiedene Bildpunkte hat. Ist a’ die Achse von P, die so orientiert
ist, dass sie von der Dachfliche zur Bodenfliche von R fiihrt, so ist o(a’) eine orientierte

<
<
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Seele @ von B. @ moge den Knoten A darstellen. Man erkennt nun leicht (Fig. 22): In B
kann man «> 1 Sehnen ky, ks, . . ., k, finden, die von der Dachfliche zur Bodenfliche von
PR fiihren und so beschaffen sind, dass

1. jede Ebene, die parallel zur Bodenfliche von 5 ist und P trifft, jede Sehne £,
(¢=1,2,...,a) in nur je einem Punkte trifft und dass

2. sich die Sehnen &, bei Ausfithrung der Abbildung o zu einer Knotenlinie % zusam-
mensetzen, die als Schlauchknoten in LB liegt.

k stellt dann einen Schlauchknoten » mit dem Triger A und der Umlaufzahl « dar, und man
kann hierbei offenbar auch noch die Verschlingungszahl von » beliebig vorgeben. Man
kann also auf diese Weise jeden Schlauchknoten erhalten. Fiir die Eigenschaft 1. der Sehnen
k; von P wollen wir kurz sagen, dass die Sehnen monotorn von der Dachfliche zur Boden-
fliche von B fiikren.

Wir wollen nun den Begriff des Schlauchknotens folgendermassen verallgemeinern:
Es sei B ein Vollring in der &3, k eine Knotenlinie im Inneren von 8, die auf B die Umlauf-
zahl «> 1 -besitze. Wenn sich 8B lings einer Meridianfliche so zu einem Prisma 5 auf-
schneiden lisst, dass & dabei in « Sehnen von 8 iibergeht, die monoton von der Dach-
fliche zur Bodenfliche von P fithren, so sagen wir, dass

B mit k& einen geschlossenen Zopf darstellt, wenn B unverknotet ist, und dass

B mit &k einen Schlauchzopf darstellt, wenn L verknotet ist.

Wird durch den Voliring 8, mit der Knotenlinie %, und durch den Vollring %8B, mit
der Knotenlinie %, je ein geschlossener Zopf bezw. Schlauchzopf dargestellt, so bezeichnen
wir diese Darstellungen als dquivalent, wenn es eine s-Abbildung der &2 auf sich gibt,
welche B, so auf B, abbildet, dass dabei k, in k, iibergeht. In diesem Falle sind B, und
B, gleich verknotet. Ausserdem sind fiir diesen Aquivalenzbegriff Reflexivitit, Symmetrie
und Transitivitat erfiillt. Eine Aquivalenzklasse der Darstellungen von geschlossenen
Zopfen bezw. von Schlauchzdpfen bezeichnen wir als geschlossenen Zopf bezw. Schlauchzopf.

Wenn der Vollring B mit der Knotenlinie % einen geschlossenen Zopf bezw. Schlauch-
zopf Z darstellt und « > 1 dabei die Umlaufzahl von k auf 2 ist, so bezeichnen wir « auch
als Fidenzahl von Z. Sie ist offenbar unabhiingig von der Darstellung von Z. Wir haben
gefordert, dass die Fidenzahl stets grosser als 1 sein soll, da man fiir & =1 orientierte
Seelen der betreffenden Vollringe erhalten wiirde nach § 6 Hilfssatz 2.

In der betrachteten Darstellung von Z wird durch % ein Knoten x» und durch die
beziiglich & positiv orientierten Seelen von B ein Knoten A dargestellt. Aus der Definition
der Aquivalenz fiir Darstellungen von geschlossenen Zopfen bezw. von Schlauchzdpfen
folgt unmittelbar, dass diese Knoten unabhingig von der Darstellung von Z sind. Wir
bezeichnen A als Trdger von Z (der Triger eines geschlossenen Zopfes ist also der Kreis)
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und sagen, dass der Knoten » durch Z als geschlossener Zopf bezw. als Schlauchzopf dar-
gestellt wird. Bekanntlich! lisst sich jeder Knoten als geschlossener Zopf darstellen und
zwar auf unendlich viele verschiedene Weisen. Dabei ist es auch moglich, dass derselbe
Knoten durch verschiedene geschlossene Zopfe mit gleicher Fidenzahl dargestellt wird.
Fig. 23 zeigt ein Beispiel hierfiir. Aus diesen Griinden werden wir Darstellungen von
Knoten durch geschlossene Zopfe nicht untersuchen sondern nur Darstellungen von Knoten
durch Schlauchzdpfe. Es wurde deshalb auch die Definition der Schlauchzépfe so gewihlt
(im Gegensatz zur Definition der Schlauchknoten), dass der Kreis als Triger ausge-
schlossen ist,

Wir wollen zunichst zeigen, dass fiir einen Schlauchzopf der Triger und ein geeignet
zugeordneter geschlossener Zopf ein vollstindiges Invariantensystem bilden. Wir benutzen
dazu treue Abbildungen von Vollringen in der &3 (§ 11).

Hilfssatz 1: Durch den Vollring B mit der Knotenlinie k werde ein geschlossener Zopf
bezw. Schlauchzopf dargestellt. T sei eine treue Abbildung von B auf den Vollring LB* in der
&8, die k in die Knotenlinie k* diberfiihre. Dann stellt B* mat k* einen geschlossenen Zopf
bezw. Schlauchzopf dar.

Beweis: Nach Voraussetzung lasst sich 8 so zu einem Prisma B aufschneiden, dass
k in «a>1 Sehnen %, ks, ..., ks von P iibergeht, die monoton von der Dachfliche zur
Bodenfliche von $ fithren. Sei ¢ die zugehérige Abbildung von P auf 8. Dann ist 7o
eine Abbildung von B auf B*, bei welcher sich die Sehnen %, ks, . . ., &, zu k* zusammen-
setzen, woraus die Behauptung folgt.

i Vgl. etwa [1], [3], [7]. Es ist dort die Definition des geschlossenen Zopfes von Artin [3] zugrunde-
gelegt, der Sachverhalt iibertragt sich jedoch ohne weiteres auf unsere Definition.
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Hilissatz 2: Es sei Z ein geschlossener Zopf bezw. Schlauchzopf, der durch den Vollring
B, mit der Knotenlinie k, und durch den Vollring B, mit der Knotenlinie k, dargestellt werde.
k* sei esne Knotenlinie, die im Inneren des Vollringes B* liegt. Wenn es eine treue Abbildung
7, von B, auf B* gibt, die k, in k* iberfikrt, so gibt es auch eine treue Abbildung v, von B,
auf B*, die ky n k* dberfihrt.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es eine s-Abbildung ¢ der &* auf sich, die %,
so auf B, abbildet, dass k, in k, iibergeht. 7, =7, hat die gewiinschten Eigenschaften.

Hilfssatz 3: Es sei Z* ein geschlossener Zopf bezw. Schlauchzopf, der durch den Vollring
B* mat der Knotenlimie k* dargestellt werde. 7, bezw. 7, set eine treue Abbildung von B* auf
den Vollring B, bezw. B, in der 3, die k* in die Knotenlinie k, bezw. k, viberfihrt. Wenn
dann die beziiglich k, positiv orientierten Seelen von B, denselben Knoten darstellen wie die
beziiglich k, positiv orientierten Seelen von B, so wird durch B, mit k, derselbe geschlossene

Zopf bezw. Schlauchzopf dargestellt wie durch B, mit ks.

Beweis: Dass durch 8B, mit &, bezw. durch B, mit k, ein geschlossener Zopf oder ein
Schlauchzopf dargestellt wird, folgt aus Hilfssatz 1. Sei nun a* eine Seele von B*, die
beziiglich k* positiv orientiert ist. a, =7, (a*) bezw. a, =7, (a*) ist dann eine Seele von
B, bezw. B, die beziiglich k, bezw. k, positiv orientiert ist. v =7, 7, ist eine treuve Abbil-
dung von B, auf B,, die ¢, in a, und k, in k, iiberfithrt. Wenn nun @, und a, denselben
Knoten darstellen, so lasst sich 7 nach § 11 Satz 2 zu einer s-Abbildung der &2 auf sich
erweitern, woraus die Behauptung folgt.

Aus den vorangehenden Hilfssitzen ergibt sich: Man kann einem Schlauchzopf Z
einen geschlossenen Zopf Z* dadurch zuordnen, dass man fiir eine Darstellung von Z durch
einen Vollring 8 mit der Knotenlinie % den Vollring % treu auf einen unverknoteten Vollring
B* in der S3 abbildet. B* stellt dann mit dem Bild von & den geschlossenen Zopf Z* dar.
Eine treue Abbildung von B auf B* existiert nach § 11 Satz 1, nach Hilfssatz 1 stellt B*
mit dem Bild von % einen geschlossenen Zopf Z* dar, und wegen der Hilfssitze 2 und 3
ist Z* unabhéingig davon, welche Darstellung von Z benutzt wird, und unabhéngig davon,
wie der unverknotete Vollring 8* und die treue Abbildung von B auf B* gewihlt werden.
Umgekehrt kann man einem vorgegebenen geschlossenen Zopf Z* einen Schlauchzopf Z
mit vorgegebenem, vom Kreis verschiedenen Triger A zuordnen: Man stelle Z* durch einen
Vollring B* mit der Knotenlinie k* dar. Nach § 10 Satz 2 gibt es einen Vollring B mit orien-
tierter Seele a in der &3, fiir welchen a den Knoten A darstellt. Bildet man nun 8* treu so
auf B ab, dass a Bild einer beziiglich k* positiv orientierten Seele von B* ist, so stellt B
mit dem Bild von k* den Schlauchzopt Z dar. Aus den Hilfssétzen 1 bis 3 folgt wieder,
dass Z dabei durch A und Z* eindeutig bestimmt ist.
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Wir definieren nun: Ein Schlauchzopf Z und ein geschlossener Zopf Z* heissen einander
zugeordnet, wenn es fiir eine Darstellung von Z durch einen Vollring B mit der Knotenlinie
k und eine Darstellung von Z* durch einen Vollring B* mit der Knotenlinie k* eine treue
Abbildung von B auf B* gibt, die k in &* iiberfiithrt. Nach dem Vorangehenden gilt der

Satz: Ein Schlauchzopf bestimmi seinen Triger und seinen zugeordneten geschlossenen
Zopf eindeutig. Zu jedem vom Kreis verschiedenen Knoten A und jedem geschlossenen Zopf Z*

gibt es genau einen Schlauchzopf Z, der A als Triger und Z* als zugeordneten geschlossenen
Zopf besitzt.

Fir das Weitere benotigen wir noch

Hilissatz 4: Es sei S ein Prisma vm R3, wn dem o Sehmen monoton von der Dachfliche zur
Bodenfliche fiihren. Es gibt eine s-Abbildung von B auf sich, welche auf der Bodenfliche
von B die Identitdt ist, die Dachfliche wm ein vorgegebenes Vielfaches von 2 x dreht und die
Sehnen von B in Sehnen diberfihrt, die wieder monoton von der Dachfliche zur Bodenfliche
von P fiihren.

Beweis: Durch ein Elementarflichenstiick, das parallel zur Dachfliche von P ist
und hinreichend nahe an ihr liegt, kann man von B ein Teilprisma P’ so abschneiden, dass
die auf P liegenden Stiicke der Sehnen von B in P’ geradlinig verlanfen und dass diese
Sehnen von 3’ sich auf eine zur Achse von ' parallele Ebene so projizieren, dass sich die
Projektionen gegenseitig nicht treffen. Es reicht offenbar hin, die Behauptung fiir §’ zu
beweisen. Statt B’ schreiben wir dabei wieder .

Sei p; die Dachfliche, b, die Bodenfliche von R. &, k,, . . ., &, seien die Sehnen von
8. Wir schneiden aus 8 paarweise disjunkte Keile &, K, .. ., &, aus, sodass k, (1 =1, 2,

.., &) die Schneide von &; ist (Fig. 24): &; werde berandet von einem Dreieck b,; auf
9y, einem Dreieck b,, auf b,, einem Elementarflichenstiick m,, auf dem Mantel von S und
zwei Elementarflichenstiicken ey, e,,, die in k; zusammenstossen und, abgesehen von
ihrem Rand, im Inneren von 9P liegen. Dass solche paarweise disjunkten Keile aus § aus-
geschnitten werden konnen, folgt ohne weiteres aus der obigen Annahme iiber den Ver-
auf der Sehnen von . Nach Wegnahme der Keile {; bleibt von P eine Kugel &, iiber,
die berandet wird von einem Elementartlichenstiick 9,, auf §,, einem Elementarflichen-
stiick by, auf b,, den Elementarflichenstiicken e, e, (¢=1,2, ..., «) und Elementar-
flachenstiicken 1, auf dem Mantel von 8. Die Bezeichnungen kénnen dabei so gewihlt
werden, dass 1, an e;; und e, (Indices modulo «) und damit auch an m; und m,,,
anstosst. 1,_;, ¢, und m; mdgen in ¢,, zusammenstossen, 1,, e, und m; in f,,. Dabei seien
ty und ¢, von der Dachfliche zur Bodenfliche von 5 orientiert.

Sei nun y das Vielfache von 27, um welches 9, zu drehen ist (y kann auch negativ sein).
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Fig. 24.

Wir ordnen den Wegen ¢;; und t;; Wege t1, tiz auf dem Mantel von  zu, die jeweils denselben
Anfangspunkt und denselben Endpunkt wie ¢,; bezw. ¢,, haben und sich (—y)-mal um die
von b, nach b, orientierte Achse von S,B herumwinden (Fig. 25). Die Wege #; und ¢, konnen
offenbar so gewiihlt werden, dass sie paarweise disjunkt sind und monoton von der Dach-

fliche zur Bodenfliche von P fithren. Der Mantel von P wird durch sie in 2« Elementar-
flichenstiicke my, ms, ..., ms, 1y, 03, . . ., 0, zerlegt. Dabei werde die Bezeichnung so ge-

wiahlt, dass m; mit m; und n; mit n, je ein Stiick des Randes auf 9, und b, gemein hat.

Wir wollen nun ,,verschraubte Keile* &, &2, ..., & aus P ausschneiden, die paar-

weise disjunkt sind. & soll berandet werden von b,;, b,s, m; und zwei Elementarflichenstiik-
ken ey, ei, die, abgesehen von ihrem Rand, im Inneren von 9P liegen und die in der
,,9chneide® k} zusammenstossen. Dabei grenze e/, an &, und e/ an &/, an. Die Schneiden %;
sollen so gewihlt werden, dass sie monoton von b, nach b, fiihren. Man gehe etwa so vor:

Von & sind zunichst die Randflichen b, b,,, mi vorgegeben. Man fithre nun % vom Anfangs-
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Fig. 25.

punkt von £; aus dicht unterhalb b,, bis in die Ndhe des Mantels von 3, dann in der Nihe
von ;] bis dicht an die Bodenfliche von P8 und schliesslich dicht iiber ,, bis an den End-
punkt von k; und zwar so, dass ki monoton verlduft. Daraufhin werden die Elementar-
flachenstiicke e;;, e;s eingespannt. Die Einzelheiten sind Fig. 25 zu entnehmen. In Fig. 26
ist einer der verschraubten Keile gesondert gezeichnet. Nimmt man von R die verschraubten
Keile &, &, ..., & fort, so verbleibt eine Kugel K.

Es ist nunmehr einfach, die gewiinschte s-Abbildung von B auf sich zu konstruieren.
Wir bilden 9, und. b, identisch auf sich ab. k;, ¢,;, t,, werden semilinear auf % bezw. &,
tiz so abgebildet, dass Anfangs- und Endpunkt festbleiben. Damit ist fiir die Elementar-
flichenstiicke m;, 1,, e;, ¢,, eine s-Abbildung des Randes auf den Rand von m; bezw.
1i, i1, ei2 gegeben, die nach § 1 Satz 1 a zu einer s-Abbildung von m; bezw. 1,, ¢4, €, auf
mi bezw. ni, ey, ei» erweitert werden kann. Damit ist dann fiir die Kugeln &, bezw. &,

Rs ..., K eine s-Abbildung des Randes auf den Rand von & bezw. &, &2, . . ., & gege-
17 — 533806. Acta mathematica. 90. Imprimé le 3 décembre 1953.
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ben, die nach § 1 Satz 8 zu einer s-Abbildung von &, (: =0, 1, . . ., «) auf & erweitert werden
kann. Durch diese s-Abbildungen wird eine s-Abbildung von B auf sich definiert, die £,
in k; iiberfithrt und die gewiinschten Eigenschaften hat.

§ 23. Knoten, die sich als Schlauchzopfe darstellen lassen.

Ein Knoten, der sich als Schlauchzopf darstellen lisst, kann Darstellungen durch
verschiedene Schlauchzopfe besitzen. Ein Beispiel fiir diesen Sachverhalt gibt

Hilfssatz 1: Der Knoten »x werde durch einen Schlauchzopf Y mat dem Triger A und
der Fidenzahl o dargestellt. Wenn sich A durch einen Schlauchzopf Z mit dem T'riger y und der
Fidenzahl § darstellen lisst, so lisst sich x auch durch einen Schlauchzopf Z' darstellen, der
u als Triger hat und die Fidenzahl of besitzt.

Beweis: Der Schlauchzopf Y werde dargestellt durch den Vollring I mit der Knoten-
linie k, Z werde dargestellt durch den Vollring 8 mit der Knotenlinie I. Es stellt also k
den Knoten » und ! den Knoten A dar. 11 lisst sich so zu einem Prisma 3 im R® aufschneiden,
dass k in « Sehnen von 98 zerfillt, die monoton von der Dachfliche zur Bodenfliche von
B fithren. Entsprechend schneiden wir 8 so zu einem Prisma £ im R3 auf, dass [ in B
Sehnen von £) zerfillt, die monoton von der Dachfliche zur Bodenfliche von &) fithren.
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Sei p bezw. ¢ die zugehdrige Abbildung von P bezw. £ auf 11 bezw. B. Wenn wir der &3
und dem R?® eine feste Orientierung erteilen, kénnen wir noch annehmen, dass die Dar-
stellungen von 1 bezw. B durch P und p bezw. £ und ¢ so beschaffen sind, dass die vom
B3 auf P bezw. Q induzierte Orientierung durch g bezw. o in die von der €3 auf Ul bezw.
B induzierte Orientierung iibertragen wird.

Die Translation des R3, welche die Dachfliche von £ in die Bodenfliche iiberfiihrt,
sei 7. Wenden wir auf £ die Translationen 7’ fiir j=1,2,..., 8 an, so erhalten wir 8
zu ) kongruente Prismen £); =7/(Q), die sich zu einem Prisma 9 zusammensetzen, £
entspricht der f-fachen Uberlagerung von 8. Den Sehnen von £, die wir mit Liyley oo lg
bezeiéhnen, entsprechen vermége 1/ Sehnen der Prismen £, die sich zu # Sehnen von
0 zusammensetzen. Sei [ eine dieser Sehnen von £, I, das auf £, liegende Stiick von /.
{0y, (), . . ., v?(l5) sind dann wieder die Sehnen I, I, . . ., I; von Q, wobei wir
die Numerierung so vornehmen konnen, dass I, =v~7(]}) ist.

Die Dachfliche von % sei b, und b sei ein zu b shnliches Elementarflichenstiick in der
Dachfliche von £, das den Anfangspunkt von [ zur Ecke hat. Wenn wir d parallel zu sich
selbst so verschieben, dass die auf [ liegende Ecke stets auf [ verbleibt, so itherstreicht 5,
wenn 9 hinreichend klein gewshlt wird, eine Kugel &, die von 9, dem Elementarflichenstiick
7%(0) und einem auf & liegenden Kreisring t berandet wird. Eine zu o parallele Ebene,
die © trifft, schneidet § in einem zu o kongruenten Elementarflichenstiick. Der Durch-
schnitt von £ und £ ist eine Kugel R;. Dadurch, dass man 9 hinreichend klein wéhlt, und
dies soll geschehen, kann offenbar erreicht werden, dass die entsprechenden Kugeln -1 (&),
T2Ry), . .., TP(Kp) auf QO paarweise punktfremd sind. Vermoge o setzen sich diese
Kugeln zu einem Vollring I’ zusammen, die Knotenlinie ! liegt auf dem Rande von 1’
und hat auf 1" die Umlaufzahl 1. Nach § 6 Hilfssatz 3 stellt eine beziiglich ] positiv orientierte
Seele @ von 11" denselben Knoten A dar wie I. Die Verschlingungszahl von ! mit @ sei 8.
Wir merken noch an: Man erhilt eine Abbildung w von R auf 1’ dadurch, dass man o
auf R durch o7-7 definiert. w bildet iibereinanderliegende Punkte von b und 7#(b) in den-
selben Punkt ab, wihrend jedes andere Punktepaar auf & verschiedene Bildpunkte besitzt.
Ausserdem ist o simplizial und iibertrigt die vom R? auf & induzierte Orientierung in
die von der &2 auf U’ induzierte. Das letate folgt aus der Art der Orientierungsiibertragung
von £ auf B durch o.

Nach § 22 Hilfssatz 4 kann angenommen werden, dass die Darstellung von 11 durch
5 und p so beschaffen ist, dass eine Mantellinie von P, die von der Dachfliche zur Boden-
fliche von P fithrt, durch g in einen einfachen Weg iibergefiihrt wird, der mit einer beziig-
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lich % positiv orientierten Seele von Il ebenfalls die Verschlingungszahl J besitzt. Ferner
kann angenommen werden, dass L und 2 gleiche Hohe haben und so zu einander liegen,
dass die Dachflichen von §8 und © und die Bodenflichen von 8 und £ in je einer Ebene
liegen und dass ausserdem die Dachfliche b von P zu dem Elementarflichenstiick  in
der Dachfliche von £ kongruent ist und aus ihm durch Translation entsteht. Dies lisst
sich dadurch erreichen, dass man P einer geeigneten affinen Abbildung unterwirft und o
entsprechend abindert. Wir betrachten nun eine Schar von Ebenen, die parallel zu
sind, und verschieben das von einer solchen Ebene E aus P ausgeschnittene Elementar-
flichenstiick parallel zu sich in das von E aus § ausgeschnittene Elementarflichenstiick.
Wird dies fiir alle Ebenen, die B treffen, ausgefiihrt, so entsteht eine s-Abbildung x von
B auf ®, welche die auf P vom R3 induzierte Orientierung in die auf ® induzierte iiber-
tragt.

Seien ky, ks, .. ., k, die Sehnen von P, die sich vermoge ¢ zu k zusammensetzen.
1(ky), x(ks), . .. y(ks) sind dann Sehnen von &, die monoton von der Dachfliche von
Q zur Bodenfliiche fiihren. Wendet man nun auf die Prismen Q;(7=1,2,...,p)die Transla-
tionen 7-7 an und nimmt man dabei die auf £, liegenden Stiicke der Sehnen ¥ (£,), x (k5), . . .,
% (ko) mit, so erhélt man «f Sehnen ki, k2, . . ., kop von £, die monoton von der Dachfliche
zur Bodenfliche fiihren. Vermoége o setzen sich diese zu einer Knotenlinie &’ zusammen,
denn man erhilt vermittels 8 und & eine s-Abbildung v von 11 auf W durch g, 7 und w,
bei welcher k in %’ iibergefiihrt wird. & stellt mit %’ einen Schlauchzopf der Fidenzahl
of dar. Die Behauptung ergibt sich, wenn noch gezeigt wird, dass & und %’ denselben Knoten
» darstellen.

Aus der Art der Orientierungsiibertragung durch die Abbildungen g, ¥, » erkennt man
zuniichst, dass y eine Abbildung ist, welche die von der €2 auf U induzierte Orientierung in
die auf W’ induzierte iibertrigt. Ferner wird durch die beziiglich & positiv orientierten
Seelen von 11 derselbe Knoten A dargestellt wie durch die beziiglich %’ positiv orientierten
Seelen von 1, denn die beziiglich % positiv orientierten Seelen von U stellen den Knoten
A nach Voraussetzung dar und die beziiglich k" positiv orientierten Seelen-von I’ sind zu-
gleich positiv orientiert beziiglich I, da die Sehnen y (k,), % (ky), - - -, % (ks) von & ebenso wie
die Sehne [ von £ von der Dachfliche zur Bodenfliche von £, fiihren und diese Sehnen
durch w in %" bezw. I iibergehen. Schliesslich gehen bei ¢ Breitenkreise von 11 in Breiten-
kreise von 11’ iiber. Dies folgt daraus, dass y~1(I) eine Mantellinie von % ist, die durch g in
eine Knotenlinie auf dem Rande von 11 iibergefiithrt wird, die mit einer beziiglich % positiv
orientierten Seele von 1l die Verschlingungszahl § besitzt (die Darstellung von 11 durch
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R und p war so gewdhlt), und dass 4~1(I) durch wy in die Knotenlinie  auf dem Rande
von 11’ iibergeht, die mit der beziiglich I und damit beziiglich %" positiv orientierten Seele
a von 11" ebenfalls die Verschlingungszahl § besitzt. v ist also eine treue Abbildung von
U auf WW. Nimmt man die identische Abbildung von U auf sich hinzu, so folgt aus § 22
Hilfssatz 3, dass durch 11 mit k derselbe geschlossene Zopf dargestellt wird wie durch W’
mit %', woraus sich inshesondere ergibt, dass k und %’ denselben Knoten darstellen. Der
Hilfssatz ist damit bewiesen.

Hilissatz 2: Durch den Vollring B* mit der Knotenlinie k werde ein Schlauchzopf
oder geschlossener Zopf Z* mat der Féidenzahl o> 1 dargestellt. B sei ein verknoteter Vollring,
der k micht-trivial 9m Inneren enthdlt und dessen Rand T im Inneren von B* liegt. Dann
liegt B im Inneren von B*, und B stellt mit k einen Schlauchzopf Z dar. Die Fidenzahl
y von Z st Teiler von a. Fiir y =« st Z =2%, fir y <a stellt B* mit evner orientierten
Seele von B einen Schlauchzopf oder geschlossenen Zopf der Fidenzahl § = ay—1 dar.

Beweis: Wir filhren den Beweis in mehreren Schritten. Im 1. Schritt wird 8* lings
einer Meridianfliche m* zu einem Prisma aufgeséhnitten und die gegenseitige Lage von
m* und T auf eine vorliufige Fallunterscheidung gebracht (durch Bes¢itigung der auf T
nullhomologen Schnittlinien von m* und ¥). Diese Fallunterscheidung wird im 2. Schritt
verschiirft (durch Beseitigung weiterer Schnittlinien von m* und ). Die entstehenden
3 Fille werden im 3. bis 5. Schritt einzeln untersucht, und im 6. Schritt wird schliesslich
nachtriglich eine Hilfsabbildung konstruiert, die im 5. Schritt benotigt wird.

Wir merken zuvor noch an: Ist P ein Prisma im Inneren eines 3-Simplexes, das die
® mit dem R? gemein hat, und &’ eine Sehne von B, die monoton von der Dachfliche zur
Bodenfliche fiihrt, so ist £’ in P unverknotet. Es lasst sich namlich &' auf dem Rande von
B so zu einer Knotenlinie % schliessen, dass % eine doppelpunktfreie Projektion (auf
eine Ebene parallel zur Achse des Prismas) besitzt. Von dieser Tatsache werden wir mehr-
fach Gebrauch machen. Von den im Folgenden auftretenden Prismen konnen wir stets
annehmen, dass sie im Inneren eines 3-Simplexes liegen, das die ©2 mit dem A3 gemein hat.

Wir wenden uns nun dem Beweise zu. Nach Voraussetzung lisst sich 8* lings einer
Meridianfliche m* so zu einem Prisma P aufschneiden, dass k dabei in « Sehnen &y, ks, . . .,
k, von B zerfillt, die monoton von der Dachfliche zur Bodenfliche von B fithren. Die
zugehorige Abbildung von P auf B* sei 0. Wir wollen zunéchst den Durchschnitt von
T und m* untersuchen und dadurch auf eine méglichst iibersichtliche Gestalt bringen>
dass wir B* (und damit m*) einer geeigneten s-Abbildung der €2 auf sich unterwerfen, die
auf dem Rande von 8* und auf k die Identitit ist. Wenn ¢ eine solche s-Abbildung ist,
8o ist die Abbildung ¢ von P auf B* durch po zu ersetzen. (Es wird also dann B* durch
P und @o dargestellt).
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Es kann angenommen werden, dass der Durchschnitt von m* und £ nur aus doppel-
punktfreien, geschlossenen Schnittlinien besteht, die sich gegenseitig nicht treffen. Jede
solche Schnittlinie ist unverknotet, da sie auf m* ein Elementarflichenstiick berandet,
und wegen der Verknotung von &8 und § 7 Hilfssatz 2 ist sie entweder nullhomolog auf T
oder Meridian von B.

1. Schritt: Beseitigung der auf I nullhomologen Schnittlinien von m* und T,

T

Sel s eine innerste Schnittlinie auf T, die auf T ein Elementarflichenstiick e berandet,
das keine weitere Schnittlinie enthilt. s berandet auf m* ein Elementarflichenstiick
e*, und e und e* bilden zusammen eine 2-Sphire, die eine auf B* liegende Kugel & beran-
det. Wir stellen zunichst fest, dass § von % nicht getroffen wird. Da niamlich e ausser
seinem Rande keine Schnittlinie enthilt, kann e anfgefasst werden als topologisches Bild
eines auf § liegenden Elementarflichenstiickes ¢’, dessen Rand s” entweder in der Dach-
fliche oder in der Bodenfliche von P liegt. s* mége etwa auf der Bodenfliche von 0
liegen. s” berandet dann in ihr ein Elementarflichenstiick e*’, das sich in e¢* abbildet,
und ¢’ und ¢*’ beranden zusammen eine Kugel &’ auf 53, die der Kugel & auf B* entspricht.
Da e von £ nicht getroffen wird, wird ¢’ von keiner der Sehnen &;, ks, . . ., k&, von B getroffen.
Man bemerkt nun, dass & von keiner Sehne getroffen werden kann, da jede Sehne von
der Dachfliche zur Bodenfliche von $ fiihrt und keine Sehne in der Bodenfliche entspringt
und endet. Also 1st & zu & punktfremd. Falls der Rand s” von e’ in der Dachfliche von 8
liegt, kann man entsprechend schliessen. Wir kénnen nun m* dadurch deformieren, dass
wir e* iiber & deformieren und anschliessend von e so abheben, dass die Schnittlinie s
verschwindet und keine neuen entstehen. Dies kann auch dadurch bewirkt werden, dass
wir B* einer s-Abbildung ¢ der &3 auf sich unterwerfen, die auf dem Rande von B* und auf
k die Identitit ist. Auf diese Weise lassen sich der Reihe nach alle auf € nullhomologen
Schnittlinien beseitigen.

Es sind nun die folgenden Fille zu unterscheiden:

a’) m* und T treffen sich nicht.

b’) m* und ¥ schneiden sich in nur einem Meridian von 8.

¢’) w* und T schneiden sich in mindestens zwei Meridianen von .

2. Schritt: Verschiirfung der Fallunterscheidung.
Wir behandeln den letzten Fall weiter. Durch die Schnittlinien wird < in Kreisringe zerlegt,

die ausser ihren Rindern keine weiteren Schnittlinien enthalten. Jeder solche Kreisring
ist topologisches Bild eines Kreisringes auf B, dessen Rinder auf dem Rande von % in
Boden- oder Dachfliche liegen. Wenn es unter diesen Kreisringen auf R solche gibt, deren
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Rinder beide in der Dachfliche oder beide in der Bodenfliche von 9P liegen, so lassen sich

die Schnittlinien, die diesen Rindern entsprechen, beseitigen:

Sei v’ etwa ein Kreisring, dessen beide Rinder s; und s; in der Bodenfliche von B
liegen, v der entsprechende Kreisring auf T, s, und s, die Schnittlinien von m* und T, die
s; und ss entsprechen. Wir stellen zunichst fest, dass s; und s; in der Bodenfliche von
B einen Kreisring r*' beranden. Wiire dies nicht der Fall, so wiirden durch s; und sy In
der Bodenfliche von P disjunkte Elementarflichenstiicke e; und e; berandet, die zusammen
mit 1" eine auf B liegende Kugel berandeten, die zur Dachiliche von B punktfremd ist.
Diese Kugel kénnte von keiner der Sehnen %y, ks, . . ., k, von B getroffen werden, da
t’ von keiner dieser Sehnen getroffen wird und keine dieser Sehnen in der Bodenfliche
entspringt und endet. Betrachten wir nun das Elementarflichenstiick e, auf m*, das dem
Elementarflichenstiick e; der Bodenfliche von 8 entspricht. Eine auf e, innerste Schnitt-
linie von m* und ¥ (diese kann der Rand von e, sein) berandete dann auf m* eine Meridian-
fliche des verknoteten Vollringes 8B, die % nicht trifft. Dies ist unméglich, da & nicht-
trivial in 8B liegén sollte. Durch s; und sz muss also in der Bodenfliche von P ein Kreisring
t*' berandet werden, dem ein Kreisring r* auf m* entspricht. Einer der beiden Rinder,
etwa sy, berandet in der Bodenfliche ein Elementarflichenstiick e1, das den anderen Rand
von 1*, also s3, nicht enthilt. ¢; muss den Endpunkt von mindestens einer der Sehnen
ky, ks, . . ., ky enthalten, etwa den von k,. Andernfalls entspriche nimlich e; ein Elemen-
tarflichenstiick e, auf m*, das von k nicht getroffen wird, und eine innerste Schnittlinie
auf ¢, wire Rand einer Meridianfliche des verknoteten Vollringes %, die & nicht trifft,
was unmoglich ist. Nun berandet s; auf dem Rande von P ein Elementarflichenstiick
¢s, das s{ nicht enthalt und die Dachfliche von S umfasst. ef, e; und v’ beranden auf R
eine Kugel &', deren Rand mit dem Rande von St die Elementarflichenstiicke e; und es
gemein hat. k; ist Sehne sowohl von & wie von $§ und fiihrt von e; nach ey. Nun ist &;
unverknotet in PB. Daraus folgt nach § 8 Hilfssatz 2, dass k, auch unverknotet in &’ ist
und dass v und t* zusammen auf 9P einen unverknoteten Vollring 1l beranden (das
abgeschlossene Komplement von & beziiglich ), fiir den s; und s; Breitenkreise sind.
1 wird von keiner der Sehnen k,, k,, . . ., k, getroffen, da dies fiir t der Fall ist und keine
Sehne in der Bodenfliche von B entspringt und endet. Dem Vollring 1’ entspricht in
B* ein Vollring U, auf welchem s, und s, die Umlaufzahl 1 haben. Nach § 8 lasst sich nun
m* dadurch deformieren, dass man t* iber Il deformiert und von t so abhebt, dass die
Schnittlinien s, und s, verschwinden und keine neuen entstehen. Dies lisst sich auch
dadurch erreichen, dass man B* einer s-Abbildung der &3 auf sich unterwirft, die auf k
und dem Rande von 8B* die Identitét ist. Dieser Vorgang soll so oft wie méglich wieder-
holt werden. Wir erhalten dann einen der Fille:
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a) m* und T treffen sich nicht,

b) m* und T schneiden sich in nur einem Meridian von %,

¢) m* und T schneiden sich in > 1 Meridianen von %, und beim Aufschneiden von
B* lings m* zu einem Prisma P zerfillt T in § Kreisringe auf PR, bei denen je ein
Rand in der Dachfliche und ein Rand in der Bodenfliche von P liegt.

Wir werden zeigen, dass der Fall a) nicht eintreten kann, dass im Falle b) durch 8 mit
% derselbe Schlauchzopf wie durch B* mit k dargestellt wird und dass im Falle ¢) durch
B mit & ein Schlauchzopf bezw. geschlossener Zopf dargestellt wird, dessen Fadenzahl
y = oafi~1 ist, und dass ausserdem eine orientierte Seele von B mit B* einen Schlauchzopf
bezw. geschlossenen Zopf der Fidenzahl g darstellt.

3. Schritt: Diskussion des Falles a.

In diesem Falle muss B* das Komplement von B im Inneren enthalten. Andernfalls
hitte ndmlich B* in bezug auf den verknoteten Vollring 8 die Ordnung null und in bezug
auf die in B liegende Knotenlinie % die Ordnung «, was nach § 9 Satz 3 unmoglich ist.

Dem Torus ¥ im Inneren von B* entspricht ein Torus T’ im Inneren von P. Wenn
wir annehmen, dass P in einem 3-Simplex liegt, das die &3 mit R® gemein hat, berandet
T’ in der €% mindestens einen Vollring. 3T’ kann keinen Vollring beranden, der in P liegt.
Einem solchen entspriche nimlich ein von T berandeter Vollring im Inneren von 8B%*,
wihrend von T wegen der Verknotung von B nur ein Vollring berandet wird, namlich
B, und dieser liegt nicht im Inneren von B*, wie eben festgestellt wurde, T ist also in der
©? Rand eines verknoteten Vollringes %', der den Rand von 8 im Inneren enthilt. Es
kann angenommen werden, dass eine Ebenenschar (E) des R3, die parallel zur Bodenfliche
von B ist, in bezug auf T’ zulissig ist, da sich dies durch eine beliebig kleine Verschiebung
der Ecken einer simplizialen Zerlegung von 3’ erreichen lisst, bei welcher T’ zu den Sehnen
k; und dem Rande von 3 punktfremd bleibt. Einer solchen Verschiebung entspricht eine
Deformation von ¥, die man auch dadurch erhalten kann, dass man T einer geeigneten s-
Abbildung der €2 auf sich unterwirft, die auf k& die Identitit ist. Nach § 4 Satz 2 gibt es
eine Ebene E der Schar (E), die T’ in mindestens einem Meridian von B’ schneidet. Sei
m’ ein solcher, der auf E ein Elementarflichenstiick ¢ berandet, das keinen weiteren Meri-
dian von B’ enthilt. Falls e Schnittlinien mit T’ gemein hat, so lassen sich diese nach § 9
Hilfssatz 6 beseitigen, sodass man, wenn e nicht bereits diese Eigenschaft hat, aus e eine
Meridianfliche m’ von B’ erhilt, die im Inneren von P liegt, ' zum Rand hat und deren
Schnittpunkte mit den Sehnen k; von P auf e liegen. m’ muss mindestens eine der Sehnen
k; treffen, denn m” entspricht einer Meridianfliche m von B, und es muss m von k ge-
schnitten werden, da % nicht-trivial in B liegt. Sei etwa k; eine solche Sehne von R,
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die wt’ trifft. £, und m’ haben nur einen Schnittpunkt gemein, da jeder gemeinsame Punkt
in e liegt und e hochstens einen Punkt mit k; gemein haben kann, weil e parallel zur Boden-
fliche von B ist und %; monoton von der Dachfliche zur Bodenfliche von 9P fithrt. Man
kann nun k; durch einen Weg auf dem Rande von P zu einer Kreislinie I; schliessen.
Diese liegt im Inneren von B’ und hat in 8’ die Umlaufzahl 1 nach § 9, Folgerung aus
Hilfssatz 1. Da aber B’ verknotet ist, erhélt man einen Widerspruch zu § 7 Satz 1. Damit
ergibt sich, dass der hier betrachtete Fall nicht eintreten kann.

4. Schritt: Diskussion des Falles b.

Die einzige Schnittlinie s von m* und T berandet auf m* eine Meridianfliche m des
verknoteten Vollringes B, und es liegt B im Inneren von B*. T entspricht einem Kreisring
" auf P, von dessen Rindern der eine, s1, in der Dachfldche, der andere, s3, in der Boden-
fliche von P liegt. s; bezw. s; berandet in der Dach- bezw. Bodenfliche von 8 ein Elemen-
tarflichenstiick mi bezw. mz, und es bilden sich m; und m; in die Meridianfliche m von
B ab. m{, ms und t’ beranden auf P eine Kugel &, die sich auf B abbildet. Da k in B liegt,
enthilt & alle Sehnen k; von . Der Durchschnitt, des Randes von R mit dem Rande von
R’ besteht aus den disjunkten Elementarflichenstiicken m; und ms;. Die Sehnen £, sind
in 5 unverknotet und fithren von mj in & nach ms. Nach § 8 Hilfssatz 2 sind die Sehnen
k; auch in & unverknotet, und das abgeschlossene Komplement von & beziiglich P ist
ein unverknoteter Vollring.

Wir betrachten nun auf B einen Kreisring 3, der von einer Seele @ von 8 und einem
Breitenkreis & von 8 berandet wird, der abgesehen von b im Inneren von 8 liegt und dessen
Durchschnitt mit der Meridianfliche m von 8 ans nur einem Querschnitt von § besteht.
Dass ein solcher Kreisring existiert, erkennt man unmittelbar, wenn man 8 lings m zu
einem Prisma aufschneidet und beachtet, dass die Achse dieses Prismas einer Seele von
B entspricht.

Vermoge der Abbildung ¢ von B auf B* entspricht dem Kreisring 8 auf P ein Ele-
mentarflichenstiick 3’ auf &, der Seele @ von B bei Orientierung eine Sehne o’ von §’,
die in &' unverknotet ist, wie durch 8§’ in Evidenz gesetzt wird. @’ ist auch unverknotet
in B, da das abgeschlossene Komplement von & beziiglich 9 ein unverknoteter Vollring
ist. Dann bildet sich aber a’ auch in eine orientierte Seele von B* ab nach § 6 Hilfssatz 2.
B und B* sind also gleich verknotet, und es hat B* in bezug auf B die Ordnung 1. Nach
§ 10 Hilfssatz 2 gibt es eine s-Abbildung der &2 auf sich, die B in B* iiberfiihrt und ausser-
halb einer beliebig kleinen Umgebung des abgeschlossenen Komplements von 8 in bezug
auf B*, also insbesondere auf k, die Identitit ist, woraus sich ergibt, dass B mit k denselben
Schlauchzopf darstellt wie B* mit k. (Ein geschlossener Zopf kommt nicht in Frage, da
B verknotet sein sollte).
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5. Schritt: Diskussion des Falles c.

Es sei ¢ wieder die Abbildung von P auf B*, die zu der Darstellung von B* durch
B gehort. Ferner sei v die Translation des R?, welche die Dachfliche von P in die Boden-
fliche tberfiihrt.

Auf B liegen § Kreisringe, die sich vermége ¢ zu T zusammensetzen und die je einen
Rand in der Dachfliche und in der Bodenfliche von P liegen haben. In der Dachfliche
von B betrachten wir einen Rand s;; eines solchen Kreisringes, wobei s1, so gewahlt werde,
dass s1; in der Dachfliche von 8 ein Elementarflichenstiick m{; berandet, das keinen weite-
ren Rand eines Kreisringes enthalt!. s3; ist Rand eines Kreisringes 17, dessep zweiter Rand
s32 in der Bodenfliche von P liegt und dort ein Elementarflichenstiick mss berandet.
Miy, 11 und My beranden auf P eine Kugel &7. ms; kann keinen Rand eines der von t}
verschiedenen Kreisringe enthalten, da mj, keinen solchen Rand enthilt und jeder dieser
Kreisringe je einen Rand in der Dachfliche und in der Bodenfliche von 9 hat. mj;, und ms,
bilden sich also vermoge o in Meridianflichen m; bezw. m, von B ab, die aus B eine Kugel
R, ausschneiden, die Bild der auf P von mj;, 11 und my, berandeten Kugel &1 ist. Der
Meridianfliche m, von B entspricht in der Dachfliche von I3 ein Elementarflichenstiick
Mg = 7~}(Mz2) mit dem Rande sq;. Dabei ist s3; Rand eines Kreisringes rs, und auf m
liegt kein weiterer Rand eines Kreisringes. Man bemerkt nun, dass der zweite Rand s3»
von 15 in der Bodenfliche von P ein Elementarflichenstiick ms; berandet, das keinen weite-
ren Rand eines Kreisrihges enthilt und sich in eine Meridianfliche m,; von &8 abbildet.
Mz1, Mgz und vz beranden auf P eine Kugel &7, die sich in eine Kugel &, auf B abbildet.
Man kann nun diese Betrachtung fortsetzen, indem man jetzt das Elementarflichenstiick
My =771(msze) in der Dachfliche von P betrachtet, das der Meridianfliche m; von 8
éntspricht, und entsprechend weiterschliesst. Man bemerkt: Ist 8> 1die Anzahl der Schnitt-
linien von m* und ¥, so schneiden diese # disjunkte Elementarflichenstiicke mt,, m,, . . .,
mg aus m* aus, die Meridianflichen von 8 sind. Jeder solchen Meridianfliche m, (7 =1,
2, ..., p) entspricht in der Dachfliche bezw. Bodenfliche von 3 ein Elementarflichenstiick
m{; bezw. mj; mit dem Rande si,, bezw. si,5, und es ist 7(mi;) = mjz. Ferner sind s;,; und
si+1.2 (Indices modulo p) die Riénder eines Kreisringes t;, der zusammen mit m;; und
1Mi41.2 auf P eine Kugel & berandet, die durch ¢ in eine Kugel &, abgebildet wird, welche
aus B durch m; und m,,, ausgeschnitten wird. Da jede der Sehnen k,, k,, . . ., k, von P
von der Dachfliche zur Bodenfliche von  fiihrt und iiber jedem Endpunkt einer Sehne
(in der Bodenfliche) ein Anfangspunkt einer Sehne (in der Dachfliche) liegt, miissen in
jeder der Kugeln &1, &3, .. ., R je ¥ = af~! Sehnen liegen.

! Tatséchlich ist s,, beliebig wihlbar.
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Wenden wir auf 3 die Translationen 1/ firj =1, 2, . . ., B an, so erhalten wir § Prismen
By, Ba, . . ., By, wobei die Dachfliche von P, mit der Bodenfliche von P;_, zusammen-
fillt. Die Prismen R, setzen sich also zu einem Prisma §§ zusammen. In §; betrachten wir
das Bild STQ,- von §&;. Die Kugeln §1, ﬁg, cen ﬁ,g setzen sich zu einer einzigen Kugel ®
zusammen, und aus den Bildern der entsprechenden Sehnen von P erhilt man y Sehnen
ki Ky .. K, von &, die monoton von der Dachfliche zur Bodenfliche von § fiihren. &
hat mit der Dachfliche und der Bodenfliche von_$ jeein Elementarflichenstiick m, = v (mi,)
bezw. 1, =?(mjz) gemein. Wendet man auf jede Kugel §, die Abbildung o77 an,
so erhilt man eine simpliziale Abbildung @ von § auf B, bei der jeder Punkt P von n,
denselben Bildpunkt hat wie derjenige Punkt von tit,, der aus P durch die Translation
7# entsteht, wihrend jedes andere Punktepaar von & verschiedene Bildpunkte hat. Man
erhilt eine Darstellung von B durch ein Prisma, wenn man noch § in geeigneter Weise
in ein Prisma iiberfiihrt. Wir werden im 6. Schritt zeigen, dass wir & durch eine semilineare
Ab‘bildung @ so auf SE abbilden kénnen, dass die Sehnen %, %, . . ., k, von f punktweise
festbleiben und dass 11, bezw. i, so in die Dach- bezw. Bodenfliche von R iibergehen,
dass auf m, gilt ¢ =7-"@7", d.h. ibereinanderliegende Punkte von mt, und m, gehen in
iibereinanderliegende Punkte der Dach- oder Bodenfliche von P iiber. Durch R und wg-1
erhilt man dann eine Darstellung von B, wobei sich die Sehnen &y, k,, . . ., k,, die in B
monoton von der Dachfliche zur Bodenfliche fiithren, zu % zusammensetzen, & stellt

also mit k einen Schlauchzopf der Fiadenzahl y dar, wenn y # 1 ist. Dass tatséichlich y# 1
ist, wird sich sogleich ergeben.

Wir wenden uns dem Nachweis zu, dass 8B* mit einer orientierten Seele von 8 einen

Schlauchzopf bezw. geschlossenen Zopf der Fidenzahl g darstellt. Wir benutzen dazu

die Sehne &, von &. Thren Endpunkt verbinden wir in i, mit dem Endpunkt von %, durch

einen Weg u, der den Rand von m, nicht trifft. Wir kénnen nun u so von fit, abheben,
dass aus %u eine Sehne @ von § entsteht, die von i1, monoton nach 1, fithrt. Wir werden
die Abbildung ¢ von & auf P noch so bestimmen, dass sie auch auf @ die Identitét ist. G
wurde so gewihlt, dass Anfangs- und Endpunkt beziiglich der Abbildung we—* von % auf
B denselben Bildpunkt haben, d. h. @ geht in eine Knotenlinie a auf 8 iiber. Da @ monoton
von der Dachfliche zur Bodenfliche fiihrt, ist @ in B unverknotet, und daraus folgt nach
§$ 6 Hilfssatz 2, dass a orlentierte Seele von B ist. LB* stellt mit @ einen Schlauchzopf bezw.
geschlossenen Zopf der Fidenzahl 8 dar. Wendet man nimlich auf jede Kugel §‘, die Trans-

lation 77 an, so geht @ in § Sehnen von P iiber, die monoton von der Dachfliche zur Boden-
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fliche von $ fiihren und sich vermége o wieder zu @ zusammensetzen, denn auf §; ist
die Abbildung w gerade durch o7~/ definiert.

Aus dem eben Ausgefiihrten ergibt sich zugleich, dass y# 1 ist. Andernfalls kénnte
k, als @ benutzt werden, und man erhielte, dass k orientierte Seele von % ist. Es war jedoch
vorausgesetzt, dass k nicht-trivial in B liegt.

6. Schritt: Konstruktion der im 5. Schritt benutzten Abbildung .

Wir unterwerfen g der Abbildung 7%, wodurch B; in B, = R und R4 1in R, iibergeht.
R, und &, haben das Elementarflichenstiick T, gemein, das in der Dachfliche 5, von &,
liegt. Sei s; der Rand von niy, ¢ der Rand von b,. s, und ¢ beranden auf b; einen Kreisring
1, der das abgeschlossene Komplement von 11, beziiglich b, ausmacht. Nach § 2 Hilfssatz 4
lasst sich s, iiber v kombinatorisch isotop in ¢ (bei geeigneter Orientierung) deformieren.
Wir benutzen dazu eine simpliziale Zerlegung von b, die so fein ist, dass kein 2-Simplex
der Zerlegung, das eine Ecke mit s, gemein hat, einen der Anfangspunkte der Sehnen
%y, ko . . ., &, und @ von & enthalt. Wir fithren nun die Deformation von s, iiber r in ¢ aus
und definieren bei jedem Deformationsschritt eine s-Abbildung fiir & und &, und zwar
so, dass R, bezw. &, stets in R, bezw. R, verbleibt. Bei den Deformationen sind zwei
Fille zu unterscheiden:

1) eine Kante eines 2-Simplexes wird iiber dieses hinweg in die beiden anderen Kanten
deformiert,

2) zwel Kanten eines 2-Simplexes werden iiber dieses hinweg in die dritte Kante de-
formiert.

1. Fall:

Es sei ¢ das 2-Simplex, iiber welches die Kante a, in die Kanten @, und a, zu deformieren

ist. Der Durchschnitt von e und &, besteht aus a,. | sei das 2-Simplex von b,, das miit e

¢ R

Fig. 27.
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die Kante g, gemein hat. | enthilt keinen Anfangspunkt der Sehnen %y, %,, . . ., k,, @ von
&. Wir konnen nun (Fig. 27) in P, unterhalb von e einen Punkt P, so nahe an e wéhlen,
dass der Projektionskegel von P, nach dem Rande von e mit &, nur die Strecke a; gemein
hat und dass der Projektionskegel von P, nach dem Rande von § keines der auf ﬁl liegenden
Stiicke von ky, ks, . . ., &y, @ trifft. Entsprechend kénnen wir einen Punkt P in 3, oberhalb
e so nahe an e wihlen, dass der Projektionskegel von P, nach dem Rande von e mit &,
nur die Strecke g, gemein hat und dass der Projektionskegel von P, nach dem Rande von

f keine der Sehnen von 550 trifft, die aus den auf S?ﬁ liegenden Stiicken von &y, &y, . . ., &y,
@ durch 7—* entstehen. Seien b, und b, die von a, verschiedenen Kanten von f. Durch die
Projektionsstrahlen von P, und P, nach dem Rande von | wird eine Doppelpyramide 9
berandet, die Projektionsstrahlen von P, und P, nach dem Rande des Elementarflichen-
stiickes e + f beranden eine Doppelpyramide B (vgl. § 2, Beweis von Satz 3). Wir bilden
nun das 2-Simplex { durch eine s-Abbildung y so auf das von e und { gebildete Elementar-
flichenstiick ab, dass y auf b, und b, die Identitit ist. Diese Abbildung erweitern wir zu
einer s-Abbildung von ¥ auf B, indem wir den Projektionsstrahl von Pybezw. P; nach einem
Punkte @ von f{ affin auf den Projektionsstrahl von P, bezw. P, nach x(Q) abbilden.
Diese Abbildung von 2 auf B bezeichnen wir wieder mit y. Da y auf den Projektionsstrahlen

von P, und P; nach den Punkten von b, und b, die Identitit ist, erhalten wir eine s-Abbil-
dung fiir ?@1 bezw. ?‘Co, wenn wir den auf 9 liegenden Teil von §1 bezw. S—?o der Abbildung
7 unterwerfen und den ausserhalb ¥ liegenden Teil von &, bezw. &, identisch auf sich
abbilden. Die so gewonnenen s-Abbildungen von &, bezw. §t, wollen wir mit y, bezw.
%o bezeichnen. y, bezw. y, ist auf den in &, liegenden Stiicken von &y, k,, . . ., ,, @ bezw.

den entsprechenden Sehnen von ﬁo die Identitit. Ausserdem hat xl(STCl) bezw. xo(ﬁo)
mit_den Projektionsstrahlen von P, bezw. P, nach den Punkten von a, und a; nur die

Punkte von a, und @, gemein. Statt X1(§1) bezw. xo(ﬁo) schreiben wir wieder &, bezw. So-

2. Fall:

Es sei e das 2-Simplex, iiber welches die beiden Kanten a,, a, in die Kante a5 zu defor-

mieren sind. Der Durchschnitt von ¢ und &, besteht aus a, + a,. Die Kanten a; und a,,,
(Indices modulo 3) mégen in der Ecke Q,,, zusammenstossen. Wir kénnen nun (Fig. 28)
einen Punkt @, in b, ausserhalb e so nahe an @, wihlen, dass a,; zusammen mit den Strecken
by = Q,Q,, by =@, Q, auf b, ein 2-Simplex e* berandet, das ¢ umfasst und keinen Anfangs-
punkt der Sehnen &y, k,, . . ., k,, @ enthilt. Das abgeschlossene Komplement von e beziig-
lich ¢* ist ein Elementarflichenstiick §, das von by, by, a,, a, berandet wird. Das weitere
Vorgehen entspricht nun dem im 1. Falle. Wir wihlen den Punkt P, bezw. P, in %, bezw.
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Q,

Fig. 28.

By unterbalb bezw. oberhalb e so, dass der Projektionskegel von P; bezw. Py nach dem
Rande von e mit §, bezw. &, nur die Strecken ay, @, gemein hat und dass der Projektions-
kegel von P, bezw. P, nach dem Rande von f{ keines der auf §‘1 Hegenden Stiicke von %,,

Ry ... k,, @ bezw. keine der entsprechenden Sehnen von &, trifft. Wir erhalten wieder
zwei Doppelpyramiden % und B, die von den Projektionsstrahlen von P, und P, nach dem
Rande von f bezw. nach dem Rande von e* =e -+ { berandet werden. f wird durch eine
s-Abbildung y, die auf b, und b, die Identitit ist, auf e* abgebildet, und diese Abbildung
wird durch affine Mitnahme der Projektionsstrahlen von P, und P, zu einer s-Abbildung

% von A auf B erweitert. Man erhilt eine s-Abbildung y, bezw. y, von &, bezw. R, wenn
man den auf 9 liegenden Teil von STCI bezw. @0 der Abbildung y unterwirft und den ausser-

halb 9 liegenden Teil von §; bezw. §, identisch abbildet. 7, () bezw. #,(&,) hat mit
den Projektionsstrahlen von P, bezw. P, nach den Punkten von a, nur die auf a, liegenden
Punkte gemein, und y, bezw. g, ist auf den Sehnen von ﬁ_l bezw. &, die Identitit. Statt
11 (ﬁl) bezw. ZO(S_E‘O) wird wieder S?‘l bezw. §0 geschrieben.

Wenn wir nun die kombinatorische Deformation von s, iiber den Kreisring ¢ in den

Rand ¢ von b, ausfithren und bei jedem Deformationsschritt §, und §1 den entsprechenden

Abbildungen y, bezw. y, unterwerfen, so setzen sich diese Abbildungen zu einer einzigen
s-Abbildung v, bezw. v, von &, bezw. &, zusammen. Diese Abbildungen stimmen auf
dem Elementarflichenstiick m, =7~#(Tm,), das &, und &, gemein haben, iiberein und sind
auf den von %, &y, ..., k,, G herriihrenden Sehnen von &, bezw. &, die Identitst. Wir
erhalten nun fiir & eine s-Abbildung @y, wenn wir &, der Abbildung v, R der Abbildung
Py, 7 unterwerfen und ,, . . ., 5‘5‘9_1 identisch abbilden. ¢, ist auf &, %, . . ., k,, @ die
Identitit, und auf W, ist @, =71 @,7%. ¢,(K) wird berandet von der Dachfliche b, =g,
(1) des Prismas 8, der Bodenfliche b, = @y(1,) von P und einem Kreisring 3, der, abgesehen
von seinen Rindern, im Inneren von Ef% liegt. Das letzte folgt aus der obigen Konstruktion

der Abbildungen y, und y,. Wir werden nun eine s-Abbildung ¢, von (pl(ﬁ) auf E—B angeben,
die auf d,, b, und den Sehnen %,, %,, . . ., k,, @ die Identitdt ist, sodass ¢ =g, ¢, eine s-

Abbildung von & auf R mit den gewiinschten Eigenschaften ist.
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Sei t der Mantel von . Der Rand von § hat mit dem Rand von ¢,(8) die beiden
disjunkten Elementarflichenstiicke b,, D, gemein. Da die Sehne k, monoton von b, nach
b, fithrt, ist &, unverknotet in B, und nach § 8 Hilfssatz 2 ist %, auch unverknotet in @1 (R).
Das abgeschlossene Komplement von (pl(ﬁ) in bezug auf P ist nach § 8 Hilfssatz 1 ein
unverknoteter Vollring 8, fiir welchen die Rinder von b, und H, Breitenkreise sind.
Der von d,, b, und den Sehnen &y, k,, . . ., k,, @ gebildete Komplex hat mit  nur diese
beiden Breitenkreise gemein, und diese zerlegen den Rand von % in die Kreisringe 3
und t. Nach § 8 gibt es nun eine s-Abbildung der &? auf sich, die 3 in t iiberfithrt und auf
D1, Do, ko, Ko, - . ., Ky, @ die Identitit ist. Diese s-Abbildung induziert auf @, () eine s-Abbil-
dung ¢, mit den gewiinschten Eigenschaften. Damit ist der Beweis des Hilfssatzes beendet.

Hilfssatz 3: Durch den Vollring B* mit der Knotenlinie k werde ein Schlauchzopf
Z* dargestellt. B sei ein verknoteter Vollring, der k nicht-trivial tm Inneren enthilt. Dann
Lisst sich durch eine s-Abbildung der G auf sich, die auf k die Identitit ist, B in einen Vollring
uberfihren, der im Inneren won B/* liegt oder B* umfasst.

Beweis: Wir wenden § 18 Satz 1 auf 8 und B* an. Der Fall 3 dieses Satzes kann nicht
eintreten, da sonst der Rand und das abgeschlossene Komplement von & ins Innere von *
zu liegen kime, was nach Hilfssatz 2 nicht méglich ist. Es kann auch der Fall 4 von § 18
Satz 1 nicht eintreten. Es.existierte dann nimlich im Inneren von B* ein Vollring 28, in
bezug auf welchen B* die Ordnung 1 hitte und der nicht mit B* gleich verknotet ist.
Nach der Folgerung aus § 9 Hilfssatz 1 hitte B auf B* die Umlaufzahl 1, und nach § 9
Satz 4 besisse k auf 28 dieselbe Umlaufzahl « wie auf 8*. Nach Hilfssatz 2 stellte dann
9 mit k denselben Schlauchzopf dar wie B* mit k. Dann miissten aber % und B* gleich
verknotet sein, womit wir einen Widerspruch erhalten. Die verbleibenden Fille 1 und 2

von § 18 Satz 1 sind gerade unsere Bebauptung.

Hilfssatz 4: Ein Knoten, der sich als Schlauchzopf darstellen lisst, kann nicht durch
zwer verschiedene Schlauchzépfe der gleichen Fidenzahl dargestellt werden.

Beweis: Der Knoten x werde dargestellt durch die Schlauchzépfe Z'und Z'’ der gleichen
Fadenzahl. Es ist zu zeigen, dass Z’ = Z"’ ist. Der Vollring ¥’ stelle mit der Knotenlinie
k den Schlauchzopf Z’ dar. Fiir Z"* wihlen wir eine Darstellung, die k ebenfalls als Knoten-
linie besitzt. Dies ist moglich, da » sowohl dureh Z’ als auch durch Z” dargestellt werden
soll. Die Darstellung von Z” bestehe also aus einem Vollring B’ mit der Knotenlinie £.
Nach Hilfssatz 3 kann angenommen werden, dass einer der beiden Vollringe 8’, 8" im
Inneren des anderen liegt. B’ enthalte etwa B’' im Inneren. Aus Hilfssatz 2 folgt nun
Z'=2",da Z' und Z" gleiche Fidenzahl besitzen.
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Hilissatz 5: Der Knoten x lasse sich durch einen Schlauchzopf Z mit der Fidenzahl
o und dem Triger A darstellen. Ist B ein Vollring, der mit der Knotenlinie k den Begleitknoten
A von x darstellt, so hat B in bezug auf k die Ordnung o, und es stellt B mit k den Schlauchzopf
Z dar.

Beweis: Die Knotenlinie % stellt den Knoten » dar. Wir wihlen fiir Z eine Darstellung,
die k als Knotenlinie besitzt. B* sei der Vollring in dieser Darstellung. Die Ordnung von
B* in bezug auf k ist die Fidenzahl « von Z: Nach § 9 Hilfssatz 1 ist die Ordnung von B*
in bezug auf k nicht kleiner als die Umlaufzahl « von & auf B*, und es gibt eine Meridian-
fliche von B*, die k£ in nur « Punkten trifft, sodass die Ordnung von B* in bezug auf %
auch nicht grosser als o sein kann.

Nach Hilfssatz 3 kann angenommen werden, dass 8 entweder im Inneren von LB*
liegt oder B* im Inneren enthilt. Es liege etwa B* im Inneren von B. Die Ordnung von
8 in bezug auf B* kann nicht null sein, da sonst B nach § 9 Satz 3 in bezug aunf k die Ord-
nung null hitte im Widerspruch zur Voraussetzung, dass & nicht-trivial im Inneren von
B liegt. Durch die beziiglich %k positiv orientierten Seelen von B und von B* wird der
Knoten A dargestellt. Es muss nun eine so orientierte Seele a von B* zugleich orientierte
Seele von B sein, da andernfalls B mit ¢ den Knoten A als Begleitknoten von sich selbst
darstellte, was nach § 13 Satz 2 unméglich ist. Es hat daher 8 in bezug auf L* die Ordnung
1, und es sind B und B* gleich verknotet. Nach § 10 Hilfssatz 2 gibt es eine s-Abbildung
der &2 auf sich, die B auf B* abbildet und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung
des abgeschlossenen Komplements von B* in bezug auf B, insbesondere auf %, die Identitat
ist. Hs stellt also auch 8 mit k den Schlauchzopf Z dar. Falls 8 im Inneren von 8B* liegt, lisst
sich entsprechend schliessen.

Wir haben nun alle Hilfsmittel zur Verfiigung, um einen Uberblick iiber die Begleit-
knoten zu erhalten, die ein als Schlauchzopf darstellbarer Knoten besitzt. Betrachten
wir fiir einen solchen Knoten » zunichst eine Darstellung durch einen Schlauchzopf Z’
mit moéglichst kleiner Fadenzahl «'. Z’ werde dargestellt durch den Vollring B’ mit der
Knotenlinie £ und habe den Triger . B sei ein verknoteter Vollring, der k nicht-trivial
im Inneren enthilt und mit k einen Begleitknoten u # A’ von » mit der Ordnung y darstelit.
Nach Hilfssatz 3 kann angenommen werden, dass 8 entweder im Inneren von L’ liegt
oder B’ umfasst. Nun kann aber 8B nicht im Inneren von B’ liegen, denn nach Hilfssatz
2 stellte dann B mit %k einen Schlauchzopf Z dar. Da die Fidenzahl ' von Z' minimal
sein sollte, miisste nach Hilfssatz 2 auch Z die Fidenzahl o’ haben und Z = Z’ sein, was
der Voraussetzung u# A’ widerspricht. 8 muss also 8’ umfassen. Die Ordnung von B
in bezug auf B’ sei y’. Nach § 9 Satz 3 ist .y =9 &', woraus wegen y # 0 folgt y" # 0. Sei
[ eine besziiglich %k positiv orientierte Seele von B’. [ stellt den Knoten A’ dar, und wegen
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n# A wird g durch B und{ als Begleitknoten der Ordnung y«'~! von A’ dargestellt. Wenn
wir die Hilfssitze 4 und 5 und den Satz von § 22 beriicksichtigen, erhalten wir:

Satz 1: Ein Knoten x, der sich als Schlauchzopf darstellen lisst, besitzt einen einzigen
maximalen Begleitknoten A': A’ tritt als Begleitknoten von x mat nur einer Ordnung & auf, und
18t u evn von A" verschiedener Begleitknoten der Ordnung y von x, so st u Begleitknoten der Ord-
nung y o'~ von A". 1" 1st Triger eines Schlauchzopfes Z' der Fidenzahl o, welcher der einzige
Schlauchzopf kleinster Fidenzahl ist, durch den sich x darstellen lisst. » ist durch ' und
den geschlossenen Zopf Z*, der Z' zugeordnet ist, umkehrbar eindeutig bestimmt.

Folgerung: Jeder Knoten, der sich als Schlauchzopf darstellen lisst, ist Primknoten.

Die Folgerung ergibt sich wegen § 14 Satz 3 ohne weiteres daraus, dass die Fidenzahl
o’ von Z' grosser als 1 ist.

Die Fidenzahlen, die bei den Darstellungen eines Knotens durch Schlauchzépfe
auftreten konnen, sind beschrinkt nach § 9 Satz 5. Unter den Darstellungen eines Knotens
% durch Schlauchzépfe gibt es daher eine Darstellung durch einen Schlauchzopf Z' mit
maximaler Fidenzahl. Z”* werde dargestellt durch den Vollring 8" mit der Knotenlinie
k und besitze den Triger 2”. B sei ein verknoteter Vollring, der & nicht-trivial im Inneren
enthilt und mit & den Begleitknoten u# A’ von x darstellt. Nach Hilfssatz 3 kann wieder
angenommen werden, dass 8 entweder im Inneren von B liegt oder B’ umfasst. Falls
B von B umfasst wird, kann L mit & keinen Schlauchzopf darstellen. Da nimlich Z”
maximale Fidenzahl hat, miisste andernfalls B mit k einen Schlauchzopf derselben Fiden-
zahl wie Z"* darstellen. Dann folgte aber aus Hilfssatz 4, dass 8 mit k denselben Schlauchzopf
darstellte wie B mit k, also Z'', was wegen u # A" ausgeschlossen ist. Liegt 8 im Inneren
von 8", so folgt aus Hilfssatz 2, dass B mit k einen Schlauchzopf darstellt, dessen Fiadenzahl
ein echter Teiler der Fidenzahl von Z” ist, und dass 8’ mit einer beziiglich % positiv orien-
tierten Seele von B einen Schlauchzopf darstellt. Wir erhalten:

Satz 2: Ein Knoten x, der sich als Schlauchzopf darstellen lisst, besitzt eine Darstellung
durch einen Schlauchzopf Z'" mit maximaler Féadenzahl. Der Tréiiger X' von Z' st der kleinste
Begleitknoten von », der als Triger einer Schlauchzopfdarstellung von » auftreten kann. Ein
Begleitknoten p von x st entweder Beglestknoten von A" oder Triger eines Schlauchzopfes,
durch den x dargestellt wird. Im letzten Falle st u entweder gleich 2" oder ein Knoten, der sich
durch einen Schlauchzopf mit dem Triger A" darstellen lisst.

Aus den Sitzen 1, 2 und Hilfssatz 1 folgt:

Satz 3: Ein Knoten, der sich als Schlauchzopf darstellen lisst, besitzt nur eine Darstellung

als Schlauchzopf genau dann, wenn sein maximaler Begleitknoten nicht als Schlauchzopf dar-
- stellbar ist.

18 — 533806. Acta mathematica. 90. Imprimé le 3 décembre 1953.
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Schliesslich folgt noch aus den Hilfssitzen 2, 3, 4, b:

Satz 4: Ein Knoten x, der sich als Schlauchzopf darstellen lisst, kann nur durch endlich
viele Schlauchzipfe dargestellt werden. Werden diese Schlauchzipfe nach aufsteigender Fiden-
zahl geordnet, so sind thre Triger als Begleitknoten von » streng absteigend geordnet.

§ 24. Knoten, die sich als verallgemeinerte Schlanchzipfe darstellen lassen.

Bei den vorangehenden Betrachtungen wurden Prismen benutzt, in denen Sehnen
monoton von der Dachfliche zur Bodenfliche fithrten. Wenn man die Schlussweisen genauer
verfolgt, bemerkt man, dass hiufig der monotone Verlauf der Sehnen des betreffenden
Prismas nur zu der Aussage benutzt wurde, dass die Sehnen in dem Prisma unverknotet
sind, und dass nur diese letzte Tatsache wesentlich in die Schlussweise einging. Dieser
Sachverhalt legt es nahe, den Begriff des geschlossenen Zopfes bezw. Schlauchzopfes folgen-
dermassen zu verallgemeinern:

Es sei B ein Vollring in der &3, k eine Knotenlinie im Inneren von %, die auf L8 die
- Umlaufzahl «> 1 besitze. Wenn sich 8 lings einer Meridianfliche so zu einem Prisma
B aufschneiden lisst, dass & dabei in « unverknotete Sehnen von P ibergeht, so sagen
wir, dass

B mit k einen verallgemeinerten geschlossenen Zopf darstellt, wenn B unverknotet ist,
und dass

B mit k einen verallgemeinerten Schlauchzopf darstellt, wenn B verknotet ist.

Zwei solche Darstellungen, die aus einem Vollring 8B, mit der Knotenlinie %, bezw.
aus einem Vollring B, mit der Knotenlinie %, bestehen, heissen wieder dguivalent, wenn es
eine s-Abbildung der €3 auf sich gibt, die B, so auf B, abbildet, dass dabei k, in k, iibergeht.
Eine Aquivalenzklasse der Darstellungen von verallgemeinerten geschlossenen Zopfen
bezw. von verallgemeinerten Schlauchzopfen beisse verallgemeinerter geschlossener Zopf
bezw. verallgemeinerter Schlauchzopf.

Wenn der Vollring B mit der Knotenlinie &k einen verallgemeinerten geschlossenen
Zopf bezw. einen verallgemeinerten Schlauchzopf Z darstellt und dabei o> 1 die Um-
laufzahl von k auf B ist, so bezeichnen wir « als Fidenzahl von Z. Als Fidenzahl ist wieder
1 ausgeschlossen, da man sonst orientierte Seelen der betreffenden Vollringe erhielte.
In der betrachteten Darstellung von Z wird durch % ein Knoten x, durch die beziiglich %
positiv orientierten Seelen von B ein Knoten A dargestellt. 1 heisse wieder Trdger von Z.
Von dem Kwnoten x sagen wir, dass er durch Z als verallgemeinerter geschlossener Zopf bezw.
als verallgemeinerter Schlauchzopf dargestellt wird. Die Fidenzahl « und die Knoten » und
A sind offenbar unabhingig von der Wahl der Darstellung von Z.
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Fig. 29.

Der in Fig. 29 angegebene Knoten ist ein Beispiel dafiir, dass die hier gegebenen
Definitionen echte Verallgemeinerungen der Definitionen der geschlossenen Zopfe und
Schlauchzépfe sind. In Fig. 29 ist unten das Komplement eines Vollringes B, schematisch
dargestellt. Die Verknotung von £, ist durch einen Torusknoten der Umlaufzahl 2 und der
Verschlingungszahl 5 (Knoten 5, der Alexander-Briggs'schen Tabelle) gegeben. B, stellt
mit der Knotenlinie von Fig. 29 einen verallgemeinerten Schlauchzopf der Fidenzahl 2 dar.
B, ist in Fig. 30 zu einem Prisma aufgeschnitten. Dieser verallgemeinerte Schlauchzopf’
ist kein Schlauchzopf, da %8, das Komplement des verknoteten Vollringes 8,, das in Fig. 29
oben angegeben ist, im Inneren enthilt, und wegen § 23 Hilfssatz 2 ist dies fiir die Darstellung
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Fig. 30.

eines Schlauchzopfes nicht moglich, da B, die Knotenlinie nicht-trivial im Inneren enthilt.
Das letzte folgt wegen des Hilfssatzes von § 15 daraus, dass man aus der Knotenlinie einen
Schlingknoten mit einer Kleeblattschlinge als Diagonalknoten erhilt, wenn man das
Komplement von %B; durch einen unverknoteten Vollring ersetzt.

Die Hilfssiitze 1, 2, 3 von § 22 iibertragen sich ohne weiteres auf die Darstellungen
von verallgemeinerten geschlossenen Zopfen bezw. von verallgemeinerten Schlauchzépfen.
Es kann entsprechend definjert werden:

Ein verallgemeinerter Schlauchzopf Z und ein verallgemeinerter geschlossener Zopf Z*
heissen etnander zugeordnet, wenn es fiir eine Darstellung von Z durch einen Vollring 8
mit der Knotenlinie k und eine Darstellung von Z* durch einen Vollring B3* mit der Knoten-
linie k* eine treue Abbildung von B auf B* gibt, die £ in k* iiberfiihrt,

Damit iibertrigt sich auch der Satz von § 22:

Satz 1: Ein verallgemeinerter Schlauchzopf bestimmi seinen Trdger und seinen zugeord-
neten verallgemeinerten geschlossenen Zopf eindeutig. Zu jedem vom Kreis verschiedenen
Knoten 4 und jedem verallgemeinerten geschlossenen Zopf Z* qibt es genau emnen verallgemes-
nerten Schlauchzopf Z, der A als Triger und Z* als zugeordneten verallgemeinerten Zopf besitzt.

Es soll sich nun darum handeln, die Resultate von § 23 so weit wie moglich zu iiber-
tragen. Dabei ist es zweckmissig, etwas anders vorzugehen. Wir bendtigen dazu

Hilfssatz 1: Wird eine Kugel &, tn der S3 semilinear auf eine Kugel R, in der S
abgebildet, so gehen unverknotete Sehnen von R, tn unverknotete Sehnen von &, 4ber.

Beweis: Wir hatten nur solche s-Abbildungen der &3 auf sich zugelassen, welche die
Orientierung erhalten, und einen Knoten als eine Klasse von Knotenlinien definiert, die
sich durch solche s-Abbildungen der &3 auf sich in einander iiberfiihren lassen. Eine Kreis-
linie geht aber auch dann in eine Kreislinie tiber, wenn man die &2 einer orientierungsum-

kehrenden s-Abbildung unterwirft. Dies folgt daraus, dass bei einer solchen s-Abbildung
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ein Elementarflichenstiick wieder in ein Elementarflichenstiick iibergeht und dass der

Kreis der einzige Knoten vom Geschlecht null ist.

Die abgeschlossenen Komplemente der Kugeln §, und &, sind Kugeln &, bezw. R
Durch eine s-Abbildung von §; auf &, wird eine s-Abbildung des Randes von &, auf den
Rand von &, induziert. Nach § 1 Satz 8 lasst sich eine solche s-Abbildung erweitern zu
einer s-Abbildung von &, auf ®,. Durch die so auf £, und &, definierten Abbildungen
erhilt man eine semilineare Abbildung der &3 auf sich, welche die Orientierung erhilt
oder umkehrt. Hieraus und aus dem zuvor Bemerkten folgt nun die Behauptung, da man

aus einer Sehne von R, die in ®; unverknotet ist, eine Kreislinie erhiilt, wenn man die

Sehne auf dem Rande von §; zu einer Knotenlinie schliesst.

Hilissatz 2: Stellt der Vollring B mit der Knotenlinie k einen verallgemeinerten Schlauch-
zopf bezw. einen verallgemeinerten geschlossenen Zopf der Fidenzahl «>1 dar, so hat B
tn bezug auf k die Ordnung o. Ist m' eine Meridianfliche von B, die k wn nur o Punkten trifft,
und schneidet man B lings m' zu einem Prisma B’ auf, so zerfdllt k in o Sehnen von ',
dte entweder alle von der Dach- zur Bodenfliiche oder alle von der Boden- zur Dachfliche fihren.

Beweis: Die Umlaufzahl von k auf 8B ist «, und diese ist nach § 9 Hilfssatz 1 nicht grosser
als die Ordnung von B in bezug auf k. Andererseits lasst sich 8 s0 zu einem Prisma auf-
schneiden, dass dabei & in « unverknotete Sehnen des Prismas zerfiallt. Das bedeutet ins-
besondere, dass es eine Meridianfliche von B gibt, die % in nur « Punkten trifft. Die Ord-
nung von B in bezug auf k ist also nicht grosser als o und muss somit gleich « sein.

Die zweite Behauptung des Hilfssatzes folgt daraus, dass die Umlaufzahl von k auf
B gleich dem Betrag der algebraischen Schnittzahl von % mit m’ auf B ist. m’ muss also

von k in allen « Schnittpunkten im gleichen Sinne durchsetzt werden.

Hilissatz 3: Der Vollring B stelle mit der Knotenlinie k einen verallgemeinerien
Schlauchzopf bezw. einen verallgemeinerten geschlossenen Zopf der Fidenzahl o dar. Ist dann
m’ esne Meridianfliche von B, die k in nur o Punkten trifft, so geht k bes Aufschneiden von B

lings m’ zu einem Prisma PR’ in o unverknotete Sehnen von P’ iiber.

Beweis: Nach 'Voraussetzung lasst sich 8B lings einer Meridianfliche m so zu einem
Prisma B aufschneiden, dass & in « unverknotete Sehnen von P zerfallt. Wir werden von
B schrittweise zu B’ iibergehen.

Es kann angenommen werden, dass der Durchschnitt von m und m’ nur aus doppel-
punktfreien, paarweise punktfremden Schnittlinien besteht, die %k nicht treffen und die
zum Teil geschlossen sind, zum Teil auf dem Rande von %8 entspringen und enden. Zu m
und mt’ gibt es ndmlich sicher eine dritte Meridianfliche m’’ von B, die m und m’ nur in
solchen Schnittlinien trifft und die mit % ebenfalls nur « Punkte gemein hat. Man kann
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dann die zu beweisende Aussage hintereinander auf die beiden Meridianflichen m, m” und
die beiden Meridianflichen m’, m’”’ anwenden. Die im Weiteren benutzten Prismen sollen
in einem 3-Simplex der ©3 liegen.

Bei Aufschneiden von B zu P geht m in Dach- und Bodenfliche von % iiber, die wir
mit m, bezw. m, bezeichnen. Elementarflichenstiicke auf m bezeichnen wir beim Ubergang
von B zu P entsprechend mit Indices, je nachdem wir sie fiir ¥ auf m, oder m, betrachten.
Alle iibrigen Bezeichnungen werden auf 2 und auf P gleich gewihlt.

Da B in bezug auf t die Ordnung o hat, muss m’ mit t mindestens « Schnittpunkte
gemein haben. Die gemeinsamen Punkte von £ und m’ sind also Schnittpunkte.

Unter den geschlossenen Schnittlinien von m und nt', fall_s solche vorhanden sind,
betrachten wir eine innerste s’ auf m’, die auf m’ ein von weiteren Schnittlinien freies
Elementarflichenstiick ¢’ berandet. Dabei wihlen wir s’ so, dass ¢’ moglichst wenig, etwa
B =0, Schnittpunkte mit & besitzt. Auf m berandet s’ ein Elementarflichenstiick e, das
k ebenfalls in g Punkten trifft. Dies ergibt sich wie im Beweis von § 15 Satz 1:

Sei f, die Anzahl der gemeinsamen Punkte von & und e. Da e’ ausser seinem Rande s’
keine Schnittlinien von m und m’ enthilt, erhilt man aus m eine Meridianfliche von &,
wenn man e durch ¢’ ersetzt. Diese Meridianfliche muss % in mindestens o« Punkten treffen,
da « die Ordnung von 8 in bezug auf k ist. Daraus ergibt sich, dass e hochstens § Punkte
mit % gemein haben kann, also g, <8.

Sei nun s” eine auf e innerste Schnittlinie von m und m’ (dabei kann s" = 5" sein),
die auf ¢ ein von weiteren Schnittlinien freies Elementarflichenstiick e, berandet. Auf e,
liegen 8, =<f, Schnittpunkte von m und k. Nun berandet s” auf m’ ein Elementarflichen-
stiick e;, das f; Punkte mit & gemein habe. Dabei ist 8; <f,, denn man erhilt aus m’
eine Meridianfliche von B, wenn man ¢; durch e, ersetzt, und diese muss k in mindestens o
Punkten, also in mindestens so vielen Punkten wie m’ treffen. Eine auf ¢; innerste Schnitt-
linie von m und m’ berandet auf ¢; ein Elementarflichenstiick, das 8, <85 Punkte mit &
gemein bat. Nach Wahl von s" ist § <f,. Wir erhalten § <8, <f; <f, <, =<f und damit
B =B

¢ und ¢’ beranden zusammen eine Kugel &, die auf 8B liegt. Bei Ubergang von 8 zu
B wird die entsprechende Kugel & auf P berandet von ¢’ und einem auf m, oder m,, etwa
auf m,, liegenden Elementarflichenstiick e,. Man kann nun durch ein Elementarflichenstiick
§, das m’ nicht und % in genau § Punkten trifft und dessen Rand s, auf m, liegt, 5 so in
zwei Kugeln &, &, zerlegen, dass & von &, umfasst wird. Man wihle etwa §* hirireichend
nahe an ¢’. s, berandet auf i, ein Elementarflichenstiick f,, das e, umfasst. Durch k werden
f Sehnen in &, gebildet, die je einen Schnittpunkt von £ und {" mit einem solchen von &
und e, verbinden, und diese Sehnen sind nach § 5 Hilfssatz 6 unverknotet in &, da die
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Sehnen von P unverknotet sind und der Kreis nur als Produkt von Kreisen dargestellt
werden kann. In &, werden « unverknotete Sehnen durch % gebildet, die je einen Punkt von
m, mit einem Punkte von m, —f; +{ verbinden. Schneiden wir nun % lings m —f{ + §'
zu einem Prisma P’ auof, so wird dieses durch ein Elementarflichenstiick, das dem Ele-
mentarflichenstiick § entspricht, in zwei Kugeln &1, &%’ zerlegt. Diese Kugeln sind semili-
neare Bilder von &, und &, vermoge der zu P und P gehérigen Abbildungen von P bezw.
P auf B. Die Sehnen, die in ihnen von k gebildet werden, sind unverknotet nach Hilfssatz
1, da die entsprechenden Sehnen von &, und &, dort unverknotet sind. Nach § 5 Hilfssatz
6 setzen sich die Sehnen von §;' und §; zu unverknoteten Sehnen von '’ zusammen und
zwar wieder zu o Sehnen nach Hilfssatz 2. Die Anzahl der Schnittlinien von m’ und
m—f +§ ist nach Konstruktion um mindestens 1 kleiner als diejenige von m’ und m. Statt
B" schreiben wir wieder B und m statt m —f§+{.

Das eben beschriebene Verfahren kann nun solange fortgesetzt werden, bis alle ge-
schlossenen Schnittlinien von m und m’ beseitigt sind. Die nicht-geschlossenen lassen sich
der Reihe nach entsprechend beseitigen. Es tritt nur an die Stelle von ¢ ein Elementar-
fldchenstiick, das sich aus einem durch eine Schnittlinie von m abgeschnittenen Elementar-
flichenstiick und einem solchen auf dem Rande von 8 zusammensetzt. Schliesslich sind
dann alle Schnittlinien von m und m’ verschwunden, und es folgt die Behauptung aus
Hilfssatz 1 und § 5 Hilfssatz 6 wie oben, wenn man £ lings m bezw. m’ zu einem Prisma
B bezw. P’ aufschneidet und die Zerlegung von  bezw. P’ durch m bezw. m’ in zwei
Kugeln betrachtet.

Wir iibertragen nun die Betrachtungen von § 23. Das Analogon zu § 23 Hilfssatz 1 ist:

Hilissatz 4: Der Knoten x werde durch einen verallgemeinerten Schlauchzopf Y mit
dem Triger A und der Fidenzahl o dargestellt. Wenn sich A durch einen verallgemeinerten
Schlauchzopf Z mat dem Triger p und der Fidenzahl B darstellen lisst, so lisst sich x auch
durch einen verallgemeinerten Schlauchzopf Z' darstellen, der p als Triger hat und die Fadenzahl
o f besitzt.

Beweis: Z werde dargestellt durch den Vollring 8 mit der Knotenlinie I. 1 sei ein Voll-
ring, der [ zur orientierten Seele hat und im Inneren von 8B liegt. Ein solcher Vollring existiert
nach § 10 Hilfssatz 1. Es kann angenommen werden, dass Il mit einer Knotenlinie ¥ im
Inneren von 1l den verallgemeinerten Schlauchzopf Y darstellt und ! eine beziiglich &
positiv orientierte Seele von 11 ist. Nach Hilfssatz 2 ist « die Ordnung von Ul in bezug auf
k, § die Ordnung von B in bezug auf U. Nach § 9 Satz 3 hat 8 in bezug auf £ die Ordnung
af, und nach § 9 Satz 4 hat £ auch die Umlaufzahl «8 auf B. Eine beziiglich I positiv orien-
tierte Seele von B ist auch positiv orientiert beziiglich £ und stellt den Knoten u dar.

Es sei nun 1 eine Meridianfléche von B, die k in genau «f Punkten trifft. Nach § 9
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Hilfssatz 2 und 5 kann n so gewdhlt werden, dass der Durchschnitt von #t mit 11 aus 8
paarweise disjunkten Meridianflichen m,, m,, . . ., mz von U besteht, die £ in je « Punkten
treffen. Durch diese Meridianflichen wird 1l in 8 Kugeln &), &, . . ., & zerlegt. & bildet in
jeder dieser Kugeln &; je « Sehnen, die in &, unverknotet sind. Schneidet man namlich
N lings ml zu einem Prisma P auf, so zerfillt & nach Hilfssatz 3 in « unverknotete Sehnen
von ‘B, die ]"e einen Punkt der Dachfliche von R mit einem Punkt der Bodenfliche ver-
binden. P wird durch Elementarflichenstiicke ms, . . ., mj, die den Meridianflichen m,, . . .,
mg von U entsprechen, in § Kugeln &1, &5, . . ., & zerlegt, die den Kugeln R, Ry ..., 8
von 11 entsprechen. Jede der « Sehnen von §§ wird von einem Elementarflichenstiick m;
(¢ =2, ..., ) in mindestens einem Punkt geschnitten, da jede Sehne einen Punkt der Dach-
fliche von R mit einem Punkt der Bodenfliche verbindet, und auch nur in einem Punkt,
da m; nur insgesamt o Schnittpunkte mit den « Sehnen von P aufweist. Aus § 5 Hilfssatz 6
folgt, dass jede Sehne von P in & eine unverknotete Sehne bildet, und nach Hilfssatz 1 sind
auch die von k in &, gebildeten Sehnen unverknotet in §,.

Wir kénnen eine Seele I, von 11 wihlen, die jede der Meridianflichen m,, m,, . . ., ni
in genau emem Punkte trifft. [, werde so orientiert, dass I, auf 11 zu ! homolog ist. B stellt
it [, denselben verallgemeinerten Schlauchzopf Z dar wie 8 mit I, denn nach § 6 Hilfssatz
1 gibt es eine s-Abbildung der €2 auf sich, die [ in [, iiberfiihrt und auf dem Komplement
von U, insbesondere also auf dem Rande von B, die Identitit ist.

Wir schneiden nun % lings 1 zu einem Prisma £ auf. Nach Hilfssatz 2 und 3 zerfallt
dabei I, in  unverknotete Sehnen von ), die je einen Punkt der Dachfliche von Q mit
einem Punkt der Bodenfliche verbinden. Den Kugeln §; entsprechen auf £ Kugeln &',
die je eine der aus [, entstandenen Sehnen von £) enthalten. Da die in & liegende Sehne
von L) unverknotet in Q ist, ist sie nach § 8 Hilfssatz 2 auch unverknotet in &;’, und das
abgeschlossene Komplement von &’ in bezug auf £) ist ein unverknoteter Vollring nach
§ 8 Hilfssatz 1. £ zerfillt in Q in «f Sehnen von £, von denen je « in einer Kugel §;"
liegen. Diese Sehnen sind nach Hilfssatz 1 unverknotet in &, da die entsprechenden Sehnen
von &; in &, unverknotet sind. Da nun das abgeschlossene Komplement von &;’ in bezug
auf £ ein unverknoteter Vollring ist, sind die Sehnen von &;” nach § 8 Hilfssatz 1 auch
unverknotet in L. k zerfillt also in £ in af unverknotete Sehnen von £, woraus sich
die Behauptung ergibt. ‘

Wie das oben angefithrte Beispiel fitr einen verallgemeinerten Schlauchzopf zeigt
(Fig. 29, 30), lasst sich § 23 Hilfssatz 2 nicht vollstandig iibertragen. Der jetzt vorliegende
Sachverhalt wird durch die Hilfssitze 5, 6 charakterisiert.

Hilissatz 5: Durch den Vollring B* mit der Knotenlinie k werde ein verallgemeinerter
Schlauchzopf Z* der Fidenzahl o> 1 davnostelll. R sei ein verknoteter Vollring im Inneren
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von B*, der k nicht-trivial im Inneren enthilt. Dann stellt B mit k einen verallgemeinerten
Schlauchzopf Z dar. Die Fidenzahl y von Z ist Tetler von a. Fir y = o ist Z = Z*, fiir y <a
stellt B* mit einer orientierten Seele von B einen verallgemeinerten Schlauchzopf der Fidenzahl
B =ay Ldar.

Beweis: Man kann den Beweis von § 23 Hilfssatz 2 bis auf den dritten Schritt, der hier
durch die Voraussetzungen gegenstandslos ist, fast wortlich iibertragen. Es kann jedoch
unter Benutzung von Hilfssatz 3 und fritherer Resultate ein einfacherer Beweis gegeben
werden.

Nach Hilfssatz 2 hat 8* in bezug auf k die Ordnung «. Sei § die Ordnung von B*
in bezug auf B und y die Ordnung von B in bezug auf k. Nach § 9 Satz 3 ist « = . Ferner
sei »' die Umlaufzahl von k auf 8 und g’ die Umlaufzahl einer orientierten Seele von 8
auf B*. Da o die Umlaufzahl von &k auf B* ist, gilt « =By’ nach § 9 Satz 4 und damit
By =py". Nach §9 Hilfssatz 1 ist 8’ < und y’ <y, woraus wegen fy =f’y’ folgt § =’
und y =9 .

Es sei nun m* eine Meridianfliche von 8B*, die k in genau « Punkten trifft. Nach § 9
Hilfssatz 2 und 5 kann m* so gewihlt werden, dass der Durchschnitt von m* mit 28 nur
aus § Meridianflichen my, m,, ..., ms von B besteht, die & in je y Punkten treffen.
Schneidet man B* lings m* zu einem Prisma P auf, so zerfillt B in g f(ugeln [ A
R auf P und % in « unverknotete Sehnen von 9P, die nach Hilfssatz 2 je einen Punkt
der Dachfliche mit je einem Punkt der Bodenfliche von P verbinden. Jede der Kugeln
Ri(t=1,2,...,p) enthilt je y solcher Sehnen. Daraus folgt, dass jede der Kugeln K mit
der Dachfliche und der Bodenfliche von } je ein Elementarflichenstiick gemein hat,
das einer Meridianfliche von 8B entspricht.

Jede der y Sehnen von & ist unverknotet in P und damit nach § 8 Hilfssatz 2 auch
unverknotet in {;, und nach § 8 Hilfssatz 1 ist das abgeschlossene Komplement von K
beziiglich P ein unverknoteter Vollring.

Betrachten wir nun den Fall 8 =1 (vgl. 4. Schritt des Beweises von § 23 Hilfssatz 2).
Sei a eine orientierte Seele von B, welche die auf m* liegende Meridianfliche m, von B
in nur einem Punkte trifft. Thr entspricht in B eine unverknotete Sehne a’ von 1. Da das
abgeschlossene Komplement von &; in bezug auf P ein unverknoteter Vollring ist, ist
o’ nach § 8 Hilfssatz 1 auch unverknotet in §§ und daher @ nach § 6 Hilfssatz 2 auch orien-
tierte Seele von B*. B und B* sind also gleich verknotet, und B* hat in bezug auf B die
Ordnung 1. Nach § 10 Hilfssatz 2 gibt es eine s-Abbildung der &? auf sich, welche B* in
B iiberfithrt und ausserhalb einer beliebig kleinen Umgebung des abgeschlossenen Komple-
ments von B beziiglich B*, aléo insbesondere auf &, die Identitét ist. Daraus folgt, dass
. B mit % denselben verallgemeinerten Schlauchzopf darstellt wie B* mit .
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Sei nun B> 1. Den Kugeln & auf 8 entsprechen Kugeln &, in B*, die sich zu B
zusammensetzen. Sei a eine orientierte Seele von B, die in jeder Kugel §; je eine unver-
knotete Sehne a; bildet. Einer solchen Sehne a, entspricht nach Hilfssatz 1 in & eine un-
verknotete Sehne a; von ;. Da das abgeschlossene Komplement von & beziiglich § ein
unverknoteter Vollring ist, ist a; auch unverknotet in 3. Daraus folgt, dass B* mit a
einen verallgemeinerten Schlauchzopf der Fidenzahl § darstellt.

Wir schneiden nun 8 lings m, zu einem Prisma P’ auf. L wird durch Elementar-
flichenstiicke, die den Meridianflichen m,, .. ., Mz von B entsprechen, in B Kugeln &',
', ..., K zerlegt, die den Kugeln R, ..., R auf B entsprechen. k zerfillt in y
Sehnen von PR, die je einen Punkt der Dachfliche von B’ mit einem Punkt der Boden-
fliche von P verbinden, denn es wird nt; von % in allen Schnittpunkten im gleichen Sinne
durchsetzt, da die Umlaufzahl von k auf 8B gleich der Ordnung von & in bezug auf £ ist.
Jede Sehne von. R’ bildet also je eine Sehne in &’ und zwar eine unverknotete nach Hilfs-
satz 1, da die entsprechenden Sehnen von R in &; unverknotet sind. Aus § 5 Hilfssatz 6
folgt, dass die Sehnen von PB" unverknotet sind. Es kann nun nicht y =1 sein, da sonst
k nur eine unverknotete Sehne von B’ entspriche und somit £ nach § 6 Hilfssatz 2 orientierte
Seele von B wire, wihrend doch k nicht-trivial in % liegen sollte. Es ist also y > 1, und B
stellt mit £ einen verallgemeinerten Schlauchzopf der Fidenzahl y dar. Der Hilfssatz ist
damit bewiesen.

Hilfssatz 6: Durch den Vollring L% mit der Knotenlinie k werde ein verallgemeinerter
Schlauchzopf Z* der Fadenzahl o> 1 dargestellt. B sei ein verknoteter Vollring, der k im
Inneren enthilt und dessen abgeschlossenes Komplement t1m Inneren von B* enthalten ist.
Dann vst k nullhomolog auf B.

Beweis: Nach § 15 Satz 1 gibt es eine Meridianfliche m* von 8*, die den Rand von B
nicht und %k in genau « Punkten trifft. Schneidet man B* lings m* zu einem Prisma P
auf, so zerfillt £ nach Hilfssatz 3 in « unverknotete Sehnen k; (: =1, 2, .. ., «) von P, die
wegen Hilfssatz 2 je einen Punkt der Dachfliche mit einem Punkt der Bodenfliche von
P verbinden. Verbindet man nun den Endpunkt der Sehne %; in der Bodenfliche von 3
durch eine Strecke ; mit dem Punkte der Bodenfliche, der unter dem Anfangspunkt von
k{ liegt, so erhilt man aus %; und ; dadurch, dass man den Anfangspunkt von u; von der
Bodenfliche ins Innere von P abhebt, eine unverknotete Sehne k;’ von P, der nach § 6 Hilfs-
satz 2 eine orientierte Seele a;” von B* entspricht. Dann entspricht aber auch %; «; eine orien-
tierte Seele a; von B*, da sich die Deformation von kju; in eine Deformation von a; auf
B* iibertrigt. Die Bilder der Strecken u; auf m* bilden eine 1-Kette u. Nach § 15 Satz
2 ist jede Seele a; von B* auf B nullhomolog. Man bemerkt: Der 1-Zyklus k auf B lisst

sich durch Hinzunahme einer 1-Kette « auf m* in einen 1-Zyklus iiberfithren, der auf 8
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nullhomolog ist. u ist als Differenz zweier 1-Zyklen ein 1-Zyklus, und « ist nullhomolog auf
B, da u auf dem Elementarflichenstiick m* im Inneren von L liegt. Damit folgt, dass &

nullhomolog auf B ist.

Hillssatz 7: Durch den Vollring B* mit der Knotenlinie k werde ein verallgemeinerter
Schlauchzopf Z* dargestellt. B sei etn verknoteter Vollring, der k nicht-trivial tm Inneren
enthdilt und auf dem k wicht nullhomolog ist. Dann lisst sich durch eine s-Abbildung der &3
auf sich, die auf k die Identitit ist, B entweder in einen Vollring tiberfihren, der im Inneren
von B* liegt, oder in einen Vollring berfiihren, der B* umfasst.

Der Beweis ergibt sich wie bei § 23 Hilfssatz 3 durch Anwendung von § 18 Satz 1.
Fall 3 dieses Satzes scheidet hierbei wegen Hilfssatz 6 durch die Voraussetzung aus,
dass k& nicht nullhomolog auf B ist. Dass Fall 4 von § 18 Satz 1 nicht eintreten kann, ergibt
sich wegen Hilfssatz b fast wortlich wie im Beweise von § 23 Hilfssatz 3.

Hilissatz 8: Ewn Knoten, der sich als verallgemeinerter Schlauchzopf darstellen ldsst,
kann nicht durch zwei verschiedene verallgemeinerte Schlauchzopfe der gleichen Fidenzahl
dargestellt werden.

Der Beweis von § 23 Hilfssatz 4 Ubertrigt sich fast wortlich.

Hilfssatz 9: Der Knoten x lasse sich durch einen verallgemeinerten Schlauchzopf Z
wmit der Fidenzahl o und dem Tréiger A darstellen. Ist B ern Vollring, der mit der Knotenlinie
k den (orientierten) Begleitknoten A von x darstellt, so stellt B mit k den verallgemeinerten
Schlauchzopf Z dar.

Der Beweis von § 23 Hilfssatz 5 iibertrigt sich wegen Hilfssatz 7 ohne weiteres.

Sel nun » ein Knoten, der sich als verallgemeinerter Schlauchzopf darstellen lisst,
k eine Knotenlinie, die » darstellt. Wir wollen weiterhin unter den Begleitknoten von zx
nur solche zulassen, die man durch Vollringe erhalten kann, welche & nicht-trivial im Inneren
enthalten und auf denen k& nicht nullhomolog ist, also nicht die Umlaufzahl null hat. Dies
sind gerade die orientierten Begleitknoten von %, wihrend die nicht-orientierten ausscheiden.
Unter dieser Einschrinkung erhilt man aus den Hilfsséitzen 4, 5, 7, 8, 9 fast wortlich wie
in § 23 die folgenden Sitze:

Satz 2: Ein Knoten x, der sich als verallgemeinerter Schlauchzopf darsiellen ldsst,
besitzt unter seinen orientierten Begleitknoten einen einzigen maximalen A'. Dieser st Triger
etnes verallgemeinerten Schlauchzopfes Z', welcher der einzige verallgemeinerte Schlauchzopf
kleinster Fidenzahl ist, durch den sich x darstellen lisst. x ist durch A’ und den verallgemeinerten

geschlossenen Zopf Z*, der Z' zugeordnet ist, umkehrbar eindeutig bestvmmd.

Folgerung: Jeder  Knoten, der sich als verallgemeinerter Schlauchzopf darstellen
lasst, ist Primknoten.
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Satz 3: Ein Knoten x, der sich als verallgemeinerter Schlauchzopf darstellen lisst, besitzt
eine Darstellung durch einen verallgemeinerten Schlauchzopf Z” grosster Fidenzahl. Der
Trager X' von Z' st unter den Begleitknoten von x der kleinste, der als T'riger einer Dar-
stellung von » als verallgemeinerter Schlauchzopf auftreten kann. Ein orientierter Begleitknoten
1 von x ist entweder Begleitknoten von ' oder Triger eines verallgemeinerten Schlauchzopfes,
durch den » dargestellt werden kann. Im letzten Falle ist y entweder gleich A oder ein Knoten,

der sich durch einen verallgemeinerten Schlauchzopf mit dem Triger A" darstellen lisst.

Satz 4: Ein Knoten, der sich als verallgemeinerter Schlauchzopf darstellen lisst, besitzt
nur eine solche Darstellung genaw dann, wenn sein maximaler orientierter Begleitknoten

nicht als verallgemeinerter Schlauchzopf darstellbar ist.

Satz 5: Ein Knoten », der sich als verallgemeinerter Schlauchzopf darstellen ldsst, kann
nur durch endlich viele verallgemeinerte Schlauchzopfe dargestellt werden. Werden diese
verallgemeinerten Schlauchzopfe nach aufsteigender Fadenzahl geordnet, so sind thre Tréger als
Begleitknoten von x streng absteigend geordnet.
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