DIE REDUKTIONSTHEORIE DER POSITIVEN QUADRATISCHEN
FORMEN

VON

B. L. vaNn pEr WAERDEN

in Ziirich

,»Obschon die rationalen quadratischen Formen zu den #ltesten Gebieten der
Zahlentheorie iiberhaupt gehéren, haben sie doch bisher nur im bindren Fall
eine einigermassen abschliessende Behandlung erfahren. Was dariiber hinaus
angeboten wird, befindet sich in einem chaotischen unbefriedigenden Zustand,
wie die enzyklopéadische Darstellung von Bachmann deutlich erkennen lasst.
Nirgends bemerkt man, dass leitende Gesichtspunkte in den Vordergrund gestellt
und nebenséachliche ihnen untergeordnet werden.**

H. Branpt, Uber Stammformen. Ber. Verh.

sdchs. Akad. Leipzig, 100 (1952), S. 3.

Einleitung

Seit Brandt die eben zitierten Worte geschrieben hat, ist das Buch von Eichler,
Quadratische Formen und orthogonale Gruppen (Springer 1952), erschienen, in dem wirklich
leitende Gesichtspunkte in den Vordergrund gestellt sind. Jedoch ist damit erst ein Anfang
gemacht, denn vieles Wichtige ist bei Eichler nicht ausgefithrt und im Ganzen ist die Theorie
nach wie vor, wie Brandt ganz richtig sagt, in einem chaotischen Zustand.

Fragen wir z. B. ganz konkret: Was wissen wir von den Darstellungen gegebener
Zahlen durch quaternire Formen? so finden wir in der Literatur einerseits die allgemeine
Mafiformel von Siegel!, andererseits eine Reihe von zerstreuten Untersuchungen mit

ganz verschiedenen Methoden iiber spezielle Formen wie

fxy, @y, 23, ,,) = 25 + 25 + 25 + 25, (A)

1 C. L. SieceL, Analytische Theorie der quadratischen Formen I. Annals of Math., 40, 52. Dazu
Kap. 5 des Buches von EICHLER.
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Von einer systematischen Herleitung dieser Ergebnisse aus einer allgemeinen Methode
sind wir noch weit entfernt. Zwar hat Hurwitz den Zusammenhang mit den Quaternionen
hergestellt, aber er hat seine Methode nur auf die eine Form (A) angewandt.

Um hier weiter zu kommen, miisste man einerseits die allgemeine Malformel auf quater-
nire Formen spezialisieren und die in ihr vorkommenden Faktoren explizit auswerten,
andererseits die Hurwitzsche Zahlentheorie der Quaternionen und die Gauss’sche Theorie
der bindren Formen verallgemeinern. Indem man nach Hilberts bewihrtem Rezept
von den ganz einfachen Beispielen ausgeht und dabei doch die allgemeinen Gesichtspunkte
im Auge behilt, muss es moglich sein, eine befriedigende Theorie aufzubauen.

Ein Hilfsmittel wird man dabei jedenfalls brauchen, nimlich die Reduktionstheorie.
Man wird ndmlich in konkreten Fillen untersuchen miissen, welche Formenklassen ge-
gebener Diskriminante es gibt. Das geeignete Hilfsmittel dazu ist, wie im bindren Fall, die
Reduktionstheorie.

Eine positive binidre Form!
2 2
f@y, @) = frg 21 + f1o @1 Ty + fop 22

heisst nach Lagrange (sieche Literaturverzeichnis am Schluss der Abhandlung) reduziert,

wenn die Koeffizienten die Bedingungen
fal = fu = fa (B)

erfiilllen. Jede positive Form f ist d4quivalent einer reduzierten Form.

Die Bedingungen (B) sind, wie man leicht sieht, gleichbedeutend mit der Forderung,
dass fi; = f(1,0) = f(e;) das erste und f,, = f(0,1) = f(e,) das zweite Minimum der Form f
ist, d. h. f,; ist das Minimum von f(s) fir Gittervektoren s += 0 und f,, ist das Minimum von
f (s) fiir Gittervektoren s, die von e; = (1,0) linear unabhingig sind.

In dhnlicher Weise kann man nach Seeber und Dirichlet auch bei terniren Formen
fordern, dass f,, f,, und f;5 das erste, zweite und dritte Minimum sein sollen.

Fiir n-dre Formen ist jedoch diese Reduktion nach sukzessiven Minima nicht durch-
fihrbar, weil die sukzessiven Minimumvektoren im allgemeinen keine Basis des vorgelegten
Gitters bilden. Anders ausgedriickt: es gibt nicht in jeder Formenklasse eine reduzierte
Form im Sinne von Dirichlet. Ein Beispiel fiir n =5 wird man in § 7 finden.

Aus diesem Grunde hat Hermite den Begriff der reduzierten Form anders definiert.

Eine positive quadratische Form

1 Ich folge SEEBER und BraxDT, indem ich den Koeffizienten von z,z, nicht, wie Gauss, 2b oder
2f,5, sondern f,, nenne. Die arithmetische Theorie wird dadurch, wie BRANDT am Beispiel der terniren
Formen gezeigt hat, sehr viel einfacher. Die Koeffizienten f,, sind in dieser Arbeit immer reelle Zahlen.
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heisst nach Hermite reduziert, wenn f,; der kleinstmogliche Wert des ersten Koeffizienten
far alle zu f dquivalenten Formen ist, f,, der kleinstmogliche Wert des zweiten Diagonal-
koeffizienten fiir alle dquivalenten Formen mit dem gleichen Koeffizienten f;,, ebenso
fas minimal bei gegebenen f;; und f,,, ete. bis f,,.

Minkowski hat eine etwas einfachere Definition gegeben. Eine Form f heisst nach

Minkowski reduziert, wenn folgende Ungleichungen gelten:
foe < f(s1, ..., 8,) fur alle ganzen Zahlen s, ..., s, mit (s, ..., s,) =1 (D)

Ist eine Form im Sinne von Hermite reduziert, so auch im Sinne von Minkowski; das
folgt leicht aus den Sitzen des nachfolgenden § 1. Ob das Umgekehrte auch gilt, weiss
ich nicht.

Der Vollstindigkeit halber moge hier auch noch der Reduktionsbegriff von Selling
erwiahnt werden. Siehe dariiber den neuen Enzyklopéddieartikel von O. H. Keller, Geo-
metrie der Zahlen, S. 56.

Die vorliegende Arbeit besteht aus 3 Hauptteilen. Ich gebe zuniichst eine Ubersicht
iiber den Inhalt der 3 Teile.

Teil I (§ 1-10)

Die Bedingungen (D) haben die Form von linearen Ungleichungen in den Koeffizienten
fi;- Es gelang Minkowski, zu beweisen, dass alle Bedingungen (D) aus endlich vielen unter
ihnen folgen. Ferner bewies Minkowski eine fundamentale Ungleichung fir die Diskri-

minante D, einer reduzierten Form, niamlich

)'nfllf22“'fnn§Dn' (E)

Fir n =2 und 3 hatten bereits Gauss und Seeber solche Ungleichungen (mit 4, = £ und
A3 = 1) erhalten.
In seiner Geometrie der Zahlen hatte Minkowski eine dhnliche Ungleichung fiir

die sukzessiven Minima N,, N,, ... einer positiven Form f hergeleitet, namlich
N Ny...N,=u, D,. (F)

Nach einer gut begriindeten Vermutung von H. Weyl hatte Minkowski die Absicht,
seine Geometrie der Zahlen fiir die Reduktionstheorie nutzbar zu machen und insbesondere
(E) aus (F) herzuleiten. Er hat aber anscheinend die Bricke zwischen (F) und (E) nicht
gefunden; denn in seiner grossen Abhandlung [2] tiber die Reduktionstheorie, die 9 Jahre

nach der ,,Geometrie der Zahlen'* erschien, macht er von seinen eigenen geometrischen
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Methoden keinerlei Gebrauch. Der Beweis der Ungleichung (E) ist bei Minkowski in
komplizierter Weise verkntpft mit dem Endlichkeitsbeweis fiir die Reduktionsbedingungen
(D).

Eine Vereinfachung dieses Endlichkeitsbeweises gelang Bieberbach und Schur. Sie
spalteten den Endlichkeitssatz in zwei Teilsétze auf (Satz 8 und Satz 9 im folgenden
§ 8), von denen der zweite sagt, dass nur in endlich vielen Bedingungen (D) fir reduzierte
Formen das Gleichheitszeichen gelten kann, und der erste, dass aus diesen Bedingungen
die tbrigen folgen.

Die Ungleichung (E) wurde von Remak 1938 neu bewiesen und verschérft. Im gleichen
Jahr gelang Mahler der Ubergang von (F) zu (E) in einer sehr einfachen Weise, indem er
eine Ungleichung

bewies. Die Ungleichung (G) wurde 1940 von Weyl wiederentdeckt. In § 6-7 wird sich
zeigen, dass die Ungleichung (G) durch Anwendung der Remakschen Schitzungsmethode
ohne Mithe so verschirft werden kann, dass die Ungleichung (E) mit dem von Remak
angegebenen Koeffizienten 1, herauskommt. Die gleiche Schitzungsmethode fithrt dann
in § 8 auf dem von Bieberbach—Schur und Weyl gezeigten Weg zum Beweis des Endlich-
keitssatzes fir die Bedingungen (D).

Mit derselben Methode, unter Anwendung eines zahlentheoretischen Kunstgriffes,
ergibt sich in § 10 ein sehr einfacher Beweis fir den ,,zweiten Endlichkeitssatz, der besagt,
dass nur endlich viele ganzzahlige Transformationen reduzierte Formen in reduzierte
Formen tuberfithren kénnen.

Umn die Darstellung leicht verstdndlich zu machen, werden in § 1-5 die Grundbegriffe
von Anfang an entwickelt. § 1 handelt von den Basen eines Gitters und den primitiven
Systemen von Vektoren ey, ..., e, die sich zu einer Basis erginzen lassen. In § 2 wird eine
guadratische Metrik eingefithrt und die dazu gehorige Form f als Summe von Quadraten
geschrieben; im Anschluss daran wird gezeigt, dass die Diskriminante D, der Form f das
Quadrat des Volumens der Gittermasche ist. In § 3 wird bewiesen, dass es in jeder Klasse
von positiven Formen eine reduzierte im Sinne von Minkowski gibt. § 4 handelt von den

Ungleichungen von Gauss und Seeber fir binire und ternire reduzierte Formen
Dy = § f11 f2o und Dy = 4 f11 f22 f5s- (H)

In § 5 werden die sukzessiven Minima N,, N,, ... eingefiihrt und die Ungleichung von

Minkowski (F) bewiesen.
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Beim Beweis der Ungleichung von Mahler (G) in § 6 ergibt sich gleichzeitig, dass fiir

k < 4 die Gleichung
fklc = N, (k=1,2,3,4) @

gilt. Daraus folgt, dass die reduzierten Formen in hochstens 4 Variablen auch im Sinne
der sukzessiven Minima reduziert sind. Dieses Ergebnis stammt von Julia, der auch die
einzige quaterndre Form bestimmt hat, deren erste 4 Minimumvektoren nicht notwendig
eine Basis des Gitters bilden (§ 7).

In § 8 wird der Endlichkeitssatz fiir die Reduktionsbedingungen (D) nach Bieberbach—
Schur mit der Vereinfachung von Weyl bewiesen. Die Schitzungsmethode von Remak fithrt
zu recht scharfen Schranken fiir die in (D) auftretenden ganzen Zahlen s, ..., s,.

In § 9 werden die Reduktionsbedingungen fiir binire, ternire und quaternire Formen
vollstéindig ausgeschrieben. Es ist zu erwarten, dass in einer kiinftigen Theorie der quater-
niren Formen diese Reduktionsbedingungen und die von Mahler [3] zuerst formulierte
Ungleichung

‘D42%f11f22f33f44 (K)
eine dhnliche Rolle spielen werden wie die Bedingungen (B) und die Ungleichung (H) in
der Gaussschen Theorie der bindren Formen.

In § 10 wird der ,,zweite Enllichkeitssatz'* bewiesen. Die bisherigen Beweise, unter -
denen der von Siegel hervorgehoben zu werden verdient, benutzen recht komplizierte
Abschitzungen. Man kommt abar mit den gleichen Beweismethoden aus, die beim ersten
Endlichkeitssatz zum Ziel filhrten, indem man zunichst mittels eines zahlentheoretischen
Kunstgriffes die Koordinaten der sukzessiven Minimumvektoren s,, ..., s, abschétzt und
dann die Ubergangsmatrix, die von einer reduzierten Gitterbasis (e,, ..., e,) zu einer
anderen (e, ..., e,) fithrt, als Produkt 8’S- darstellt, wobei S von den s; zu den e; und S’

von den s; zu den e; fihrt.

Teil 11 (§ 11-13)

Die positiven quadratischen Formen bilden ein Gebiet G im N-dimensionalen Raum
aller quadratischen Formen. Die reduzierten Formen bilden in dieser offenen Menge eine
nZelle’ Z, die durch endlich viele ebene ,,Winde begrenzt wird. Eine unimodulare
Transformation 7' der Variablen z,, ..., z, transformiert Z in eine Zelle TZ, die in 2"
trivialen Fillen mit Z zusammenfillt, sonst aber mit Z hichstens Randpunkte gemeinsam
hat. Die Zellen 7'Z iiberdecken zusammen das ganze Gebiet G, jeder Punkt von G gehort
nur endlich vielen Zellen an und die Zellen haufen sich nur gegen den Rand von ¢. Von
jeder Zelle Ty Z aus kann man jede andere TZ erreichen durch Ubergang zu Nachbarzellen

T,Z, T,Z, ..., TZ, von denen je zwei aufeinanderfolgende ein (N — 1)-dimensionales
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Wandstiick gemeinsam haben. Das alles hat Weyl auf Grund seiner Abschitzungen streng
bewiesen. Man braucht die Abschétzungen aber nicht, sondern man kann topologische
Schliisse benutzen, die im wesentlichen darauf beruhen, dass ein N-dimensionales Gebiet
durch einen linearen Raum von weniger als N — 1 Dimensionen nicht zerlegt wird. Diese
Schlisse lassen sich auch in anderen Fallen anwenden, in denen keine expliziten Ab-
schitzungen verfiigbar sind.

Der Teil der Zelle Z, der durch

fora=0 (k=1,2,..,2—1) (L)

bestimmt wird, ist nach Minkowski ein Fundamentalbereich fiir die Gruppe der Transfor-
mationen 7' im Gebiet der positiven Formen.

Wenn die Formen f durch f;; +:-- +f,, =1 normiert werden, so wird aus der Zelle
Z ein beschrianktes Polyeder im (N — 1)-dimensionalen Raum. Im Fall » =2 ist dieses
Polyeder ein Dreieck. Man kann es in den bekannten Fundamentalbereich der Modul-

gruppe transformieren (§ 13).

Teil IIT (§ 14-16)
Die Ungleichung (F) hingt unmittelbar mit dem Problem der dichtesten gitterférmigen

Kugelpackung im n-dimensionalen Raum zusammen. Aus (F) folgt namlich
NT =, D, oD

Dabei ist N; das erste Minimum der Form f, d. h. das Quadrat des Abstandes von 0 zum
nichsten Gitterpunkt und D, das Quadrat des Volumens der Gittermasche. Umgekehrt
folgt auch (F) aus (M).

n

In § 14 wird zunichst nach Minkowski gezeigt, dass V' D, eine konkave Funktion der
Koeffizienten f,; ist. Daraus folgt, dass das Minimum von D, bei gegebenem f;; = NV, nur
von einer ,,Kantenform‘ auf einer eindimensionalen Kante der Zelle Z geliefert werden
kann. Um das Minimum effektiv zu bestimmen, hat man nach Korkine und Zolotareff
zunichst alle Extremformen aufzustellen. Eine Form f heisst extrem, wenn bei jeder kleinen
Anderung, bei der das erste Minimum N, gleich bleibt, die Diskriminante D, zunimmt.

Die Minimumvektoren s einer Extremform / werden, wenn N; =1 normiert wird,

durch
f(s)=1 (N)

definiert. Es gibt fiir jede Form f nur endlich viele Gittervektoren s mit der Eigenschaft

(N). Unter den endlich vielen Gleichungen (N) gibt es N linear unabhingige, welche die
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Koeffizienten f;; vollstindig bestimmen (§ 15, Satz 21). Dieser Satz von Korkine und Zolo-

n
tareff folgt fast unmittelbar aus der Konkavitét der Funktion VD_n

In § 16 werden zunichst auf Grund eines weiteren Satzes von Korkine und Zolotareff die
terndren und quaterniren Extremformen bestimmt. Fiir n = 3 gibt es nur eine Extrem-
form, die zu der bekannten dichtesten gitterformigen Kugelpackung fithrt. Fir n =4
gibt es 2 Extremformen mit verschiedenen Diskriminanten, von denen eine das Minimum
D, =1} N liefert. Am Schluss wird noch eine Ubersicht iiber die Untersuchungen von
Korkine, Zolotareff, Hofreiter und Coxeter gegeben, die zur Bestimmung der quiniren

und sendren Extremformen gefithrt haben.

Temw 1
§ 1. Primitive Vektorsysteme in einem Gitter

DEerInITION. Ein Gitter G, besteht aus allen ganzzahligen Linearkombinationen
y=e y; +-- +e,y, von n linear unabhingigen Vektoren e,, ..., e,. Diese n Vektoren

bilden eine Basis des Gitters.

DEerintTION. Irgend & linear unabhiingige Gittervektoren s, ..., s, bilden fiir das
gegebene Gitter ein primitives System, wenn es in dem von ihnen aufgespannten linearen
Raum keine Gittervektoren ausser ganzzahligen Linearkombinationen s, g; +-+- + s, g,
gibt. Besteht das System nur aus einem Vektor s, so heisst dieser ein primitiver Vektor des
Gitters.

Satz 1. Ein primitiver Vektor s kann zu einer Basis des Gitters erginzt werden.
Beweis: Sei s =e; s, + -+ +e,5, Wir konnen annehmen, dass die s; nicht negativ sind
(sonst wiirde man — e; statt e; als Basisvektor nehmen) und dass s, der kleinste von Null

verschiedene Koeffizient ist. Ist nun etwa s,= 0, also s, = s;, s0 kann man den Ausdruck

fiir s so umformen
’ '
s=(e; T e,q)s; T ey(s,—qs;) T egsy+ - +e,8,=e s +e s e+ Fe,s,

mit s; = s, —¢s,. Wihlt man ¢ so, dass s; positiv oder Null, aber < s, wird und verkleinert
man in der gleichen Weise die ibrigen Koeffizienten, so erhilt man entweder die Koeffi-
zientenreihe (s,, 0, ..., 0) oder man erhalt einen positiven Koeffizienten s < s;. In diesem
Fall bringt man den kleinsten positiven Koeffizienten durch Vertauschung der Basisvek-
toren wieder an die erste Stelle und setzt das Verfahren fort. So erhilt man nach endlich

vielen Schritten eine neue Basis (e, ..., e}) und einen Ausdruck fiir s von der Form

s=efm (m>0).

18 — 563802. Acta mathematica. 96. Imprimé le 31 décembre 1956.
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Wenn nun s primitiv ist, muss m =1 sein. Man erhilt also s —ef und der Satz ist

bewiesen.

KorroLAR 1. Ein Gittervektor s =e, s; + -+ + e, 5, ist dann und nur dann primitiv,
wenn der GGT der Koeffizienten Eins ist. Diese Eigenschaft bleibt nimlich bei Koeffi-

ziententransformationen s; —s, —¢s, erhalten.
Sarz 2. Ein primitives System s,, ..., 8, kann zu einer Basis des Gitters ergdinzt werden.

Beweis: Fir k =1 haben wir Satz 1. Wir kénnen also eine Induktion nach k ansetzen.
Ein primitives System s,, ..., s, sei gegeben. Nach der Induktionsvoraussetzung kénnen

wir eine Basis e, ..., e, so wihlen, dass s; =e,, ..., 5, = ¢, wird. Wir setzen nun
- ,
Spy1 =€y 8 T ey st e 18, T e, 8,

an. Die Koeffizienten s, 4, ..., s, sind nicht alle Null, denn sonst wiren e,, ..., €, S
linear abhingig. Wir formen nun die Zahlenreihe s,,4, ..., s, genau so um wie beim Beweis

von Satz 1 und erhalten.
Spi1 =€ 8 T T e s +ekam  (m>0). (1)

Der Vektor e}, ist Gittervektor und liegt in dem linearen Raum, der von e, ..., e,
841 aufgespannt wird, muss also eine ganzzahlige Linearkombination dieser Vektoren sein.

Daraus folgt m = 1. Man kann nun e}, als Basisvektor durch
Sy €8y T e s, + ek

ersetzen. Damit ist der Satz bewiesen.

KorroLAR 2. Ein Vektor s =e; s; + -+ + e,5, bildet mit e, ..., ¢, dann und nur dann
ein primitives System, wenn die Koeffizienten s,_,, ..., s, nicht alle Null sind und ihr GGT

Eins ist.

KorroLAR 3. Sind ey, ..., €, 5, linear unabhiingig, so kann man unter Beibehaltung

der Basisvektoren e, ..., e,, den niichsten Basisvektor ef.1 so wihlen, dass (1) gilt.

§ 2. Quadratische Metrik

Ist eine Basis e,, ..., e, des reellen Vektorraums E, gegeben und driickt man jeden

Vektor x durch die Basis aus:
X=ex;+- +e,u,

so definiert jede positive reelle quadratische Form
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2
flx)= Z fudi+ 2 fiai s (2)
i i<k

eine quadratische Metrik. Die reelle, nicht negative Zahl f(x) heisst auch Norm des Vektors
x, ihre Quadratwurzel ist die Linge |x|:
Nx =|x|*=f(x).

Mit der Norm ist das Skalarprodukt
(x,y)= Z foxiyi+3 Zk fore (s Yo + T 1)

invariant verknupft. Ist (x, y) =0, so heissen x und y orthogonal oder senkrecht.
Man kann die Form (2) so schreiben:
f@) = fru (@ + 3 fii fra e+ + 3 i fra ) +9(@,, ..o ).

Wiederholt man das Verfahren, so erhidlt man schliesslich die Jacobische Darstellung

fl@)y=8+ - +& (3)

mit E1=hy (2 + Bra @+ -+ Pin X)),
Ey= hy (g + -+ +ﬂ2n‘xn), )

Enz hn Xy

Die Diskriminante der Form (2) sei D,. Die Diskriminante der transformierten Form
(8) ist 1. Die Determinante der Ubergangssubstitution (4) ist &, A, ... k,. Also ist

D, = (hy ... k)% (5)

Die &, heissen rechtwinklige Koordinaten des Vektors x. Setzt man in (4) speziell x, =1

und die librigen x; = 0, so erhilt man die rechtwinkligen Koordinaten des Basisvektors e,
e =hi B (j<h)

exx ="l (6)
gx =0 (7> k)

Die Norm des Basisvektors e, ist nach (3) die Quadratsumme der rechtwinkligen

Koordinaten
fkk:Nek:h%/g%k_}"h%ﬁgk"'"‘+k%~ (7}

Aus (7) folgt unmittelbar die Ungleichung

Rk £ fae (8)
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Fig. 1.

Aus (3) sieht man, dass die Form f eine gewohnliche Euklidische Metrik definiert. Wir
kénnen also die uns vertrauten geometrischen Begriffe anwenden. Statt ,,Vektor werden
wir hiufig ,,Punkt* sagen. Die Linge |x —y| heisst der Abstand zwischen den Punkten
x und y.

Ist E, der von e, ..., e, aufgespannte Teilraum des Vektorraumes, so kann man jeden

Vektor x aufspalten in eine Projektion p in E, und eine Komponente q senkrecht dazu:
x=p+tq pin E,, qL E,.

Sind &, ..., &, die rechtwinkligen Koordinaten von x, so haben p und q die Koordinaten
(6 oo &0 0, .., D) und (0, ..., 0, &y, -, &) Die Zerlegung

Bt 8=t +E) + (o + 8
ergibt direkt den ,,Pythagoras®
Nx=Np+Ngq
Die Vektoren y, die sich ganzzahlig durch die Basisvektoren e,, ..., e, ausdriicken:

y:eiy1+". te, Y,

heissen Gitterpunkte oder Gittervektoren. Wir bezeichnen mit x, p, q, ... beliebige Punkte des
Raumes, mit y, s, ... Gitterpunkte.

Das Volumen V, der Gittermasche, d. h. des von ey, ..., e, aufgespannten Parallelotops,
ist die Determinante der rechtwinkligen Koordinaten (6) der Vektoren e,. Da in dieser

Determinante unterhalb der Hauptdiagonale lauter Nullen stehen, erhdlt man
Ve=hbihy... by (9)
Das Volumen der (n — 1)-dimensionalen Gittermasche, die von e, .... e, ; im Teilraum
E,_, aufgespannt wird, ist ebenso

Vo =hyhy ... by (10)
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€2

d

hy

L4

o) hy €4
Fig. 2.

Aus (9) und (10) folgt V, =V, ;h,, wie es nach der Elementargeometrie auch sein
soll; denn V,_; ist die Basis und %, die Hohe der Gittermasche V,. Aus (5) und (9) folgt
ferner

D,=(hy... k)2 =V2 (11)

und ebenso fiir jedes & Dy=(hy ... hp)2=V3i. (12)

§ 3. Reduktion

Satz 3. In jeder nicht leeren Menge von Gittervektoren gibt es einen kiirzesten.

Beweis: Sei y’ ein Gittervektor in der Menge. Wir betrachten alle Gittervektoren y
der Menge, die gleich lang oder kiirzer als y’ sind:

lyl<ly'| = R.

Die Quadratsumme der rechtwinkligen Koordinaten #,, ..., %, von y ist < R?, also
ist jede Koordinate dem Betrage nach hdchstens gleich E. Die Gitterkoordinaten yy, ..., ¥,
sind nach (4) lineare Funktionen der #;; also sind auch sie dem Betrage nach beschriankt.
Da die y, ganze Zahlen sein miissen, gibt es fiir jede von ihnen nur endlich viele Méglich-
keiten, also kommen nur endlich viele Vektoren y in Betracht. Unter diesen kann man einen

kiirzesten aussuchen.

DEeriniTION. Die Gitterbasis ey, ..., e, heisst reduziert in Bezug auf die Metrik, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

1) e, ist der kiirzeste unter allen primitiven Gittervektoren;

2) e, ist der kiirzeste unter allen Gittervektoren, die mit e,, ..., €,_; ein primitives
System bilden (k =2, 3, ..., n).

Dass es in jedem Gitter eine reduzierte Basis gibt, ist leicht einzusehen. Nach Satz 3

gibt es ndmlich einen kiirzesten primitiven Gittervektor e,. Nach Satz 1 kann man dazu
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einen Gittervektor e, finden, der mit e; ein primitives Paar bildet. Nach Satz 3 gibt es
unter diesen e, einen kiirzesten. Nach Satz 2 kann man zu e, und e, ein e, finden, etc.

Das Ergebnis gilt nicht nur fiir quadratische, sondern fiir beliebige definite Metriken
mit beschrinktem Eichkérper.

Nach Korrolar 1 und 2 (§ 1) kann man die Bedingungen 1) und 2) auch so formulieren:

1) e, ist der kiirzeste unter den Vekioren s=e s +--- +e,s, mit (8, ..., 8,) =1,

2) e, ist der kiirzeste unter den Vektoren s mit (s, ..., 8,) =1 (k=2, 3, ..., n).

Die Bedingung (s, ..., s,) = 1 schliesst natiirlich ein, dass die s,, ..., s, nicht alle Null
sind.

Quadriert man die Lingen der Vektoren s und fiihrt die Form f(s) = N's ein, so kann

man die Bedingungen auch so formulieren:
f(e,) < f(s) far alle Gittervektoren s mit (s, ..., s,) =1,
oder ganz arithmetisch:

fe < {81, ..., 8,) fur alle ganzen Zahlen s;, ..., s, mit (s, ...,8,) =1 (13)
Eine quadratische Form f, die alle Bedingungen (13) erfiillt, heisst nach Minkowski
reduziert. Wir sehen also: Wenn die Gitterbasis e,, ..., e, in Bezug auf die durch | definierte

Metrik reduziert ist, so ist die Form f reduziert und wmgekehrt.

Minkowski verlangt von einer reduzierten Form auch noch die Normierung
f Fo k+1 2 0’

aber davon wollen wir vorliufig absehen.

Geht man von der Gitterbasis e,, ..., e, auf eine neue Basis desselben Gitters iiber:
er=_ ey,
so transformieren die Gitterkoordinaten z,, ..., %, eines Vektors x si¢ch nach einer ganz-
zahligen, ganzzahlig umkehrbaren Transformation
Ty= by Tr (14)
und die Form f(x) wird in eine dquivalente Form ' («') transformiert:
f@) =1 &)

Unter einer Transformation T verstehen wir im folgenden immer eine ganzzahlige,
ganzzahlig umkehrbare Transformation (14). Die Matrix (¢;) bezeichnen wir ebenfalls mit
T. Ihre Determinante ist + 1.
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Wir haben gesehen, dass es zu jeder Gitterbasis (e, ..., e,) eine reduzierte Basis
(e1, ..., e,) desselben Gitters gibt. Also gibt es zu jeder positiven Form f eine dquivalente
reduzierte Form {. Damit haben wir den

Satz 4. In jeder Klasse von dquivalenten positiven Formen qibt es reduzierte Formen.
Die Reduktionsbedingungen (13) sind lineare homogene Ungleichungen fiir die Koef-
fizienten f,. Einige von diesen Ungleichungen wollen wir gleich aufschreiben. Setzt man

in (13) ein s; gleich Eins und die iibrigen Null, so erhilt man
fugfes <t (15a)
Setzt man andererseits s; und s, gleich 41 und die tibrigen Null, so erhilt man
fo=lhit e (G<k)
oder tlesty (G<k
bei jeder Wahl des Vorzeichens. Man kann dafiir auch schreiben

Il <1y fir j<k. (15b)

§ 4. Ungleichungen fiir biniire, ternire und quaterniire reduzierte Formen

Fiir bindre Formen kann man die Ungleicungen (15a~b) so schreiben

|frel = fra = foo-
Daraus erhilt man sofort eine untere Schranke fiir die Diskriminante D,, ndmlich
Dy =f1 f2a — e = fr1 fao — i1

Vergrobert man die Abschétzung, indem man f5; durch fy, f,, ersetzt, so erhdlt man

die bekannte Ungleichung
D2—2~4§f11f22' (16)

Eine dhnliche Ungleichung fiir ternire reduzierte Formen hat Seeber experimentell
gefunden und Gauss bewiesen. Sie lautet

D3—2~%f11f22/33‘ (17)

Weitere Beweise gaben Dirichlet (Werke II, S. 29), Hermite ((Buvres I, S. 94), Korkine
und Zolotareff (Fuwvres de Zolotareff 1, S. 125), Selling (J. f. d. reine u. ang. Math. 77,
S. 143), Minkowski (Ges. Abh. 11, S. 27) und Mahler [2].
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Fiir reduzierte quaterndre Formen gilt die Ungleichung

D4—2-%f11f22f33f443 (18)

die K. Mahler [3] zuerst ausdriicklich formuliert und bewiesen hat. Wir werden sie spater
aus allgemeinen Sdtzen neu herleiten.

Fiir beliebige n gilt eine dhnliche Ungleichung: die ,,fundamentale Ungleichung der
Reduktionstheorie® (§ 7).

8§ 5. Sukzessive Minima

N, sei die Norm eines kiirzesten von Null verschiedenen Gittervektors s,. Ebenso sei
N, die Norm eines kiirzesten von s, linear unabhingigen Gittervektors s,. Allgemein sei
N, rekursiv definiert als Norm eines kiirzesten von sy, ..., s,_; linear unabhéngigen Gitter-
vektors.

Man nennt N,, N,, N,, ... die sukzessiven Minima der Form f.

Man kann die Minima N, N,, ... auch unabhingig von der Wahl der Vektoren s,
8y, ... definieren, ndmlich so:

N, ist die kleinste reelle Zahl N', fiir die es k linear unabhingige Ghttervektoren mit
Normen < N’ gibt.

Diese Definition ist offensichtlich mit der vorigen dquivalent.

Die s, brauchen keine Basis fir das ganze Gitter zu bilden. Fir n =1, 2 und 3 sind sie
es wohl, aber fur n =4 gibt es eine Ausnahme, wie wir spdter sehen werden. Fir »n >4
bilden die Minimalvektoren s, in der Regel keine Gitterbasis.

Fiir das erste Minimum NN, = f;; gilt eine von Hermite herrthrende, von Minkowski

und Blichfeldt verschirfte Ungleichung?!
NI £ pin D (19)
Beweis (nach Minkowski): Der kleinste Abstand zwischen zwei Gitterpunkten ist

d=V Z\/T1 Beschreibt man um jeden Gitterpunkt eine Kugel mit Radius » =1 d, so haben

diese Kugeln nur Randpunkte gemeinsam. Von der Kugel um den Nullpunkt liegt ein

1 Fur Literatur siehe etwa den Enzyklopadieartikel von O.-H. KeLLER. Die genauen Minimalwerte
von u, kennt man nur fir n < 10:

Ho=3 t5= 2 pa= 4, 13~ 8, py =%, = 64, 41— 256, 1= 512, 1, =45
pe wurde von HERMITE bestimmt, aber u, und g, waren vorher schon Gauss bekannt, denn die Un-
gleichung (19) folgt fiir n = 2 aus (16) und fiir n = 3 aus (17). Fur uy und p; sieche KORKINE-ZOLOTAREFF
[1] und [38]. Fur ug, p; und ug siehe BLicarerpr (4], [5], [6] und [7], fur us und u,, T. W. CAUNDY. Die
Beweise von CHAUNDY scheinen aber nicht ganz vollstéandig zu sein (siehe das Referat von Coxeter
in Math. Rev., 8 (1947), 137).
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)

/

Fig. 3.

Teil in der Gittermasche 0 <z; <1, die iibrigen Teile in verschobenen Gittermaschen
§; <x; <s; + 1. Verschiebt man nun alle Teile in die Gittermasche 0 <z, <1 hinein, so
haben die verschobenen Teile nur Randpunkte gemeinsam. Der Inhalt der Kugel ist gleich
der Summe der Inhalte der Teile, also héchstens gleich dem Inhalt der Gittermasche

V.. Rechnet man den Kugelinhalt aus, so erhdlt man eine Ungleichung (19) mit

Sl

Blichfeldt [1] hat diese Schranke zu

o (e

verbessert. Eine Vereinfachung des Blichfeldtschen Beweises gab Remak [1]. Fiir weitere
Verschirfungen siehe Blichfeldt [2] und [3].
Mordell hat bewiesen u, <upi™" mit Gleichheit fiir n =4 und 8.
Aus (19) folgt die Ungleichung von Minkowski
NN, ...N,<u,D,. (20)

Beweis (nach H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, § 51): Es seien sy, ..., s, linear
unabhéngige Gittervektoren mit Normen Ns, = N,. Jeder Vektor z des Raumes E, kann

als Linearkombination von s, ..., s, dargestellt werden:
z=s,2 +- +s,2,

Die Norm von z ist eine quadratische Form in den z,, die wieder als Quadratsumme

geschrieben werden kann:

Nz=g(z, ..., 2,) =i+ + 22,



280 B. L. VAN DER WAERDEN
wobei &, ..., {, Funktionen von z,, ..., z, allein sind. Wir bilden nun die neue Form
f (Zl, ey xn)zg,(zb CERT) zn) :NII.C% + e +N;1C’2?

In der neuen, durch f (x) definierten Metrik hat kein Gittervektor ausser dem Null-
vektor eine Norm < 1. Ist nimlich z ein Gittervektor == 0 und ist {, die letzte von Null
verschiedene unter den £, ..., {,, so ist der Vektor z von s, ..., s,_, linear unabhéngig;
sonst wiren ndmlich z,, ..., z, Null und daher {,, ..., {, auch. Somit hat z in der urspriing-

lichen Metrik eine Norm > N,. Daraus folgt aber
f@)=¢' (@) =Ni' G+ + N Li= N+ -+l = 1.
Die Diskriminante der Form f' (z) ist N1' ... N;'D,. Also ergibt (19)
1<u,Nit...N;'D,.

Damit ist (20) bewiesen.
Der Koeffizient u, in (20) ist derselbe wie in (19). Jede Verschirfung von g, beim
Problem der dichtesten gitterférmigen Kugelpackung fithrt also automatisch zu einer

Verschiarfung der Minkowskischen Ungleichung (und umgekehrt).

§ 6. Die Ungleichung von Mahler und Weyl

Zwischen den Diagonalkoeffizienten f,, einer reduzierten Form f und den sukzessiven

Minima N, derselben Form f besteht immer die Beziehung
Ny < fae

Das folgt unmittelbar aus der zweiten Definition von N,, weil die Basisvektoren
€,, ..., ¢ linear unabhingig sind und Normen < f,, haben.

Wir wollen nun eine Ungleichung der Form
frae < 0Ny,

herleiten, die von Mahler [1] gefunden und von Weyl [1] wiederentdeckt wurde. Dabei soll
die Mahler-Weylsche Schranke J, verschirft werden. Die Verscharfung gilt allerdings
nur in einer quadratischen Metrik, wihrend die Mahler—Weylsche Abschidtzung in einer
beliebigen Metrik gilt.

Zwei Vektoren x und x’ heissen kongruent (nach dem von e, ..., e, aufgespannten
Gitter), wenn ihre Differenz x — x’ =y ein Gittervektor ist.

Aus den Formeln (4) § 2 ergibt sich fast unmittelbar
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SAaTz 5. Zu jedem Vektor x gibt es einen kongruenten Vektor x' =x — 'y, so dass die recht-

winkligen Koordinaten &; von x' dem Betrage nach hochstens gleich 1 h; sind:

& =& —ml = ke (21)

Zum Beweis fdngt man mit der letzten Gleichung (4) an:
En =& = = b (@ — ),
und bestimmt y,, als ganze Zahl so, dass
—th, <& =th,

wird. Dann bestimmt man y,_; aus der vorletzten Gleichung so, dass

~hy g <& = 3ha

wird, ete. bis y;. So ergeben sich nacheinander alle Ungleichungen (21).
Aus (21) folgt
Nx—y)=Nx' < i(A}+- +hh). (22)
Damit haben wir

SATZ 6. Es gibt zu jedem Punkte x in K, einen Gitterpunkt y im Abstand
Ix—y|<3 VE+ - 1R,
Diesen Hilfssatz haben auch Remak und Weyl verschiedentlich angewandt. Wir

benutzen ihn zur Herleitung und Verschirfung der Ungleichung von Mahler und Weyl.

Satz 7. Ist fi der Koeffizient von x% in einer reduzierten quadratischen Form f und sind

N,, N,, ..., N, die sukzessiven Minima der gleichen Form, so gilt
fror = O N (23)
Dabei werden die 6, durch die Rekursionsformeln
6,=1, g =Max. (1,46, +- +3d+ 1 (24)
definiert.
Beweis: Fir k =1 ist selbstverstdndlich f;; = N,. Es sei also £ > 1. Wir betrachten das
von e, ..., e_, aufgespannte Gitter im linearen Raum E,_,. Nach Definition von N, gibt
es k linear unabhingige Gittervektoren s,, ..., s, mit Normen < N,. Einer von diesen Vek-

toren, nennen wir ihn s, liegt nicht in E,_,. Nach Korrolar 3 (§ 1) gibt es ein primitives

System (ey, ..., €,_;, €*) so, dass eine Gleichung der Form (1) gilt:

s=(e 8+ T e 84 +em (m>0). (25)
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Soweit sind wir Weyl [1] gefolgt; jetzt geht es nach Remak [2] weiter.
Wenn m =1 ist, so bildet s selbst mit e,, ..., ,_, ein primitives System. Da Ns < N, ist,
hat auch der kiirzeste Vektor, der mit e,, ..., €,_, ein primitives System bildet, eine Norm

< N,. Daher hat man in diesem Fall
fe < Ny < 6, Ny (26)

Ist aber m > 1, so ist m = 2. Wir zerlegen e¢* in eine Komponente p in ,_, und eine
Komponente q senkrecht dazu:
e"=p+q. (27)

Setzt man (27) in (25) ein, so erhdlt man eine Komponentenzerlegung von s:
s = (e85 +- +e,_8_tpm)+qm.
Nach Pythagoras ist
Ns=N(qm)=m*Nqz 4Nq,
also Ng<iNs<iN,

In der Darstellung (25) steckt eine gewisse Willkiir. Man kann nimlich, wenn y ein

beliebiger Gitterpunkt in E,_, ist, ¢* durch

e ~y=(p—y +q (28)

ersetzen. Diese Willkiir benutzen wir, um N (p — y) klein zu machen. Nach Satz 6 kann man

y so wihlen, dass
N(p—y)=(hi+- +hi) (29)
wird. Jetzt sind in (28) beide Komponenten abgeschitzt. Nach Pythagoras wird
N(e* —y)=N(p —y) + Nq< i+ +hia) + 1 N, (30)
Der Vektor e* —y =e" — (y,e; +-- +y,_,€,_,) bildet mit e,, ..., e,_; ein primitives
System, also folgt aus (30)
fae<t@A2+- +hp ) +1IN, (31)
Wegen (8) ist jedes %] < f,;. Also folgt
fae =3 (fu - + feors k1) TN (32)

Geht man nun rekursiv vor und setzt fiir f;; mit § < k die Abschitzung (23) voraus, so

folgt
fkk§%(51N1+"' +5k~1Nk—l)+%Nk (33)

= (%51 +o +%6k—1+%)Nk§6ka'
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Fig. 4.

Damit ist (23) sowohl fiir m =1 als auch fiir m > 1 bewiesen.

Der Grundgedanke der vorstehenden Rechnung lisst sich geometrisch so formulieren. Da
s einer von den Minimumvektoren s,, ..., s, ist, ist N's klein. Also ist auch die Komponente
von s senkrecht zu E, | klein. Die senkrechte Komponente von s ist nach (25) gleich der
senkrechten Komponente von e* mal m, also ist auch die senkrechte Komponente von
e* klein. Die Komponente von e¢* in E,_, ist p. In der Nihe des Punktes p liegt ein Gitter-
punkt y. Also hat e* —y kleine Komponenten sowohl in E,_, als senkrecht dazu; also ist
N (e* —y) klein. Der Basisvektor e, aber hat von allen Vektoren, die mit e,, ..., e,_, ein
primitives System bilden, die kleinstmogliche Norm. Also ist f,, < N (e* —y) und daraus
ergibt sich die Abschitzung (31).

Die gleiche Methode, die hier auf den Vektor ¢* angewandt wurde, ergibt, auf irgend
einen Gittervektor s angewandt, folgendes:

Es sei j <k. Wenn ein Gittervektor s =p + qmit ey, ..., e,_, ein primitives System bildet,

wobet p in E; liegt und q senkrecht dazu ist, so gilt:

fe <3 (W + - +h)) + Nq

I

T+ i Th?) +Ngq.
Addiert man zu beiden Seiten Np und subtrahiert f,,, so erhilt man

Np<ilfu+- +ficts iz +h%) T(Ns — fu)

<3O N+ JP51—1N]>1 +h?) T (Ns — fi)-
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Sind oy, ..., ¢, die rechtwinkligen Koordinaten des Vektors s, so ist Np = of 4

und man erhilt

U% + .- +072‘§%(f11 +oF i ;‘—1+k3) +(Ns — fi)
1
1

= (51+"‘+57—1)Nj+%h?+(Ns_fkk)'
Wegen
Fog e +f;_1> }_lé(j_l)fjf
und 10+ 10,020, 1

erhilt man schliesslich
i—1
of +0'?§:L‘Z‘fﬁ+%h?+(N5_fkk)

und
O':;‘+ +O']2§(67_%)N,+%h?+(NS—fkk)

Fiir § < 4 werden wir (35) verwenden, fir j > 4 ist (36) etwas besser.

+ 0,2

(34)

(35)

(36)

Die Ungleichungen (35) und (36) liefern besonders dann scharfe Schranken fiir
6,, --., 0; wenn N's den Minimalwert f,; hat. Das letzte Glied rechts fillt dann weg und man

erhilt firr jedes ¢? eine Schitzung von der Gréssenordnung f,;. Diese Schitzungsmethode

stammt von Remak [2]. Wir werden sie in § 8 wieder anwenden.

§ 7. Die fundamentale Ungleichung der Reduktionstheorie
Aus der Ungleichung von Mahler folgt
Finfag oo fan <0105 ... 6" N{ Ny ... No.

Nach (20) war aber

NN,...N,<u,D,. (38)
Aus (37) und (38) folgt die fundamentale Ungleichung
)'nfllf22 "'fnn._g_Dn (39)
it An= S (40)
m "5, Oy -.n On tin
Die fundamentale Ungleichung (39) gilt natiirlich auch fiir das von e, ..., ¢, aufge-
spannte k-dimensionale Gitter:
Aetia - fo = Dy (41)
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Wie der Beweis zeigt, gilt (41) sogar dann noch, wenn der letzte Faktor fy;, durch

0, NV, ersetzt wird:
Zkfll "'fk——l: k—lakang‘ (4:2)

Eine Abschdtzung von D, nach oben ergibt sich unmittelbar aus (8):
D.=hhs... b <fiifag - froe (43)
Aus (42) und (43) folgt weiter

k%c= Dy, Zlkfu f}chl,k‘l O Nk=lk 8 N

Dy ™ fir - fr-1 k-1

Wir haben also fiir A% die Schranken

Ao Froo < A O Ny S BE < o < 0 N, (44)

Wir berechnen nun die §, und 4, fir die niedrigsten Werte von k.
Fir k=1, 2, 3 oder 4 erhilt man aus (24) jedesmal 6, =1, d. h. f,,, < N,. Da auch

N, < fu war, so folgt
,fkk = Nk fir %k = 4.

Fiir k& > 4 vereinfacht sich (24) zu
48, =0+ + 8y +1.
Daraus folgt, wenn beiderseits §, addiert wird,
5 =0+ +8,+1 =45,
also O, =G firkz=4. (45)

Fiir das Produkt 6,6, ... d; erhilt man aus (45)

1 fﬁI‘ k§49
010, ... 6":{(3)“"*3)(’“4’ fir k>4. 4o
Somit wird nach {40)
B .
(pn fir n<4,
" {Ml(%)“"*am-‘*) fir n>4. o

Diese Schranken stammen von Remak [2].

Fiir n =2, 3, 4 erhalt man aus (47) die bestmoglichen Schranken

=3 — —
=% =k A=t
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Die Extremformen, fir die in (39) das Gleichheitszeichen gilt, sind dquivalent zu den

folgenden reduzierten Formen (vgl. § 4 und § 16):

(m=2) g, =% + al + 2,2,
(n=23) g, =%+ a3+ x% + (2, + 25) 25,

(n=4) g,=a}+a3+a5+ai+ (2, +2, +23)7,.

Im Beweis des Satzes 7 wurde eine Zahl m eingefiihrt. Nun zeigt sich, dass fiir k =1,
2 oder 3 notwendig m =1 sein muss; im Fall m > 1 wiirde man namlich aus (33) fi < NV,
erhalten.

Fiir k& = 4 ist auch m = 2 méglich, aber nur dann, wenn in allen Abschitzungen, die
im Beweis benutzt wurden, das Gleichheitszeichen gilt. Es muss also A7 = f;;, k3 = f,;, und
B2 = fqq sein, d. h. das Gitter in B, ist rechtwinklig. Ferner rauss N, = N, = N, = N, sein,
d. h. das Gitter in E, ist kubisch und der vierte Basisvektor e, hat die gleiche Linge wie
die ersten drei. Sodann muss p —y der Vektor von einer Wiirfelecke zum Wiirfelmittel-
punkt sein, damit in (29) das Gleichheitszeichen gilt. So erhidlt man das folgende vier-

dimensionale Gitter (in rechtwinkligen Koordinaten)

e, =(1,0,0,0)
e, = (0,1, 0,0
e;=(0,0,1,0)
=% 4§ 3

Diese 4 Basisvektoren haben die Linge 1. Es gibt aber in dem von ihnen aufgespannten
Gitter noch einen Vektor s der Linge Eins, der mit e, e,, e; kein primitives System bildet,

namlich

s=—e —¢e,— ¢ +2e¢ =(0,0,0,1).
Die zu diesem Gitter gehorige Form ist die vorhin schon erwihnte
gy =21 +ab +af +al +(xy tay tay)a,

Das ist der einzige Ausnahmefall fir k < 4, wie Julia bereits erkannt hat. In allen
andern Fillen bilden die ersten zwei, drei oder vier sukzessiven Minimumuvektoren s,, s,, g,
s, automatisch ein primitives System.

Fir k& = 5 erhilt man §; =35, also

o
A
&
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Auch hier ist das Gleichheitszeichen moglich, ndmlich im folgenden Fall

1,0,0,0,0)
0,1,0,0,0)
0,0,1,0,0)
0, )
} )

&
=
S
-

)

3

e =
e = (
ey =
e; = (
e =

(S5
L=
l)'»\»—n

it

9y 2> P

3

[}

Die Koeffizienten der Form f sind die Skalarprodukte dieser 5 Basisvektoren. Die

Form ist also

Die ersten 5 Minima sind N, =N,=N,=XV,=.\.=1. Die Minimumvektoren e,

e, e, e, und s = —e;, —e, —e; —e, ~2e; bilden aber kein primitives System.

§ 8. Die Reduktionshedingungen

Die Bedingungen fiir reduzierte Formen lauten nach (13):
foe = [ (815 - 80) (48)

fiir alle ganzzahligen s; mit (s;, ..., s,) = L.

Setzt man s, gleich 1 oder —1 und alle anderen s gleich Null, so erhalt man eine
triviale Bedingung f, = fu, in der immer das Zeichen = steht. Diese trivialen Bedingungen
lassen wir weg. Wenn in allen iibrigen Bedingungen das Zeichen < steht, heisst die Form
f eigentlich reduziert. Ein Beispiel ist die Form > k2. Im Raum der positiven Formen bilden
die reduzierten Formen eine abgeschlossene Menge, die eigentlich reduzierten Formen aber
eine offene Menge, wie man leicht beweist.

Eine Bedingung (48) wird gegeben durch eine Zahl & und ein System s von ganzen
Zahlen s, ..., s,. Die Bedingung heisse B,,. Wenn es eine reduzierte Form f gibt. fir
welche in der Bedingung B, das Zeichen = gilt, so wollen wir diese Bedingung mit dem
Gleichheitszeichen erfiilllbar oder kurz erfiilllbar nennen.

Nach Bieberbach und Schur gelten die folgenden zwei Sitze:

Sarz 8. Von allen Bedingungen B, braucht man nur die erfiillbaren zu beriicksichtigen :
alle iibrigen folgen aus ihnen.

SAtTz 9. Es gibt nur endlich viele erfiilllbare Bedingungen By,.

Zum Beweis des Satzes 8 dient eine topologische Uberlegung, die Weyl sehr einfach
dargestellt hat.

19 — 563802. dcta mathematica. 96. Imprimé le 31 décembre 1956.



288 B. L. VAN DER WAERDEN

Es sei f, eine eigentlich reduzierte Form. Gesetzt, es gibe eine Form f,, die alle er-
tillbaren Bedingungen erfiillt und doch nicht reduziert ist. Dann verbinden wir f, mit f,
durch eine Formenschar

fo=(=Dfp+if, (O=t=1).

Die obere Grenze aller ¢, fiir welche die Form f, reduziert ist, sei u. Die zu diesem Wert
u gehorige Form f, ist reduziert, weil die Menge der reduzierten Formen abgeschlossen ist.
Also ist < 1. Die Form f, ist aber nicht eigentlich reduziert, denn sonst wire f, ., auch
noch eigentlich reduziert. Also gibt es eine Bedingung B,, in der fiir f, das Gleichheits-
zeichen steht. Diese Bedingung B, ist erfiillbar, weil die Form f, sie mit dem Gleich-

heitszeichen erfilit. Wir kénnen die Bedingung By, als

Lf)=0

schreiben, wobei L eine Linearform in den Koeffizienten der Form f ist. In dieser Bedingung

B, gilt fir f, das Zeichen > und fir f; das Zeichen =. Nun ist

L(f.) = (L —w) L{fo) + uL(fy),

also folgt L(f,) > 0. Friher fanden wir aber L (f,) = 0. Wir erhalten also einen Widerspruch.
Beweis von Satz 9: Es sei By, eine erfiilllbare Bedingung. Dann gibt es also eine redu-

zierte Form f mit
foe=1f(81, «+., 8,) = Ns.

Dafiir kann man auch schreiben, wenn o, ..., o, die rechtwinkligen Koordinaten des
Vektors s sind,

fue = 0% ++- + 0%,
Daraus folgt fiir jedes § die Ungleichung
67 < fun- (49)
Fiir j = k folgt daraus weiter

o<ty (Gzk). (50)
Man iiberzeugt sich leicht, dass fiir j = k£ die Ungleichung (50) zu

0% < fi (51)

verschirft werden kann.
Fiir j <k gilt die Ungleichung (49) zwar auch, aber sie ist nicht scharf genug, weil
fre moglicherweise gross gegen f,; ist. Um zu einer schirferen Ungleichung zu kommen,

wenden wir (35) oder (36) an, was erlaubt ist, da s mit e,, ..., ¢,_; ein primitives System
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bildet. Wegen Ns = f,, fillt das letzte Glied rechts in (35) oder (36) weg und man erhilt

-1 .
Gl =l tih <k, (52)

< (6, — DN, +1rE  (j<h). (53)

In den Formeln (50)-(53) kénnen f,; und N, nach (44) durch A; 'A% bzw. (1,8,) 'A%

abgeschitzt werden. So erbélt man

of <<k} (Gzk) (54)

of <A 'R} (G=k) (55)

o s (%%;w %) % (j < k) (56)

023(1__1 +1) RE<2iPRE (j<k) (87)
= '\)Lj 467‘27' 4 7 7 7

Man kann (54)-(57) abschwéchen zu einer einzigen Schitzung, die fiir beliebige j gilt:
o <A;H} (58)

mit dem Zeichen < fir § < k. Setzt man noch

%’j=‘ri und C;=4;}, (59)
so kann man fiir (58) schreiben
lt;|<C;, (mit < firj <k). (60)

Will man feiner abschéitzen, so verwendet man firr j <k die genaueren Formeln (56)

und (57). Sie ergeben (mit neuen Konstanten c;)
[l =, (G <h). (61)

Fir j =1, 2, 3, 4 findet man aus (56)

—
o

2__ 7 2 2 __
2 = i3 C3 =1 €4 =

2.1
Cl“_z) c 12>

"o

|

Vom Vektor s wurde nur f,,, = Ns vorausgesetzt. Diese Gleichung gilt aber auch fiir
s =e,. Also kann man unsere Schitzungen auch auf e, anwenden. Die rechtwinkligen
Koordinaten ¢, von e, sind nach (6) fiir j <k gleich ;8. Dividiert man sie durch %, und

wendet (61) an, so erhilt man nach Remak [2]

|ﬂ]k| gc/' (62)
19* — 563802,
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Die Transformation von Gitterkoordinaten s,, ..., s, auf rechtwinklige Koordinaten

a; = h;7; ist durch (4) gegeben. Dividiert man in (4) beide Seiten durch h;, so erhélt man

Ty=58+ P18t -+ Pin8n

Ty = 82+"'+‘82n8n (63)

Tn = Sn

Die linken Seiten dieser Transformationsformeln sind nach (61) numerisch beschrinkt,
die Koeffizienten rechts nach (62) ebenfalls, also erhilt man ohne Mihe numerische
Schranken fiir |s,|, ..., |s,|. Folglich gibt es fiir s, ..., s, nur endlich viele Méglichkeiten.
Damit ist Satz 9 bewiesen.

Aus den Sitzen 8 und 9 folgt der erste Endlichkeitssatz:

SaTz 10. Die Reduktionsbedingungen (48) folgen alle aus endlich vielen unter thnen.

§ 9. Biniire, ternire und quaternire Formen

Der Beweis des Satzes 10 gibt uns zugleich ein Mittel, die Schranken fiir die |s,|
auszurechnen und so die endlich vielen Reduktionsbedingungen B, fiir eine gegebene
Variablenzahl n wirklich aufzuschreiben. In den Fillen » =2, 3 und 4 kommt man aber
schneller zum Ziel, indem man nach Minkowski direkt beweist, dass fir » <4 in den

Reduktionsbedingungen
fe S f(sq, -.0, 8)  fUr (84, ..., 8,) =1

nur die Werte s; =0 und + 1 in Betracht zu ziehen sind. Fiir den Beweis siehe Minkowski,
Ges. Abh. 11, S. 78.

Fiir bindre Formen (n = 2) erhdlt man die bekannten Reduktionsbedingungen

fiu=fae (5,=0, 82:1),1
fo<fu—fitfe (=1, s;=1), (64)
faoSfutfitfe (=1 82=1),]

die man zu lfel £ fun = fos (65)

zusammenfassen kann.

Fiir ternire Formen (n =3) kommen noch 9 Bedingungen mit s; =1 hinzu. Sie
lauten
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«f22 é f33’
s < foas
| fa3| = foo,
’fm_fls_fzsgfn‘*’fzz» (66)
—het st faa=fu+ foe
ha—fistfaa = fratfonr
hatfis—fa<fut o

Fir quaternidre Formen kommen zu den 3 +9 Bedingungen (65) und (66) noch 27
Bedingungen
f 33 = f 44

. (67)
fuu=f(51, 85, 85, 1) mit s, s, 8,=0 oder +1
hinzu
Fir Formen in 5 und 6 Varjablen hat Minkowski (Ges. Abh. I, S. 154 und 218) chne

Beweis die in Frage kommenden Werte der s; angegeben.

§ 10. Der zweite Endlichkeitssatz

Der zweite Endlichkeitssatz besagt, dass es nur endlich viele ganzzahlige Transfor-
mationen gibt, die im Stande sind, eine reduzierte positive Form in eine ebensolche iiber-
zufithren.

Zu den sukzessiven Minima N, N,, ..., N, einer positiven Form f seien s, s,, ..., s,
Minimumvektoren:

Ns, = N,.

Man kann alle Vektoren des Raumes sowohl durch die s, als durch die e; ausdriicken:

x=§skzk:z(zeisik)zk=zej% (68)
Ty =28 2, (69)
Nx=f(%y, ey Zn) = (21, -5 2)- (70)

Ist d die Determinante der Matrix (s;), so ist die Diskriminante der Form g¢ gleich

d*D,. Man hat also nach der Ungleichung von Minkowski

&#®D,<NN,...N,<u,D,.
Daraus folgt
a* < . (71)
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Die Umkehrung der Transformation (69) kann so geschrieben werden:

Wir betrachten nun den Vektor s = s,. Seine orthogonalen Koordinaten seien oy, ..., 0,.
Wir wollen Schranken fiir ¢; herleiten.
Zunichst haben wir wieder
oi<oi+--+0E=Ns=N,<fu. (73)

Fiir § <k brauchen wir schirfere Schranken. Die Methode ist die gleiche, die in § 8

schon angewandt wurde. Wir vergleichen den Vektor's mit
s*=s—ym, (74)
wobei y als Gittervektor in E; gewihlt wird:
y=ey T ey, (75)

Die natiirliche Zahl m wihlen wir so gross, dass m? > u,, ist. Dann folgt aus (71) d* <m?®.

Ich behaupte, dass der Vektor s* immer linear unabhingig von s,, ..., 8,_, ist, wie auch

Y15 ---» Y¥; gewdhlt werden. Um das zu zeigen, geniigt es, die k-te Koordinate zx des Vektors

s* =s —ym in Bezug auf s,, ..., s, als Koordinatenvektoren auszurechnen. Man erhilt
aus (72)

=1 —mz%ciy,-. (76)

Wire 2z} =0, so hitte man
d=m2dy,y;.

Das ist aber unméglich, da d nicht durch m teilbar sein kann. Also ist s* in der Tat
linear unabhingig von s,, ..., ;.

Daraus folgt wegen der Minimumeigenschaft von N, = Ns
Ns*= Ns. (7)

Wir zerlegen nun s in eine Komponente p in K, und eine Komponente q senkrecht

dazu:
s=p-+gq,
Ns=Np+Nq.
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Die entsprechende Zerlegung fiir s* lautet
s =(p—ym) +gq,
Ns*=N(p—ym)+ Nq.
Die Ungleichung (77) ergibt nun
N(p—-ym)zDNp. (78)

Nach Satz 6 kann man y so wéhlen, dass
N(pm~=y) S} @+ +5)

m2

oder Np—yms— A+ +h) (79)
wird. Aus (78) und (79) folgt

2
Np== (b + -+ ),

2 s - (80)

m m

§‘4T(f11+"'+fjf)§q—7fﬁ-
Aus (73) folgt
of<f (1K) (81)
und aus (80)
2 -

="ty (<b. (82)

Damit haben wir die gewiinschten Schranken gefunden. Aus ihnen erhédlt man, genau
wie im Beweis von Satz 9, Schranken fiir |sy.], ..., |$|- Also folgt:

Sarz 11. Es gibt nur endlich viele Moglichkeiten fiir die Matriz S = (s;).

Aus Satz 11 folgt fast unmittelbar der zweite Endlichkeitssatz:

SaTz 12. Wenn eine Transformation T eine reduzierte Form f in eine reduzierte Form

[’ uberfiihrt, so gibt es fiir ihre Matrix T nur endlich viele Méoglichkeiten.

Beweis: Die lineare Transformation 7 moge die reduzierte Gitterbasis (e,, ..., e,)
. . . . ! ’ a . . . . .
in die reduzierte Basis (e, ..., e,) iiberfithren. Die Koordinaten eines Vektors x in Bezug
» ’ ’ - ’ -
auf die Basen (e;, ..., ), (81, ..., 8;) und (ey, ..., e,) seien z,, z, und ;. Dann ist
X = z 81k 2k,

’ ’
X =2 Six Zx.

Die Matrix der Transformation 7 ist also S’ 8~'. Nach Satz 11 gibt es dafiir nur endlich
viele Moglichkeiten.
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TewL I1

§ 11. Der Bereich der reduzierten Formen

Bisher haben wir uns auf positive Formen f beschrinkt. Jetzt betrachten wir beliebige

quadratische Formen f und beweisen zunéchst

Sarz 13. Jede Form f, welche die Reduktionsbedingungen B, erfiillt, ist positiv definst
oder halbdefinit. Fiir positive reduzierte Formen ist fi; > 0, fir halbdefinite f;; = 0.

Zum Beweis kann die gleiche topologische Uberlegung dienen, die im Beweis des
Satzes 8 schon verwendet wurde. Es sei f, eine eigentlich reduzierte positive Form und f,
eine Form, die alle Bedingungen B, erfiillt. Die obere Grenze aller ¢ < 1, fiir welche die

Form
fi=01 “t)fo +tf1

positiv und reduziert ist, sei u. Die Form f, ist als Limes von positiven Formen zumindest
halbdefinit. Ferner erfiillt sie alle Reduktionsbedingungen, insbesondere die Bedingung
f11 = 0. Wenn » <1 ist, so gilt in allen diesen Bedingungen sogar das Zeichen >; insbe-
sondere ist dann f;; > 0.

Wir unterscheiden nun 2 Fille:

Fall 1. {,; =0. Dann ist nach dem eben Gesagten » =1 und die Form f, = {, ist halb-
definit.

Fall 2. f;; > 0. Die Ungleichung (19):

.ﬁll g[uann

gilt fiir die positiven reduzierten Formen f,, also auch im Limes fiir { =u%. Daraus folgt

D, >0, also ist die Form f, positiv. Wire w < 1, so wire die Form f, eigentlich reduziert;

dann wire aber f,., fiir geniigend kleine & auch noch positiv und reduziert, was der De-

finition von u als oberer Grenze widerspricht. Also ist « = 1 und die Form f, = f, ist positiv.
Damit ist Satz 13 bewiesen.

Alle Formen, welche die Bedingungen B,, erfilllen, nennen wir reduziert. Die qua-
n{n+1)
2
zierten Formen bilden in diesem Raum eine Zelle Z, die sich vom Nullpunkt aus kegel-

férmig ins Unendliche erstreckt. Sie wird nach Satz 10 durch endlich viele Ungleichungen

dratischen Formen bilden einen linearen Raum von der Dimension N = . Die redu-

Li=0,...,L()=0 (83)

definiert.
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Die Zelle Z geht in ein beschrianktes Polyeder P iiber, wenn die Formen f durch
fll +f22 e +fnn =1

normiert werden. Bei dieser Normierung werden ndmlich wegen den Reduktionsbe-

dingungen
Iffkl Sheshat tfum

alle Koeffizienten einer reduzierten Form beschrinkt. Das Polyeder P liegt in dem (N — 1)-
dimensionalen Teilraum f;; +--+ + f,, = 1. Durch Projektion des Polyeders P vom Null-
punkt aus erhilt man wieder die Zelle Z.

Eine Seite der Zelle Z erhilt man, wenn man in einigen Ungleichungen (83) das Zeichen
= durch = ersetzt. Die Dimension einer solchen Seite kann von 1 bis N —1 variieren.
Die eindimensionalen Seiten heissen Kanten; sie entsprechen den Ecken des Polyeders P.
Die (N — 1)-dimensionalen Seiten heissen Winde.

Auf einer Wand W, kann nur eine einzige Gleichung L, (f) = 0 gelten. Wir numerieren
diese Wandgleichungen L,(f) =0 und die entsprechenden Ungleichungen L,(f) = 0 sowie
die Winde W, zu denen sie gehéren, von 1 bis ¢. Die iibrigen Ungleichungen (83) erhalten
dann Nummern von ¢ + 1 bis r.

Nun ist leicht zu sehen, dass die Ungleichung Ly, (f) = 0 entbehrlich ist: sie ist eine
Folge der iibrigen. Sonst wiirde es namlich eine Form f; geben, welche die Ungleichung
Lg41 = 0 nicht erfiillt, wohl aber alle ibrigen. Die Gleichung L,.; = O definiert, zusammen
mit den Ungleichungen (83), eine Seite S; von Z von einer Dimension d <N —1. Wir

wihlen nun eine eigentlich reduzierte Form f, so, dass die Strecke
fe=(=0fy+tf, (0=t=1) (84)

die Seite S; nicht trifft, was wegen d <N — 1 immer méglich ist. Nun wire L, 1(f,) >0
und L., (f,) <0, also géibe es ein ¢ zwischen 0 und 1 mit Ly, (f,) = 0, also wiirde die Strecke
(84) die Seite Sy doch treffen.

Nachdem man die Ungleichung L,.; = 0 aus (83) weggelassen hat, kann man auch die

néichste Lg,s = 0 streichen, usw., bis nur noch die Wandungleichungen

Li(f) 20, ... L(f) =0 (85)

iibrig bleiben.
Fir einen Randpunkt f der Zelle Z gilt in mindestens einer Ungleichung (85) das
Gleichheitszeichen. Wiirde ndmlich iiberall das Grosserzeichen gelten, so wiirde in einer

Umgebung von f auch noch das Grosserzeichen gelten und f wire innerer Punkt. Also

haben wir
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Sarz 14. Die Wandungleichungen (85) definieren die Zelle Z. Jeder Randpunkt von Z

liegt auf mindestens einer Wand.

§ 12. Die transformierten Zellen TZ

Eine ganzzahlige Transformation T fithrt die Zelle Z in eine transformierte Zelle 7'Z
iiber, die mit Z positive Formen gemeinsam haben kann. Ist etwa f eine solche positive
Form, die zu Z und zu 7'Z gehort, so ist f = T'g, wobei g wieder zu Z gehért. Die Trans-
formation 7' fithrt dann die reduzierte positive Form ¢ in die reduzierte positive Form
f iiber. Umgekehrt, wenn eine Transformation 7' diese Eigenschaft hat, so haben Z und
T7 die Form f = Tg gemeinsam. Die Frage nach den transformierten Zellen 7'Z, die mit
Z Punkte gemeinsam haben, ist also gleichbedeutend mit der Frage nach den Transfor-
mationen T, die mindestens eine reduzierte positive Form in eine ebensolche Form iiber-
fithren.

Nach Satz 12 gibt es nur endlich viele solche Transformationen 7. Unter ihnen sind

zunédchst die 2" Umkehrtransformationen
@y, = T

hervorzuheben, welche die Zelle Z auf sich selbst abbilden.

Andere Transformationen als die Umkehrtransformationen koénnen niemals eine
eigentlich reduzierte Form f in eine reduzierte Form tberfithren. Bei einer eigentlich redu-
zierten Form sind ndmlich die Vektoren e, ..., e, der Reihe nach bis auf Faktoren +1
eindeutig bestimmt, da es ausser e, und — e, keine Vektoren gleicher Léinge gibt, die mit
e, ..., €_; ein primitives System bilden. Also gilt

Sarz 15. Ist T eine Umkehrtransformation, so fillt TZ mit Z zusammen. In allen ande-
ren Fillen haben Z und TZ nur Randpunkte gemeinsam. Hs gibt nur endlich viele trans-
formierte Zellen TZ, die mit Z positive Formen f gemeinsam haben.

KorRrROLAR 1. Es gibt nur endlich viele transformierte Zellen TZ, die mit einer gege-
benen transformierten Zelle Ty Z positive Formen gemeinsam haben.

Hat ndmlich TZ mit T, Z eine positive Form f gemeinsam, so hat 7' TZ mit Z die
Form T5'f gemeinsam,

KoRROLAR 2. Eine positive Form | gehort nur endlich vielen transformierten Zellen an.

Beweis: Nach Satz 4 ist f = Tg, wobei g reduziert ist. Also gehort f der transformierten
Zelle Ty Z an. Jetzt folgt die Behauptung aus Korrolar 1.

Sat1z 16. Jeder Randpunkt von Z gehort mindestens einer weiteren Zelle T Z an.



DIE REDUKTIONSTHEORIE DER POSITIVEN QUADRATISCHEN FORMEN 297

T,Z

w2

Z 5,
T,z

Fig. 3.

Beweis: Ist f ein Randpunkt von Z, so gilt in mindestens einer nicht trivialen Bedingung
B,, das Gleichheitszeichen:

fkh‘ :f(sh AR Sn)'

Das bedeutet, dass es ausser e, und - e, noch mindestens einen weiteren Vektor
kleinster Linge e gibt, der mit e,, ..., e,_; ein primitives System bildet. Vone,, ..., &_;,
e, ausgehend, kann man eine reduzierte Basis (€5, ..., €_1, €k, ..., &) konstruieren, die aus
€5, ..., €, nicht nur dorch eine Umkehrtransformation hervorgeht. Die Transformation 7,
die e, ..., e, in diese neue Basis iiberfithrt, fiihrt f in eine reduzierte Form 7'f =g iiber.
Nun ist f = 7"1g, also gehort f dem Bereiche 7'Z an. Damit ist Satz 16 bewiesen.

Wir betrachten nun eine Wand W der Zelle Z. Es gibt ausser Z selbst nur endlich
viele Zellen 7', Z, ..., T.Z, die mit W Punkte gemeinsam haben. Die Punkte von W, die
gleichzeitig zu 7T Z gehoren, bilden auf W eine konvexe, abgeschlossene Menge M;. Diese
Mengen M, iiberdecken W nach Satz 16.

Die (N — 1)-dimensionalen unter den konvexen Mengen M, nennen wir Wandstiicke
oder Stiicke S; der Wand W. Wenn ein Punkt f von W keinem solchen Wandstiick ange-
héren wiirde, wire auch eine volle Umgebung U von f auf W zu allen Wandstiicken fremd,
da die Wandstiicke ja abgeschlossene Mengen sind. In U kénnte man einen Punkt g wihlen,
der keiner weniger als (N — 1)-dimensionalen Menge M, angehért. Der Punkt g wiirde
dann iiberhaupt keiner Menge M, angehéren, was nicht geht. Also liegt jeder Punkt der
Wand in mindestens einem Wandstiick S,.

Ein solches Stiick 8, ist Teil einer Wand von Z, aber auch Teil einer Wand von T Z.
Die Gleichung der Hyperebene, in der das Stiick .S; liegt, sei L(f) = 0, Dann gehort L(f) = 0
zu den definierenden Gleichungen von Z und — L(f) = 0 zu den definierenden Gleichungen
von T;Z. In einer geniigend kleinen Umgebung eines inneren Punktes von S; gehoren alle
Punkte mit L(f) = 0 zu Z und alle mit L(f) < 0 zu T, Z. Fir weitere transformierte Zellen,

die an S, anstossen, ist kein Platz mehr. Also gilt
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Sartz 17. Die (N — 1)-dimensionalen Wandstiicke S; iberdeckep die ganze Wand W.
Jedes Wandstiick S; gehort genaw zwei Zellen Z und T;Z an. Alle Punkte in einer geniigend
kleinen Umgebung eines inneren Punktes von S; liegen tn Z oder in T; Z.

Was fur die Zelle Z gilt, gilt selbstverstdndlich auch fiir jede transformierte Zelle
TZ. Auch hier stiosst an jedes Wandstiick genau eine weitere Zelle an.

Alle diese Siatze sind anschaulich einleuchtend. Das gleiche gilt fiir den folgenden

Sarz 18, Ist f eine positive Form, so sberdecken die endlich vielen transformierten Zellen
T,Z, die f enthalten, eine volle Umgebung von f.

Beweis: Die f nicht enthaltenden Seiten der Zellen 7',Z haben eine abgeschlossene
Vereinigungsmenge V. Wir wihlen eine konvexe Umgebung U von f, die zu V fremd ist
und nur aus positiven Formen besteht. Nun wird behauptet, dass jede Form f, in U min-
destens einer Zelle 7' Z angehoért.

Wir wihlen in U eine Form f;, die dem Innern eines Bereiches 7;Z angehort. Wir

verbinden f;, mit f, innerhalb U durch eine Strecke

fe=Q1—tf, +thh.

Man kann f, so wihlen, dass die Strecke keine von den weniger als (N — 1)-dimensionalen
Seiten der Zelle 7, Z tritft. Es sei » die obere Grenze der ¢, fiir welche f, wenigstens einer
der Zellen 7;Z angehort. Dann gehort f, auch noch einer Zelle T;Z an. Wire u <1, so
miisste f, einer Wand von 7T;Z angehoren, und zwar, da die weniger als (N — 1)-dimensio-
nalen Seiten nicht in Betracht kommen, einem Wandstiick S;. An S, stossen nach Satz 17
genau zwei Zellen 7,Z und 7'; an und eine volle Umgebung des Punktes f, liegt in der
Vereinigung dieser zwei Zellen. Dann wire aber u nicht die obere Grenze. Also muss u =1
sein und der Punkt f, gehort der Zelle T, Z an.

Mann kann Satz 18 auch so formulieren:

Die Zellen TZ iiberdecken das Gebiet der positiven Formen, aber sie hiufen sich nicht
gegen die Punkte dieses Gebietes, sondern nur gegen den Rand, d.h. gegen die halbdefiniten
Formen.

Diesen Satz hat H. Weyl [1] durch direkte Abschiatzung der Matrixelemente der
Transformationen 7' bewiesen. Die hier befolgte Methode erscheint lehrreicher, weil
sie auch bei anderen eigentlich diskontinuierlichen Transformationsgruppen angewandt
werden kann. Fiir die hier gefilhrten Beweise geniigt es, anzunehmen, dass die Aus-
gangszelle Z durch verniinftice Réinder begrenzt wird, derart dass jedes (N — 1)-dimen-
sionale Wandstiick genau zwei Zellen Z und TZ voneinander trennt, wiahrend die Rand-

teile von weniger als N —1 Dimensionen durch geeignete Verbindungswege umgangen
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werden konnen. Diese Voraussetzungen sind in vielen Fillen erfiillt, auch wenn die Wénde

nicht eben sind.

KorrOLAR zU SATZ 18. Eine kompakte Menge M im Gebiet der positiven Formen

wird von endlich vielen Zellen T Z iiberdeckt.

Beweis: Zu jedem Punkt von M gibt es nach Satz 18 eine Umgebung, die von endlich
vielen transformierten Zellen iiberdeckt wird. Endlich viele von diesen Umgebungen
iiberdecken M.

SaTz 19. Jede Zelle TZ kann von Z aus erreicht werden durch eine endliche Folge von
transformierten Zellen, von denen je zwei aufeinanderfolgende ein Wandstiick gemeinsam
habent.

Beweis: Es sei f ein innerer Punkt von Z und /, ein innerer Punkt von 7'Z. Wir ver-
binden f, durch Strecken mit allen Punkten einer kompakten Umgebung von f. Die Vereini-
gungsmenge dieser Verbindungsstrecken ist eine kompakte Menge M, die von endlich

vielen Zellen 7,7 tiberdeckt wird. In der gewdhlten Umgebung von f wihlen wir einen
Punkt f, derart, dass die Strecke

ft:(l _t)fo +tf1

die Seiten der 7', Z von weniger als (¥ — 1) Dimensionen nicht trifit. Die Wéande der Zellen
T, Z zerlegen dann die Strecke in endlich viele Teilstrecken, von denen jede in einer bestimm-

ten Zelle 7', Z liegt. Daraus folgt die Behauptung.

§ 13. Der biniire Fall. Der Fundamentalbereich von Minkowski

Die Art und Weise, wie die Zellen 7'Z sich zu einer Parkettierung des Gebietes G der
positiven Formen aneinanderschliessen, kann man sich am Beispiel der bindren Formen
anschaulich klarmachen. Um das Gebiet ¢ ganz ins Endliche zu bringen, normieren wir
die Formen durch

f 1t fe =1
Das Gebiet & ist durch

fnfzz - %ﬁz >0

oder f%2 + (fzz - fu)2 < (fu + fzz)z

definiert. Tridgt man also

X=fp und Y =f5—fy

1 WeYL beweist Satz 19 in [1] durch eine komplizierte vollstindige Induktion.

20 — 563802. Acta mathematica. 96. Imprimé le 31 décembre 1956.
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als rechtwinklige Koordinaten auf, so wird ¢ das Innere eines Kreises
X+ ¥Y2<1.
Die Zelle Z wird durch die drei Geraden

fin = foos f12 = fu —fe=fn
oder Y =0, Y+2X =1, Y-2X=1

begrenzt. Die obere Ecke (X =0, ¥ =1) stellt die halbdefinite Form 23 dar, die unteren
Ecken die zwei Formen

2 2
3 (21 + 2y 2 + 23).

Die Zelle Z ist ein Fundamentalbereich fiir die Gruppe der ganzzahligen Transforma-
tionen mit Determinante -+ 1. Ein Fundamentalbereich fiir die Gruppe der Transformatio-
nen 7T mit Determinante + 1 ist die durch f;, = 0 definierte rechte Hélfte des Dreiecks.

Analog muss man im n-dren Fall, um einen Fundamentalbereich fiir die Gruppe aller
durch ganzzahlige Transformationen induzierten Formentransformationen f' = T'f zu er-

halten, die reduzierten Formen nach Minkowski durch
forz=0 (k=1,...,n—1)

normieren. Zu einem inneren Punkt des so erhaltenen Bereichs gibt es dann keine dqui-
valenten Punkte im Bereich mehr.
Im bindren Fall kann das Dreieck Z durch eine bekannte Abbildung (Ubergang vom

Kieinschen zum Poincaréschen Modell der ebenen hyperbolischen Geometrie) in den
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N
SO\

Fig. 7.

Fundamentalbereich der Modulgruppe iibergefithrt werden. Vom Gitter ausgehend, kann
man den Ubergang z.B. so vollzichen: man fithrt nach § 2 rechtwinklige Koordinaten

£, &, ein und setzt
2z =§1 +if2. (86)

Die Basisvektoren e, und e, des Gitters werden dann durch komplexe Zahlen w, und

w, dargestellt. Nun bildet man den Quotienten

T =—2. (87)

Man kann immer annehmen, dass der Imaginidrteil von 7 positiv ist. Der Punkt 7
liegt dann in der oberen Halbebene und durchlduft, wenn f alle reduzierten Formen durch-

lauft, den Fundamentalbereich der Modulgruppe.

TEL 111

§ 14. Kantenformen und dichteste Kugelpackungen

Nach Minkowski ist die n-te Wurzel aus der Diskriminante im Gebiet der positiven
Formen f eine konkave Funktion von f, d. h. wenn f und ¢ positive Formen sind, so gilt

fiir positive 4 und u

n

VD, (Af+ug) 22V D, (f)+ uV Dy (g) . (88)
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Zum Beweis transformiert Minkowski die Formen f und ¢ gleichzeitig in Quadrat-

summen mit positiven Koeffizienten:
fea i+ ta &, g bt b

und wendet die bekannte Ungleichung von Brunn—-Minkowski an:

n n

Vda,+ puby) (Aag+puby) ...z AVayay ...+ Vb b, ...

Das Gleichheitszeichen gilt in (88) nur fur f =cg.

Diesen Satz kann man anwenden um bei gegebenem Minimum N, das Minimum der
Diskriminante D, zu bestimmen, mit anderen Worten, um in der Ungleichung (19) die
schirfste Schranke u, zu finden. Man kann dabei N; =1 annehmen. Das Problem ist
gleichwertig mit dem Problem der dichtesten gitterfdrmigen Kugelpackung im n-dimen-
sionalen Raum; denn wenn in einem Gitter N, =1 ist, so kann man in jedem Gitterpunkt
eine Kugel mit Radius } anbringen, ohne dass die Kugeln sich durchdringen, und um-
gekehrt.

Um das Minimum von D, bei N, =1 zu finden, geniigt es offenbar, sich auf reduzierte
Formen zu beschrinken; denn jede positive Form ist dquivalent einer reduzierten. Man
hat dann f,, = N, = 1. Es handelt sich also darum, das Minimum von D, fir reduzierte
Formen mit f,; =1 zu bestimmen.

Unter Kantenformen versteht Minkowski die Formen auf den Kanten der Zelle Z.
Normiert man die Kantenformen durch f;; =1, so gibt es nur endlich viele Kantenformen.
Nun gilt nach Minkowski

SaTz 20. Das Mintmum von D, fiir reduzierte Formen mit f,, =1 kann nur durch eine
Kantenform geliefert werden.

Beweis: Gesetzt, D, (f) wire das Minimum und f wére keine Kantenform. Dann wére
f innerer Punkt einer Strecke

fo=( —0fo +tfy,
wobel f, und f, beide reduziert sind und durch f,; = 1 normiert werden kénnen. Wir hatten

dann, da f, und f, nicht proportional sind, in der Ungleichung (88) fiir f = f, das Zeichen >:

n ki3

VD, (fy>(1—t) VD, (fo) + tV D, (f,) .

Die rechte Seite wire aber, da D, (f) das Minimum sein sollte, > V"D:,v(f—). Das ist ein

Widerspruch.
Wegen der fundamentalen Ungleichung (39) wéchst D, ins Unendliche, sobald f,,

ins Unendliche wichst. Wir kénnen uns also bei der Bestimmung des Minimums von D, auf
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einen beschrinkten Teil f,, < M der Zelle Z beschrinken. In diesem beschrinkten Teil
hat D, ein Minimum. Man braucht also, um das Minimum von D, bei N, =1 zu finden,
nur alle Kantenformen der Zelle Z mit f,; = 1 zu durchmustern.

Jedoch nicht alle Kantenformen kommen als Extrema von D, in Betracht, sondern
nur die Extremformen im Sinne von Korkine und Zolotareff. Diesen wenden wir uns

jetzt zu.

§ 15. Extremformen

Eine positive Form heisst extrem, wenn bei jeder kleinen Anderung, welche die Dis-
kriminante D, ungeindert lisst, das erste Minimum N, abnimmt. Gleichwertig damit ist
die Forderung, dass bei jeder kleinen Anderung, bei der N, gleich bleibt, D, zunimmt.

(1 (2

Es sei f eine Extremform mit N, =1. Es seien sV, s ... die endlich vielen Gitter-

vektoren, fiir welche die Form ihr Minimum 1 annimmt. Dann gelten die Gleichungen
fsP) =1, f(s®) =1, .... (89)

Alle diese Gleichungen sind linear in den Formenkoeffizienten. Sie definieren einen

linearen Teilraum im Raum aller Formen. Nun gilt (nach Korkine und Zolotareff):

Satz 21. Wenn | extrem ist, so besteht der durch (89) definierte lineare Rawm nur aus der
einen Form f, d. h. unter den Gleichungen (89) kommen N linear unabhingige vor, die die
Form f vollstindig bestimmen.

Formen f mit dieser Eigenschaft heissen nach Voronoi perfekt.

Beweis: Wire f innerer Punkt einer Strecke

fe=10—8f +tfy,
wobei alle Formen f, die Gleichungen (89) erfiillen, so wiirde man genau wie im Beweis
von Satz 20 einen Widerspruch erhalten.
Aus Satz 21 folgt leicht, dass es unter den Vektoren s, s®, ... n linear unabhingige
gibt. Also sind die sukzessiven Minima N,, N,, ... fiir eine Extremform alle gleich.
Eine Extremform f kann immer als reduzierte Form angenommen werden. Ist f

reduziert und N; =1, so ist nach der Ungleichung (23) von Mahler und Weyl
fi <, (90)
insbesondere fu=le=fa=fu=1 (91)

Werden die reduzierten Formen durch f;; =1 normiert, so geht die Zelle Z in ein
Polyeder P’ des (N — 1)-dimensionalen Raumes iiber, das sich allerdings (im Gegensatz
zum frither betrachteten Polyeder P) ins Unendliche erstreckt. Den Kanten von Z (soweit

sie nicht aus lauter halbdefiniten Formen mit f;; =0 bestehen) entsprechen Ecken von



304 B. L. VAN DER WAERDEN

P'. Eine Extremform f mit f;; =1 ist nach Satz 20 eine Ecke von P’. Fiir die reduzierten

Transformierten 7T'f gilt dasselbe. Ferner muss auf jeder von f ausgehenden Kante von P’

fr=10-0f+th

die Ableitung der Diskriminante D, (f,} nach ¢ fiir £ =0 positiv sein. Dasselbe muss fir
alle reduzierten Transformierten von f gelten.

Sind umgekehrt alle reduzierten Transformierten 7'f Ecken von P’ und ist auf allen
von ihnen ausgehenden Kanten die Ableitung von D, (f) positiv, so ist f eine Extremform,
wie Minkowski (Ges. Abk. I1, S.77) bewiesen hat. Um alle Extremformen zu erhalten, geniigt
es also, die Ecken des Polyeders P’ zu durchmustern und zu sehen, welche von ihnen die
eben genannten Bedingungen erfiillen.

Zu jeder Form f{x,, ..., x,) gehort eine reziproke Form ™ (u,, ..., u,), deren Matrix
die Inverse zur Matrix der Form f ist. Zu jedem Minimumvektor s gehort eine Linear-
form (s*”wu) in w,, ..., u,, deren Koeffizienten die Koordinaten von s sind. Wenn die
Form f* (u) sich als Summe von Quadraten dieser Linearformen mit positiven Koeffizi-

enten g, darstellen ldsst:
f* () = 3 0q (™ w)?,

8o heisst die Form f nach Coxeter eutaktisch.
Nach Satz 21 ist jede Extremform perfekt. Nach Voronoi[1] ist jede Extremform
ausserdem eutaktisch. Umgekehrt gilt: Jede perfekte eutaktische Form ist extrem. Fiir

diesen Satz von Voronoi hat Coxeter [2] einen einfachen Beweis gegeben.

§ 16. Extremformen und dichteste Kugelpackungen in 3, 4, 5 und 6 Dimensionen

Korkine und Zolotareff [3] haben alle Extremformen in 3, 4 und 5 Dimensionen auf-
gestellt. Thr Verfahren lasst sich folgendermassen beschreiben.
Es sei wieder N, =1. Man stelle zuerst alle ganzzahligen Vektoren s =(s;, ..., 8,)

auf, fiir welche eine Gleichung
f(s15 o0 80) = 1 (92)

gelten kann, wobei f eine reduzierte Form mit f;; =1 ist. Fir eine Extremform miissen
N =}n(n +1) linear unabhingige Gleichungen (92) gelten. Durch Einfithrung von neuen
Basisvektoren ey, ..., e, werden nun die Gleichungen (92) méglichst vereinfacht. Schliesslich
werden die Koeffizienten der Form f aus den N unabhingigen linearen Gleichungen be-
rechnet.

Bei der Durchfiihrung ist der folgende Satz sehr niitzlich:
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SATZ 22. Wenn alle Determinanten, die man aus je n Vektoren s mit Norm 1 bilden
kann, gleich 0 oder + 1 sind, dann gibt es genaw n(n + 1) solche Vektoren und die Form

kann in

Un= D T + Zk X Ty (93)
i i<

transformiert werden. Die Vektoren s sind dann die 2n Vektoren + e, und die n(n —1)
Differenzen e; — e,.

Fiir den Beweis moége auf die zitierte Arbeit von Korkine und Zolotareff [3] verwiesen
werden.

Wie niitzlich dieser Satz ist, sieht man aus den folgenden Beispielen.

1. Ternire Extremformen. In § 7 haben wir gesehen, dass je 3 linear unabhingige
Minimumvektoren s,, s,, s, automatisch ein primitives System bilden, d. h. dass ihre
Determinante gleich 4 1 ist. Nach Satz 22 folgt daraus, dass es nur eine extreme Formen-

klasse gibt, ndmlich die Klasse der Form
Uy = D T} + Xy Xy + X, Ty + Ly Ty (94)

Die drei Basisvektoren e,, e,, e; haben in dieser Metrik die Lingen 1 und die Skalar-
produkte %, d. h. sie schliessen Winkel von 60° miteinander ein. Das Gitter ist rhomboed-
risch. Die zugehoérige Kugelpackung besteht aus hexagonalen ebenen Schichten: in jeder
Schicht sind die Kugelmittelpunkte in gleichseitigen Dreiecken angeordnet und in der
nédchsten Schicht liegt ein Kugelmittelpunkt immer senkrecht iiber einem Dreiecksmittel-
punkt der ersten Schicht. Ob die Kugelpackung eine dichteste ist, weiss man nicht!, aber
jedenfalls ist sie die dichteste gitterférmige Kugelpackung im dreidimensionalen Raum.

Die Diskriminante der Form u; ist 1. In den Ungleichungen (19) und (20) ist also
13 =2 der bestmogliche Faktor, ebenso in (39) 4; = %, was Seeber und Gauss ja auch schon

wussten.
2. Quaterndre Extremformen. Hier gibt es nach § 7 zwei Fille:

Fall A. Die Form ist &quivalent der Form
gy =25+ a5+ xf+ 2f + (2 + 2y T) 7, (95)

In diesem Falle gibt es 4 linear unabhingige Minimalvektoren von der Linge Eins,
die kein primitives System bilden. Sie sind paarweise senkrecht und spannen ein einfaches

kubisches Gitter auf. Das urspriingliche Gitter ist kubisch raumzentriert; der vierte

1 Siehe iiber diese Frage L. Frses Térw, Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im Raum,
Kap. 7 (Springer-Verlag 1953).
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Basisvektor e, hat die rechtwinkligen Koordinaten (3, 4, £, 1) und geht von einer Ecke
zur Mitte des vierdimensionalen Wiirfels. Die Diskriminante der Form ist }; es gibt 24
Gittervektoren mit Norm 1.

Fall B. In allen anderen Fillen bilden je 4 linear unabhéngige Minimalvektoren auto-
matisch ein primitives System. Die Determinante aus je 4 Minimalvektoren ist also immer
0 oder + 1. Nach Satz 22 gibt es unter dieser Voraussetzung nur eine Extremform, namilich

U= D XF+ D T X (96)
i i<k

Die Diskriminante dieser Form ist &. Es gibt »(n + 1) = 20 Vektoren mit Norm Eins.
Die Basisvektoren e, e, €,, e, haben die Linge Eins und ihre Skalarprodukte sind 1, wie
beim rhomboedrischen Gitter in 3 Dimensionen.

Die kleinstmogliche Diskriminante, namlich %, ergibt sich im Fall A. Also ist y, =4
der bestmdégliche Faktor in (19) und (20), und 1, = } der bestmégliche Faktor in der funda-

mentalen Ungleichung fir reduzierte quaternédre Formen
D42%fllf22f33f44' (97)

Fiir n = 5 sind die Extremformen nach Korkine und Zolotareff [3]:
=S 42
U;=2, 4+ 2 %,
i<k
= 2 1 —1 —1 -1 1 1 — 1 — —
7 =24k wy — ey ws — dara, — h ey a0 wy + aan, — @y T @, — 225 — 2,75,
Vg = Uy — Ty Xy,
Thre Diskriminanten sind #, 85 und 1. Die dichteste Kugelpackung und der beste
Wert von p; werden durch die Form v, geliefert.

Coxeter [2] hat diese Formen zur Theorie der einfachen Liegruppen in Beziehung

gesetzt. Er ersetzt die Formen wu, und v,=wu,—; 2, durch die dquivalenten Formen

An=zxi2—zxixi+1

2
Dn zAn-l'xn—2 Tn +

die 21 den von Cartan ebenso bezeichneten Liegruppen gehoéren. Diese Formen sind
fir jedes n extrem. Dieselbe gilt (mit wenigen Ausnahmen) fiir die dhnlich definierten
Formen A}, D, E, und Ej die ebenfalls zu einfachen Liegruppen gehéren. Die letzten

beiden sind so definiert:

_ 2
Ei=A,—xz 25+ x5

3 __ 2
Eﬁ—As—éxﬁ.
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Die frither betrachteten Formen g, und g, sind dquivalent zu v, und v, oder zu
D; und D,. Die quaterniren Extremformen sind also u, und v, oder (wenn man will)
A, und D,.

Die Form z; ist dquivalent zu
3 __ _ 92,2
A5kA4 x2x5+§x5.

Die quindren Extremformen ug, z;, v, kénnen also durch A, A und D, ersetzt
werden.

Die Extremformen in 6 Verdnderlichen hat N. Hofreiter [1], [2] bestimmt, jedoch
hat Coxeter [2] einen Fehler in seiner Arbeit gefunden. Hofreiters Form F, mit Dis-
kriminante 271*-3%.53 ist nicht extrem. Dafir hat Coxeter die Extremform K ent-
deckt, die mit den 27 Geraden auf einer kubischen Fliche zusammenhéngt und die
Diskriminante 27'%-3° hat.

Ausser Ej gibt es noch 3 seniire Extremformen A, D und E; mit Diskriminanten

vy

L und {5. Die grésste Diskriminante §; hat A, oder die dquivalente Form

=2
>l
Ll

3

Ug= > 2F+ > X Xy

i<k
Die kleinste Diskriminante § hat die Form D, oder die dquivalente
Vg = Ug ~ Ty Ty.

Die dichteste Kugelpackung in 6 Dimensionen wird durch v geliefert; die zugehérige
Konstante ug ist %

Die Methode von Hofreiter besteht darin, dass er zunéchst untersucht, wie viele und
welche Gitterpunkte in dem Parallelepiped liegen koénnen, das von den ersten 6 Minimum-
vektoren s, ..., s; aufgespannt wird. Er findet 6 Moglichkeiten:

1) Nur die Ecken sind Gitterpunkte.

2) In drei vierdimensionalen Seiten sind die Mittelpunkte Gitterpunkte. Diese Gitter-

punkte sind
$(s; T8y ts3+s,), 3(sy T8y +s545), (s ts,+sytsg).

3) In einer vierdimensionalen Seite ist der Mittelpunkt 4 (s; + s, + s; + s,) Gitterpunkt.

4) In einer fiinfdimensionalen Wand ist der Mittelpunkt %(s, +s, +s5+s, +s;)
Gitterpunkt.

5) Der Mittelpunkt der Gittermasche 13 's; ist Gitterpunkt.

6) Im Innern der Gittermasche liegen 2 Gitterpunkte 1>'s;, und >,

3L
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Wenn bei jeder Wahl der linear unabhingigen Minimumvektoren s; der Fall 1) ein-
tritt, kann man Satz 22 anwenden und findet nur die Form u,. In den anderen Fillen wer-
den jeweils die N Gleichungen (92) aufgestellt, die ausdriicken, dass gewisse Gittervektoren
die Norm 1 haben. Diese linearen Gleichungen bestimmen die Koeffizienten der Extrem-

form. Fir die Durchfiihrung sei auf die Arbeiten von Hofreiter verwiesen.
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