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Introduction.!

Dans le premier chapitre de ce travail, nous étudions le type le plus simple de
surcorps d’un corps non commutatif, les extensions de rang 2 (4 gauche ou & droite);
alors que la structure d’une telle extension est triviale lorsqu’il s’agit de corps com-
mutatifs, il ne parait nullement aussi facile de la réduire & une forme canonique
dans le cas général et nos résultats ne s’appliquent que lorsque le corps de base est
un sous-corps galoisien de son extension.

Les résultats de ce chapitre sont appliqués dans les chapitres suivants 3 diverses
questions se rattachant & la théorie des groupes classiques. Soit E un espace vectoriel
4 droite (de dimension finie) sur un corps K; appelons collinéation involutive toute
application semi-linéaire de E sur lui-méme (collinéation) dont le carré est une homo-
thétie; lorsque K est isomorphe & son opposé K° appelons de méme corrélation in-
volutive toute application semi-linéaire de E sur son dual E* (corrélation) qui est
égale & sa transposée, 4 un facteur scalaire prés. Le groupe des transformations
linéaires de E en lui-méme qui reproduisent une forme bilindaire hermitienne ou
alternée, & un facteur scalaire prés, peut encore étre défini comme formé des trans-
formations linéaires u telles que y-u =2A-4%-y, ol % est la contragrédiente de u,
A un sealaire (dépendant de %) et p une corrélation involutive. Dans d’assez nom-
breuses circonstances, on doit considérer plus généralement les transformations liné-
aires u de E qui ¢permutent projectivement» (c’est-a-dire au sens précédent) avec
plusteurs corrélations involutives y; (0 < 4 < m), telles que les transformations semi-

linéaires y; 'y, soient des collinéations involutives; il revient alors au méme que u

! Les numéros entre crochets renvoient & la bibliographie placée & la fin de ce travail.
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permute projectivement avec la corrélation y, et avec chacune des m collinéations
involutives y; (1 <7< m). Or, comme on le constatera, les transformations linéai-
res de E permutant projectivement avec une collinéation involutive peuvent, dans
de nombreux cas, &tre considérées comme des transformations linéaires pour une
nouvelle structure d’espace vectoriel sur E, par rapport & une extension gquadratique
du corps K; d’ot la possibilité d’étudier le groupe des transformations linéaires
permutant projectivement avec les 4; en le considérant comme un groupe de trans-
formations linéaires par rapport & un autre corps Ky, permutant projectivement avec
une seule corrélation involutive. On connait depuis longtemps des exemples d’applica-
tions de cette méthode: c’est ainsi que le groupe unitaire sur le corps des nombres
complexes peut &tre considéré comme intersection d’un groupe orthogonal et d’un
groupe symplectique sur le corps des nombres réels; et de méme, le groupe unitaire
quaternionique peut étre considéré comme intersection d’un groupe unitaire et d’un
groupe symplectique sur le corps des nombres complexes. Au chapitre II, nous
étudierons ce procédé sous son aspect le plus général. Nous Iappliquerons ensuite
en premier lieu pour compléter les résultats de van der Waerden [14] sur les groupes
orthogonaux sur un espace de dimension < 6, puis pour résoudre certains problémes
sur les groupes classiques, que nous avions laissés sans réponse dans nos travaux
antérieurs sur ces questions ([8] et [10]).

I. Extensions quadratiques des corps non commutatifs.

1. Soient K un corps quelconque, L un sous-corps de K tel que K soit de rang 2
sur L quand on le considére comme espace vectoriel & droite sur L; on ignore si
dans ce cas K est aussi de rang 2 en tant qu’espace vectoriel & gauche sur L; il en
est bien ainsi toutefois quand L est un sous-corps galoisien de L (cf. [5], [13] et [7]).
Nous nous limiterons en principe dans ce qui suit & 1’étude des extensions quadra-
tiques K d’un corps L, qui sont galoisiennes sur L. La théorie de Galois des
corps non commutatifs (loc. cit.) montre alors que L peut &tre un sous-corps galoi-
sien extérieur ou wntérieur de K, suivant que le centre T de K contient ou non le
centre Z de L.

2. Nous commencerons par étudier le cas olt L est un sous-corps galoisien
extérieur de K, c’est-d-dire ot Z<T. La théorie de Galois (voir par exemple [5],
p. 65) prouve alors que L est le corps des invariants d'un aufomorphisme v de K,
tel que 7% soit l’automorphisme identique de K. Soit alors 6 un élément de K
n’appartenant pas 4 L; les éléments 1 et O forment une base de K sur L (considéré
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By P

comme espace vectoriel & droite ou i gauche), et on a en particulier 6% = 6a + b,
avec a€L et b€L. Remarquons maintenant que 6 + 67 est invariant par 7, donc
est un élément c€L. Si K n’est pas de caractéristique 2, en remplagant 6 par

¢ . .
0+ g on peut se ramener au cas ot 6° = — 0; on doit alors avoir 62 = —6a + b,
ce qui entraine 20a = 0, c’est-a-dire @ = 0. Si au contraire K est de caractéristique 2,
on a ¢ 0, sans quoi v serait 'automorphisme identique; en remplagant 0 par 6¢1,
on peut se ramener au cas ol ¢ =a = 1, et par suite 67 =0 + 1.

3. Pour tout élément z€ L, on peut écrire
1) z0=wu(x)+ 0z°

ol u(z) et «° sont des éléments de L; en outre, comme 1 et 6 forment une base
de K considéré comme espace vectoriel & gauche sur L, x> 2° est une application
de L sur lui-méme; si dans (1), on remplace = par zy, Vassociativité de la multi-
plication dans K donne aussitét les deux relations

(@) (@y) =2y
3) u(zy) =zu(y) + u(@)y.

La relation (2) et la remarque précédenté prouvent donc que x~+2a° est un
automorphisme de L, et (3) signifie alors que u est une antidérivation de L, relative
4 lautomorphisme ¢. Si on exprime en outre que z 0> = x6a + b, on obtient, en
vertu de (2) et (3), les relations

4) w(x)—u(@)a=2b—ba”
(5) u (x°) + (u (¥))° = 2°a —a 2™

Exprimons maintenant qu’on a (z 0)° = 2 6° pour tout z€L. Supposons en pre-
mier lieu que K ne soit pas de caractéristique 2; alors comme 6* = — 0, il vient

u(x)—02° = —u(x)—0Ga°, cest-d-dire 2u(z) =0, d’ot wu(x) =0 identiquement
dans L; la relation (5) est identiquement vérifiée, et la relation (4) donne

(6) o = b lzb

identiquement dans L; en d’autres termes, ¢? est un automorphisme ¢ntérieur. Comme
tout élément du centre Z de L permute avec 0, on a z° = pour tout 2€Z; de
méme, b = 6% permute avec 6, donc &° = b.

12 — 632081 Acta mathematica. 87
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Si au contraire K est de caractéristique 2, on a 6* = 0 + 1, donc on obtient la
relation # {z) + 02° + 2° = u(z) + 62° + z, c’est-a-dire z° = z identiquement dans L;
la relation (5) est encore identiquement vérifiée, et (4) donne

(7) u(z) + u?(zr) =zb+ b

identiquement dans L; en d’autres termes, u + 4% est une dérivation intérieure. Comme
tout élément du centre Z de L permute avec 0, on a u(z) = 0 pour z€Z; on voit
de méme que % (b) = 0.

4. Lorsque K n’est pas de caractéristique 2, I’élément 8 de K n’est pas entiére-
ment déterminé par la condition 67 = — 6; tout élément ¢’ = Ow, ol w€L, a la
méme propriété, et réciproquement; on a alors 6’2 = bw’w; il est clair qu'on ne
peut avoir 6% =1, puisque §’ n’appartient pas 4 L; on voit donc que b n'est pas
de la forme za° (avec z€L). On notera que lorsqu’on remplace § par 6 = fw,
Pautomorphisme ¢ est remplacé par z—w1z°w.

Cherchons enfin si o peut étre un automorphisme ntérieur; alors, en remplagant
6 par 6w pour un w€L convenable, on peut se ramener au cas oil ¢ est 'auto-
morphisme identiqgue. Dans ce cas, 0 appartient au centre de K, qui est par suite
égal & Z (0), extension quadratique séparable de Z, et K est isomorphe au produst
tensoriel L ® Z (0) sur Z. Dans tout autre cas, o est un automorphisme extérieur de
L laissant invariants les éléments de Z, ce qui (en vertu du th. de Skolem-Noether)
ne peut se produire que si L est de rang infini sur son centre Z.

Inversement, soit L un corps de caractéristique > 2; supposons donné un auto-
morphisme o de L (éventuellement égal & I’automorphisme identique), laissant in-
variant tout élément de Z, et satisfaisant & la relation (6); supposons en outre que
b* =0, et que b ne soit pas de la forme xz°. Soit K un espace vectoriel & droite
de dimension 2 sur L, et soit {e¢, 8} une base de K sur L; on définit une loi de
composition dans K en prenant ¢ comme élément unité (ce qui 'identifie & 1’élément
unité 1 de L) et en convenant que (0x)(8y) = ba’y, z(0y) = 02y et (By)z = 0(yz)
quels que soient z et y dans L; cette multiplication est associative en raison du
fait que ¢ est un automorphisme, et des relations 4° = b et (6), comme on le vérifie
aisément. Pour voir que l’anneau K ainsi défini est un corps, il faut vérifier que
si r et s sont deux éléments de L, non tous deux nuls, il existe deux éléments z, y
de L tels que I'on ait

® (6z+y)(0r+s)=(0r+s)(6z+y) =1

Or la seconde de ces relations équivaut aux deux équations
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brz+sy=1
&)

sfx+ry=0.

On peut en outre se borner au cas ol r < 0; alors on tire de la seconde équation
(9) que y = —r"1s°2, Ao pour z ’équation

(10) (bre—sr sz =1

qui admet une solution dans L, puisque b (sr—1) (sr~1)° par hypothése. Quant 3
la premitre relation (8), elle équivaut aux équations baz’r + ys=1, y°r + s =0,
et la premiére de ces équations s’écrit aussi zbr® + y°s° =1, d’aprés (6) et la rela-
tion 5° = b; on en déduit pour z ’équation z(br°— sr~15°) = 1, équivalente & (10).

Reste 4 montrer que l'application 6z + y > — 6« + y est un automorphisme =
de K, ce qui se vérifie immédiatement. Cela prouve que I est un sous-corps galoisien
extérieur de K, et nous avons démontré le théoréme suivant:

Théoréme 1. Pour tout sous-corps galoisien extérieur L d’un corps K de carac-
téristique # 2, tel que K soit de rang 2 sur L, 5l existe un élément 0 de K, formant
avec 1 une base (& gouche et @ droite) de K sur L, tel que 6% = b€ L, que Vapplica-
tion >0~z 0 soit un automorphisme ¢ de L laissant invariants b et les dléments du
centre Z de L, et que b ne soit pas de la forme xx° (pour x € L). Réciproquement, la
donnée d’un automorphisme o de L laissant invariants les éléments de Z, et d’un édlément
beL tel que b° = b, satisfaisant & (6) et qui west pas de la forme x3°, détermine un
surcorps K de L tel que K soit de rang 2 (d droite et & gauche) sur L, que L soit
sous-corps galoisien extérieur de K, et qu'il ewiste dans K un élément 0 ayant les pro-
priétés précédentes.

Si 6x +y appartient au centre T de K, il doit permuter, avec tout &lément
2€L, ce qui donne y€Z et “x—=xz2 8i g nlest pas un automorphisme intérieur
de L, cela n’est possible que pour x =0, donc T = Z; au contraire, si o est un
automorphisme intérieur de L, on peut supposer que o est 'automorphisme identique,
et on voit que Pon doit avoir z€Z, d’ott T = Z (6).

5. Donnons un exemple olt L est sous-corps galoisien extérieur de K et ol o
est un automorphisme extérieur de L. Soit K, un corps commutatif de caractéristique
#2, Ky = Ky ((X)) le corps des séries formelles en X & coefficients dans K,, et soit
K le corps des séries formelles Y an(X) Y™ en Y, ol les coefficients appartiennent &

n

K,, avec la loi de multiplication ¥*a(X) = a(2*X) Y* (corps non commutatif de
Hilbert). Soit L le sous-corps de K formé des séries ne contenant que des puissances
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paires de Y; il est clair que tout élément de K peut s’écrire d’une seule maniére
Yo+ w, ot v et w appartiennent 4 L; en outre, I'application changeant ¥ en — Y
est un automorphisme de K, dont le carré est D’identité, et qui laisse invariants les
éléments de L. L est un sous-corps galoisien extérieur de K, car le centre commun
de K et de L est ici K,; 'automorphisme ¢ de L fait correspondre a I’élément
gaﬂ(X) Y2" Pélément 3 an (3 X) Y2

n

6. Reprenons l'étude de Dextension quadratique K de L lorsque K est de
caractéristique 2; alors I’élément 6 n’est pas entiérement déterminé par la condition
0= 0+ 1; tout autre élément 6’ = 0 + w, ot we€L, a la méme propriété et réci-
proquement; on a alors 6% =6+ b+ u(w) + w? + w; comme on ne peut avoir
6’2 =6, on voit que b n'est pas de la forme u(z) +  + 2° (avec z€L). Lorsqu’on
remplace 6 par 6" =60+ w, la dérivation u(z) est remplacée par la dérivation
z=u(x)+zw+ wa.

Cherchons si u peut étre une dérivation iniérieure; en remplacant 6 par 6 + w,
avec un w€ L convenable, on peut se ramener au cas oil % est identiquement nulle.
Alors, 0 appartient au centre de K, qui est par suite égal & Pextension quadratique
séparable Z(6) de Z; le corps K est donc isomorphe au produit tensoriel L ® Z(0)
sur Z. Dans tout autre cas, u est une dérivation extérieure de L, s’annulant pour
tous les éléments de Z, ce que ne peut se produire que si L est de rang infini sur Z
([12], p. 103).

Inversement, soit L un corps de caractéristique 2; supposons donnée une dériva-
tion « de L (éventuellement identiquement nulle), nulle dans Z et satisfaisant & la
relation (7); supposons en outre que u(b) =0 et que b ne soit pas de la forme
u(z) + z + 2% (avec z€L). Soit K un espace vectoriel & droite de dimension 2 sur L,
et soit {e, 0} une base de K sur L; on définit une loi de composition dans K en
prenant e comme élément unité (identifié 4 1’élément unité 1 de L) et en convenant
que (0z)(0y)=0(z+u(@)y+bxy, z(0y)=0zy+ u(x)y et (By)z = 0(yz) quels
que soient z et y dans L; cette multiplication est associative, comme on le vérifie
sans peine en raison du fait que w est une dérivation, et des relations (7) et u(b) = 0.
Pour voir que V'anneau K ainsi défini est un corps, il faut vérifier que si r et s
sont deux éléments de L, non tous deux nuls, il existe deux éléments z, y de L
tels que

(11) Oz +y)(0r+s)=(0r+s)(8zx+y) =1

Or, la seconde de ces relations équivaut aux deux équations
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(12) { W)y +r+s)e+ry=0

br+u@))e+sy=1

On peut se borner au cas ol r><0; alors on tire de la premiére équation (12)
que y =—r"1(u(@r) + 7+ s)z, d’'oit pour z 'équation

(13) Gru@rl+srlumri+sri+sriPre=1
qui admet une solution dans L, car on a par hypothése
b+ u(sr ) +sr 4+ (sr )20, et u(sr)=u(s)ri+srlu@)er?

% étant une dérivation. Quant 3 la premiére relation (11), elle est équivalente aux
équations

u@) +x)r+zrs+yr=20
» { ( )

bzr+uy)r+ys=1

Supposant encore que 70, on tire de la premiére équation (14) que y=z+u(x)+
+ xsr!, d’oll, en portant dans la seconde équation (14), et tenant compte de (7),
Péquation pour z

zh+u@Erl+sriumeritsri+srP)r=1

qui est équivalente & (13).

Reste & vérifier que l’application 0z + y — 6z + ( + ¥) est un automorphisme
de K, ce qui est immédiat. Le corps L est donc un sous-corps galoisien extérieur
de K, et nous avons obtenu le résultat suivant:

Théoréme 2. Pour tout sous-corps galoisien extérieur L d’un corps K de carac-
téristique 2, tel que K soit de rang 2 sur L, il existe un élément 0 de K, formant
avec 1 une base (4 gauche et d droite) de K sur L, tel que 6% + 0 = b € L, que Uapplica-
tion x—~x 8 + Ox soit une dérivation u de L, nulle pour x =b et pour les éléments du
centre Z de L, et que b me soit pas de la forme z + * + u (x) (powr x € L). Réciproqde-
ment, la donnée d’une dérwation u de L sannulant dans Z, et d’un élément bEL tel
que u(b) =0, satisfaisant & (T) et qui n'est pas de la forme x + z® + u(z), détermine
un surcorps K de L tel que K soit de rang 2 (d drotte et d gauche) sur L, que L
sott sous-corps galoisien extérieur de K, et quw'il existe dans K un élément 0 ayant les
propriétés précédentes.

Si #z +y appartient au centre 7T de K, il doit permuter avec tout élément
2€L, ce qui donne x €Z et u(z)z + 2y = yz. Si u n’est pas une dérivation intérieure
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de Z, cela n’est possible que pour z =0, donc T = Z; au contraire, si u est une
dérivation intérieure de L, on peut supposer que u = 0, et on doit alors avoir z€Z,
d’ot T = Z(9).

Je n’ai pu obtenir d’exemple explicite de corps K et L satisfaisant aux condi-
tions du th.2 et pour lesquels Z = T.

7. Etudions maintenant le cas oit L est un sous-corps galoisien intérieur de K,
c’est-a-dire le cas ol le centre Z de L, commutant de L dans K, est une extension
quadratique du centre T de K, Considérons les transformés wZw~! de Z par les
automorphismes intérieurs de K; le plus petit corps contenant tous ces corps est
nécessairement K Ini-méme, en vertu d’un théoréme de R. Brauer et L. K. Hua,
généralisant un résultat antérieur de H. Cartan ([4], [5] et [11]). Il existe donc un
élément 6 € K, non contenu dans L et tel que 7 (f) soit une extension quadratique
de T; on peut par suite prendre pour base de K sur L (4 gauche ou & droite)
Pélément unité de L et 1’élément 6.

Supposons en premier lieu que K ne soit pas de caractéristique 2. On peut
alors supposer que 62 =a, ol € 7. On a encore alors les relations (1), (2) et (3),
et les relations (4) et (5) deviennent ici

(15) u?(z) = a(z —z)
(16) % (2°) + (u (2)° = 0.

On notera en outre que I est le corps commutant de Z dans K, donc on ne
peut avoir identiquement z 6 = 6z dans Z.
Soit alors z un élément quelconque de Z, y un élément quelconque de L; apph-

quant la relation (3) & zy et & yz, il vient, puisque z est permutable & tout élé-
ment de L,

(17) u(y) (@ —2) = u (2)y" —yu(2).

Nous allons montrer qu’on ne peut avoir identiquement z° = z dans Z. En effet,
8’ll en était ainsi, on ne pourrait avoir identiquement u (z) = 0 dans Z, car on aurait
alors z 6 = Oz identiquement dans Z, ce quon a vu étre impossible; si z € Z est tel
que %(z) =c#0, on aurait alors identiquement dans L, y° = ¢~'yc. Remplagons
alors 0 par 6’ = fl¢~!; on a pour tout y€ L .

yO =u@ct+0y=u(y +0y

et le raisonnement du n° 3 montre que u’ est une dérivation dans L.
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Répétant le raisonnement du début de ce n°, on voit alors que pour z€Z et

y€L, on a
w2y —yu () =0

autrement dit que u’(2) €Z; la restriction de w' & Z est donc une dérivation de ce
corps, qui est nulle dans 7. Mais comme Z est une extension séparable de T, une
telle dérivation est nécessairement identiquement nulle dans Z ({3), p. 140); on aurait
donc 260’ = 6’2 pour tout z€Z, et on a vu ci-dessus que c’est impossible.

On peut donc trouver z€Z tel que 2° % z; d’ailleurs, comme ¢ est un auto-
morphisme de L, on a 2°€Z; en posant @ = (z° —z) ' u (x), la relation (17) donne
identiquement

(18) u(y) =ay’—ya.
L’identité (16) s’écrit alors
(19) (@® + a)y” — y° (a° + a) = 0.

On va en déduire que 4’ =—a; dans le cas contraire, (19) montrerait que
Vautomorphisme o de L est un automorphisme sntérieur, qui laisserait en particulier
invariant chaque élément de Z, et nous avons vu ci-dessus que c’est impossible.

Posons alors ¢ = 0 + a; la relation (18) donne identiquement dans L,

(20) yo=ovy.

D’aprés (18), on a u(a) =aa®—a® =—2a? d’ott a § = — 2a® — O a, et par suite
P=0+af=60+0a+ab+a’=0—a?=a—a®=ce€L Comme co=pc= g’
on a ¢ =c; d’autre part la relation (4) donne

(21) y" =clyc

dans L.

8. L’élément ¢ de K n’est pas entidrement déterminé par la condition que
Papplication y —p~'y o soit un automorphisme de L (nécessairement extérieur comme
on Pa vu). Si on écrit que o' = g7 + s est tel que yo' = o’y* o ¢’ est un auto-
morphisme extérieur de L, il vient y°r =ry” et ys = sy® identiquement, ce qui
n’est possible que si s=0. Alors y” =r~1y°r et o2 = p?°r = ¢7°r. On notera
qu'on a nécessairement o'® > 1, puisque o’ n’appartient pas & Z; on en conclut que
¢ n'est pas de la forme xa2° (avec x € L).

Inversement, soit L un corps de caractéristique 7 2; supposons donné un
automorphisme o de L, dont la restriction & Z ne soit pas 'automorphisme identique,
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et qui satisfasse 3 la relation (21); supposons en outre que ¢® = ¢, et gue ¢ ne soit
pas de la forme z2°. Si K est un espace vectoriel 4 droite de dimension 2 sur L,
on définit sur K une structure de corps de la méme fagon qu’au n° 4; on voit en
outre qu'un élément du centre T de K est nécessairement contenu dans L et in-
variant par g, et réciproquement; Z est donc une extension quadratique du centre
T de K, et par suite L est sous-corps galoisien intérieur de K. En résumé, nous
avons démontré le théoréme suivant:

Théoréme 3. Pour fout sous-corps galoisien intérieur L d’un corps K de carac-
téristiqgue # 2, tel que K soit de rang 2 sur L, il existe un élément ¢ de K, formant
avec 1 une base (& gauche et d droite) de K sur L, tel que o* = ¢ € L, que Vapplication
x>0 lxg soit un automorphisme o de L laissant invariant ¢ et dont la restriction &
Z ne soit pas Uidentité, et que ¢ ne soit pas de la forme x x° (pour x € L). Réciproque-
ment, la donnée d’un automorphisme o de L dont la restriction d Z n’est pas 'identité,
et d'un élément c€L tel que ¢ = ¢, satisfarsant 4 (21), et qui n'est pas de la forme
za°, détermine un surcorps K de L tel que K soit de rang 2 (d droite et & gauche)
sur L, que L soit sous-corps galoisien intérieur de K, et qu’il existe dans K un élément o
ayant les propriétés précédentes.

H-résulte en outre de ce qui précéde qu’il y a lieu d’identifier deux extensions
quadratiques K,, K, de L, du type décrit dans le th.3, lorsque les automorphismes
extérieurs oy, oy correspondants de L ne différent que par un automorphisme in-
térieur de L.

9. Cette derniére remarque montre en particulier que lorsque L est de rang
fint sur son centre, la donnée de la restriction & Z de Vautomorphisme o (qui est
un automorphisme de Z de carré I'identité, formant avec l'identité le groupe de
Galois de Z sur T) détermine complétement Pextension quadratique K: il résulte
en effet du th. de Skolem-Noether que deux automorphismes extérieurs oy, g, de L
qui coincident dans Z ne différent que par un automorphisme intérieur.

11 resterait & savoir si tout automorphisme involutif de Z est la restriction &
Z d’un automorphisme ¢ de L satisfaisant aux conditions du th.3, lorsque L est un
corps quelconque ou plus particuliérement lorsque L est de rang fini sur Z: pro-
bléme que nous ne savons pas aborder actuellement.

10. Un cas particulier intéressant du th.3 correspond au cas ot 1’6lément ¢ de
L appartient au centre Z, ou est produit d’un élément de Z et d’un élément de la
forme xz°. Alors ¢ est un automorphisme involutif de L, ou ne différe d’un tel
automorphisme que par un sautomorphisme intérienr. On peut toujours supposer
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alors que o est involutif; le corps M des invariants de ¢ est alors un sous-corps
galoisien extérieur de L, de centre T, et L est isomorphe au produit tensoriel Z® M
(par rapport & T). Si R est I'extension quadratique (non commutative) de Z en-
gendrée par g, on voit aussitdt alors que K est isomorphe au produit tensoriel
R®M (par rapport & T), et que R est un corps de quaternions généralisé sur le
corps T.

On peut se demander si le cas précédent n’est pas le cas général lorsque L est
de rang fini sur son centre Z; nous ne savons pas non plus répondre 4 cette ques-
tion, mais nous allons montrer par un exemple que, lorsque L est de rang ¢nfint
sur Z, 1’élément ¢ n’est pas toujours le produit d’un élément du centre Z par un
élément de la forme x2°.

Soit K, un corps commutatif de caractéristique > 2, admettant un automorphisme
involutif &-> £ distinct de lidentité (par exemple le corps des nombres complexes);
soit K; = Ky ((X)) le corps des séries formelles en X 3 coefficients dans K,, auquel
on étend ’automorphisme involutif de K, en le faisant agir sur les coefficients de
chaque série formelle; on notera encore u — @ 'automorphisme de K; ainsi défini.
Soit L le corps non commutatif de séries formelles > an(X) Y* en Y, & coefficients

n

dans K,, et ou la multiplication est définie par Y« (X) = o (4* X) Y*. Le centre
de L est le corps K, Soit alors o 'automorphisme de L qui, & toute série formelle
S an (X) Y7, fait correspondre la série formelle Y 2" &, (X) Y"; comme X1 Y X =47,
n n

o® est l'automorphisme intérieur z->c¢ lzc, avec ¢ = X; il résulte aussitét de la

définition de o que ¢ ne peut étre de la forme wu®, avec u €L, car u ne devrait
pas dépendre de Y, c’est-d-dire appartenir & K,, et dans K;, X n’est pas de la
forme vv, comme le montre ’examen des termes de plus bas degré du produit vw.

11. Continuons ’étude du cas ol L est sous-corps galoisien intérieur de K, en
considérant maintenant les cas olt K est de caractéristique 2. Alors Z peut étre
une extension séparable ou une extension inséparable de I'; nous commencerons par
examiner le cas out Z est une extension séparable de T. On peut alors supposer que
=0+« ou €T (6 ayant le méme sens quau n° 7); les relations (4) et (5)
deviennent

(22) u? (x) + u(x) = a (2% + )
(23) (u @)° + u(2®) = 2°* + 2°.

Comme au n°7, on voit qu’on ne peut avoir identiquement z° = x dans Z, parce
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que Z est une extension séparable de 7. Procédant comme au n° 7, on voit alors
qu’il existe a € L tel que 1’on ait identiquement

(24) u(y) =ay’ +ya.
L’identité (23) donne alors
(@+a+ 1)y =y @ +a+l).

On en déduit que d° = aq + 1, sans quoi ¢ serait un automorphisme intérieur, laissant
donc invariant chaque élément de Z, ce qu’on a vu étre impossible. En posant
o="0+a, la relation (24) montre qu’on a identiquement dans L la relation (20).
D’autre part, ona u(a) =aa’+a®=a*+a+a®=a,dotal=a+ 0(a+ 1), et par
suite o> =(0 +a)=0+0a+ab+at=0+a+0a+a+6@+1)+a®=a®+
+a+a=c€L On a évidemment encore c® = ¢, et la relation (21) dérive encore
de (4).

Les considérations du n° 8 sont alors valables sans aucune restriction, et par
suite :

Théoréme 4&. L’énoncé du théoréme 3 demeure valable sans modification lorsque

K est de caractéristique 2 et que le centre Z de L est une extension séparable du centre
T de K.

Les remarques faites aux n® 9 et 10 s’appliquent aussi au cas envisagé ici:
il faut seulement, dans l'’exemple donné au n° 10, remplacer le nombre 2 par un
élément inversible et = 1 du corps K,.

12. Supposons & présent que Z soit une extension inséparable de T'; on peut
alors supposer que 6% =a€7T; en outre, la restriction & Z de 'automorphisme ¢
est nécessairement D’identité, et Z est engendré par un élément z, tel que zj = «;
comme on ne peut avoir identiquement 8z = x6 dans Z, on a nécessairement
Oz 7 29 0, C'est-d-dire a = u (zo) #0. La formule (17) donne alors identiquement
y°=a lya. Remplagant 6 par p = 6a~!, on a identiquement dans L

(26) yo=v(y) +oy

ot v est une dérivation de L; cette dérivation est nécessairement extérieure, sans
quoi elle s’annulerait dans Z, et par suite on aurait o = g pour tout r€Z, ce
qui est impossible. D’ailleurs, pour tout x€Z, et tout y € L, la relation (17) (appli-
quée 4 o et v) montre qu'on a v(zx)y —yv(z) =0, donc v (x) €Z; autrement dit, la
restriction de v & Z est une dérivation de ce corps, et 'ensemble des z € Z tels que

v(z) =0 est le centre 7 de K. D’ailleurs, on a a’ = a et d’autre part, en vertu
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de (15), u(a) = u®(xy) =0, ce qui montre que a est permutable avec 8; on en
conclut que o> = xa 2 =0b€L. La formule (4) montre d’ailleurs que

(27) ®(z)=2b+ bz

dans L; en d’autres termes, v® est une dérivation intérieure; comme o et b sont
permutables, on a enfin »(b) = 0.

13. Cherchons & déterminer tous les éléments o' =pr +s de K tels que
y—>yo + o'y soit une dérivation de L (nécessairement extérieure) et que o> € L.
En écrivant que yo' =o' (y) + ¢’y, ol v’ est une dérivation de L, il vient yr =ry
et v (¥) =v(y)r + ys + sy identiguement; la premiére de ces relations montre donc
que 7€Z. On a ensuite o2 =072 +v(s)r +s® + pv(r)r, et il faut donc v(r) =0,
c’est-d-dire r€7. On a évidemment o’ #0; comme v(s)r ! =wv(sr™!) et s?r2=
= (sr~1)2, puisque 7€ T, on voit que b w’est pas de la forme x* + v (z) (avec z € L).

Inversement, soit L un corps de caractéristique 2; supposons donnée une dériva-
tion v de L, dont la restriction au centre Z ne soit pas nulle, et qui satisfasse &
la relation (27); supposons en outre que v (b) =0, et que b ne soit pas de la forme
z® 4+ v(z). Soit K un espace vectoriel & droite de dimension 2 sur K, dont 1 et p
forment une base; on définit une loi de composition dans K en convenant que
(ex)(ey) =ev(@)y +bxy, x(oy) =exy +v(z)y, et (0y)z = ¢(yx) quels que soient
x et y dans L; cette multiplication est associative, en raison du fait que v est une
dérivation, et des relations (27) et v(d) = 0. Pour voir que I’anneau K ainsi défini
est un corps, il faut vérifier que si r et s sont deux éléments de L, non tous deux
nuls, il existe deux éléments x, y de L tels que

(28) (ex+y)(er+s)=(er+s)(ez+y)=1
La seconde de ces relations équivaut aux deux éguations

(29) {("’("‘)+s)x+ry=()

br+o@®)ec+sy=1

On peut se borner au cas ol 7% 0; on tire de la premiére équation (29) que
y=—r"1(w @) + s)x, d’olt pour = I'équation

(30) broErttsrlomr i+ sr®rz=1
qui admet une solution dans L, car on a par hypothése
b+o(sr )+ (sr )20, et v(sr ) =0 (s)r 1 +srlo(s)r},

v étant une dérivation. Quant & la premiére relation (28), elle équivaut aux équations
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(31) {v(w)r+xs+yr=0

brr+ov(y)r+ys=1

Supposant encore que r#0, on en tire y =wv(z) + zsr~!, dol, en portant
dans la seconde équation (31), et tenant compte de (27), ’équation pour

zh+ovE)r-t+srlomr i+ (sr))r=1

qui est équivalente & (30).

On voit en outre qu’un élément gr + s du centre T’ de K est tel que v (z)r =
=zs+ sz pour tout z€L; cela entraine d’abord » = 0, puisque v n’est pas une
dérivation intérieure, puis s €Z; en outre, en écrivant que ps = sg, on voit qu'on
doit avoir v(s) = 0, et on vérifie aisément que ces conditions sont suffisantes; T est
par suite I'ensemble des éléments de Z oit s'annule la dérivation v (qui n’est pas
identiquement nulle dans Z et est telle que »®(z) = 0 dans Z); on sait [3] que cela
signifie que Z est une extension quadratique inséparable de T, et par suite L est
sous-corps galoisien ntérieur de K. En résumé, on a le théordme suivant:

Théoréme 5. Pour tout sous-corps galoisien intérieur L d’un corps K de carac-
téristique 2, tel que K soit de rang 2 sur L, et Z une extension inséparable de T, il
existe un élément o de K, formant avec 1 une base (& gauche et d droite) de K sur L,
tel que o* = b€ L, que Papplication =~ xp + oz soit une dérivation v de L s’annulant
en b et non identiguement nulle dans Z, et que b ne soit pas de la forme v (z) + «*
(pour z€L). Réciproqguement, la donnée d’ume dérivation v de L, non identiquement
nulle dans Z, et d’un élément be L tel que v(b) = 0, satisfaisant é (27), et qui n'est
pas de la forme v(x) + z%, détermine un surcorps K de L tel que K soit de rang 2
(@ droite et d gauche) sur L, que L soit sous-corps galowsien intérieur de K, dont le
cenlre est une extension inséparable du cenire de K, et qu’il existe dans K un élément
o ayant les propriéiés précédentes.

En outre, il y a lieu d’identifier deux extensions quadratiques K,, K, de L du
type décrit dans le th.5, lorsque les dérivations extérieures vy, vy correspondantes
ne différent que par une dérivation intérieure de L, ou par un facteur nul pour
chacune d’elles et appartenant au centre de L. En particulier, si L est de rang
fint sur son centre Z, la donnée de la restriction 4 Z de la dérivation v détermine
complétement (4 un isomorphisme prés) l'extension quadratique K, car deux dériva-
tions de L qui coincident dans Z ne différent alors que par une dérivation in-
térieur ([12], p. 103).
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Lorsque b€Z, la dérivation v est involutive; le sous-corps R de K engendré
par Z et p est alors, comme on le vérific aussitdt, une extension quadratique (non
commutative) de Z (parce que g*€Z et que gz + 29 €Z pour tout 2€Z). Le sous-
corps M de L formé des z tels que v(z) =0 peut aussi &tre considéré comme le
commutant de R dans K, et comme g n’appartient pas & L, Rn M est identique
4 Zn M, c’est-d-dire an centre T de K. Par suite, K est alors isomorphe au pro-
duit tensoriel R@M (par rapport & T), et R est un corps réflexsf ([8], p. 72) de
rang 4 sur T.

Je ne suis pas parvenu 3 obtenir des exemples ol b n’appartienne pas & Z
lorsque L est de caractéristique 2.

14. Dans tout ce qui suit, nous allons nous limiter aux corps de caractéristique
#32. Soit K un tel corps, et L un sous-corps galoisien de K tel que K soit de
rang 2 sur L; les th.1 et 3 montrent donc qu’il existe un élément g € K, formant
avec 1 une base de K sur L, tel que o> =¢€L, que z—~> o 'z soit un automor-
phisme ¢ de L laissant invariant ¢, ¢ n’étant pas de la forme zz” (avec m€L).
Supposons en outre donné un aniiautomorphisme wnvolutif de K, que nous noterons
z— 7, et supposons que cet antiautomorphisme laisse L invariant; nous allons étudier
sa restriction & L.

Remarquons d’abord que l'on doit aveir ¢® = ¢€L, et que 'automorphisme
z— 9 1z ¢ laisse invariant L; on doit donc avoir g = gb, oit b€ L. Si on écrit alors
que 9% =z et px =4i-¢ pour tout x€ L, ainsi que la relation ¢* = ¢, on aboutit
sans peine, aprés quelques transformations, aux conclusions suivantes: dans L, ’'auto-
morphisme ¢ et I’antiautomorphisme z - Z sont permutables ¢4 un automorphisme

intérieur prés», c’est-d-dire qu’il existe A €L tel que l’on ait
(32) Z° = h-%°- b1
les constantes ¢ et h vérifiant les trois relations
(33) e=¢, h=h, &c=hk
et étant lides & b par la relation
(34) b=h"1¢
qui entraine en particulier, compte tenu de (33), que
c=¢"lh, b=ch}, b= he !, b° =61k,

Inversement, supposons donné sur L un antiautomorphisme involutif ¢ = & satis-
faisant & (32), les constantes ¢ et h étant li€es par (33). On constate sans peine
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qu’on prolonge cet antiautomorphisme en un antiautomorphisme involutif z — zZ de K,
en posant, pour z=z + oy, Z=42 + 0%°b, ot b="rh"1¢

15. On raisonne de méme lorsqu’il existe un automorphisme z de K laissant
invariant L. On doit encore avoir p* = g a, avec a €L. En écrivant que (xo)* = 27 ga
pour tout z€L, ainsi que la relation (o) =c¢%, on voit que dans L les auto-
morphismes ¢ et T sont permutables «3 un automorphisme intérieur prés»; de fagon
précise on a

(35) ¥*=q l7°%a
les constantes @ et ¢ étant liées par la relation
(36) a°a=clc.

Inversement, si on s’est donné sur L un automorphisme 7, satisfaisant & (35),
avec la relation (36) entre a et ¢, on vérifie sans peine que 'automorphisme = peut
g*tendre & K en posant, pour z =z + gy, z°=2° + pay.

Si I'automorphisme z et ’antiautomorphisme z — % sur L sont permutables 3

un automorphisme intérieur prés, c’est-a-dire si on a
(37) I =eZfe! (e€ L)
on constate de méme que cette relation s’étend & K moyennant la condition
(38) a’be=-¢e"ab".
Enfin, si on a un second automorphisme 7’ sur L du méme type que t (donc
prolongeable 4 K) et tel que l'on ait
(39) 7 =lz"* ]!
cette relation s’étend encore 3 K moyennant lar condition

(40) ada'l=10aa"

II. Corrélations involutives et extensions quadratiques.

16. Soit K un corps (de caractéristique < 2) admettant un antiautomorphisme
@ (qui peut étre I'identité si K est commutatif), et soit £ un espace vectoriel a
droite de dimension n sur K. Une forme bilinéatre hermitienne f(z, y) est une ap-
plication de E x E dans K, additive en z et y et linéaire en y (c’est-d-dire telle
que f(z, ya) = f(x, y) ), et telle que l'on ait

@y fy, 2) =7 (f (@, 9)7
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identiquement. Ceci entraine aussitdt f(z,y) = =1 (f(z, 4))® 77, et si f(x,y) nest
pas identiquement nulle, elle prend des valeurs arbitraires dans K, comme on le

voit en remplagant y par y«. L’antiautomorphisme w doit donc satisfaire & 1’identité
(42) CAEY P

Pour un & quelconque dans K, considérons alors ’dlément & + @ &7 si cet
élément est nul pour tout £€K, on a nécessairement, en faisant & = 1, +& = — 1,
d’ot r =—1, et par suite £7 = £; ce cas ne peut donc se produire que si K est
commutatif, @ l'identité, et f une forme bilinéaire alternée. Nous écarterons ce cas
dans tout ce qui suit (cf. n° 22, note 1). Il existe alors un (€K tel que ¢ = ¢ +
+r7(75£0; or, on a ¢¥ = ({7 + r{rr¥ = rq, puisque d’aprés (42) on a r7¥ = 1;
on peut donc écrire r = ¢®¢ L. Si alors on désigne par & — £ ’antiautomorphisme
E—>(g&q™1)7, et par g(z,y) la forme ¢~'/(z, y), on constate aisément que E=Cet

2

g(y,x) = g(x,y). Nous pouvons donc toujours nous ramener & ’étude des formes
hermitiennes correspondant & un antiautomorphisme nvolutif £ — £ et pour lesquelles
on a r= 1. Nous ne considérerons en outre que de telles formes de rang maximum
n (formes non dégénérées).

Désignons par E* le dual de E (espace vectoriel & gauche sur K), par (&', z)
la forme bilinéaire canonique sur E* x E. Pour toute forme bilinéaire f sur Ex E
(telle que f(z, yo) = f(z, y)ax et f(xa, ¥) = &f(x, y)), Iapplication y — f (x, y) est une
forme linéaire y(z) €E* et on a f(z, y) = {y(x), ¥); en outre y (z a) = & (x), autre-
ment dit, p est une application semi-linéaire (relative & £—>£) de E dans E*. Par
définition, la transposée ‘y de v est Vapplication semi-linéaire de E dans E* (relative
au méme antiautomorphisme) telle que

(@), v) =y (y), o5

en d’autres termes, “p(y) est la forme linéaire = — f(z, y) sur E.

Cela étant, si f(y,x) = f_(;,—y), on a 'y =y, et si f est de rang n, p est aussi
de rang n; il y a donc correspondance biunivoque entre corrélations p telles que
“p =y et formes hermitiennes de rang .

17. Supposons maintenant que L soit un sous-corps galoisien de K tel que K
soit de rang 2 sur L, les notations g, ¢ et ¢ ayant méme sens qu’au n° 14; sup-
posons comme au n° 14 que lantiautomorphisme £->£ laisse invariant L; on a
alors §=0b, et les relations (32), (33) et (34). On peut écrire f(z,y) = f; (x,y) +
+ ofo(z,y), ot f1 et [y sont des applications de E x E dans L. Remarquons d’abord
que E peut 8tre considéré comme espace vectoriel & droite de dimension 2# sur L,
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espace que nous noterons E,; f; est alors une forme bilinéaire sur Ey X E,. La rela-
tion f(y, z) = f—(a) donne d’abord f; (¥, z) = 71_(?,.7/), donc f, est hermitienne; d’autre
part, on a gfe(y, z) = A_(H)gb, ce qui donne f;(y,2) = mr’ b. Considérons
d’autre part l'application = —~zg de E, sur lui-méme, que nous désignerons par ug;
pour tout A€L, on a wuy(zxd)=zldg=1x0A" = yy(z)A°, autrement dit, u, est une
collinéation de E, relative a l’automorphisme o de L; en outre, comme u}(z) =
= z0* = zc, uy est une collinéation involutive de E,. Cela étant, on a par hypo-
thése f(z g, y) = 6/ (=, y), ce qui s’écrit f, (o, y) +ofe(zo, ¥)=cb fa(z, ¥) +o bl (2, ¥);
par suite fo(z,¥) =b""c1fy (ug(x),y) et fo(ug(x),¥) = bf(z, y), ces deux relations
étant d’ailleurs équivalentes en raison de (33) et (34). Enfin, on a, d’aprés ce qui
préoéde, f1 (uo (@), %o @) = ¢b° fy (x, %o (¥) = ¢ b7 fy (g @), 2)°b = cb°fy (3, 2)° b°b =
= h(fy (@, 9)° en raison de (33) et (34).

18. Réciproquement, soit L un corps admettant un antiautomorphisme involutif
&—> & et un automorphisme ¢ tel que £&° = c¢~1£¢; nous supposons en outre que ces
deux transformations vérifient (32) et (33), et que ¢ n’est pas de la forme A4°
(pour 1€L). Soit E, un espace vectoriel & droite sur L, de dimension paire 2n et
soit u, une collinéation de E, relative & I’automorphisme o, et telle que uj (z) = zc.
Nous avons vu qu’on peut alors former une extension quadratique K de L, ayant
pour base 1 et g sur L, avec p® = ¢ et & = o1& pour £€L; en outre, on peut
prolonger & K [antiautomorphisme &—& de L, en posant o = ¢b. On en déduit
tout d’abord qu’on peut définir sur E, une structure d’espace vectoriel & droite
par rapport & K, en posant z(§+ on) = z& + uy(z)n (€L, neL); la vérification
des axiomes des espaces vectoriels résulte des relations ug (1) = g (z) A° et w3 (z) = xec.

Supposons en second lieu donnée sur E, une forme bilinéaire hermitienne f;
(pour lantiautomorphisme & — £), telle que on ait

(43) h (4 (), ua @) = k (f1 (@, 9))".

Posons fy(z,y) = b=%¢c™ 1}, (ug (), y) et f(z,9) = fr(x,9y) + 0fa (2, y). On vérifie alors
aisément que f(rg,y) =8f(z,y) et f(y,x) = /(z,y), en tenant compte de (43), (32),
(33) et (34). On voit donc que f est une forme bilinéaire hermitienne sur I'espace
E obtenu en munissant E, de la structure d’espace vectoriel & droite par rapport &
K (de dimension ) définie ci-dessus.

Soit maintenant t un second automorphisme de L, que I’on puisse prolonger
a K, satisfaisant aux relations (35), (36), (37) et (38) du n° 15. Soit u une applica-
tion semi-linéaire de E, dans lui-méme, relative 3 I’automorphisme 7, telle que

U-up = (Y- u)a et
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(44) h(u @), u @) = e(fy @ y)

On a alors u(zg) = u(uy (@) = up(u(@)e = u(z)ga = u(r)g’, et par suite u peut
étre considérée comme une application semi-linéaire de E dans lui-méme, relative
4 7; on tire en outre de (44) que

fa(u @), w@) =b0"7c™1fy (ug (u @), u () = b7%¢1f; (u (ug (@) 0~ L, u (¥)) =
=b%c 1 a lfy (u (ug @), u ) = b=2c " a e (fy (uo (@), ¥)) =

=b"%"talec b (fy (x, ¥)).

Mais on a b°" =qa 1b*°a, *a™! =ca’, et enfin, en appliquant & (38) P'automor-
phisme o, dcb’e® =-eca’b’?, d’od finalement f,(u (x), u (%)) = ¢®a (f3 (z, ¥))°, et par
suite, puisque o° = ga, f(u (), u @) = e(f &, y))".

Soit yy la corrélation involutive de E, sur E§ correspondant 3 la forme f; (et
relative & 'antiautomorphisme &~ £). La formule (43) peut s’exprimer d’une autre
maniére: on remarque en effet que pour tout ' € E§, z <&, ug(z))° " est une
forme linéaire sur E,; on définit alors la transposée ‘uy de u, en lui donnant cette
forme linéaire pour valeur au point z’'; en d’autres termes, on a <{x’, uy(x)) =
= (tug (2'), )°. La relation (43) s’écrit alors

(o (o (@), %o () = ko (x), ¥)°
Cug (9o (ug (1)), ¥)° = h{ypy (), v)°

ce qui s’écrit, en appliquant ¢ aux deux membres

ou

(45) “ug Yo ug = c A1 g
ou, en remarquant que u, (et par suite uy) est biunivoque,
(46) Yo g = h -ty o

19. Nous pouvons maintenant aborder le probléme décrit dans I'Introduction.
Soit Ey un espace vectoriel & droite de dimension finie sur un corps L. Supposons
donnés sur L un antiautomorphisme involutif & > & et m automorphismes o; (0=
=¢=m—1) dont le carré est un automorphisme intérieur et qui sont deux i deux
permutables & un automorphisme intérieur prés, et permutables avec £—£ & un
automorphisme intérieur prés. Supposons donnés une corrélation y, de E, sur Eg
relative & &£ et telle que 'y, = y,, et m collinéations involutives u; (0 <s<m—1)
relatives respectivement aux automorphismes o;; nous supposons enfin que toutes

ces collinéations et la corrélation v, sont deux & deux «projectivement permutables»
13 — 632081 Acta mathematica. 87
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au sens de I'Introduction; il existe donc dans L des constantes c;, k; et aij (0 <7,
j =< m—1) telles que 'on ait

(47) w(r)=zc
(48) Yot = hi-di Yo
(49) ui v = (U5 )" Gij.

Le probléme consiste 3 étudier le groupe I'y des collinéations u de Ey qui permutent
projectivement avec y, et toutes les collinéations u;.

Posons aq = 0, ¢g = ¢, hg = h, aio =a; pour 1 <7 <m—1. 8i, dans la relation
4 (x) = xc on remplace x par z & (£ arbitraire dans L) on voit que l'on a £ = ¢ fg;
en outre, comme u3(x) = ug (rc) = u (g (T)) = Uy (z)¢, on a nécessairement ¢’ = c.
Soit d’autre part f,(z, ¥) la forme hermitienne {y,(z),y); on a par hypothése la
relation (43); échangeant z et y dans cette relation, et remarquant que f, (z, ¥)
peut prendre des valeurs arbitraires dans L, il vient £ = hE kY, d’on en particulier
E=h en faisant & = 1. Enfin, en remplagant = et y par ug (z) et uy(y) dans (43),
il vient

chy)e=hrk (fx, ) =hkc i(xy)e
d’olt éc = hA°.

Supposons alors que ¢ ne soit pas de la forme A 2° (avec A € L); nous nous trouvons
dans la situation étudiée aux n° 15 et 18; soit K Pextension quadratique de L
définie au n° 18; on peut prolonger & K I’antiautomorphisme & — & (n° 15), et définir
sur E, une structure d’espace vectoriel i droite sur K (n° 18), ce qui montre d’ail-
leurs que nos hypothéses ne sont compatibles que si la dimension de E, sur L est
paire. Enfin, en désignant par E I’espace vectoriel & droite sur K ainsi défini, on
a vu (n°18) que f(z,¥) = f(z,y) + 0b 9c1f, (uy(x),y) est une forme hermitienne
sur F pour 'antiautomorphisme £->& de K.

Cherchons maintenant & prolonger les o; (1 <4 <m—1) & K. On voit (comme
ci-dessus pour u,) que 'on a nécessairement &% = ¢ &c pour €L, et ¢t = ¢ si, dans
la relation u;(wg (x)) = ug (i (x)) a; on remplace z par z§&, il vient &% = a; 109 g,
D’autre part, on a wq (g (ui (7)) @) = 45 (w (¥) af = wy (x) caf, et g (ug (ui () ai) =
= ug (ui (Yo (@) = uy (U3 () a7 = w (zc) ai* = u (z) " ai’ !, d’oll par comparaison, af a;=
= ¢ '¢% Enfin, lidentité f; (w (@), wi(¥) = ki (f1 (z,y))% donne d’abord, comme ci-
dessus &% = h;E%h'; puis, en y remplacant z et y par ug(z) et ug(y) on obtient
aisément, compte tenu de (49), les relations A A%a;* = @A A{. Or, on a d,a? = _"70"1,

ce qui, compte tenu de (34), montre qu'on a @ bk =kl a;b% On a donc bien les
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relations (35), (36), (37) et (38) qui permettent de prolonger ¢; en un automorphisme
de K permutable avec &£ Comme on I’a vu au n° 18, la collinéation u; devient
une collinéation de Pespace E pour 'automorphisme o; de K, et le calcul du n® 18
montre que f(w; (@), % (®) = hi(f (x, ¥))% dans E. Il est clair d’ailleurs que les rela-
tions (47) et (49) continuent d’8tre satisfaites pour ces collinéations de E.

Le raisonnement qui vient d’&tre fait pour les w; peut aussi s’appliquer & une
collinéation quelconque wu de groupe [y; ’automorphisme de L qui lui correspond
se prolonge en un automorphisme de K, la collinéation u dans E, devient une
collinéation (relative & cet automorphisme de K) dans E, qui permute projectivement
3 la corrélation involutive ¢ de E (correspondant & la forme f) et aux m —1 col-
linéations involutives u; (1 £ 4 <m —1). En d’autres termes, on est ramené au pro-
bléme initial, mars pour m — 1 collinéations involutives (dans E) au lieu de m (dans Ey).

On remarquera que si u est une transformation linéaire de E, qui permute
strictement avec o et les w; (0 < ¢ <m —1), elle devient une transformation linéaire
de E qui permute striclement avec p et les u; (1 < ¢ < m—1); ces transformations
forment évidemment un sous-groupe distingué I' de I,.

20. Avant de pouvoir déduire de ce qui précéde un procédé de récurrence sur m
pour P’étude du groupe [y (ou du groupe I”), il faut d’abord examiner ce qui se
passe lorsque (avec les notations du n° 19) Pélément c € L est de la forme A A° (avec
A€L). On a donc alors uj(z) = zA4°; si on pose vy (x) = ug () A7, vy est une ap-
plication semi-linéaire de E, relative & Pautomorphisme &> & = 1£°4~1 de L, et
on a identiquement vj(z) = z, ce qui entraine que I’automorphisme 7 est involutif.
Le sous-corps M des invariants de 7 est alors, soit identique & L si 7 est I'identité,
soit un sous-corps galoisien de L tel que [L:M] = 2.

Considérons d’abord le cas ot M = L, v étant donc l'identité. En général la
relation (43) donne

(50) f1 (vo @), vo W) = s (f1 (&, ¥))*

avec s = A"1A A1, Dans le cas actuel, on a donc

(51) fr (o (@), vo ) = s f1 (z, ).

Comme 5(z) =z, Vespace E, est somme directe de deux sous-espaces U, V
tels que vy (x) = dans U et vy (x) = —x dans V. D’autre part, on a s* = 1 d’aprés
(33), ot s=1 ou s= —1. S8i tout d’abord s =1, U et V sont orthogonaux pour
la forme f;, et par suite non isotropes. Remarquons qu’on ne modifie pas l’étude
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du groupe I, en multipliant les collinéations involutives u; par des facteurs arbi-
traires de L; on peut donc en premier lieu remplacer w, par vy, La formule (36)
prouve alors que si wi-vy = (vp-%i) @i, on a @ = 1; en d’autres termes, on a, soit
wi(U) =U (et alors u; (V) = V), soit u;(U) =V (et alors u;(V) = U, ce second cas
n’étant possible que si U et V ont méme dimension, moitié de celle de E,). D’ail-
leurs, si on a par exemple vy-u; = —ui- vy pour 1 <7 < p, et vy u; = w;- vy pour les
autres indices, en considérant les collinéations involutives %, -w; au lieu de u; pour
2 <4 £ p, on peut toujours se ramener au cas ol p = 1; les seuls cas & envisager
sont donc p=0 et p=1.

Le méme raisonnement, appliqué 3 une collinéation » du groupe Iy montre
qu'on a, soit w(U)=1U et u(V)=1V, soit u(U)=7V et u(V)="U, et il est clair
que les transformations du premier type forment un sous-groupe distingué I de I,
égal 4 Iy ou d’indice 2 dans ce dernier. On peut se limiter 3 la considération du
groupe Iy. 8i alors p = 0, les conditions pour les collinéations u € I'y se réduisent
aux suivantes: les restrictions de &4 U et & ¥ doivent permuter projectivement
avec les restrictions respectives de y, et des m — 1 collinéations involutives w; (s =1);
I apparait donc comme le produit direct de deux groupes analogues, mais relatifs
aux espaces U et V (au lieu de E,), et d m — 1 collinéations involutives au lieu de m.
Si au contraire p = 1, la connaissance de u€ I et des u; (¢ = 2) dans U les déter-
mine complétement dans E, puisque l'on a par exemple pour %, u (%4 (z)) = u; (4 (2)) 4
(# constante convenable) et que u; échange U et V (et de méme pour les w; d'in-
dice 2 2); pour la méme raison, la forme f est connue dans V lorsqu’elle est connue
dans U. Le groupe Ij est dans ce cas isomorphe au groupe des restrictions a U
des u €Iy, et ces derniéres doivent permuter projectivement aux restrictions de yy
et des w (=1) & U. Le groupe ainsi obtenu est donc encore de méme type,
mais relatif & Pespace U au lieu de By, ¢ d m — 2 collinéations involutives au lieu
de m.

Supposons maintenant que s =—1. Alors U et V sont totalement isotropes
pour la forme f (qui est donc d’indice maximum). Comme f est alors entiérement
déterminée par ses valeurs f(z,y) pour z€U et y€V, on peut identifier V au dual
U* de U, en posant, pour y€V et a €L, ay =y & (ce qui définit ¥V comme espace
vectoriel 4 gauche sur L), et {y,z) = f(y,z) pour €U et y€V. On voit comme
ci-dessus que les u; (¢ 2 1) laissent invariants chacun des sous-espaces U et V, ou
les échangent, et qu'on peut toujours supposer que le nombre p des collinéations
#; qui appartiennent & la seconde catégorie est 0 ou 1; de méme, le sous-groupe
distingué Iy de I'y formé des collinéations u € I'y laissant invariants U et V est
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d’indice 1 ou 2 dans I, Remarquons maintenant que dire qu’une collinéation w
laisse invariants U et V et permute projectivement avec y, signifie (avec I'identi-
fication faite ci-dessus) que la restriction de w & V est égale au produit d’un fac-
teur constant par la contragrédiente de la restriction de w a U, cette dernidre
n’étant plus soumise de ce fait & aucune condition. Au contraire, une collinéation
qui permute projectivement avec y, et échange U et V doit &tre considérée comme
une corrélation dans U. Cela étant, le groupe Iy est toujours isomorphe au groupe
de ses restrictions & U; si p =0, les conditions sur la restriction de u€ Iy & U se
réduisent 3 ce qu’elle doit permuter projectivement avec les restrictions a U des
m— 1 collinéations wu;; on a un probléme analogue i celui du début, mais oit ne
figure plus aucune corrélation, et seulement m — 1 collinéations involutives au lieu de m.t
Si au contraire p =1, la restriction de w€ I} & U est soumise & la restriction de
permuter projectivement avec la corrélation involutive u, et les m — 2 collinéations
involutives u; (1 = 2); c’est le probléme du début, mais avec m — 2 collinéations
wnwvolutives au liew de m.?

21. Il nous faut maintenant examiner le cas ol 7 n’est pas l'identité. On
notera alors que tout élément &€ L peut s’éerire £ = } (& + &) + 3 (& — &), et comme
v est involutif, cela montre que L est somme directe de M et du sous-espace vec-
toriel (4 droite et & gauche) M, sur M formé des éléments & tels que &=—&; 51 0
est un de ces éléments, on peut écrire M, = 0 M. Désignons par E; l’espace vec-
toriel sur M obtenu en restreignant & M le corps des scalaires de E,; v, est alors
une application linéaire de E, sur lui-méme, et E; est somme directe des deux sous-
espaces U, V tels que vy(x) =2 dans U et v9(x) = — =z dans V; en outre, on a
0o (2 0) = vy (x) 0 = — vy (x) 0, et par suite l'application z— x 0 est une application
semi-linéaire biunivoque de U sur V, ce qui prouve que U et ¥V ont méme dimen-
sion et qu’une base de U sur M est aussi une base de E, sur L; il en résulte en
particulier que la restriction de fy(z,y) & U x U est non singuliére. Cela étant,
supposons d’abord que s = 1; la formule (50) prouve que, pour €U et y€U, on a
fi(z,y) = (fi(z, 0, cest-a-dire que, dans U, f, prend ses valeurs dans le corps M.
D’ailleurs, 1’hypothése s = 1 entraine que 7 et ’antiautomorphisme &-—> £ sont per-

! Pour traiter ce probléme, il suffit évidemment, dans les raisonnements des no8 précédents,
de supprimer tout ce qui & trait & la corrélation y,; en particulier, il n'y a pas lieu de faire de
distinctions suivant la valeur de s. La récurrence peut donc se poursuivre ici beaucoup plus simple-
ment, car il ne 8’introduit jamais de corrélation.

? 11 peut se faire ici que la corrélation involutive u; corresponde & une forme bilinéaire
alternée, cas que nous avons écarté au début; pour la fagon de traiter ce cas, voir note 1 du n° 22.
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mutables, et par suite que & — £ laisse invariant M ; pour la restriction & M de cet
automorphisme, on voit donc que f;, restreinte & U, est une forme hermitienne.

Soit maintenant % une collinéation du groupe I, telle que u- -1y = vy-u-a;
on a a*a=1 (n°19); Pautomorphisme involutif 7 laisse donc invariant le corps
commutatif Z(a); si sa restriction & Z(a) est l'identité, on a a® = 1; dans le cas
contraire, il existe un élément c€Z (a) tel que ¢ = ¢*¢~1, et en remplagant « par uc,
on se rameéne au cas ol ¢ =1. On peut donc toujours, en multipLant chaque élé-
ment de I'y par une constante convenable, supposer que ¢ =1 ou @ =—1; et dans
ce dernier cas, si on multiplie # par 8, on se raméne encore au cas oll a = 1. On
peut donc, 3 des facteurs scalaires prés, se ramener 4 des collinéations qui permutent
strictement avec v, et par suite laissent smvariant U; la méthode s’applique en
particulier aux wu;, et on voit finalement que dans ce cas on est ramené encore au
probléme initial, mais relatif i l’espace U sur le corps M (au lieu de l’espace E,
sur le corps L), et @ m — 1 collinéations involutives au liew de m.

22. Cherchons maintenant & ramener le cas général ol s5£1 au cas ol s = 1.
Supposons d’abord que s>%—1, et posons r=1+85%0; on a §=3s, doit #F =71, et
comme s°s =1, 1" =1+ s 1=rs"1=s-1r. Dautre part (n° 19), on a £ = s~ 1 &s;
sl on pose &7 = 1 r, on vérifie que @ est un antiautomorphisme involutif de L,
permutable avec 7; si alors on remplace f, par la forme g,(z,y) = r1f,(z, ), on
a identiquement g, (vg (@), v (%)) = (g1 (z, ¥))’, donc, dams U, la forme g, prend ses
valeurs dans le corps M; en outre, dans U, on a ¢, (y, ) = r“mr et comme
(91 (=, )" = g1 (%, ¥), on voit que g, (¥, z) = (g1 (z, ¥))®. L’antiautomorphisme involutif
@ laissant invariant le corps M, on est ramené au cas traité au n° 21.

Supposons ensuite que s =—1, ce qui entraine que 7 est permutable avec
&£, donc laisse M invariant. Prenons r =608+ 08, o 6°=—60 et BEM; on
aura encore ¥ =17 et " =—r; la méthode précédente s’applique donc pourvu que

r7#0. Or, on ne peut avoir » =0 pour tout f €M que si 6=—0et B=0p50"1
identiquement dans M; cela entraine en premier lieu que M est commutatif. En
outre, si on pose gy (z,¥) = f1(z, ¥) 8, on a g (vy(2), v ) = (01 (x, ¥))°, et par suite
g1 prend ses valeurs dans M pour z€U et y€eU; d’autre part on a ¢, (y, ) =
=fhiy,x)0 = f_l_(a—;,—y) 0=— B‘lm 0=—g,(x,y) dans U, ce qui signifie que
dans U, ¢, est une forme bilindaire alternée; quant aux collinéations u; (1 <S¢ <m—1)
et aux éléments » de I, on peut encore, en les multipliant par des constantes
convenables, supposer qu’elles laissent invariant U, comme au n° 21. On est donc
encore ramené au méme type de probléme pour m —1 collinéations involutives au
lieu de m, mais pour une corrélation involutive qui correspond & une forme alternée,
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cas que nous avions jusqu’ici laissé de coté (cf. n° 16), mais qu’il est aisé de traiter
suivant les mémes méthodes.!

En résumé, le procédé décrit dans cette partie fournit une méthode de récurrence,
qui, dans fous les cas, permet de ramener I’étude du groupe I'y (ou tout au moins
d’un sous-groupe distingué d’indice fini de I'y) au cas particulier ol Iy est défini
comme le groupe des collinéations permutant avec une seule collinéation involutive ou
une seule corrélation involutive; mais le corps initial L aura été remplacé par un
autre corps (qui, méme si L était commutatif, ne le sera plus nécessairement), obtenu
4 partir de L par une suite d’extensions quadratiques ou au contraire de restric-
tions & des sous-corps par rapport auquel le corps considéré est une extension
quadratique.

III. Les groupes orthogonaux a 3, 4, 5 et 6 variables.

23. Soit K un corps commutatif de caractéristique < 2, E un espace vectoriel

de dimension n sur K, f une forme quadratique non dégénérée définie sur E, et

! Partons des relations (47), (48) et (49), le corps L étant supposé commutatif, I'antiauto-
morphisme &£ réduit & I'identité, et la forme fs (2, y) = (¥, (%), y) alternée. Supposons d’abord
que O ne soit pas l'identité. On voit comme au n° 19 qu’on a ¢® = hh’, ce qui s'écrit encore
(—he Y (=he )’ =1; il existe donc d€L tel que — he ' =d" L. La relation

fa (uo (%), wo (¥)) = b (fa (=, 1))°
8’écrit donc aussi
a fa (uo (x), uo (y)) = — ¢ (@2 (z,9))°

ot en remplagant f, par df;, on peut done supposer que h = — c. Si ¢ n'est pas de la forme AA°,
on forme Vextension quadratique K de L comme au n° 18, et on prolonge l'application ¢ en un
antiautomorphisme & — & de K en posant x + gy =z’ — gy. On vérifie alors aussitdét que f(x, y)=
= fa(up (x), y) + 0f2 (%, y) est une forme hermitienne sur E (considéré comme espace vectoriel &

droite sur K). On constate ensuite qu'on a 0,0 =00, et qu'on peut prolonger ¢; en un auto-
1

morphisme de K (noté de la méme fagon) en vertu de la relation af a;=c™ " ¢”; on pose encore

@%i=ga;; on constate alors que dans K, o; et antiautomorphisme & — & sont permutables. En outre,
on vérifie que l'on a f(u;(x), u;(y)) =a; 1 h; (f (=, 9))°%, et on a une relation analogue pour toute
collinéation permutable projectivement avec ¥, et les u;.

Si au contraire ¢=A11% on a alors, en posant ug= vy4, o2 (x) = a ot Afs (v (x), vy () =
=~ (A fz (%, y))"; remplagant f, par 1 f,, on peut toujourssupposer que A = 1. Comme o® est 'iden-
tité, et que L n’est pas de caractéristique 2, il existe dans L un élément r tel que =~ r; en
multipliant f, par 7, on peut donc se ramener au cas ol on a fa (v (), %o (y)) = (f2 (=, ¥))’. Cela
fait, la méthode du n°® 21 s’applique, & cela prés que la restriction de f; au sous-espace U est en-
core une forme alternée au lieu d’une forme hermitienne.

On procéde de fagon analogue si 6 est 1’identité. On a alors h=c ou h = — ¢; considérons
d’abord le cas ol ¢ n'est pas un carré. Si h=—¢, il n’y a rien & changer & la méthode suivie
Pplus haut; K est alors une extension quadratique commutative de L. Si h = ¢, on procéde de
méme, mais cette fois f(x,y) est encore une forme alternée sur E (considéré comme espace vecto-
riel sur K). Enfin, si ¢ est un carré, la méthode du n® 20 est applicable.
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d’indice » ([8], p. 17). Soit G O, (K,f) le groupe des transformations linéaires inver-
sibles ¥ de E sur Iui-méme, telles que f(u (2), v (%) = Au-f(z,¥), ot A, €K (multi-
plicateur de u); en prenant les discriminants des formes bilinéaires des deux membres,
il vient (det w)® = A%; si m est smpasr, A, est donc un carré, et on peut donc écrire
%= uv, ol v est une transformation orthogonale; en d’autres termes, G Oy (K, f) est
alors produit direct du groupe orthogonal O, (K,f) et du groupe des homothéties
(isomorphe au groupe multiplicatif K* des éléments < 0 de K). Au contraire, si
n=2m est pair, on a det u =+ A™; les transformations de G O, (K,f) pour les-
quelles det u =A™ sont appelées similitudes directes; elles forment un sous-groupe
distingué GO} (K,f) d’indice 2 du groupe G Os(K,f), qui contient le groupe des
homothéties et le groupe des rotations O} (K, f), mais n’est pas en général produit
direct de ces deux groupes.

De méme, si g est une forme hermitienne non dégénérée sur E (relative 4 un
automorphisme £—£ de K), on désigne par G U,(K,g) le groupe des transforma-
tions linéaires inversibles » de E sur lui-méme telles que g (u (x), (%) = du-9(z,¥);
ici le multiplicateur A, doit nécessairement appartenir au corps des invariants L de
Pautomorphisme & —£. En posant 4 = det u, il vient ici A4 = A%; sinm est impair,
Ay est une norme d’un élément de K, d’oli résulte aussitét que G U, (K, f) est pro-
duit direct du groipe des homothéties et du groupe unitaire U, (K,f). Si n=2m
est pair, on appelle encore similitudes directes les transformations de G Un (K, f) pour
lesquelles det u = A™; elles forment un sous-groupe distingué G U} (K, f) de G U, (K, f),
le groupe quotient étant isomorphe au groupe N des éléments de norme 1 dans K.

On définit de méme G Un(K,f) lorsque K est un corps non commutatif et
&—& un antiautomorphisme de K; on impose alors 3 A, la condition d’appartenir
au centre de K.

24. Nous nous proposons dans cette partie d’étudier la structure des groupes
GO (K,f) pour n=4 et n =6 et les groupes OF (K,f) pour n =3 et n =5, en
suivant la méthode développée par B. L. van der Waerden [14], mais en complétant
ses résultats dans les cas qu’il n’a pas examinés; ceci sera possible principalement
grice au procédé décrit ci-dessus dans la II® partie.

Cas I a: n=4, v =2. On peut supposer la forme f rapportée & une base telle
que f(x,x) = & & — & &. Si alors on identifie tout point z = (&, &, &, &) de E &
& &
s &4

(52) X->U,XU,

la matrice X = ( ), toute similitude directe % peut s’écrire sous la forme
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U, et U, étant deux matrices inversibles d’ordre 2; elles ne sont pas entiérement
déterminées par u, car on peut multiplier U; par un facteur arbitraire u et U,
par u~1; enfin le multiplicateur de w est det (U, Up) ([14], p. 20-21). Le groupe
GO} (K, f] est donc isomorphe ou quotient du groupe produst G Ly (K) x G Ly (K) par
le sous-groupe formé des couples de matrices (ul, u='1I) (I matrice unité).

Cas Ib: n=4, v=1. On peut supposer f rapportée 4 une base de E telle que
f(z,2) = & & — (a2 & + a3 &3), élément — ay/a, n’étant pas un carré dans K [15]; cela
signifie que le discriminant d = — aga; de f n'est pas un carré. Soit K; = K (Vfi)
Pextension quadratique de K obtenue par adjonction d’une racine w du polyndme
as X + a3, et soit E; l'espace vectoriel obtenu par extension & K, du corps des
scalaires de E. La forme f est la restriction 4 E de la forme f, d’indice 2 sur E,
telle que f; (z, ) = & & — a5 (& + @ &) (62— w &3), et les transformations de G O] (K, )
sont les restrictions & E des transformations de G Of (K,, f;) permutables avec la
transformation semi-linéaire involutive (&) — (£2) de E;, ol o est I'unique K-auto-
morphisme de K,; distinct de Didentité. En faisant dans E,; le changement de
coordonnées

MmM=& N=&, ne=a(s+wh), 3s=5—wé

la forme f, est ramenée 3 I’écriture du cas I a, et la transformation semi-linéaire
de E, s’écrit
(11, 12, 3, Ma) —> (15, @y M3, a5 713, 7).

En écrivant que (52) permute avec cette transformation, il vient aisément
10

0 a;?
nant la transposée d’une matrice V; U; n’est pas complétement déterminée par w,

Us = uP-'UZ-P7', ott u est une constante arbitraire dans K, P = ( ), 'V désig-

car on peut encore la multiplier par un élément de K; de norme 1 sans changer ;
enfin, le multiplicateur de u est ici u® 44° ol A4 = det (U,) ([14], p. 25-26). Le
groupe G Of (K, [) est donc isomorphe au produit de K* par le groupe quotient G Ly (K,)/ N,
ou N est le groupe des éléments de K, de norme 1 (identifié au groupe des homo-
théties correspondantes).

25. Dans le cas ot » =4 et ¥ = 0, supposons la forme f rapportée & une base
telle que f(x, @) = a; &2 + ay E1 — a9 2 — a3 &2, les éléments — as/a; et — as/a; n’étant
pas des carrés dans K. Soit K, l’extension quadratique de K obtenue par adjonec-
tion d’une racine w de a, X* + a4; —as/a, peut ou non &tre un carré dans K,;
dans le premier cas, on a nécessairement — as/a, = A*w® = — A%a,/a;, avec A€K,
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donec d = a;8593a, est un carré dans K, et réciproquement. Nous sommes donc
amenés 4 distinguer deux cas.

Cas Ic:n=4, v=0, le discriminant de [ est un carré. On peut évidemment
supposer alors que a,a; = d2 a4, et par suite, [ est la restriction & E de la forme

définie sur E;
hiz, ) = a1 (61 + w&) (51— w&) —az (& + 0 &) (S — wb)
GO} (K,f) est le groupe des restrictions & E des transformations de G Of (K, f,)
permutables a (§,) > (4). Ici, on fait le changement de coordonnées
m=aE +w&), p=&—wl, M=l tod), pm=5b—wi
de fagcon que la forme soit ramenée & Dléeriture du cas I a; la transformation semi-
linéaire de E, s’écrit alors
(s 7> > 1) > (@15 @75, a5 75, a7 7).

En écrivant que (52) permute avec cette transformation, on trouve cette fois

10 . . .
0 ), les transformations (52) qui appartiennent au groupe
ay

GO} (K, f) sont de la forme

qu’en posant @ = (

XMV, X@QV.Q)M™!

1 .
ou M = (O 2), avec u€K, de norme 1 (c’est-d-dire tel que ppu®=1), ¥V, et V,

« ayasf
ﬁa I

que ces matrices ne sont autres que les matrices du groupe des similitudes hermitien-

étant deux matrices arbitraires de la forme ( ) Or, on constate aisément

ngs directes G US (K, g) ou g est la forme hermitienne définie dans F = K% par la
relation g(z,2) = {,{{—a, a, C, (5. Mais d’autre part, les matrices du groupe GU; (Ky,9)
sont aussi les matrices qui permutent avec la collinéation involutive u, (relative & o)
de F, définie par

(15 C) > (@, a5 85, ).

On a d’ailleurs de fagon précise ul(2) = a,a,2, et
g (4 (2), wo (1)) = — a1 a2(g (2, B).

D’autre part, a,a, n’est pas de la forme A4°, car cela entrainerait que ay/a; =
= (a,a,)/a® serait de la méme forme, c’est-a-dire une norme d’un élément de Kj,
et par suite on pourrait avoir f(z,z) = 0 pour un vecteur z # 0 de E, contrairement
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& Dlhypothése » =0. On peut donc appliquer aux éléments de G U} (K, g) la mé-
thode dun n° 18; ici K; est commutatif, et I’antiautomorphisme ¢ — est identique
4 Pautomorphisme o¢; on formera done¢ ’extension quadratique K, de K;, ayant
pour base 1 et g, avec o> =ayay, {° =90 1{p pour {€K,, et 9 =—p; les éléments
de K, peuvent donc s’écrire z = a, (& + w&y) +p(& + 0 &), avee w®=—a,/ay,
0 =a,a5, 0w =—wp, ce qui signifie que K, n’est autre que le corps des quaternions
(généralisés) sur K, correspondant au couple (--ay/ay, a,a;) d’éléments de K.
D’aprés la méthode du n° 18, les éléments de @ US (K, g) sont identifiés avec les
transformations linéaires de K, (considéré comme espace vectoriel 4 droite sur lui-
méme) qui permutent avec la corrélation involutive correspondant 3 la forme g;
mais toute transformation linéaire de K, est de la forme z->qz, ol q est un
quaternion fixe, et on a g(z,t) =zt (avec 5 = a, (§;, — w &) — o (&2 + w &3)); comme
9(g» qt)=qqg (s t) (puisque qq appartient au centre K de K,), la condition
de permutabilité .est vérifiée ipso facto, et par suite les transformations de G U (K, 9)
sont simplement identifiées aux homothéties & gauche z > gz du corps K,. Finale-
ment, si le point (&, &y, &, &) de E est identifié au quaternion z = a; (§; + w &) +
+ o (& + w&;), on vérifie aisément que 1'on a g¢(z, z) = a,f(x, ), et que les trans-
formations X — ¥, XQV,Q~! (avec les notations précédentes) s’identifient aux trans-
formations z— q,zq,, ol q, et g, sont des quaternions arbitraires; d’ailleurs, une
telle transformation ne détermine g, qu’d un facteur scalaire f€ K* prés, g, devant
alors étre multiplié par f~!. D’autre part, pour tout élément u € K, tel que up’ =1,
il existe 1 € K, tel que 4 = A°A~!; on en déduit aisément que ’application X —~M X M~1
s'identifie & z—>Az171; donc toutes les transformations de GOF (K, /) sont ainsi
identifiées aux transformations z — q,zqs. le multiplicateur correspondant étant
le produit N (q:) N (ge) des normes de g, et q,; on voit que GO (K, f) est tsomorphe
au quotient du groupe produit K: x K3 par le sous-groupe des éléments (8, 71), ot B
parcourt K* (K centre de K,) ([14], p. 26—27).

26. Cas Id: m=4, v=0, le discriminant de f n’est pas un carré (ce cas, non
traité dans [14], ne peut évidemment se présenter lorsque K est le corps des nombres
réels). Avec les mémes notations que dans le n° 25, — az/a, n’est pas alors un
carré dans K;; soit K, le corps obtenu par adjonction & K d’une racine w’ de
as X® + a3; K, et K, sont linéairement disjoints sur K, et leur corps composé Ks
est une extension galoisienne de degré 4 sur K. La forme f est la restriction 4 E

de lIa forme définie sur I'espace E; (obtenu par extension 3 Kj du corps des scalaires
de E) par la condition ’

hi o) = a1 (6 + 0&) (& —w&) —ay (& + o &) (& — o' &).
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Si on désigne par o et v les automorphismes de K; définis par w’ =— o, 0’ = @’,
et w' =0, 0" =—w', GO (K, ) est le sous-groupe de G Of (Kj, f;) formé des trans-
formations permutables aux deux transformations semi-linéaires (§,) — (&) et (£,) = (£5)-

On fait ici le changement de coordonnées
m=a byt wk), m=b—wl, p=w(lto's), pm=5L—u'

pour ramener la forme f; & Décriture du cas I @; les deux transformations semi-
linéaires de E; s’écrivent alors

(771’ N2> M3» "74) - (al % M 155 ‘1’1_1 "7:)

(> Tes Mg M) = (0, B3, @3 15, 7).

En écrivant que (52) permute avec ces deux transformations, on obtient les
conditions suivantes: si on désigne par @ l’automorphisme o7 du corps Kz, U, est
de la forme AV, ot A€K et V, est une matrice arbitraire du groupe G U (K3, g),
g étant la forme hermitienne définie sur F = K? par ¢(z,2) =, {7 —a,a,0,(7;
enfin, U, = P-'V7-P~. La matrice U, n’est d’ailleurs déterminée qu’s un facteur
prés a€ K3 tel que aV, appartienne encore & GU; (K, 9) et que aoa® =1, et la
premiére de ces deux conditions signifie que « = a®. S8i K, est le sous-corps de
K, formé des invariants de @, on a Ky = K (w ') = K (Vd), d désignant le discrimi-
nant de la forme f; les automorphismes o et T coincident sur K, avec l'unique
K-automorphisme de ce corps distinct de 1'identité; on peut donc dire que le facteur
« par lequel on peut multiplier U, sans changer la transformation, doit étre un
élément de norme 1 dans le corps K,. Le groupe GO} (K, f) est finalement isomorphe
au produit du groupe K* par le quotient GUF (K3, g)/ Ny, ou Noc K§ est le groupe
des éléments de K, de norme 1 (par rapport @ K). D’ailleurs, si on avait a, ay = ££7,
/ ne serait pas d’indice 0; on peut donc appliquer au groupe @ U (K3, g) la méthode
du n° 18, Vautomorphisme et I’antiautomorphisme qui interviennent au n° 18 étant
tous deux égaux & w. On forme donc I’extension quadratique L de Kj, ayant pour
base 1 et p, avec o® = a, a5, {® =0 1Lp pour (€K;, et § = —p; les 6léments de L
peuvent ici sécrire z = ay (&1 + w &) + o (&2 + w &), les & étant dans K, avec
o’ =—a,/a,, of=a,a5 wo =-—pw; ce qui montre que L est encore un corps de
quaternions (généralisés) sur I'extension quadratique Ko = K (Vd) de K, correspondant
au couple (—ay/a;, a;as). Les transformations de G U (Kj, g) sont alors identifiées
aux homothéties & gauche z > q= de L; le déterminant A de la matrice ¥, cor-

Y

respondant & q est alors N (q), norme du quaternion q (qui est par suite un
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élément de K); le multiplicateur de la transformation correspondante de GO} (K, f)
est alors A2 44", et 44" n’est autre que la norme (dans K) de N (q).

27. Cas II a: n =3, v=1. Comme on peut évidlemment multiplier la forme
quadratique f par un facteur constant de K sans changer le groupe Of (K, f), on
peut supposer la forme f rapportée & une base de E telle que f(x,2) = & — £, 4.
Suivant la méthode de van der Waerden ([14], p. 27), on considére E comme le
sous-espace & = 0 d’un espace F de dimension 4 sur K, f étant la restriction & E
de la forme g telle que g(x,z) = & — £} — £ &: le groupe Of (K, f) est par suite
le sous-groupe de O} (K, g) formé des rotations laissant invariant &. On raméne la
forme ¢ & V’écriture du cas I a, par le changement de variables

m=&+&, Mm=5b—& mMm=& =&

et OF (K, f) peut &tre identifié aux transformations (52) qui laissent invariant 7, —7,
et appartiennent & Of (K,g); on trouve la condition U, = (det U,)"*R-*U,- R,
avec R = ((1) (1)) D’ailleurs, si on multipie U; par A, U, est multiplié par -1,
donc la transformation (52) n’est pas modifiée. On en conclut que O} (K, [) est
1somorphe au groupe projectif PG Ly (K) = G Ly (K)/K* ([14], p. 27—-28).

Cas IT b: n=3, v=0. On peut ici multiplier la forme f par un facteur con-
stant de sorte qu'elle s’écrive f(x, ) = agag&? — (ag&2 + a3 &%) par rapport 4 une
base convenable de E, I’élément — ag/ay n’étant pas un carré dans K. Considérons
E comme le sous-espace & =0 d’un espace F de dimension 4 sur K, f étant la
restriction & E de la forme g telle que g(z,z) = & + aga3 &2 — (a2 &2 + a3 £2). Mon-
trons que la forme g est d’indice 0 dans F; en effet, la relation g (=, ) =0 est par
hypothése impossible st & =& =0; si & et & ne sont pas nuls tous deux,
g (x,x) = 0 s’écrit

a = (& + a3a;1 £/ (a1 &)® + aga; 1 ED)

ce qui signifie que a, serait la norme (sur K) d’un élément A + wu du surcorps
obtenu en adjoignant & K une racine w du polynéme as X2 + ag; mais alors la
relation ay = 2% + g, a;'p? entraine que f n’est pas d’indice 0, car on aurait
[z, %) =0 pour & =a;'u, & =a;'h et & = agt.

Cela étant, la forme g a un discriminant carré. L’étude du cas I¢ (n° 25)
montre que si on fait correspondre au point (£, &, &3, &) le quaternion z = & +
+ w &y + (& + w&s), relatif au couple (— aj ag, a,), toute rotation du groupe OF (K, g)
peut s’écrire z — g, 5 g3, oll g, et q; sont des quaternions tels que N (q; q;) = 1. Pour
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qu'une telle rotation appartienne & OF (K, f), il faut et il suffit qu’elle laisse in-
variant &, ce qui donne la condition g, qs = 1; toute rotaticn du groupe O} (K, {)
peut donc s’écrire z —> qzq~1, g étant un quaternion arbitraire >0 dans le corps
K, des quaternions sur K relatifs au couple (— as a3, ag), et Pespace E étant identifié
4 Densemble des quaternions de partie scalaire nulle. D’ailleurs le quaternion ¢
n’est déterminé qu’a un facteur prés de K*, ce qui montre que Of (K, f) est iso-
morphe & K3|K*.

28. Cas III a: n=6, v=3. On peut supposer la forme f rapportée i une
base telle que f(z,z) =& & — &y &5 + &3&. Désignons par F Despace K*, par
(éi)1=i<4 la base canonique de F; on peut alors identifier E & l'espace F® des
bivecteurs sur F, le point (&) étant identifié au bivecteur

z=~E&egNeg+ Esey Neg + Egey Neg + EsegNeg + EsegNey + EgeaNeg

de sorte qu'on a alors z Ay = f(z, y)e; AesNes A ey pour le produit extérieur de deux
bivecteurs x, y. Pour toute application semi-linéaire v de F sur lui-méme on désigne
par ¢ la puissance extérieure seconde de v, c’est-i-dire l'application semi-linéaire
de F® =FE sur lui-méme définie en posant, pour deux vecteurs quelconques z;, 2
de F, v®@ (2, Az) = v(2;) Av(22); 8i on pose u = +?, on a donc, pour deux bivecteurs
quelconques z, y, u (xAy) = (f (@, ¥))°v(er) Av(ea) Av(eg) Av(es) (¢ désignant I'auto-
morphisme de K auquel correspond v), ou encore, par définition du déterminant,

f(u (@), u(y) = (det v) (f (=, ¥))°-

En particulier, si v est une application linéaire de F sur lui-méme, u = ¢® est une
similitude directe pour la forme f, le déterminant de  étant (det v)3. Inversement,
on montre que si % est une similitude directe pour f, il existe une application semi-
linéaire v de F sur lui-méme telle que v*® »~! transforme toute droite de E passant
par lorigine en elle-méme ([14], p. 21—22, et [6], p. 36—-38); ceci n’est possible que
si cette transformation est une homothétie, ce qui entraine que v est linéaire, et
w=p-v®, ou ueK*. En outre, si on a px-v® = y;-o!® pour deux scalaires u,
et deux applications linéaires v, v, de F sur lui-méme, (vv;!)® est une homothétie
dans E, donc vv! laisse invariant dans F tout plan passant par Porigine (puisque .
le bivecteur décomposable correspondant a ce plan est multiplié par un scalaire);
cela n’est possible que si vo;! laisse invariante toute droite passant par Porigine,
c’est-a-dire est une homothétie; autrement dit, on doit avoir v; = Av avec AEK",
ce qui entraine u, = zA"2 On en conclut aussitét que le groupe GOf (K, f) est alors
isomorphe au quotient du groupe K*x G Ly (K) par le sous-groupe formé des couples de
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la forme (A%,471), ou A parcourt K*. Enfin, le multiplicateur de u = - v® est égal &
u?-det v ([14], p. 21-22).

29. Cas III b: n =6, v=2. On peut supposer f rapportée & une base de E
telle que f(z, 2) = a; &% + 0y 85— & &5 + &3 &, Vélément — a4/a; n’étant pas un carré
dans K, ce qui signifie que le discriminant d = a;ay de f est tel que —d ne soit
pas un carré [156]. Soit K, = K (V——_ d) I'extension quadratique de K obtenue par
adjonction d’une racine w du polyndme a, X% + a4, et soit E; 'espace vectoriel
obtenu par extension & K; du corps des scalaires de E. La forme [ est la restric-
tion & E de la forme f; d’indice 3 sur E,, telle que f; (z, z) = ay (& + @ &) (&, — 0 &) —
— &y &5 + £3&, et les transformations de GO} (K,f) sont les restrictions 3 E des
transformations de GO; (K, f;) permutables avec la transformation semi-linéaire
involutive (&x) -> (£5) (¢ unique K-automorphisme de K, distinct de I’identité). Par
le changement de coordonnées

m=a(§g+wé), m=5&—wéy, me=2E& pour k=2,3,5,6

la forme f; est ramenée 3 l'écriture du cas III @, et la transformation semi-linéaire
involutive de E; s’écrit

(53) (1> M2 M35 N> Mss M6) = (@1 1% 43, 43, a7 0%, 02, 13).

Soit F; l'espace K}, et identifions comme au n° 28 Despace E; & lespace des bi-
vecteurs sur ¥y, le point (1) étant identique au bivecteur dont les coordonnées
sont 7 par rapport & la base formée des e;Ae; (¢<<j) ordonnée comme au n° 28.
Soit Fi le dual de F,, (ei)i<i=s la base duale de (e;) dans Ff; désignons par ¢
'application canonique de F® sur F{®, définie par

plerNes) =esNew, @lerNes) =—exNes, @len/\es) =ex/\es
pleale)) = erNez, pleaNey) =—eiNes, pleaNes) = erNes

([2], p. 108). Soit d’autre part y la corrélation involutive (relative & 'automorphisme
o de K,) de F, sur Fi, telle que

y(e) = al‘leé, plea) =—a;ler, yes) =—es, (e = es

On constate alors aisément que la transformation (53), composée avec I’homothétie
de rapport a,, n’est autre que Dlapplication ¢~'-9®@, olt @ désigne l'application
semi-linéaire de F® sur Fi® déduite de vy par extension aux produits extérieurs.
Les transformations de GO} (K, f) sont done les transformations p-v®, ot u€ K7 et
v€G L, (K;), telles que '
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(54) Iu . fv(z) . q)*l . 1/,(2) = /40' . ¢_‘1 . y)(2> . v(2).

Or, on a v®-@~! = (det v)-p~1 9D, v désignant la contragrédiente de v ([2], p. 110,
formule (30)); la formule (54) s’écrit donc encore

(55) p(det 0)- (9 ) = p°- (- 0)®.

Si on pose w=1y-v, w; =0v-p, wlw est une application linéaire de F, sur lui-
méme, et la formule (55) montre que (w~!wy)® est une homothétie dans F(®, donc
que w~lw; laisse invariant tout plan dans Fy. On en conclut comme ci-dessus que
w~lw,; est une homothétie dans F,;, autrement dit que I'on a

(56) pyo=2199

avec A€K;; cela signifie que v permute projectivement avec la corrélation involu-
tive ¥, ou encore, en posant g (z,y) = (v (z), ¥), que l'on a g(v(@), v(¥) = Ag(z, ¥);
en outre, si 4 = det v, la relation (55) montre que 'on doit avoir 4 = u°~11. La
transformation v peut étre quelconque dans G U, (Ky, g), car on a alors 44° = 2%,
et il est toujours possible de déterminer x de fagon & satisfaire d la relation eci-
dessus (en notant que A° = A€ K); d’ailleurs, x4 n’est ainsi déterminé qu’s un facteur
prés y€K*. On conclut finalement que le groupe G'O; (K, f) peut étre décrit de la
fagon suivante: pour toute transformation v de G U, (Kj,g), soit x(v) le quotient
442 du déterminant de v par le carré de son multiplicateur., L’application v — x(v)
est évidemment une représentation de G U, (K,, g) dans le groupe N; des éléments
de K; de morme 1; alors, GO; (K, f) est isomorphe au guotient du sous-groupe I' de
K} x GUy (K, g) formé des couples (u,v) tels que pu°~ = y(v), par le sous-groupe des
couples (Y%, y~1), o y parcourt K* [14, p. 24]. On a d’ailleurs g (z, z) = a;' (& & —
—E38)) — &8, + & &, ce qui montre que wg est une forme hermitienne d’indice
2 sur Fy.

30. Lorsque # =6 et » = 1, supposons la forme f rapportée & une base telle
que f(2,2) = @12+ 0 E2—a, 82— ag &2 + &3y, les éléments —ayfay et —ag/as
n’étant pas des carrés dans K. Soit K, l'extension quadratique de K obtenue par
adjonction d’une racine w de a; X%+ a,; nous sommes amenés & distinguer deux
cas, suivant que sur K,, la forme & quatre variables a; £ + a, &2 —az &7 — a5 &2 est
d’indice 2 ou d’indice 1; d’aprés le n° 25, cela revient & savoir si, en désignant par
d le discriminant de f, —d est ou non un carré dans K.

Cas III c: n=6, v=1, —d est un carré. On peut supposer que a; a; = Gy Gy,

et par suite f est la restriction 4 E de la forme définie sur E,

h@z)=a (& + wé) (& —wé)—ag(fs + 0&) (5 —wés) + &
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GOF (K,f) est le groupe des restrictions 3 E des transformations de G OF (Ky, f1)
permutables & (&) — (£5). On fait le changement de coordonnées

m=ay(Er+wfy), m=5—wé, np=0a3(&+ w&), 5=, —wé&, N3=2E, 1g=2~Fs

de sorte que la forme f, soit ramenée & Iécriture du cas III a; la transformation
semi-linéaire sur E, est alors

(57) (M1, W25 M3 Mas s> M) = (@175, G273, 05, a7 75, a7t 03, n3)-

On constate alors aisément que cette transformation n’est autre que ’homothétie
de rapport — (@;4a5)”! composée avec la puissance extérieure 6@, ot 0 désigne la

\

collinéation involutive de F, (relative 3 o) telle que

O(er) = es, O(ea) = azey, G(es) =ayes, 0O(es) =araze;.
En écrivant que po® permute avec 69, il vient
(-0 = i (0 )

d’ot on déduit, comme aux n° précédents, que v doit permuter projectivement
avec 0; d’ailleurs, on a 6%(z) = ay a3 @, Aot si 6-v = A(v-6), 14° = 1 (n° 19); en outre,
on doit avoir u'~° =12 ce qui est toujours possible et détermine x 3 un facteur
prés y arbitraire dans K*. Notons maintenant que a, @, n’est pas de la forme ¢¢°
dans K, (n° 25); suivant la méthode du n° 20 (note 1) formons extension quadrati-
que K, de K;, ayant pour base 1 et g, avec g®> =aya5, (=90 1lg et § =—p;
K, est le corps des quaternions (généralisés) sur K, correspondant au couple (— a4/ a,,
ay ag). L’espace E; est alors considéré commo espace vectoriel de dimension 2 sur
K,, et si on détermine Sf€K; tel que 1= p'"% Bv est une application linéaire
arbitraire w de cet espace sur lui-méme; comme alors x =y g% on a finalement
u=y-w?, et par suite GOF (K, f) est isomorphe au quotient du groupe K* x G Ly(Kj)
par le sous-groupe formé des couples (y?, y~1), ot y parcourt K* [14].

3l. Cas III d: n=6, »v=1, —d n'est pas un carré (ici encore, ce cas ne peut
se présenter lorsque K est le corps des nombres réels). Avec les notations du n° 30,
—as/a; n'est pas un carré dans K,; soit K, le corps obtenu par adjonction 3 K
d’une racine o' de ay X+ a5; K; et K, sont linéairement disjoints sur K, leur
composé K, est une extension galoisienne de degré 4 sur K. La forme f est ici
restriction 4 E de la forme

filx, z) =a,(5 + o (b1~ wé)—a, (62 + o’ &s) (&2 — o’ &) + &3 &

On fait ici le changement de coordonnées
14—~ 632081 Acte mathematica. 87
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m=a b1+ wb), u=5—wé, =0l + @' &), 15 =5 — o' &, n3=Es, ng=E&

et on voit que les transformations de GOF (K, f) sont celles de G OF (K3, f1) qui
permutent aux deux transformations semi-linéaires de E; (espace obtenu & partir
de £ en étendant K a Kj)

58) { (71> N2> M3> Ma> s> M6) ~> (@175, 15, 73, a7 715, 0, )
' (M1, M2s 7135 Tas s> Me) = (13> @275, M55 N5 O3 " 1o 1)

o et v désignant les deux automorphismes de K tels que v’ = — w, 0’ =o', et 0" = w,
07 =—w'. On voit comme au n° 29 que les transformations de GOf (K, f) sont de

la forme p-v®, ol v est une transformation linéaire de K} = F; qui doit permuter

projectivement aux deux corrélations involutives v, et v, définies par les conditions
Yo (er) = ez, Yo (€2) = — e, Yo les) = —ay e;) Yo (€1) = €3
v (e) = e, p1(e) = —ap e1, 1 (e3) = — él, Y AR e

relatives respectivement aux automorphismes o et 7; comme ces deux corrélations
sont telles que !-y, soit une collinéation involutive, il revient au méme de dire

que v doit permuter projectivement & w, et & ayy[ -y, = 0, définie par
O(er) = s, O(ex) = azes, 0O(es) =aren, 0O(es) = ar0a5¢

et relative 4 Dlautomorphisme @ = o7 de K;. On a 6%(x) = a; @y, et nous allons
voir que a;a; n’est pas de la forme 4AA%. On peut en effet écrire 1 = « + f’, ol

a et f appartiennent & K (w). La relation A1¥ = a; a; donne alors les conditions

agaa’ + agff° = aral

et
foat—ap’=0.

La seconde de ces conditions s’écrit (g) =€ (en supposant o 7 0; le cas o =0 se
traite de fagon analogue); elle signifie donc que B = &a, ol £€K; en posant alors
1 g .

e E+ w&’, od & et & sont dans K, il vient a; (az &) + a4 (az &’)> —as — a5 &% = 0,

ce qui contredit 'hypothése que la forme ay & + ay &2 — a5 & — a; &} est d’indice 0.
Nous pouvons donc appliquer la méthode de la II® partie (n° 19); comme on a
Y0 =a azé-wo, on considére I’extension quadratique L de K, ayant pour base 1
et o, avec o> =ayay, (" =p ' p pour [€K; et o se prolonge en un antiauto-
morphisme & —> £ de L en posant § = g. On voit comme au n° 26 que si Ky = K(V—d)
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est le corps des invariants de @ dans K, L est un corps de guaternions (généra-
lisés) sur K, correspondant au couple (— a4/ay, a; a5).! La forme g, (z, y) = {y, (z), ¥)
sur F; correspond sur l'espace F (espace Fj considéré comme espace vectoriel &
droite sur L) & la forme g(z,y) = g1 (%, ¥) + (aya2) 10 g1 (0 @), ¥), telle que g (y, z)=
= —M (il faudrait multiplier par exemple g par @ pour avoir une forme
hermitienne); par rapport & la base (e;, ea) de F sur L, on a g(z,¥) = &1 — Eam.
Cela étant, si on a 6-v = 2A(v-0), on doit avoir AA7 = 1 (n° 19); déterminant f € Ky
par la condition §'~% = A, w = Bv est une application linéaire de F sur lui-méme,
qui permute projectivement avec y, et par suite (n° 18) est un élément de G U, (L, g);
et on a par hypothése u = py-w®, avec ug€K;. Inversement, si weGU,(L,g),
on a g (w@), w®)=log1(x,y), avec A3=2AT =1 (n° 19), autrement dit, € K;
cela s'écrit aussi yo-w = g w- 9y, et comme w- 6 = 6-w, on a aussi Y, w = Ay w- Y,.
Alors pour que u = o w® appartienne & GOF (K,f), il faut et il suffit que, si
A =det w, on ait 4 = pg 122 = uz7122 (n° 29); ces relations montrent d’abord que
Yon doit avoir ug = ug, donc ug € Ky = K (w '), ce qui est compatible avec les rela-
tions 44° = AA* = )}, qui donnent 4 €K, Comme dans K, les automorphismes o
et 7 coincident, on déterminera f,€ K, tel que 4 = 2142, et alors on a p, = y f,
o y est arbitraire dans K*. Finalement, on voit que GO} (K, [) est isomorphe au
quotient du sous-groupe I' de K§ x GUy(L,g) formé des couples (ug, w) tels que
w5t = x (w), par le sous-groupe des couples (y2, y~1), o y parcourt K*.

32. Lorsque n =6 et » =0, on peut supposer la forme f rapportée & une base
telle que f(z, %) = a1 &2 + @y &2 — 4y £ — a5 &2 + az £2 + ag £2. Désignons par wy, @y, wy
des racines des polynémes ay X® + ay, ag X*+ a5, ag X2+ ag; le corps Ky = K (w,, ws, ws)
peut étre une extension de K de degré 2, 4 ou 8. Dans le premier cas, on peut supposer
Que w; = wz = wy, et le discriminant d de f est produit de — w? et d’un carré
dans K; donc — d n’est pas un carré dans K, ona K; = K (ij), et Pindice de la
forme f étendue & K, est 3. Lorsque K, est de degré 4 sur K, les trois corps
K (»,), K(wg) et K (ws) peuvent étre distincts ou non; s’ils sont distincts, ce sont
les trois seuls sous-corps guadratiques du corps K;, donc w; appartient nécessaire-
ment & K (w; wg), et comme son carré est dans K, il est de la forme cw; wy, avec
c€K; —d est alors un carré dans K. Si au contraire, deux des trois corps K (w,),
K (ws) et K(ws) sont confondus, on peut supposer par exemple que w; = wy, wg
n’appartenant pas 4 K(w;); alors d est produit de ~— w? et d’un carré dans K,
donc —d n'est pas un carré dans K. Mais comme —d est un carré dans K (V:;i),

' On notera d’ailleurs que L n’est autre que le corps obtenu en étendant & K, lo centre K
du corps de guaternjons généralisés sur K, relatif au couple (~ ag/ai, a1 as).
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il résulte du n° 29 que sur ce corps, la forme f a un indice égal 2 1 ou 4 3. Nous
allons voir que si l'indice de f sur K(V—d) est 3, on peut par un changement de
base se ramener au premier cas; cela va résulter du lemme élémentaire suivant:

Lemme. — Soit | une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E par
rapport 4 wun corps commutatif K. Soit a un élément non carré dans K, et soit E’
Vespace vectoriel obtenu par extension du corps des scalaires de E ¢ K' = K (V;), et f
la forme bilinéasre f étendue @ E'. S’il existe un vecteur z # 0 dans E’ tel que f (2,2)=0,
il existe deux vecteurs x, y de E non tous deux nuls et tels que f(x, z) = —afly, y) et
fz,y) = 0.

11 suffit en effet de remarquer qu’on peut écrire z = x + yVa, et que (2,2) =
=@ 2) +af(¥,9) + 2Vaf(z,9).

Revenons alors 4 notre probléme, et supposons que j ait un indice 3 sur
K (V:Q) {ce qui peut fort bien se produire, comme le montre 'exemple de la forme
&g+2 £+3 +6 &+ §§ + 3 53 sur le corps des rationnels). Alors, dans espace E’
(obtenu par extension de K 4 K (V:Ti) 4 partic de E), un sous-espace isotrope de
dimenston 3 rencontre le sous-espace &5 =£&; =0, donc sur (K V—=d) la forme
@ &+ agél—ay & —as¢ a un indice au moins égal 4 1. Le lemme prouve alors
qu’on peut trouver une nouvelle base dans le sous-espace & = & = 0 de E, de sorte
que la restriction de f & ce sous-espace 8’écrive by #? + by7n% — by (13 + dn?); comme
en outre le discriminant a;agasa; de cette restriction doit étre un carré, on peut
supposer que bs = by d, et on se trouve bien alors ramené au premier cas. Le seul
nouveau cas est done celui ol indice de f sur K (V:_J) est égal 4 1; alors l'indice
de ay &+ ag &% —ax &2 — a5 &2 sur ce corps est nécessairement égal 4 0, et le discri-
minant de cette forme est un carré dans K (V—d).

Reste enfin & examiner le cas ol K; = K (wy, ws, w;) est de degré 8 sur K;
alors aucun des w; n’appartient au corps engendré par les deux autres; —d est le
produit de (w; wsws)® par un carré dans K, donc, comme w, w; wg ne peut appartenir
a4 K, —d n'est pas un carré dans K. Il résulte alors du n° 29 que l'indice de f sur
le corps K (V—d) est nécessairement 0, 1 ou 3. Mais si Dindice de f est égal & 3
sur K (V:—E) (ce qui peut fort bien se produire, comme le montre I’exemple £2 +
+3E8+ 28241082 +58+ 6&2 sur le corps des rationnels), on voit comme ci-
dessus que par un changement de base dans E on peut se ramener an premier cas
examiné dans ce n°. D’autre part, si Plindice de f sur K(V—d) est 6gal 4 1, le
lemme montre qu'un changement de base permet de se ramener au cas oil w§ =—d,
et comme alors (w; w,)® est un carré dans K, les corps K (w;) et K (w;) sont identi-
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ques, et on est ramené gu troisiéme des cas envisagés dans ce n°. Le seul cas nou-
veau est donc celui o Iindice de f sur K (V—d) est égal & 0.

On voit ainsi qué tous les cas qui peuvent se présenter lorsque » =0 sont
caractérisés intrinséquement par les propriétés du discriminant d, ou par la valeur
de P’indice de f par rapport 4 K (V:Tl) lorsque —d n’est pas un carré dans K.

33. Cas Il e: n=6, v=0, —d n'est pas un carré dans K et Uindice de | par
rapport d K (ng) est égal @ 3. On peut supposer que w; = wy = wz = V—d, que
nous noterons simplement ®, ¢ désignant ’'unique autcmorphisme de K (w) = K, sur
K distinct de lidentité. Soit K, I’espace obtenu en étendant K & K, f, la forme f
prolongée 3 E;; on fait ici le changement de variables

m=a +twé), n=a(f+wé), 73=a3(5+ )
Mm=&—wé 75 = £ — w &5, Ne = &3 — o &,

et les transformations de GO} (K, f) sont les restrictions & E des transformations de
GO; (K, f1) qui permutent avec

(1> N2 M3> Mas s> M) ~> (@173, @2 M2, az 7S, a7 7S, agtng, ag i ng).

En raisonnant comme au n° 29, on voit que les transformations ayant cette
propriété sont de la forme u-v®, ot v€G L,y (K;) doit permuter projectivement avec
la corrélation involutive y telle que

1/)(61)=ei, w(62)=_a2a36’2’ 'P(e:i):ala’aeé» 1p(84)=—a,1a2e;.

Si on pose g(x,y) =<y (x),y), g est une forme hermitienne sur F, = K4, et v doit
appartenir & G U (K, 9); on en déduit comme au n® 29 que GO (K, f) est isomorphe
au quotient du sous-groupe I' de Ki X GU,(K,,g) formé des couples (u,v) tels que
wt =y (v), par le sous-groupe des couples (y*, y~1), ot y parcourt K*. On a d’ailleurs
9(2,2) =010~ 030303 8s + 0103038 — a1 a3 4 &4 (en écrivant { au lieu de {°); mon-
trons que cette forme est d’indice 0. En effet, si on avait g (2, 2) = 0 pour un vecteur
270 de Fy, on pourrait écrire, pour ce vecteur

(59) Lo +ta a; (a3 C3) (a3 8s) = apag (Cala + oy a;! Cala)-
Mais dans K;, on a lidentité (pour c€ K)

(60) (Ra+cBp)(Fy+edd)=(as+ocBd)(ay+oBd)+c@d—Ay) (@I—p7)
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et il résulterait donc de (59) qu’il existerait dans K, trois éléments non tous nuls
a, B, y tels que :
maa—asBp+asiy=0.

En écrivant chacun des éléments «, B, y sous la forme £ + w7, on en déduirait
immédiatement que f a un indice > 0, contrairement & ’hypothése.

34. Cas III f: n=6, v=0, —d est un carré dans K. On notera que ce cas
ne peut se produire lorsque K est le corps des nombres rationnels, car si » = 0, on
peut supposer, en vertu du th. de Meyer, que tous les ar sont de méme signe, donc
—d ne peut étre un carré. Par contre, ce cas se présente dans I’exemple suivant:
si 8; désigne le corps des séries formelles en # & coefficients réels, K le corps des
séries formelles en ¢, & coefficients dans S;, la forme &% + £, £2 + £2 + 1, &2 + &2 —
— 41, €% a un discriminant égal & — (1 %)% et il est facile de voir que cette forme
est d’indice 0 (cf. [8], p. 35).

La discussion du n° 32 montre que sur K, = K (w;, @), la forme f s’écrit

H@, 2) = ay (5] — 0} £]) — a3 (& — 0} £3) + a3 (8] — 0} 3 &)

et la méthode habituelle montre que les transformations de GO; (K, f) sont de la
forme wu-v®, ot v€GL,y(K;) doit permuter projectivement aux deux collinéations
0y, 05, définies par

0y (ey) = €3, 0Oy (eq) = agey, b1(es) = —arasze;, 0i(e) =—ayee

Oz(er) = €2, 03(es) = azase;, 0Oz(es) =—ase,, bz (es) = —ages
et relatives respectivement aux automorphismes o;, oz qui- laissent invariants w, et
w; respectivement. On a 0% (z) = —aya32, 05(x) = agazx et 0,- 0 = — 6, 0,. Appli-
quant la méthode générale (voir n° 20, note 1), montrons d’abord que — a, ag n’est

pas de la forme AA%, avec A€K;. On peut en effet écrire 1 = a + wy B, ol o et B
appartiennent & K (w;). La relation 1A%t = — g, a3 donne alors

aat + Wi fr =—aya,
et _
o fr+ fat = 0.

De la seconde relation, on déduit, si « %0 (le cas o = 0 se traiterait de méme)

o
que (g) = —g’ ce qui implique B w & ou E€K. Il vient alors, en remarquant
o

]' ! LY ’ !
que a; @z ag = — a3 d4as par hypothése, et en posant = &+ w &', ou & et & sont
dans K
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ay (a3 + Qg 52) + ay a§ (a1 5'2 + [ 7 5”2) =

ce qui est contraire & I’hypothése » = 0. On peut donc définir 'extension quadratique
L, de K;, ayant pour base 1 et g; sur K;, avec gd=—a 0, et (=g (g, pour
(€K,; en outre (n°15) I'automorphisme o, de K, se prolonge & L, en posant
% = —p. L’espace F, = Ki de dimension 4 sur K; devient un espace F; de dimen-
sion 2 sur L,, ayant pour base e, et e, et la collinéation 6, devient une collinéation
de Fi, relative & Pautomorphisme o, de L, (n° 18). Enfin, siona 6,-v= 4;-(v-0;),
on doit avoir 4; A2 =1 (n° 19) et p'~% = A%; en déterminant B, € K, par la condition
fi7% = A&, wy = fyv devient une application linéaire de F} sur lui-méme et p = py f2,
avec u; € K (w,), d’olt u = py - w®.

Il faut en second lieu exprimer que w; permute projectivement avec la collinéa-
tion 6, de Fi. Montrons cette fois que aya; n’est pas de la forme A4, oh A€L,.
Si on pose 4 =a + g B, ot « et B appartiennent & K, la relation 1A% = a,a; donne

o a? + alasﬁ"lﬂ"; = Gy dg

Bar— a1 fr =0,

Posons = {a® (en supposant « £ 0); on a donc [ a% = (% a%%, et la premiére des

équations précédentes devient

o o2 (1 + a,laaC{"‘) = Qg 3.

a

Or {7 appartient & K (w;) et aa® & K (w,); Péquation précédente n’est donc pos-
sible que si £{™ et aa® appartiennent tous deux 4 K. Mais alors le raisonnement
du début de ce n° prouve qu’il existe des éléments ; € K (w,), 2 €K (w,), E€EK et
€K tels que =0 (1—éwiwy)™ et a=C71(1 + & wywy); la relation a% =
= {"a”% donne alors £ = &', et en posant {3 =1— £ w; wy, on a donc

L1y 1 Lol

e = -
Laly  aa®  [3l3

Lgn =

On devrait alors avoir
a3y (P — 0203 L+ (383 =10

ce qui est encore contraire & I'hypothése » = 0.

On peut alors former ’extension quadratique L de L,, ayant pour base 1 et g,
sur L), avec g} =asas et [ =g 1 g, pour {€L;; Vespace Fy s’identifie avec le
corps L, en identifiant ¢, avec 'unité. S8i 6y-w; = A3 (w, - 05) avec 13 € K;, on doit

avoir ApA3 =1 et uj~" = 2%; on détermine encore B, € K; de sorte que B} = 153
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alors fyw, devient une homothétie 3 gauche z —> ¢z du corps L, et si w désigne cette
homothétie, on a u;, = y 2 avec y€K et u =y -w?®. On voit donc que GO; (K, f)
est isomorphe au quotient du groupe K* x L* par le sous-groupe des couples (%, yY),
ott v parcourt K*. On notera que les éléments 1, gy, g5 et p; o, forment une base
de L sur K,, telle que ¢?=—a;a; 0} =asa; et gg01 = —p10z; le sous-corps L’
de L ayant pour base 1, p;, g3 eb g 02 sur K est donc un corps de quaternions
généralisés sur K, correspondant au couple (— ajas, @;a3); si on cherche le sous-
corps commutant L de L' dans L, on trouve que L'’ a pour base 1, g; w,, 05 0
et 0y wp 0wy sur K; comme on a (g, wa)® = —agay, (02 @1)® = a3 a5 et (01 ws) (02 1) =
= — (02 w1) (01 @s), on voit que L” est un corps de quaternions généralisés sur K,
correspondant au couple (—azay, asaz); comme K est lintersection de L’ et L”,
on voit que L est le produit tensoriel L' ® L' de deux corps de quaternions généralisés
sur K.!

3. Cas III g: n =16, v =0, —d n'est pas un carré dans K et 'indice de | par
rapport & K (V:E) est égal @ 1. Ce cas ne peut se produire lorsque K est le corps
des nombres réels; il peut par contre étre réalisé lorsque K est le corps des nombres
rationnels. En effet, considérons par exemple la forme &% + £2 4 £2 + & + E+17 §§
sur le corps des rationnels; on a d = 7; si la forme avait un indice égal & 3 sur
le corps K (V—7), il existerait dans le sous-espace & = £s = 0 une base par rapport
4 laquelle la forme &% + & + &2 + &2 g6crirait ay (72 + 7 72) + ag (2 + T72) (of. n° 32).
Il résulte alors du n° 25 que, dans le corps des quaternions ordinaires sur K (c’est-
a-dire relatifs au couple (—1, —1)) il existerait deux quaternions q;, q; tels que
Pon ait identiquement g?z g%~ —7z pour tout quaternion z; on en concluf im-
médiatement qu’on devrait avoir g =—7q;% et que g> devrait appartenir & K;
mais on peut aisément vérifier que cette condition ne peut étre réalisée dans le
corps des quaternions ordinaires sur le corps des rationnels, parce que 7 n’est pas
la somme de trois carrés rationnels.

D’aprés Détude faite au n° 32, on peut supposer la forme f rapportée & une
base telle que, sur le corps K; = K (0, ), ott w? =—ay/ay = — a3/ as et w2 = —ag/as,

on ait
Hx,2) = a1 — 0 &) — a2 (5 — 0 &) + a3 (65 — ™ £D).

On a d’ailleurs K (') = K (V—d) et la forme ay £ + a4 £2 — ay £2 — a5 &2 est d’indice
0 sur Ky=K(V—d). On voit comme dans les autres cas que les transformations

} A. Albert a démontré [1] que si K est un corps de nombres algébriques, le produit tensoriel
de deux corps de quaternions généralisés sur K n’est jamais un corps; le cas (III f) ne se présente
donc pas dans ces circonstances.
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de GO} (K, f) sont de la forme u-v®, ol v€ G Ly (K,) doit permuter projectivement
4 la collinéation @ telle que

0(er) = es, 0O(ea) =age3, O(es) =ayes, 0O(es) =ar050e

relative & l'automorphisme ¢ de K; qui laisse invariant w’, et & la corrélation
telle que
ple) =es, (e =—azes, ples) =azes, yle)=—e1,

relative 4 I'automorphisme 7 de K; qui laisse invariant w. On a 6%(z) = a a5, et
Phypothése implique que a@;as; n’est pas de la forme A%, o A€K; (voir le rai-
sonnement du n° 31). On a d’autre part -6 =—a, azéwp; appliquant la méthode
du n° 19, on considére lextension quadratique L de K, ayant pour base 1 et g,
avec ® = ayas, (°=0"1{p pour {€K;, et on prolonge v en un antiautomorphisme
&—>E de L en posant ¢ =—p. L est un corps de quaternions généralisés sur K,
correspondant au couple (—ay/ay, a1 ag). Soit Fy = K%, et soit F I'espace F; con-
sidéré comme espace vectoriel 4 droite de dimension 2 sur L; la forme g, (z,y) =
={y(z),y) sur F, correspond sur l'espace F & la forme g(z,y) = g1 (%, ¥) —
—(a1a3)" 1o gy (0 (x),y); par rapport & la base (e, ;) de F, on a

(2, y) = (a102) 1 (Erom —aza382072);

on a g(y,z)=—g(x,¥) (on obtiendrait une forme hermitienne en multipliant ¢
par ®’). On termine alors le raisonnement exactement comme dans le n° 31, ce qui
prouve que G'OF (K, f) est isomorphe au quotient du sous-groupe I' de K§ x G Uy (L, g)
formé des couples (pg, w) tels que ui™' = y(w), par le sous-groupe des couples @A y™Y,
o y parcourt K*. On notera qu’ici la forme g est d’indice 0; en effet; dans le cas
contraire, il existerait x € F; tel que g1 (0 (x), ) = 0, ce qui donne

037 01— a2a3l3 Lo + a1a3 8" C3— 0102370 =0
et on montre comme au n° 33 que cela est contraire & I’hypothése v = 0.

36. Cas IIT h: n=26, v=0, —d nest pas un carré dans K et Uindice de | par
rapport d K(V:—d) est égal d 0. En vertu du th. de Meyer, ce cas ne peut se
présenter si K est le corps des nombres rationnels, car si z est un vecteur quel-
congue # 0 dans E, le sous-espace orthogonal 4 x est de dimension 5, et par suite
il existe y orthogonal 4 z et tel que f(y,y)=df(z,z), puisque d>0. On a un
exemple du ecas IIT & en considérant le corps S; des séries formelles en ¢; & coeffi-
clents réels, le corps S, des séries formelles en #; & coefficients dans S;, et le corps

K des séries formelles en #; & coefficients dans S,; il est facile de voir que la
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forme £ + 4 &8+ ty £§ + & tsé’g sur K est d’indice 0 sur K (V—- ity t3) (cf. [8],
p. 35).
Avec les notations du n° 32, la forme f s’écrit sur le corps K; = K (w;, s, ;)

f(x, z) = a1 (&2 — 0?&2) — ay (&2 — kD) + a3 (52 — w2 ED).

Nous désignerons par o I'automorphisme de K,; qui laisse invariant les deux oy
d’indices 7 k et transforme wi en — wi (¢ = 1, 2, 3). Les transformations de G Of (K, f)
sont les transformations u = u-v®, o u€ Ky, v€G Lg(K,), et ou v doit permuter

projectivement aux trois corrélations involutives wu;, w,, w; définies respectivement

par
yr(er) =e2, (e =— €1, yi(es) = —ajes, yiley) =ares
V2 (e1) = €3, Ya(ea) = —ages, a(e3) =— €1, Ya(€s) = a €2
Yaler) = 61, ys(es) =—azes, ys(es) = ager, Vs (es) = —ei

la corrélation yp étant relative & 'automdrphisme op de K;. 1l revient au méme
de dire que v doit permuter projectivement & y, et aux deux collinéations involutives
Oy =—asy;1-y2 et 03 =a;9;1-y,; ces collinéations sont relatives respectivement

aux automorphismes v; = 0,05 et 73 = 0y 05 de Ky, et on a

O1(er) =3, 01(e2) = asase;, Oi(es) = —azes 01(es) =—asges
b3 (e1) = €5, O3(es) = azes, B3 (ea) = ay e, O3 (es) = as azer.
On a Bi(x) =asa3x, 02(z) = ayasz, 0,03 =—0;-0,; en outre, ly; = —y,, yp- 0y =

=agaz -y, y3-03=0aya, 53'1;:2. Nous allons appliquer la méthode de n° 19.

Montrons en premier lieu que asa; n’est pas de la forme 44", olt A€K,. Si
K,=K (V:J) = K (v, wy w3), il suffit de remarquer que t; laisse invariants les
éléments de K, et que 'on peut écrire K, ~ Kg(w;z, ws); on raisonne alors comme
au début du n° 34, en utilisant I’hypothése que Pindice de f sur K, est égal & 0.
On considére alors l’extension quadratique L; de K;, ayant pour base 1 et g,, avec
0} =asas et [ =p*lp, pour (€K,; on prolonge o; en un antiautomorphisme
E~>E de L, en posant g, = gy, et 73 en un automorphisme de L, en posant o = — p;.
L’espace F; = K} devient un espace F; de dimension 2 sur L;, ayant pour base ¢
et e3; la corrélation y, correspond a la corrélation y, de Fj, relative a Pantiauto-
morphisme £ —> £, et telle que

$yo (), ¥ = {y2 (), ¥) + (32a3) " 01 (s (61 (2)), ¥

La collinéation @; devient une collinéation de F; relative & 73, telle que w,- 03 =
= @105 03-y,. Enfin, si 0,-v= 274 (v-6;), avec 1 €K, on doit avoir 4, A" =1; en
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déterminant B, € K, par la condition fi~% = J;, f,v devient une application linéaire
w; de Fy sur lui-méme, qui doit permuter projectivement avec y, et 0s.

On montre ensuite que @, ay n'est pas de la forme A A", avec A € L,, en utilisant
le fait que [ est d’indice O sur K,, et en raisonnant comme au n° 34 (K, jouant
ici le role tenu par K dans le n° 34). On peut alors former Pextension quadratique
L de L,, ayant pour base 1 et g3 sur Ly, avec @ = aya,, (™ = ;' (g3 pour { € Ly;
Pespace F; s’identifie avec le corps L en identifiant ¢; avec l'unité. On prolonge
Pantiautomorphisme &—>£ & L en posant g; = g3; la corrélation correspond alors &

la forme bilinéaire sur L

g (@, y) = (a1a3a3) 1 T 05019

telle que g(y,0) =—g(z,y). Si Os-w, = Az (wy-0;) avec A3€K,, on doit avoir
A3dp =1. On détermine encore f;€K, de sorte que BL~"=1;; alors w= 3w,
devient une homothélie 4 gauche du corps L, qui doit permuter projectivement avec
la corrélation involutive correspondant & la forme g; si w(z) = tz, on constate aisé-
ment que cela signifie que Pon a fg30,¢ = 4y (t) 0301, OU Ay (t) est un élément de K.
Par hypothése, on a u = ug- w®, ol uy € K. Inversement, si w appartient & G U, (L, g),
on a yy-w= Ay Wy, avec A€ K, et comme w permute avec 6, et O3, on a aussi
Prow =g w-p; et Yy-w=Ay-w-yp;. Pour que u = o w® appartienne & G 07 (K, f),
il faut et il suffit que, si 4 = det w (o w est considéré comme transformation de
Fy), on ait A= pd~13Z = p2-132 = us=132 (n° 29); on en tire d’abord que y, € K,,
puisque ugt=pu%=pu%; d’ailleurs on a aussi A€ K,, puisque 44%=A44%= AA4% = }.
On déterminera alors f, € K, tel que f3:"1 2= 4, et on aura alors uy =y f,, ol y est
arbitraire dans K*. On voit donc que GOf (K,f) est tsomorphe au quotient du sous-
groupe I' de Kix GUy(L,g) formé des couples (uo,w) tels que pd~! =y (w), par le
sous-groupe des couples (Y%, y~1), ot y parcourt K*.

On notera que les éléments 1, gy, p3 et p; p3 forment une base de L sur K,,
telle que 0% = aya3, 02 = ayae et g30) = — 1 03; le sous-corps L’ ayant pour base 1,
01, 03 et 0105 sur Ko = K(V —d) est un corps de quaternions généralisés sur K,
correspondant au couple (a; a3, a3 a5); le sous-corps commutant L de L’ dans L a
pour base 1, 0, wy, p3 w3 et gy w; ggwz sur Ky; c’est un corps de quaternions géné-
ralisés sur Ky, correspondant au couple (— a;asazay, — ayasasag); L est le produit
tensoriel L' ® L de deux corps de quaternions généralisés sur Ko = K (V— d).

37. Cas IV a: n=>5, v=2. On peut ici supposer la forme f rapportée i une
base de E telle que f(x,x) = & & — & &5 + &2; on considére E comme le sous-espace
& =0 d’un espace F’ de dimension 6 sur K, f étant la restriction 3 E de la forme
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f* telle que f'(x,2) = & & — &, &5 + E2— &5, et le groupe Of (K, f) est le sous-groupe
de GOF (K,}) formé des transformations qui laissent invariant &. On raméne la
forme f* & Vécriture du cas III a, par le changement de variables

nkzék pourk:ly2r4:5, "73=£3+§65 7]6253—56'

Or, dire que u = u-v® laisse invariant 7; — 74 signifie encore que u-%w® laisse in-
variante la forme alternée e; Aei —ez/Aes sur F = K% En d’autres termes, si on pose

g(z,y) =<zAy, ei/\ei—elz/\6§>= Eima—E&m + E3ma— &M

on doit avoir g (v(z), v(y)) = # 1 ¢(z,y); donc v doit appartenir au groupe G'S ps (K)
des transformations de F laissant invariante g & un facteur prés, et si A est le
multiplicateur de v, la transformation w€GO; (K, [’) correspondant & v est bien
déterminée et égale & A71-4®, Comme lorsqu’on remplace v par yv (avec y € K*),
A est multiplié par y? on voit que OF (K, [) est isomorphe au quotient par K* du

groupe G8p, (K, f)! [14, p. 27].

38. Cas IVb: n=>5, »=1. On peut supposer la forme f rapportée & une base
de E telle que f(z,x) = 0, & + a4 &2 — £, &5 + £2, — a4/a; n’étant pas un carré dans K.
Soit K, le corps obtenu par adjonction 3 K d’une racine w de a; X* + a,; on con-
sidére l'espace E; sur K,, obtenu & partir de E par extension & K, du corps des
scalaires, comme le sous-espace & = 0 d’un espace Ei de dimension 6 sur Ky, et la
forme f comme la restriction 4 E de la forme f’ (sur Ej) telle que f'(x,z) =
=a(fit+ o) (b—~wb)—EE + E— 2 Les raisonnements des n* 29 et 37
montrent alors que OF (K,f) est isomorphe au sous-groupe des transformations de
GOF (K,[’) qui laissent invariant 7, — 17, et permutent & la transformation involu-
tive (53); et toute transformation de ce sous-groupe est de la forme u = u-v®, oh
vE€EG Ly (K,) est assujettie aux conditions suivantes. Si on considére la corrélation
involutive y,, relative & Pautomorphisme o de K, telle que

vile) = ea, () = — 6’1, prles) =—m 62, piled = a4 €3

3

et la corrélation involutive (relative & I'automorphisme identique) w, telle que

Y2 (@) = es, Yo (eg) = — €3, P2 (€3) = es, Ys (€a) = — e

' 11 est facile de voir que si v est un élément du groupe G8 py,, (K), le déterminant de v est
lié & son multiplicateur A, par la relation det » = A%; en effet, (2} multiplie par i, une biforme g
sur Pespace K2m; la puissance extérieure m-éme de g transformée par la puissance extérieure
m-éme de t(2) (égale & la puissance extérieure 2m-éme de %) est done multipliée par AT; mais la
puissance extérieure 2m-éme de ‘v est I’homothétie de rapport det v, d’ol1 la proposition.
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v doit permuter projectivement avec i, et w,; de fagon précise, on doit avoir
Yo v =pu"1-D-yy et si P -v=274-0-9, (avec A= A€K), il faut que 4 = u°11%,
ot A =detv. Soit 6 la collinéation involutive de Fy = K} telle que 6 = p;'- 9,
relative 3 'automorphisme ¢, et définie par

Be) =es Ofes) =es, O(es) =—aye;, 0(es) =—ase,.

Il revient au méme de dire qu’on doit avoir yp;-v=21-0-p; et 6-v = Apu-v- 0, cette
derniére relation entrainant A% puu° =

Cela étant, on a 0%(x)=—ayz et ;-0 =——alb-1p1. L’élément —ay n’est
pas de la forme (% ou (€K, car on voit aussitdt que cela entrainerait que la
forme quadratique ;& + a4&; + & aurait un indice >0 sur K, ce qui est con-
traire & Phypothése. On peut donc former I’extension quadratique L de K, ayant
pour base 1 et g, avec o®=—a; et (= 1{p pour (€K ; on vérifie aussitét
que L est un corps de quaternions généralisé sur K, relatif au couple (— as/a;, — ay);
on prolonge l'automorphisme ¢ de K; en un antiautomorphisme £—& de L en
posant § = o. La corrélation w, correspond, sur l'espace F (espace F, considéré
comme espace de dimension 2 sur L) 4 la forme

g(x, y) ={p1 (@), ») + o1 (0 @) )

qui, par rapport & la base de F formée de e, et ey, s’écrit g (z,y) = &1 12— Ea 1
Si alors on détermine S€K; tel que B~ =24y, w=fv est une transformation
lindaire de F, telle que ;- w =a -9, avec a = u~1 % et on a u = puf2u® =
= a~1-w®, On en conclut que OF (K, f) est isomorphe au quotient par K* du groupe
GU,(L,9g).

39. Lorsque n =05 et » =0, on peut supposer la forme f rapportée & une base
telle que f(x, %) =0a;& + ay&2—az83—as&2 + £2; nous distinguerons deux eas,
suivant qu’il existe une extension quadratique de K par rapport & laquelle f est
d’indice 2, ou qu’il n’existe pas de telle extension.

Cas IVec: n=>5, v=0, il existe une extension quadratique de K par rapport d
laquelle | est dindice 2. En utilisant le lemme du n° 32, on voit qu’on peut alors
supposer que a4/a; = az/as, élément — a,y/a, n’étant pas un carré dans K. Soit K,
le corps obtenu en adjoignant & K une racine o de a; X® -+ a4; 'espace E,; sur K,,
obtenu & partir de E par extension & K, du corps des scalaires, est considéré comme
le sous-espace &z = 0 d’un espace E; de dimension 6 sur K;, et la forme f comme
la restriction & E de la forme f* (sur E1) telle que /' (2, ) = a, (& + 0 &) (51— w &) —
—ag (& + w &) (b2 —w &) + E£—¢&. On voit alors comme aux n% 30 et 37 que
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O;F (K, f) est isomorphe au sous-groupe de GOfF (K;, ') qui laisse invariant 7 — %,
et permute & la transformation involutive (57); et toute transformation de ce sous-
groupe est de la forme u = u-v® ol v€G Ly (K;) est assujettie aux conditions sui-
vantes. Soit 6 la collinéation involutive de F; = K} relative & I’automorphisme o de
K,, et définie par

6 (e1) = ¢4, 9(92) =age;, 0O(es) =aye, 0 (es) = aras6y;

soit d’autre part y la corrélation involutive (relative & I'automorphisme identique)
telle que

'/’(61) = ey, y(e) = — eé’ p(es) = eé’ 'P(e4) =—é.

On doit avoir ¢-v=pulo-p et 0-v=2-v-0, avec AA°=1. On a 6*(z) = a1a:%
et p-0=—a azéwp. On voit comme au n° 25 que a;a; n’est pas de la forme
13° pour A€K;,, car cela entrainerait que la forme a; & + a, £2 — ap £2 — a5 &F serait
d’indice > 0 sur K, contrairement 3 I’hypothése. Appliquant la méthode générale
(cf. n° 22, note 1), on considére Yextension quadratique L de K; ayant pour base
1 et o, avec o® =aya, et {°=p 'lp pour [€K,, et on prolonge o en un anti-
automorphisme &->& de L en posant § =—p. Si F est V'espace F; = K} considéré
comme espace de dimension 2 sur L, la corrélation y correspond & la forme biliné-
aire sur F

g(z,y) =<p (0 @),y —e <‘¢ (@),

qui, par rapport & la base de F formée de ¢ et ey, s'écrit g (z, y) = — &y 71 + a2 Egmg.
Le corps L est d’ailleurs un corps de qﬁaternions généralisé sur K correspondant
au couple (—ay/ay, a1a,), et g est une forme d’indice 0 sur F: en effet, dans le
cas contraire, il existerait { = a + wf + o(y + wd) dans L (a, B, y, 6 dans K) tel
que ap = { ¢; compte tenu de I’hypothése ayay = ayas, cela s'éerit

ag + ag(al'yz + 0462)—‘(1212‘_0552 =(

ce qui est contraire & Phypothése » = 0. Cela étant, si on détermine € K; tel que
Bl=° =1, w= fv est une transformation linéaire de F telle que y-w = o-wW- P avee
a=u"1p% et on a u=a"t-w® On voit donc que OF (K, {) est isomorphe au quo-
tient par K* du groupe GU, (L, g).

40. Cas IVd: n=>5, v=0, il n'existe pas d’extension quadratique de K par
rapport & laquelle | soit dindice 2. Soient w et «’ des racines de a, X%+ a, et
as X% + a5 respectivement, et soit K; = K (w, ®’); Vespace E; obtenu & partir de E

par extension & K; du corps des scalaires, est considéré comme le sous-espace & = 0
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d’un espace Ei de dimension 6 sur K, et la forme f comme la restriction 3 E de
la forme f’ sur Ei, telle que

(2, @) = a1 (& + 0&) (51— w&) —ay(&s + 0 &) (£a— 0’ &5) + &2 — &2,

Alors OF (K,f) est isomorphe au sous-groupe de GOf (K,f) qui laisse invariant
73 —1g et permute aux deux transformations semi-lindaires (58) (n° 31). Toute
transformation de ce sous-groupe est de la forme uw = u-v®, on v€G Ly (K;) est
assujettie aux conditions suivantes. Soient y, 9y, ¢, les trois corrélations involutives

définies par

ple) =es, p(e)=— €3, P (es) = ez, yle) =—er
v (6) = ez, Y1 (eg) = — e, Yiles) =—ay es, vileg) = ay es
va(er) = es, ¥y(ex) =—agey, Ya (e3) = —ei, Ys (€s) = aq ez

relatives respectivement & automorphisme identique et aux automorphismes o et 7
qui laissent respectivement invariant o’ et w. On doit alors avoir yp-v = p~1-9-9,
Prov=ML0 1, orv=1Iy -y, avec A =p""122= 122 ol A =detv. Posons
6,=v"1-y et 0, =—y l.9,; ce sont des collinéations involutives relatives & ¢ et =

respectivement et telles que
bi(e1) = e3, O1(e3) = ey, O1(e3) = —are;, Oy(es) =—ayen

O2(ey) = €3, O3(ex) = a6y, 0, (ea) = — ey, 02 (eg) = — aye3.

La transformation linéaire » doit permuter projectivement avec y, 6, et 6,. On a
B3(@)=—a=z, Oi(xr)=asz, 0;-0,=—05-6; -0, =—a, él-zp et p-0; = a, ég-w.
En premier lieu, —a; n’est pas de la forme A2°, ol 1€ Ky; cela résulte aussitét
de ce que la forme quadratique ay £ + ay &2 + £2 est d’indice O sur K. On forme alors
Pextension quadratique L, de K,, ayant pour base 1 et g, telle que o2 = —ay,
{*=0;'l01 pour (€K;; on prolonge ¢ en un antiautomorphisme &£ de L; en
posant ¢, = g1, et 7 en un automorphisme de L, en posant g = —p;. IL’espace
F = Ki‘ devient un espace Fi de dimension 2 sur L;, ayant pour base ¢, et e,; la
corrélation 4 correspond 3 la corrélation ¢’ de Fi, relative 3 I’antiautomorphisme
E—E, et telle que

' @), ) =<y (0 @), v + 01 <y (@), ¥)-
La collinéation 8, devient une collinéation de Fj relative & I’automorphisme 7,
telle que -0, =—ay-03:9’. Siona 6;-v=2-v-0, avec 7123 =1, on détermine
bL€K, tel que f1~° = A ; alors wy = B, v est une application linéaire de F; sur lui-
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méme; en posant u; = P on & w = -w® et v -wy =url-w-y’; en outre,
wy doit permuter projectivement avec 0.

Montrons ensunite que a; n’est pas de la forme A%, avec A€ L;. Pour cela, on
raisonne comme au n° 34, et on voit ainsi que si ay était de cette forme, il existe-
rait des éléments & (1 <k <6) de K non tous nuls tels que

P2,2) = a1+ a8 —ag 82— 8 + sg—“;::eg= 0.

a
Comme le discriminant d de f est tel que —d soit un carré, et que par ailleurs
}” n’est pas d’indice 3 ou 2 (sans quoi un sous-espace totalement isotrope de dimen-
sion 3 ou 2 couperait I’hyperplan £; = 0 suivant un sous-espace non réduit i 0,
contrairement & I’hypothése » = 0 pour f), / est nécessairement d’indice 1, et rentre
donec dans le cas IIl ¢ (n° 30): Mais alors, il existerait une extension quadratique
K(V—d) de K dans laquelle /” serait d’indice 3, et comme un sous-espace totale-
ment isotrope de dimension 3 rencontre alors & = 0 suivant un sous-espace de
dimension = 2, la forme f serait d’indice 2 sur K (V——_d), contrairement & I’hypothése.

On peut alors former I'extension quadratique L de L,, ayant pour base 1 et g,,
avec gl =@y, et {*=p;1lg, pour (€L;; l'espace Fi s’identifie au corps L, en
identifiant e, & P’élément unité. On prolonge I’antiautomorphisme & — £ 4 L en posant
P2 = —0a; la corrélation ¢’ correspond alors & la forme bilinéaire sur L

g(z,y)=—a;'Egy

telle que g(y,7) = ~g(z, y). Si O3-w; = A3-10,- 05 avec A €K, et AA=1, on
détermine B € K; tel que Bl=* = Ay; alors w = fw; devient une homothétic & gauche
du corps L, qui doit permuter projectivement avee la corrélation involutive corre-
spondant & g; en outre on a y-w = «-w-y, avec & = u; 1 f7, et u = a ' w®. On voit
donc que O} (K, [) est isomorphe au quotient par K* du groupe G U, (L, g).

Les éléments 1, g1, o; et ¢, o, forment une base de L sur K, telle que o} = —a,,
02 = ag et p301 = — 01 05; le sous-corps L’ ayant pour base ces éléments sur K est
donc un corps de quaternions généralisé sur K, correspondant au couple (— ay, as);
le sous-corps commutant L” de L’ dans L a pour base 1, g, ’, ggw et g w ga @
sur K; c’est un corps de quaternions généralisé correspondant au couple (g, aqas,
~— @y Gya,): le corps L est donc le produit tensoriel L’® L” de deux corps de quater-
nions généralisés sur K1

! Voir note 1 du n°® 34.
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Remarquons pour terminer cette partie que la méthode de ¢descente» que nous
avons appliquée pour passer de n =6 & n =15 et de n=4 & n = 3 pourrait aussi
étre utilisée pour passer de n =5 & n = 4, et redonnerait ainsi les résultats relatifs
4 ce dernier cas (n° 24 & 26). Enfin, il n’existe sucun autre isomorphisme, valable
pour un corps guelconque K de caractéristique £ 2, entre les groupes GO} (K, f) et
d’autres types de groupes classiques dont une suite de composition contiendrait
comme groupe quotient un groupe de 'une des formes PS Ly, PSpm, PQn (pour
msn) ou PUL; en effet, en spécialisant le corps K en un corps fini, le groupe
simple P £, (K,f) serait isomorphe & un des groupes de I'une des formes précé-
dentes, et j’al démontré ailleurs [10, p. 71-75 et 92] qu’un tel isomorphisme n’existe
pas pour un corps fini quelconque.

IV. Involutions de seconde espice dans les groupes unitaires projectifs.

41. Nous allons maintenant appliquer la méthode générale de la II¢ partie pour
déterminer les involutions de seconde espéce et leurs centralisateurs dans les groupes
unitaires projectifs P Un(K,f), ol K est un corps infini de caractéristique # 2,
commutatif ou non, et f une forme hermitienne sur un espace vectoriel 3 droite E
de dimension n>1 sur K, relative & un antiautomorphisme involutif £~ £ de K,
distinct de lidentité. Une snvolution de seconde espéce % dans le groupe unitaire
projectif PUn(K,f) = Un(K, )| Zs (Zs centre de Uyn, formé des homothéties z - x 8,
ou f appartient au centre Z de K et est tel que B8 = 1) est 'image d’une trans-
formation u€Ua(K,f) telle que w?(z) =2y avec y€Z, et telle que % ne soit pas
I'image d’une involution de U, (c’est-A-dire une transformation v€ U, telle que
»® (&) = 2). Nous allons distinguer plusieurs cas.

A) y=o?, o « appartient aw centre Z de K. Comme 7y =1, on a ici (& a)® =1,
et par suite g =1 ou &x=—1. Le cas Ga = 1 est & écarter, car alors v = wa~?
appartient & U, et est une involution de U,, dont I'image canonique dans P U,
est %; 4 ne serait donc pas de seconde espéce. Examinons le cas od &a=—1, et
posons v =wuoa"l; on a encore o (xr) =z, mais cette fois v n’appartient plus au
groupe U,. De fagon précise, on a f(v (@), v(y)) = —f(x,y) identiquement; soient V
et W les sous-espaces supplémentaires de E dans lesquels on a respectivement
v(z)=2 et v(®)=—x; si = et y sont tous deux dans V, on a nécessairement
f(z,y) =0, ce qui signifie que V et W sont totalement isotropes. Cela n’est possible
que si n=2m est pair, et si la forme est d’indice maximum m. Inversement, si

V et W sont deux sous-espaces totalement isotropes supplémentaires dans E, v la
15 — 632081 Acta mathematica. 87
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transformation égale a4  dans V, & —z dans W, et si « est un élément de Z tel
que &a=—1, u=ova appartient & U, et % est une involution de seconde espéce
dans PU,. En outre, on peut prendre dans V une base (e)i<i<m et dans W une
base (ém+i)i=i=m telles que f(ei, em+j) = 6ij; le centralisateur de w dans U, est alors
formé des transformations dont la matrice par rapport & la base (e)izizn est de la

40 . . . o .
forme ( 0 AL)’ ol 4 est une matrice carrée inversible arbitraire d’ordre m, 4 éléments

dans K, et A la contragrédiente de sa transformée par & —£. Le centralisateur de u
est donc isomorphe 4 G Ln (K).

B) y nwest pas un carré dans K. Si y est la corrélation involutive de E telle
que f(z,y) =<y (z),y), on a alors p-u = 4-y; comme u est lindaire et que y n’est
pas un carré, on est dans les conditions d’application de la méthode de la II® partie.
On forme l’extension quadratique L de K, produit tensoriel (sur Z) de K et de Z (p),
ol ¢® = y; et on prolonge l’antiautomorphisme & —~ £ de K en un antiautomorphisme
de L en posant g =gy~ ! (n° 19). La dimension » de E sur K est alors nécessaire-
ment un nombre pair 2m, et E devient un espace E’ de dimension m sur L; la
corrélation v correspond alors 4 la forme hermitienne g (z, ¥) = (¢ (z), ¥) + o<y (x (@), %)
sur E’, et le centralisateur de » dans U, n’est autre que le groupe unitaire Un (L, g).

2 o o n'appartient pas au centre de K. Posons encore v (z) = u (x)a"!;

C)y=ua
on a v*(x) =z, et v est une application semi-lindaire de E sur lui-méme, relative &
P'automorphisme &+ & = afoa~! de K. Cet automorphisme est involutif; en outre,
on & fv@),vw)=h({f(@ ), ot h=(x&)!. Comme ici 1=24% avec A=1, on
est dans les conditions d’application de la méthode du n° 21. Soit donc M le sous-
corps de K formé des invariants de 7; K est un espace vectoriel de dimension 2
sur M (4 gauche et & droite), admettant par rapport & M une base formée de 1 et
d’un élément 6 tel que 6% =— 6. Soit E; l'espace vectoriel de dimension 2# sur
M, obtenu en restreignant & M le corps des scalaires de E; v est alors une involu-
tion dans G Lg, (M), et E; est somme directe des deux sous-espaces V et W tels
que v(z)=2z dans V et v(z) =—ax dans W; en outre, on a W =V 40, V est de
dimension # sur M, et une base de V sur M est aussi une base de E sur K.

Cela étant, supposons d’abord qu’il existe r € K tel que ¥ =7 et A~ 1r = r%; 8i
on pose &7 = r~1 &y g est un antiautomorphisme involutif de K, permutable avec 7;
remplacant f(z,y) par la forme g(z,y) =r"'f(z,y), on voit que I'on a identique-
ment g (v (z), v (y)) = (9 (z, ¥))*; en outre, dans V, g(z,y) a ses valeurs dans le corps
M, et on a g(y,z)={(g(x,4)® Si une transformation linéaire w de E permute

avec u, elle permute aussi avec v; comme on peut considérer w comme une trans-
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formation linéaire dans E,, w laisse invariants les sous-espaces ¥ et W, et est
entiérement déterminée par sa restriction 3 V. Si en outre w appartient au groupe
Un(K,f) on a g(w®),w @) =g(z,y) quels que soient z et y dans ¥ et réciproque-
ment. On voit donc que le centralisateur de u dans U, (K,[) est isomorphe au
groupe unitaire Un (M, g).

Supposons ensuite qu’il n’existe aucun élément r ayant les propriétés précédentes;
on a va au n° 22 que cela ne peut se produire que si A =-—1 et si M est com-
mutatif, 6=—0 et §=10%06"1 pour tout {€ M. Si on pose alors g(x, ) = f (z,¥)0,
on a g, v(y) = (9@, ), et dans V, g prend ses valeurs dans le corps M, et
est telle que g(y, x) = — g (x, ), autrement dit, est une forme alternée. On observera
que cela n’est possible que si n = 2m est pair, et en outre, comme une base sym-
plectique (pour ¢) de V est aussi une base de E, la forme f est nécessairement
d’indice (maximum) m. Le méme raisonnement que ci-dessus montre alors que le
centralisateur de u dans U, (K, f) est ici isomorphe au groupe symplectigue S s (M, g).

42. Ce qui précéde détermine le centralisateur G dans Un (K, f) de la trans-
formation u. Le centralisateur dans P U, (K, [) de P'involution de seconde espéce
est formé des images des transformations w de Un(K,f) telles que wu = fuw, ol
B€Z; mais cela entraine wu® = f2u’w, et comme u® appartient au centre, % = 1.
Le centralisateur de % dans P U, est donc I'image du groupe G’ formé des trans-
formations unitaires w telles que wu =t uw; il est clair que le produit de deux
quelconques de ces transformations est permutable avec u; en d’autres termes, G est
un sous-groupe (distingué) d’indice 2 dans @',

APPENDICE.

Compléments et corrections & mon article «Sur les systdmes maximaux
d’involutions conjuguées et permutables dans les groupes projectifs» [9].

43. Je me propose dans ce qui suit de revenir sur certains points de Varticle
précité, ol les démonstrations sont insuffisantes ou contiennent des inexactitudes.!

Nous étudierons d’abord le cas D) du n° 6 [9, p. 20—26]. Considérons en pre-
mier lieu les valeurs de m distinctes de 2, 4 et 8 (cette derniére valeur ne néces-
gitant un traitement spécial que dans le cas D 3)).

1 Je signale en outre dans cet article les fautes d’impression suivantes: page 15, ligne 19 du
bas, lire w au lieu de W; méme page, ligne 15 du bas, lire u,u = — uu; page 18, ligne 15 du bas,
lire B,(K(')); page 20, ligne 14 du bas, lire us(e,); page 28, ligne 17 du bas, lire uy(uv) =
= — &(uv)ug.
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Dans Pétude du cas D 2) [9, p. 22] pour m %~ 2 et m = 4, il n’est pas exclu
(contrairement & ce qui est affirmé ligne 19—20 de la p. 22) que w, soit permutable
avec tous les éléments v d’un systéme maximal T' de 2™+! éléments, lorsque K,
contient un corps de quaternions. Mais on a alors b = b’ = 2™-1 et ¢'’ = 0, done
b+b +c"’" =2m et par suite on a bien Dgn (K, y) = 3.2 dans le cas envisagé.

Dans I’étude du cas D 3) pour les valeurs de m distinctes de 2, 4 et 8, il faut
au préalable exclure le cas ol 7' aurait 2™+1 éléments (ce qui n’est pas fait dans
[9], p. 23, lignes 9—10 du bas). Mais dans ce cas, on voit comme au début du cas
D 2) qu’on devrait avoir ug(e;) = e; A; pour tout indice 7. Les hypothéses montrent
alors que %, est nécessairement permutable & tous les éléments de T, donc que
b=b' =271 et ¢"=0, dod b+b' +¢"”"=2" Le reste de la démonstration est
alors inchangé; on notera simplement que le fait qu’il est impossible que toutes les
transformations de T permutent avec v, résulte de ce que la relation v, w = wup,
entrafne (v; w)? = —u?

44. Abordons maintenant ’étude des cas m = 2, m = 4 et m = 8 (dans le cas D));
leur examen dans [9] n’est pas complet, est souvent insuffisamment développé et
contient des assertions inexactes; nous allons le reprendre complétement et nous
verrons qu’il faut alors faire la division du cas D) en plusieurs cas d’une tout autre
fagon que pour les autres valeurs de m.

Nous distinguerons d’abord deux possibilités, suivant que K, contient ou ne
contient pas de corps de quaternions sur son centre,

D) K, contient un corps de quaternions sur son centre; autrement dit, il existe
dans K, deux éléments «, B tels que a’=p>=—1 et fa =—af. Un systéme
maximal 7 de 16 éléments comprend alors 6 involutions qui engendrent 7, & savoir
celles définies par

u(e) = e ty (¢2) = ¢

U (€1) = €1 ug (€2) = — ey
ug (e) = e ug(ez) = €
ug(e1) = g Uy (62) = — o
us(er) = e us(es) =—ep

ug(e)) = eaaf  ug(eg) = —egap.
Si uy est telle que %y v = * vuy pour tous les éléments v€ 7T, il v a deux pos-
sibilités: ou bien wug(e;) = €34, up(es) = ey ; dans ce cas on doit avoir Au®=—1
et u==1A4 Ou bien uy(e;) = €1 4, g (€z) = €ap; il faut alors A2° = pp® = —1.
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On notera en outre qu'on a la relation wugu,t, usug = — 1, 81 bien que 5 quel-
conques des involutions de 7 engendrent déja 7 tout entier; si u, est permutable
avec 5 involutions de T, il P'est donc avec tous les éléments de T, autrement dit
on a alors b+ b’ + ¢’ = 12. Nous distinguerons les cas suivants:

D' 1) Il existe un élément u€ Ky satisfarsant d Uune des deux conditions suivantes:
a) ppt =1, ap=pa’ et fu=pp
b) pp’=—1, ap=—pa’ e fu=—pp

On notera que chacune de ces deux conditions peut é&tre satisfaite lorsque K
contient lui-méme un corps de guaternions.

On peut alors former ume transformation %, qui permute avec 4 des involu-
tions de T': on prendra ug(e;) = eapt, up(ex) = — ey u dans le cas a), et ug () = ¢ u,
g (eg) = eapr (0w ug(e;) = ea , ug(e3) = €y u) dans le cas b). On a alors b + b’ + b’ =
=2b'+ 8 = 16, et la remarque ci-dessus montre que dans tout autre cas on aurait
b+b +c¢’<16; dou Dy(K,y)="16.

' D’ 2) Les hypothéses de D' 1) ne sont pas remplies mais il existe un élément u € Ky
satisfarsant d lune des deux conditions survantes:

a) ppt =1, ap=—po’ et fp=—pp
b) pp=—1, ap=pa e fu=pp.

Dans le cas a), on peut prendre wu, permutant avec 2 involutions de 7, et
anticommutant avec les autres, en posant ug(e;) = eyu, ug(ey) = — e pu. Dans le
cas b), on a une transformation u, ayant les mémes propriétés en posant u, (e;) = e u
et ug(eg) = e; 13 on obtient uwne transformation w, qui permute avec tous les &lé-
ments de T en prenant ug(e;) = e pu et wy(es) = esu. Dans tous ces cas, on a
b+b +c¢" =12, et en raison des hypothéses faites, on vérifie facilement que ces
trois cas sont les seuls possibles. D’autre part, si on considére un systéme T de 8
éléments, il ne peut comprendre que 4 involutions au plus; si une transformation
uwp permute avec toutes les transformations d’un tel systéme, on a b+ b + ¢’ =
=b+b =8; si elle permute avec la moitié des transformations de 7T, on a
b+b +¢" =2b"+4=<12. On voit donc qu'on a D, (K,y) =12 dans le cas D’ 2).

45. Lorsque les hypothéses de D’ 1) ou D’ 2) ne sont pas vérifiées, il n’existe
pas de transformation semi-linéaire u, de carré — 1 et telle que ugv = + v, pour
tous les éléments d’un systéme maximal T de 16 éléments; il faut donc considérer
les systémes T de 8 éléments. Montrons que, dans un tel systéme, il y a exactement 4
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involutions. Nous avons déja vu qu’il ne peut y en avoir plus de 4. Soit v €T
telle que v2 =—1; pour tout w€ T permutant avec vy, on a (vow)® = —w?; soit H
Pensemble des éléments de 7 permutant avec vy; si H = T, il y a donc exactement
la moitié des éléments de T qui sont des involutions. Dans le cas contraire, H a
4 éléments, et 'image H de H dans PG L,(K,) est un sous-groupe de 7. Soit H’
¢ complémentaire de H dans T; si H' ne contient aucune involution, et si wy € H’,
tous les éléments de H' sont de la forme wyw, o w parcourt H, et I’hypothése
(wow)® = —1 entraine wow = wwy; wy est donc permutable avec tous les éléments
de T, et en remplagant v, par w, dans le raisonnement précédent, on est ramené
au cas H=T. Si maintenant v; € H' est une involution, il en est de méme de
vg = vpv;. Comme d’autre part w— vow est une application de H sur lui-méme, il
y a exactement 2 éléments de H qui sont des involutions, et en tout au moins 4
éléments de T. Notre assertion est donc démontrée.

On montre facilement (cf. [9], p. 4-5) que, par rapport 4 une base convenable,
les 4 involutions d’un systéme 7' de 8 éléments sont nécessairement de la forme
Uy, Ug, U3, ug. On est alors amené 4 distinguer les cas suivants:

D’ 3) Aucune des hypothéses de D' 1), D' 2) n’'est vérifiée, mais il existe un élé-
ment u € K, satisfaisant auz relations pp®=—1 et ap =—pao’

On peut prendre alors, soit ug (€;) = ey &, Ug (€3) = €3 p, 801t ug (€1) = €3 u, g (€3) =
= e p; avec le premier choix, 4, commute avec u;, %3, %3 et anticommute avec u,;
avec le second, up, commute avec u,, ug, 4, et anticommute avec uy. Dans tous les
cas, on a b+b +¢"=2b"+4=10. Si 4y commutait avec toutes les involutions
de 7, il commuterait avec tous les éléments de 7T, et on aurait b + b’ +¢"’ = 2b = 8.
On a donc D, (K, y) =10 dans le cas envisagé.

D' 4) Aucune des hypothéses de D' 1), D’ 2), D’ 3) n’est vérifiée, mais il existe
un élément p € Ky satisfaisant a Vune des deuw conditions suivantes:

a) up’=—1 e apu= pa°.

b) ppu=1 et ap=puac.

Dans le cas a), on peut prendre, soit ug{e;) = ey, ug(€a) = €z, s0it g (e)) =
=eap, Up(e2) =e pu; avec le premier choix, u, commute avec tous les éléments
de T'; avec le second, il commute avec u; et u; et anticommute avec uy et u,.
Dans le cas b), on prend uq(e;) = ea u, up(¢s) = — ey u; 4y commute avec u; et ug,
anticommute avec wu, et us. Dans tous les cas, b + b’ + ¢’ = 8, et il est clair que
ce nombre ne peut &tre dépassé, d’od D, (K, y) = 8.
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D’ 5) Aucune des hypothéses de D’ 1), D’ 2), D’ 3), D’ 4) n'est vérifide. 1l n’existe
pas alors de transformation u, commutant avec plus d’une involution d’un systéme
T de 8 éléments et anticommutant avec les autres; pour un systéme T de 8 élé-
ments, on a donc nécessairement b + b’ + ¢’/ = 2b' + 4 = 6. D’autre part, un systéme
T de 4 éléments tel que 7 soit un sous-groupe de PG L,(K,) ne peut comprendre
que 3 involutions au plus, et si une transformation u, commute avec ces 3 involu-
tions, elle commute avec le quatriéme élément de 7'; on a donc b +b' +¢" <6
pour un tel systéme. On voit ainsi que le nombre b + b’ + ¢”’ ne peut jamais dé-
passer 6 dans le cas que nous envisageons. Comme d’ailleurs, il y a 6 involutions
dans un systéme maximal T de 16 éléments, on a bien ici Dy (K, y) =6 (cf. [9],
p. 15~16).

46. Continuant 1’étude du cas D) de [9], n° 6 pour m = 2, considérons main-
tenant le second cas, savoir

D) K, ne contient pas de corps de quaternions.

Comme il existe par hypothése un élément o € K, de carré — 1, un systéme
maximal T de 8 éléments comprend 4 involutions qui engendrent T, savoir (par
rapport & une base convenable) les involutions u, us, us et u, définies ci-dessus.
On est alors amené & faire les distinctions suivantes:

D" 1) Il existe un élément u€K, satisfaisant auz conditions pu®=—1 et
op=—pua’.

Le raisonnement du cas D’ 3) s’applique sans modification, et on a donc
Dy (K, y) = 10.

D" 2) Les hypothéses de D" 1) ne sont pas vérifiées, mais il existe un élément
u €K,y satisfaisant & Vune des deux conditions suivantes:

a) ppl=—1 et ap=pol

b) up=1 et ap=pao’

On raisonne ici comme dans les cas a) et b) de D' 4), et on voit que
D4 (K, ’y) = 8,

D" 3) Aucune des hypothéses de D'' 1) et D" 2) n'est vérifiée, mais il exwiste un
élément 1€ Ko satisfaisant ¢ Vune des deux conditions:

a) up’=1 e ap=—poc.

b) ppc=—1.

Il n’existe pas alors de transformation 4, commutant avec plus d’une involution
d’'un systéme I' de 8 éléments et anticommutant avec les autres. Dans le cas a),
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en prenant ug(e;) = epf4, Ug(es) = — e p, Up commute avec w;, anticommute avec
Ug, Ug, Uy, AU b+ b’ + ¢’ =6. Dans le cas b), il n’existe pas de transformation u,
de carré —1 telle que #gv = + vuy pour tous les éléments v d’un systéme 7' de 8
éléments. Il faut donc considérer les systémes 7' de 4 éléments; comme un tel
systéme ne comprend. que 3 involutions au plus, on a alors b + b’ + ¢’ < 6. Ce maxi-
mum est atteint dans le cas b) en considérant le systéme de 4 éléments engendré
Dar uy, Up, U et prenant ug(ey) = exp, o () = €2 b, OU Ug(er) = €3, ty(€3) = €1 b
On a donc D, (K, y) = 6.

D' 4) Aucune des hypothéses de D' 1), D" 2), D" 3) n’est remplie.

Comme il n’existe pas d’élément u € K, tel que yu®=—1, aucune transforma-
tion semi-lindaire w, de carré — 1 ne peut commuter avec une involution distincte
de Didentité. Comme ici seuls les systémes 7' de 4 éléments peuvent étre envisagés
(pour la recherche de %), on a b+ b + ¢’ < 4. Comme d’ailleurs un systéme 7'
de 8 éléments a 4 involutions, on a nécessairement Dy (K, y) = 4.

47. Nous abordons maintenant 1’étude du cas D) de [9], n° 6, lorsque m = 4.
An préalable, nous allons montrer comment on peut déterminer le nombre d’involu-
tions dans un systéme G de 27 transformations linéaires de carré =+ 1, tel que G
soit un sous-groupe abélien de PG L, (K,) (ici r < 6). Tout d’abord G' ne peut se
composer uniquement d’involutions que si # £ 2, car ces involutions doivent alors
étre deux & deux permutables. Si vy €@ est de carré — 1, on a (vpw)® = — w® pour
toute transformation w €@ qui permute avec v, Cherchons d’abord s’il est possible
que les transformations v €@ de carré — 1 permutent toutes avec tous les éléments
de G, auquel cas, d’aprés ce qui précéde, exactement la moitié des éléments de G
sont des involutions. Alors, si w; et w, sont deux involutions de G, vow; et vy we,
" qui sont des transformations de carré — 1, doivent étre permutables entre elles et
avec vy, ce qui entrafne que w, et w, sont permutables. Autrement dit, I’ensemble
(& 271 éléments) des involutions de G devrait étre un groupe d’involutions, ce qui
n’est possible que si # < 3. Si on n’est pas dans ce cas, on peut supposer que I’en-
semble H des éléments de G permutables avec v, a 27! éléments, et est tel que
I'image H de H dans PQL,(K,) soit un groupe. D’aprés la relation (zow)? = — %%
H contient donc 27~2 involutions. Cherchons si le complémentaire H' de H dans @
peut contenir uniquement des transformations de carré — 1. Dans ce cas, si v; est
une telle transformation et we€H une involution, comme v, w € H', on doit avoir
(v w)?=—1, ce qui entraine v, w = wv,; les éléments de H’ devraient donc permuter
avec toutes les involutions de H. Or, si wy, et w, sont deux involutions de H, v; w,
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est dans H’', et si w, permute avec v; et vy w,, il permute aussi avec w,; toutes
les involutions de H devralent donc étre permutables, ce qui n’est possible que si
r=<4. 8i on n'est pas dans ce cas, H’ contient une involution v,; alors vyv, =
=—1,; vy, et vy est par suite une seconde involution dans H' telle que vyvs = — vy 1
et v, vy = —wyv;. Soit alors L I’ensemble des w € H qui permutent avec v;; comme
vy ne permute pas avec v, 'image L de L dans PG L, (K,) est un sous-groupe de
H de 272 éléments. Si I’ est le complémentaire de L dans @, et si L contient A
involutions, HN L' en contient 2"~%—h, et H' en contient 2h, savoir les éléments
v, w ol w parcourt les % involutions de L, et les h éléments de carré —1 de Hn L.
Finalement, on voit que G contient en tout 22 + 2% involutions. En outre, les
involutions w € L permutent avec les involutions v,, v, telles que v,v, = —v,v,; on
est donc dans la situation de la p. 4, 1° de [9], et les restrictions des involutions w
au sous-espace positif de »; sont distinctes. Comme ce sous-espace est de dimension
2 sur K, le nombre maximum de ces involutions est donc 6 si K, contient un
corps de quaternions [9, p. 13, th. 3], et 4 dans le cas contraire [9, p. 14, th. 4];
dans le premier cas, le groupe engendré par les 6 involutions considérées contient
16 éléments [9, p. 13, th. 3], et comme il est contenu dans L, cela n’est possible
que si r = 6 (auquel cas le nombre d’involutions de G est bien 28 = 2% + 12). Pour
r=>5, on ne peut non plus avoir A =5, car les 5 involutions de I engendrent en-
core un groupe & 16 éléments; on a donc nécessairement au plus 23 + 8 = 16 in-
volutions dans G. Pour r =4, on voit de méme que G a au plus 22 + 6 = 10 in-

volutions.!

48. Nous considérons encore deux grands cas, suivant que K, contient ou non
un corps de quaternions.

D’) K, contient un corps de quaternions sur son centre. Un systéme maximal T
a alors 64 élémerts, dont 28 involutions, qui engendrent 7T, et peuvent s’écrire

ug(e1) = e, Uy (e2) = eq, uy (e3) = es, y (e2) = €4
ug (€1) = €1, g (€2) = e, ug (e3) = — €3, ug(6g) = —eg
uz (e1) = ey, ug (€3) = — ey, ug (e3) = es, Uz (eg) = —eqy
ug (&) = e, ttg (€2) = — €y, g (ez) = —es, g (eg) = €4
us (1) = e, ug (€2) = e, us (eg) = €q, us (eg) = €3
ug (€1) = e, ug (eg) = €y, ug (e3) = €1, ug (eq) = €2

! A 1a p. 10 de [9], on obtient un systéme G contenant 12 involutions, mais @ n’est pas un
groupe.
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u; (€1) = s, Uy (€2) = €3, Uy (e3) = e, Uy (ea) = &

ug (er) = e, ug (€2) = e, ug (€3) = — ey, ug(€g) = —e3

g (€y) = e3, Ug (€2) = —é€a, g (e3) = e, Uy (eg) = — €,
o (€1) = e, o (€2) = —e3, ugo (€3) = —éea, uyo (€s) = &

U (e) = e, Up(en) =—era, upn(es)=esa, Uy (eg) = —ega
urg(6) = eax, tUy(es) = —erar, wges) = —egx, Uy (eg) = €3
uig(e) = ez, uz(es) = eqa, tig(es) = —era, Uyz(es) = —e€xa
ug(61) = €3, wUpg(eg) = —ega, wg(es) = —era, Urg(ey) = €2
uis (1) = esx, Ups(ex) = ez, s (e3) = —exx, Us(g) = — €4

g (1) = e,

14 (e3) = —e3a,

Uy (€3) = €z,

tg(es) =— e

les 12 derniéres involutions s’obtenant a partir de %, . . ., %4 en remplacant partout
o par B ou af. On notera en outre les relations uyuz = Uy, Usug = Uy, Ug = Uy U,
Ug = Ug Ug, Ugo = Uy Uy, Urg = Ug Uny, U1q = Ug U13, U1g = Ua U15, Ug U11 = Urg €F Urg Us1 = 3.
Si une transformation w, est telle que w4yv = T vuy pour toutes les transformations
v€T, ou bien u, permute avec u,, 3, uy, Ou bien w4y permute avec une de ces trois
involutions, et anticommute avec les deux autres. Dans le premier cas, on a
ug(e:) =eid (1 £4<4) avec 4;4; =—1; dans le second, on peut par exemple sup-
poser que up(e) =eyA, Uy (es) =6y pt, Ug(es)=esd’, ug(es)=esp’, avec Apu’=A'y' "= —1.
En examinant les produits de u, avec les transformations engendrant 7, on obtient
aisément la classification suivante (les notations restant celles du n° 44):

D’ 1) Dans le cas a) on peut prendre ug (e;) = €a ¢, g (€2) = — €y i, Ug (€3) = eg 4,
U (eq) = —eau; uy commute avec les involutions wuy, us, g, Ug, %11, Ure, Y13, tie €6
les 8 analogues de ces quatre derniéres involutions (ol « est remplacé par 8 et af
respectivement). On a alors &’ = 16, d’ott b + b’ + ¢’" = 25’ + 32 = 64. Dans le cas b),
on peut prendre wug(e;) = e; 4 pour 1 < ¢ < 4; uy commute alors avec les w; d’indice
tel que 1<7<10 et avec les analogues de uy, . . ., %16, OU o est remplacé par a«f;
on a encore b’ =16 et b+ b + ¢’ = 2b’ + 32 = 64. Comme, d’aprés le résultat du
n° 47 ci-dessus, le raisonnement de [9, n° 6, p. 21—22] prouve que w, ne peut per-
muter avec plus de 16 involutions du systéme 7 & moins qu’il ne permute avec
toutes, on a Dg(K,y) = 64 dans le cas que nous envisageons.

D’ 2) Dans le cas a), on prend wug(e;) = sy, Up(eg) =—esp, tg(es) = e i,
Ug (€g) = —esu; ug commute alors avec uy, ug, %g, Yo, %14, %15, les analogues de uy,,
ty5 ol & est remplacé par B, et les analogues de uy, %3, %3, ;g O o est remplacé
par «f; elle anticommute avec les autres involutions de T, et par suite on a b'=12
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et b+b +¢”" =20 +32="56. Dans le cas b), ou on prend uy(e;) = e;u pour
1<i<4, et alors u, commute avec tous les éléments de 7, d’od b+ b + ¢’ =
=2b=>56; ou on prend ug(e;) = e, Ug(ex) = erpt, Ug(e3) = eq pt, g (eg) = eapt, et
alors w, commute avec uy, uy, Us, Ug, U7, Ug, Uys, Uyg €t les analogues de w3 et g,
ol « est remplacé par f ou afi; dod b+ b + ¢’ =28 + 32 =56. Dans tous les
cas, on a donc Dg (K, y) = 56.

D’ 3) 1l n’existe pas alors de transformation semi-linéaire u, de carré —1 telle
que #yv = + vy pour tous les éléments v d’un systéme maximal T de 64 éléments;
il faut donc considérer les systémes T de 32 éléments. Un tel systéme a au plus
16 involutions (n° 47); comme en outre il est engendré par ses involutions, si u,
commute avec toutes les involutions de 7, on a b+ b + ¢ =2b < 32. Si au con-
traire #, ne permute pas avec tous les éléments de 7', il permute avec 16 éléments
de T, formant un systéme H tel que H soit un sous-groupe de PG L, (Ko); on a
vu au n° 47 que H contient an plus 10 involutions, d’ott b + b’ + ¢’ = 24’ + 16 < 36.
Montrons que dans le cas D’ 3), ce dernier nombre peut &tre atteint; en effet, un
systéme T de 32 &léments est obtenu en considérant le systéme engendré par les
involutions wu; telles que 1 < ¢ < 16; en outre, en prenant uy (e;) = e; u pour 1 <¢ <4,
on voit que u, commute avec les u; tels que 1 <4 < 10. On a donc ici Dg (K, ) = 36.

D’ 4) Avec les notations du n° 47, pour r = 5, un systéme L de 8 éléments
est tel que les restrictions de ses éléments au sous-espace positif de v, forment un
systéme dont les images dans PG L,(K,) constituent un groupe; d’aprés ce qu’on
a vu au n° 45, L contient nécessairement 4 involutions, donc T en contient exacte-
ment 16; en outre, les constructions des n® 45 et 47 montrent aisément que T peut
(pour une base convenable) étre considéré comme le systéme engendré par les in-
volutions w; (1 <4< 16) ci-dessus. Si on prend alors dans le cas a), uy(e:)) = e
pour 1 =4 =4, u, commute avec tous les u; d’olt b +b' + ¢’ =2b = 32; si, dans
ce méme cas, on prend wug(e;) = eau, ug(es) = €y p, Ug(ez) = eq i, Up{es) = s, Up
commute avec Uy, Ug, Us, Ug, Uy, Ug, U1, Uyg €t anticommute avec les autres u, d’olt
b+b +¢”" =20 +16=232. De méme, dans le cas b), si on prend ug(e,) = ey p,
ug (€} = — ey yt, Ug(es) = egp, Ug(ey) = —ezp, uy commute avec uy, Uy, Ug, Ui, 11,
Uyg, Uyg, Urg, €6 anticommute avec les autres wz, d’olt encore b + ' + ¢’ = 32. Cela
montre que 4y ne peut commuter avec plus de 8 involutions de T s’il ne commute
pas avec toutes, d’olt Dy (K, y) = 32.

D’ 5) 1l n’existe pas alors de transformation semi-linéaire u, de carré — 1 telle
que gV =t vuy pour tous les éléments v d’un systéme T de 32 éléments; il faut
ici considérer les systémes T de 16 éléments. Mais un tel systéme a au plus 10
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involutions (n° 47), d’ott b+ b’ + ¢’’ < 2b + 8 < 28. Comme d’autre part un systéme
maximal 7 de 64 éléments comporte 28 involutions, on a ici Dg(K, y) = 28.

49. Considérons maintenant le cas

D") K,y ne contient pas de corps de quaternions. Un systéme maximal T a alors
32 éléments, dont 16 involutions qui engendrent 7' et peuvent s’écrire sous la forme
ur (1 <%k =< 16) par rapport & une base convenable. En conservant les notations
du n° 44, on a encore la classification suivante:

D'’ 1) On raisonne comme dans le cas D’ 3), et on a donc Dy (K, y) = 36.

D' 2) Ici, on raisonne comme dans le cas D’ 4), et on a donc Dg(K, y) = 32.

D" 3) Dans le cas a), on prend wug(e;) = e, wo(€:) = —eyp, Ugles) = egp,
up(€s) = —egpu; Uy commute avec wuy, U, Ug, %Urg, Y14, %15 €t anticommute avec les
autres uz, d’ot b+ b + ¢ = 2b' + 16 = 28, et c’est la plus grande valeur que puisse
prendre b + b’ + ¢’ pour un systéme T de 32 éléments. Pour un systéme T de 16
éléments, a vu ci-dessus (dans I'’examen du cas D’ 5)) qu’il y a au plus 10 involu-
tions dans T et par suite que b+ b’ + ¢’ < 28. On a donc Dg(K, y) =28 dans le
cas a). Dans le cas b), il n’y a pas de transformation semi-linéaire u, de carré —1,
telle que wgv = + vug pour tous les éléments d’un systéme 7' de 32 éléments; il faut
donc considérer les systémes T de 16 éléments. Si u, commute avec tous les élé-
ments d’un tel systéme, comme il y a au plus 10 involutions dans T, ona b + b" +
+ ¢ < 20; si au contraire, wy ne commute qu’avec 8 éléments de T, ’ensemble H
de ces éléments est tel que H soit un sous-groupe de PG L, (K,), et il résulte du
n° 47 que H contient au plus 6 involutions; d’oit alors b + b’ +¢'’ = 24’ + 8 < 20.
Cette limite peut d’ailleurs étre atteinte: il suffit en effet de considérer le systéme
T de 16 éléments engendré par les 10 involutions u; d’indice 1 <% < 10, et de
prendre ug(e;) = e;u pour 1 < ¢ < 4, uy commute alors avec tous les éléments de 7.
On a donc Dy (K, y) = 20 dans le cas b).

D" 4) Aucune transformation semi-linéaire u, de carré — 1 ne peut alors com-
muter avec une involution distincte de 1’identité. L’étude faite au n° 47 montre alors
quiil n’existe pas de telle transformation semi-linéaire telle que wugv = + vu, pour
les éléments v d’un systéme T de 16 éléments. Mais pour un systéme T de 8 élé-
ments, on a b+ b +¢” =<16. Comme d’autre part un systéme maximal 7T de 32
éléments contient 16 involutions, on a ici Dg (K, y) = 16.

50. Il reste encore & examiner le cas D 3) de [9, p. 23] lorsque m = 8; avec
les notations employées 3 D’endroit cité, 1’ensemble QN RN S a alors 32 éléments,
et les restrictions des transformations de cet ensemble au sous-espace W de dimen-
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sion 4 les déterminent entiérement. Or, nous avons vu au n° 47 qu’un systdme de
32 transformations de carré + 1, dont I'image dans PG L, (K,) est un groupe, con-
tient 16 involutions; on a donc b’ = 2™—3 + 24 = 22 d’oht Dy¢ (K, y) = 28

51. Passons maintenant aux problémes considérés au n° 7 de [9], et tout d’abord
donnons quelques compléments pour les dimensions # =2 et n = 4 dans les cas A)
et B), qui sont traités un peu rapidement.

Dans le cas A), il faut vérifier que 8’il n’existe pas dans K de couple d’él¢-
ments o, B tels que a® =p% =9 et af=—pP«, il est impossible de trouver une
application linéaire uy de carré y, telle que ugu = — uuy, et uyv = + vuy pour tous
les éléments v d’un systéme maximal T. Il est clair que 4y ne peut permuter avec
une involution de T (distincte de l'identité) lorsque » = 2; si trois des involutions
du systéme T sont données par les formules du n° 44 ci-dessus qui définissent
U1, Ug, Ug, on doit donc avoir ug(e,) = e A, ug{es) = €3 4, et A = p; en écrivant que
Uy =—1ugu, il vient «d=—2~1a, apu=—px; d’autre part, en écrivant wgus =
= & uzug, on obtient A = * u; on aurait donc A2 = + 9, et a A = — A«. Mais comme
—1 est carré d’un élément de Z, si A% = —y il existe p tel que o> =y et xp=—pa,
contrairement 3 I’hypothése.

Lorsque n =4, 10 des éléments d’un systéme maximal 7T peuvent &tre repré-
sentés par les formules du n° 48 qui donnent w; pour 1 < % < 10. On devra encore
avoir par exemple wug(e;) = egd, ug(ex) = ey p, wug(es) = esd’, ugles) = espu’, avec
Ap =24 pu' =vy. Mais alors le méme raisonnement que pour n = 2 s’applique (u3 étant
remplacé par u;).

Passons au cas B), et tout d’abord lorsque K contient un corps de quaternions;
pour voir que Dy (K,y)=10 et D,(K,y) =36, il faut montrer que ces nombres
sont des bornes supérieures pour b + b’ + ¢’ dans tous les cas, puisqu’on voit aisé-
ment qu’ils sont atteints en prenant ug(e;) = ¢;f. 11 suffit de considérer le cas ol
%o ne permute pas avec tous les éléments d’un systéme maximal 7, puisque dans
le cas contraire on aurait b+ b’ + ¢’ =2b, c’est-a-dire 8 pour » = 2 et 32 pour
n =4, Or, ensemble H des éléments de T qui commutent avec u, est tel que H
soit un sous-groupe d’indice 2 de 7. Pour n =2, H a donc 4 éléments, et pour
n=4, H a 16 éléments; mais pour » = 2, un systéme H tel que H soit un groupe
de 4 éléments ne peut &tre formé uniquement d’involutions, puisqu’elles devraient
étre toutes permutables; on a donc b’ < 3; de méme pour »n = 4, le raisonnement

du n° 47 montre que H contient au plus 10 involutions; d’oi les bornes supérieures
cherchées.
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Considérons enfin le cas B) pour » =2 ou n = 4, lorsque K ne contient pas de
corps de quaternions. On peut alors raisonner comme ci-dessus pour le cas A);
comme y =—1, la relation A*=-—9 donnerait A= 11, et on ne pourrait avoir
aA=—2a; il n’existe donc pas d’application linéaire u, telle que uyv = + v uy pour
tous les éléments v d’un systéme maximal T.

52. Passons au cas C) de [9, p. 30]. Le résultat relatif au cas ol il n’existe
pas d’éléments «, # de K tels que a®> ==y et af = —fa, et ol n =2 oun =4,
n’est pas établi de fagon tout & fait compléte. Il faut encore envisager la possibilité
d’existence d’un élément B tel que B2 =—y et « f = — Ba; mais alors on aurait
(12 =—a%B"2=1, dott af~!= =1, et par suite a et f§ seraient permutables,
ce qui est contradictoire. On voit donc comme ci-dessus pour le cas A) qu’il n’existe
pas de transformation linéaire w, de carré y telle que uyv = I vy, pour tous les
éléments d’un systéme maximal 7. Pour n = 2, il faut donc envisager un systéme
T de 2 éléments, comportant nécessairement la transformation identique et une in-
volution. Mais comme u, ne peut permuter alors avec une involution distincte de
Pidentité, on a ' =1, et b+ b + ¢’ =2b"+ 1 = 3, ce qui prouve que D, (K, y) = 3.
Si n=4, il faut de méme envisager un systéme 7 de 8 éléments; dans ce cas, si
ue ne permute pas avec tous les éléments de T, ’ensemble H de 4 éléments qui
permutent avec wu, est tel que H soit un groupe, donc contient au plus 3 involu-
tions, car u, ne peut permuter avec 3 involutions distinctes de 1'identité et 2 & 2
permutables; on a donc alors b’ <3, d’ott b+ &' + ¢ = 2b" + 4 < 10. Reste & voir
si u, pourrait permuter avec tous les éléments d’un systéme T de 8 éléments; le
raisonnement du n° 47 montre aisément qu’un tel systéme contient toujours trois
involutions qui, par rapport 4 une base convenable, sont identiques aux involutions
notées us, u3, 4y au n° 48. Mais comme u, ne peut laisser une droite invariante, .
elle ne peut évidemment permuter & la fois & ces trois involutions. Comme par
ailleurs un systéme maximal 7 de 16 éléments contient 10 involutions, on a bien
ici Dy (K, y) = 10.

53. Reste a4 examiner le cas D) de [9, p. 30], qui contient plusicurs énoncés
erronés. Tout d’abord, contrairement & ce qui est affirmé 3 lendroit cité, on peut
parfaitement avoir «® = g2 =y, af=—fa, ¥=—1, al=21aet fA=—21f dans K;
Perreur provient de ce que le centre du sous-corps de K engendré par 1,4, u =
=y laf et a nest pas Z, mais Z(xA). Un exemple ou les relations précédentes
sont satisfaites est obtenu en prenant pour K un produit tensoriel d’un corps de
quaternions L’ et d’un corps de quaternions généralisés L'’ sur un corps commutatif Z
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(cf. n° 34; il suffit, avec les notations de ce n°, de supposer a; = a3 = 1, a3 = — 1);
on prendra 1, 4, u, A identiques aux éléments de la base canonique de L', et al
égal 4 un élément de L" dont le carré appartient 3 Z.

Ce fait entraine que le caleul de D, (K, ) fait dans [9, p. 30—31] n’est pas
correct, Il faut considérer trois sous-cas de D), et non deux.

D1) Ilexiste PEK et A€EK telsque 2=y, af=—Pfa, ad=Aa et fA=—2B.
Considérons d’abord le cas ot n 2 et n>4. Lorsque K; contient un corps de
quaternions, il y a lieu de considérer un systéme maximal T de 27! éléments; mais
si up était tel que wyv = + vu, pour tous les éléments de ce systéme, on voit aisé-
ment qu’il devrait y avoir dans K; deux éléments 2, u de carré — 1, tels que
BA=—AB, Pu=—upP et Au=—puli Mais on aurait alors B(Au)=(Au)f et
(Au)> =—1; or on sait [9, p. 30] que ces relations sont incompatibles. II faut donc
considérer un systéme 7T de 2" éléments; il en est de méme lorsque K; ne contient
pas de corps de quaternions (mais alors 7' est maximal). Un tel systéme contient
au plus 2! involutions [9, p. 1314, th. 3 et 4], et par suite & + &' + ¢ <28 +
+27-1<3.9""1 (e maximum est d’ailleurs atteint, car en vertu des hypothéses,
on peut pour un systéme 7' formé de 27! involutions, et des transformations de
carré — 1 obtenues en les composant avec l'application w telle que w(e;) = e; 4,
prendre ug{e;) = e;f8, ce qui donne b=150"=¢"" = 2"1 On a donc alors D, (XK, ) =
= 3.2

Lorsque 7 = 2, on a nécessairement ug (e;) = e; &', ug (€3) = ex u” avec "2 = 2=y,
Na=—al, pa=—ap,ouu(e) =eld,u(e) =eypu’ avec A’ p' =y, Va=—al’,
u'o=—ou'. Dans les deux cas, on constate pour la méme raison que ci-dessus,
que ’on ne peut avoir wov = + vy pour tous les éléments d’un systéme 7' maximal
de 16 éléments. Il faut donc considérer un systéme T de 8 éléments, contenant 4
involutions, & savoir uy, 4y, u3 (notations du n° 44) et wu, telle que wuy(e) = ey 4,
ug(e2) =—ey 4. On vérifie alors que u, ne peut permuter & plus de trois de ces
involutions, et qu’il permute effectivement avec uy, us, 43 quand on prend wug (e) =
=¢f. On a donc alors ' =3, b+ b +¢" =20+ 4 =10, dou D; (K, y)=10.

Pour n =4, on voit de la méme fagon que ’on ne peut avoir uyv = = vy,
pour un systéme maximal 7' de 64 éléments. On a vu plus haut (n° 48, cas D’ 4))
quun systéme 7T de 32 éléments est engendré par les 16 involutions qu’il contient,
et qui sont (pour une base convenable) les involutions u; (1 < k < 16) définies au
n° 48, en remplagant ici « par . Comme on ne peut avoir A = A8, 4, ne peut
permuter avec toutes ces involutions; mais en prenant wug(e;) = e;f, on voit que ug

permute avec les ux tels que 1 <% <10, et anticommute avec les autres. D’ail-
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leurs, des raisonnements déja faits plusieurs fois montrent que si u, permute avec
16 éléments de T, il y a au plus 10 involutions parmi ces éléments, donc b’ < 10,
et Dy(K,y)=2b"+ 16 = 36 dans le cas considéré.

D 2) Les hypothéses de D 1) ne sont pas remplies, mais il existe €K tel que
Br=y e af=—Pa Le cas n<2 et n*4 est traité correctement dans [9,
p. 30-31], et donne D, (K,y) = 2". Bornons-nous aux cas n = 2 et n = 4.

Pour n =2, en tenant compte du fait qu’il n’existe pas d’élément '€ K tel
que f2=—y et af'=—p «, on voit quon ne peut considérer que les systémes
T de 4 éléments; un tel systéme est engendré par les 3 involutions wy, ug, us et g
peut permuter avec ces 3 involutions en prenant u (e;) = e; §; on a done Dy (K, y) = 6,
puisque dans un systéme 7T maximal il y a au plus 6 involutions.

Pour n =4, on vérifie de méme qu’on ne peut considérer que les systémes T'
de 16 éléments, et on voit comme dans le cas D'’ 3) du n® 49 que b + b + ¢’ = 20
dans ce cas, la limite pouvant étre atteinte. Mais il faut tenir compte de ce que,
lorsque Kl contient un corps de quaternions, un systéme T maximal de 64 éléments
contient 28 .involutions; on a donc Dy (K, y) = 28 lorsque K; contient un corps de
quaternions, et Dy (K, y) = 20 dans le cas contraire.

D 3) Il n'existe pas d'élément BEK tel que f2 =y et aff =— Ba. Pour n+#2
et n 7% 4, P'indication donnée dans [9, p. 31] n’est pas suffisante. En effet, on montre
comme dans le cas B) [9, p. 29] que si u, est permutable avec toutes les involu-
tions d’un systéme 7, Pintersection des sous-espaces (positifs ou négatifs) d’un nombre
quelconque d’involutions du systéme 7T est de dimension paire. Mais rien ne dit
que les involutions de 7' sont deux & deux permutables; reprenons donc la question
plus en détail.

Il s’agit de prouver que pour un systéme 7' non maximal de 2" ou 271 §lé- -
ments (le cas ol 7 a 2" éléments sans étre maximal peut se présenter lorsque K,
contient un corps de quaternions), on a nécessairement b + b’ + ¢'»< 2%~1, Cela sera
certainement vérifié si on prouve qu’un systéme S de transformations de carré +1
permutables avec wuy, et tel que S forme un groupe dans PG L,(K), a au plus
273 gléments.

Le raisonnement de [9, p. 29] montre qu’il en est bien ainsi lorsque tous les
éléments de S sont des involutions, car alors ces involutions sont nécessairement
permutables deux 4 deux. Supposons ensuite qu’il existe dans S une transformation
vgp de carré — 1, et raisonnons comme dans [9, p. 11], en tenant compte du fait
que K; contient un élément A de carré — 1 et non situé dans son centre. On voit
ainsi que ’ensemble S’ des transformations de S permutables avec v, contient autant
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d’involutions que de transformations de carré — 1, et que S a au plus deux fois
autant d’éléments que S. Nous savons que toute intersection de sous-espaces positifs
ou négatifs d’involutions de S’ doit étre de dimension paire sur K;. Soit K’ le
sous-corps de K, formé des éléments permutables avec A, et soit U le sous-espace
{sur K') de W tel que vy{z) = x4 dans U. Les restrictions & U des involutions de
S’ forment un systéme d’involutions 8 dans U tel que toute intersection de sous-
espaces positifs ou négatifs d’involutions de 8’ doit étre de dimension paire sur K.
Cela étant, comme — 1 est carré d’un élément du centre de K’, on peut, pour
déterminer le nombre maximum d’éléments de §'/, reprendre la méthode de récur-
rence «de n & n/2» développée dans [9, p. 4-5], car on vérifie aussitét que le pas-
sage de n & n/2 conserve la condition de parité des dimensions des intersections
des sous-espaces des involutions considérées (la méthode consistant & se ramener
toujours & ne considérer que des involutions permutables avec 'involution désignée
par u dans [9, p. 4]). La conclusion est donc que si # = 2m, le nombre maximum
d’éléments de S est Cn(Ky), et le nombre maximum d’involutions dans S est
B (K;) = Bn(K;), nombres qui sont donnés par les théorémes 3 et 4 de [9]. Sup-
posons d’abord que K; ne contienne pas de corps de quaternions; alors on a pour
n#2 et n4, Cpu(K;)= 2" sauf pour n = 8, ou Cy(K;) = 32; on a bien dans tous
les cas Opn(K;) <273, 81 au contraire K; contient un corps de quaternions, on a
Cm(K;) = 2™*1 sauf pour n =8 ol C,(K;) = 64; ici I'inégalité COp (K,) < 273 est
vérifiée sauf pour n = 6 et n = 8. Mais pour n = 6, un systéme S de 16 éléments
contient au plus B; (K;) = 4 involutions; dans un systéme 7' de 32 éléments, on a
donc b+b +¢' =20 +16<24<25 De méme, si n =28, un .systéme S de 64
éléments contient au plus 28 involutions; dans un systéme 7T de 27 éléments, on a
par suite b + b’ + ¢" = 25’ + 64 < 120 < 2. On a ainsi prouvé la relation D, (K, y) =
= 2"-1 dans le cas que nous considérons. "

Le méme raisonnement s’applique d’ailleurs aussi pour n = 2 et n = 4. Pour
n=2, on a C;(K;) =2 si K, ne contient pas de corps de quaternions, C; (K;) =4
dans le cas contraire; comme u, ne peut alors permuter 4 aucune involution autre
que Videntité, on a b+ b+ ¢” <4 dans le premier cas, b+ b + ¢’ <6 dans le
second; d’ailleurs un systéme 7 maximal contenant 4 involutions dans le premier
cas, et 6 dans le second, on a bien respectivement D, (K,y) =4 et Dy (K, y) = 6.
Pour n =4, C;(K;) = 8 si K; ne contient pas de corps de quaternions, C, (K;) = 16
dans le cas opposé; en outre, il y a dans un systéme S au plus 4 involutions dans
le premier cas, et 6 dans le second, d’ot les limites 16 et 28 pour & + b’ +¢’’; on

en déduit comme précédemment Dy (K, y) = 16 et Dy (K, y) = 28 respectivement.
16 — 632081 Acta mathematica. 87
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