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I n t r o d u c t i o n .  ~ 

Daus le premier chapitre de ce travail, nous ~tudions le type le plus simple de 

surcorps d 'un corps non commutatif, les extensions de rang 2 (~ gauche ou k droite); 

alors que la structure d'une telle extension est triviale lorsqu'il s'agit de corps com- 

mutatifs, il ne paralt nullement anssi facile de la r~cluire ~ une forme canonique 

dans le cas g~n~ral e t n o s  r~sultats ne s'appliquent clue lorsque le corps de base est 

un sous-corps gatoisien de son extension. 

Les r~sultats de ce chapitre sont appliques dans les chapitres suivants ~ diverses 

questions se rat tachant ~ la th~orie des groupes classiques. Soit E un espace vectoriel 

droite (de dimension finie) sur un corps K ;  appelons collindation involutive toute 

application semi-lin~aire de E sur lui-mgme (coUin~ation) dont le carr~ est une homo- 

th~tie; lorsque K est isomorphe k son oppos~ K ~ appelons de mgme col la t ion in- 

volutive route application semi-lin~aire de E sur son dual E* (correlation) qui est 

~gale ~ sa transpos~e, ~ un facteur scalaire pr~s. Le groupe des transformations 

lin6aires de E en lui-m~me qui reproduisent une forme bilin~aire hermitienne ou 

aItern~e, ~ un facteur scalaire pros, peut encore ~tre d~fini comme form~ des trans- 

formations lin~aires u tel les que F .  u = ~. ~-F ,  oi l  ~ est la contragr~diente de u ,  

un sealaire (d~pendant de u) et F une correlation involutive. Daus d'assez nom- 

breuses circonstances, on dolt consid~rer plus g~n~ralement les transformations lin~- 

aires u de E qui *permutent projectivement~ (c'est-~-dire au sens pr~c6dent) avec 

~lusieurs correlations involutives v2~ (0 ~ i < m), telles clue les transformations semi- 

lin~aires F~'IFi soient des coUin~ations involutives; il revient alors au mgme que u 

I Les num6ros entre crochets renvoient ~ la bibliographic plae6e ~ la fin do co travail. 
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permute projectivement avec la corr61ation ~o et avec chacune des m coUin~ations 

involutives ~ o 1 ~  (1 -< i ~  m). Or, comme on ]e constatera, les transformations lin~ai- 

res de E permutant  projectivement avec une collin&ltion involutive peuvent, clans 

de nombreux cas, ~tre eonsid~r~es comme des transformations lin~aires pour une 

nouvelle structure d'espace vectoriel sur E, par  rapport  ~ une ezlension quadrati~e 

du corps K ;  d'oil la possibilit~ d'~tudier le groupe des transformations lin~aires 

permutant  projectivement avec les ~i en le consid6rant comme un groupe de trans- 

formations lin~aires par  rapport  ~ un autre corps Ko, permutant  projectiveInent avec 

une seu/e correlation involutive. On connalt depuis longtemps des exemples d'applica- 

tions de cette m~thode: c'est ainsi que le groupe unitaire sur le corps des nombres 

complexes peut  ~tre consider6 comme intersection d'un groupe orthogonal et d 'un 

groupe symplectique sur le corps des nombres r~els; et  de m~me, le groupe unitaire 

quaternionique peut  ~tre consid~r~ comme intersection d'un groupe unitaire et d 'un 

groupe symplectique sur le corps des nombres complexes. Au chapitre II ,  nous 

~tudierons ce proc~d~ sons son aspect le plus g~n~ral. Nons l 'appliquerons ensuite 

en premier lieu pour completer les r~sultats de van der Waerden [14] sur les groupes 

orthogonaux sur un espace de dimension -< 6, puis pour r~soudre certains probl~mes 

sur les groupes elassiques, que nous avions laiss~s sans r~ponse dans nos t ravaux  

ant~rieurs sur ces questions ([8] et [10]). 

I. Extensions quadratiques des corps non commutatifs .  

1. Soient K un corps quelconque, L un sous-corps de K tel que K soit de rang 2 

sur L quand on ]e consid~re comme espace vectoriel ~ droite sur L ;  on ignore si 

clans ce cas K est aussi de rang 2 en rant  qu'espace vectoriel ~ gauche sur L ;  fl en 

est bien ainsi toutefois quand L e s t  un sous-corps galoisien de L (cf. [5], [13] et [7]). 

Nons nous limiterons en principe dans ce qui suit ~ l'~tude des extensions quadra- 

tiques K d 'un corps L, qui sont galoisiennes sur L. La th~orie de Galois des 

corps non commutatifs (lot. cit.) montre alors que L peut  ~tre un sons-corps galoi- 

sien ext~rieur ou int~rieur de K, suivant que le centre T de K contient ou non le 

centre Z de L. 

2. Nous commencerons par ~tudier le cas oil L est un sons-corps galoisien 

exJ~r/eur de K, c'est-~-dire oll Z c T. La th~orie de Galois (voir par exemple [5], 

p. 65) prouve alors que L est le corps des invariants d 'un autom~r~hisme �9 de K, 

tel que ~ soit l 'automorphisme identique de K. Soit alors 0 un ~16ment de K 

n 'appartenant  pas ~ L ;  les ~16ments 1 et 0 forment une base de K sur L (consid~r~ 
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eomme espace vector ie l  ~ dro i te  ou ~ gauche),  e t  on a en pa r t i cu l i e r  02 = 0 a + b, 

avec  a E L e t  b E L. R e m a r q u o n s  m a i n t e n a n t  que 0 + 0 r es t  i n v a r i a n t  p a r  ~, donc 

es t  un  41~ment c E L. Si K n ' e s t  pas  de carac t~r i s t ique  2, en r e m p l a ~ a n t  0 p a r  

C 
0 + ~ ,  on p e u t  se r a m e n e r  au  eas off 0 ~ = - -  0;  on  do i t  ulors avo i r  03 = - -  0 a  + b, 

ce qui  en t ra lne  2 0 a = O, c 'es t -h-di re  a = 0. S i  a u  cont~aire K est  de carac t4r i s t ique  2, 

on a c ~ O, sans  quoi  T se ra i t  l ' a u t o m o r p h i s m e  iden t ique  ; en r e m p l a g a n t  0 p a r  0 c - I ,  

on peu t  se r a m e n e r  au  cas oli c = a = 1, e t  p a r  sui te  0 r = 0 + 1. 

3. Pou r  t o u t  ~ldment x E L, on p e u t  4crire 

(1) z 0  = u ( z )  + 0x" 

oil u ( x )  et  ~ sont  des  414ments de L ;  en out re ,  comme 1 e t  0 f o r m e n t  une base  

de K eonsid4r4 comme espace  vec tor ie l  ~ gauche  sur  L ,  x - ~  x ~ es t  nne  app l i ca t i on  

de L sur lu i -m~me;  si dans  (1), on r emplace  x p a r  x y, l ' a s s o c i a t i v i ~  de la  mul t i -  

p l i ca t ion  dans  K donne  auss i tS t  les deux  re la t ions  

(2) (z  u) ~ = ar 

(3) u ( x y )  = x u ( y )  + u (x) ~'. 

L a  re l a t ion  (2) e t  la r e m a r q u e  pr~c6dente  p r o u v e n t  donc que x - ~ x  ~ es t  u n  

automorphisme de L, e t  (3) signifie a lors  que u es t  une  antiddrivation de L,  re la t ive  

I ' a u t o m o r p h i s m e  a. Si on e xp r ime  en ou t r e  que x 03= x 0 a + x b, on ob t i en t ,  en 

v e r t u  de (2) e t  (3), les re la t ions  

(4) u ~ (x) - -  u (x) a = x b - -  b x ~ 

(5) u (x ~) + (u (x)) ~ = x a a - -  a x ~l. 

E x p r i m o n s  m a i n t e n a n t  q u ' o n  a (x 0) r =  x 0 r pou r  t o u t  x EL.  Supposons  en  pre-  

mier  l ieu que K ne soit  pas  de carac t4r i s t ique  2;  a lors  comme 0 T = - - 0 ,  i l  v i en t  

u (x) - -  0 x ~ = - -  u (x) - -  6 x ~, c ' es t -~-d i re  2 u (x) = 0, d 'of i  u (x) = 0 i d e n t i q u e m e n t  

dans  L ;  la  r e l a t ion  (5) est  i d e n t i q u e m e n t  v~rifi4e, e t  la  r e l a t ion  (4) donne  

(6) x ~ = b -1 x b 

i d e n t i q u e m e n t  dans  L ;  en d ' a u t r e s  ref ines ,  a 2 est  un  a u t o m o r p h i s m e  int~ieur.  Comme 

t o u t  61~ment du  cent re  Z de L p e r m u t e  avec  O, on a x ~ = x  po.ur t o u t  x E Z ;  de 

m6me,  b = 02 p e r m u t e  avec O, donc b ~--- b. 

1 2  -- 6 3 2 0 8 1  Acta mathematica. 8 7  
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Si au contraire K est de earact~ristique 2, on a 0 ~ = 0 + 1, donc on obtient la 

relation u (x) + 0 x ~ + x ~ = u (x) + 0 x ~ + x, c'est-h-dire x r = x identiquement dans L;  

la relation (5) est encore identiquement v6rifi6e, et (4) donne 

(7)  u (x)  + u 2 (x)  = x b + b x 

identiquement dans L ;  en d 'autres  termes, u + u s est une d~rivation int~rieure. Comme 

tout  ~l~ment du centre Z de L permute  avec 0, on a u ( x ) =  0 pour x E Z ;  on volt  

de m~me clue u ( b ) =  0. 

4. Lorsque K n 'est  pas de caract~ristiqae 2, l'41~ment 0 de K n 'est  pas enti~re- 

ment  d~termin~ par  la condition 0 r =  - - 0 ;  tout  ~l~ment 0 " =  O w, oh w EL, a la 

m~me proprietY, et r~ciproquement;  on a alors 0 , 2 =  b w"w; il est clair qa 'on  ne 

peut  avoir 0 ' s =  1, puisque 0' n ' appar t ien t  pas h L ;  on voit  done que b n'est pas 

de /a ]orme x x" (avec x EL). On notera ClUe lorsq~t'on remplace 0 par  0'= O w, 

l ' aa tomorphisme ~ est remp]ac~ par  x - ~  w -1 x~w. 

Cherchons enfin si a pea t  ~tre an  aa tomorphisme intg'rieur; alors, en rempla~ant 

0 par  0w pour  an w E L  convenable, on peut  se ramener  aa  cas off a est l ' aa to-  

morphisme identique. Dans ce cas, 0 appar t ient  au centre de K, qui est par  suite 

~gal h Z (0), extension quadrat iqae s~parable de Z, et K est isomorphe au produit 

tensoriel L | Z(O) sur Z. Dans tout  aa t re  cas, a est un automorphisme ext4rieur de 

L laissant invariants  les ~ldments de Z, ce qui (en ver tu  du th. de Skolem-Noether) 

ne pea t  se produire que si L est de rang in/ini sur son centre Z. 

Inversement,  soit L an  corps de caract t r is t iqae ~ 2; supposons donn~ an  aato-  

morphisme a de L ($ventuellement tgal  h l 'aa tomorphisme identiqae), l a i s~n t  in- 

var iant  tout  ~14ment de Z, et satisfaisant h la relation (6); supposons en outre que 

b " =  b, et que b ne soit pas de la forme x x". Soit K un espace vectoriel h droite 

de dimension 2 sur L, et soit {e, 0} une base de K sur L ;  on d~finit une loi de 

composition dans K en prenant  e comme ~14ment unit~ (ce qui l 'identifie ~ l 'dl tment 

unit~ 1 de L) et en convenant  que (Ox)(Oy) = bx~y, x(Oy) = Ox~y et (Oy)x = O(yx) 

quels que soient x et y dans L ;  cette multiplication est associative en raison du 

fair que a est un automorphisme, et des relations b" = b e t  (6), comme on ]e v~rifie 

ais6ment. Pour  voir que l 'anneau K ainsi dfifini est an  corps, il faut  vfirifier que 

s i r  et s sont deux 61fiments de L, non tous deux nuls, il existe deux 61fiments x, y 

de L tels que i 'on ait 

(8) (Ox + y) (Or + s) = (Or + s) (Ox + y) = 1. 

Or la seconde de ces relations ~quivaat  aux  deax ~quations 
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{ br~x + s y  = 1 
(9) 

s~ + ~'y = O. 

On peut  en outre se bomer  au cas oh r ~ 0; alors on tire de la seconde 6quation 

(9) que y = - - r  -1 s" x, d 'oh pour x l '6quation 

(10) (b r ~ ~ s r -1 s ~) x = 1 

qui admet  une solution dans L, puisque b ~ ( s t  -1) (s r - l )  ~ par  hypoth~se. Quant  

la premiere relation (8), elle 4quivaut aux 4quations bx~r  + y s  = 1, y~r + x s  = 0, 

et la premiere de ces ~quations s'~crit aussi x b  r ~ + y~ s ~ = 1, d'apr~s (6) et la rela- 

tion b" = b ; on en d6duit pour x l '~quation x (b r - -  s r -1 s") = 1, 6quivalente ~ (10). 

Reste  ~ montrer  clue l 'application O x + y ~ -  0 x + y est un automorphisme v 

de K,  ce qui se v~rifie immddiatement.  Cela prouve que L e s t  un sous-corps galoisien 

ext~rieur de K, et nous avons d6montr6 le th~or~me suivant :  

T h 6 o r ~ m e  t .  Pour tout sous-corps galoisien extbrieur L d 'un corps K de carac- 

tbristique ~ 2, tel que K soit de rang 2 sur L, il existe un $l$ment 0 de K ,  ]ormant 

avec 1 une base (d gauche et d droite) de K sur L, tel que 0 ~= b e L, que l'applica- 

tion x ~ O - I x  0 soit un automorphisme a de L laissant invariants b e t  Ies ~lbments du 

centre Z de L, et que b ne soit pas de la /orme x x ~ (pour x E L). R~ciproquement, la 

donn~e d 'un automorphisme a de L laissant invariants les ~l$ments de Z, et d 'un ~Ibment 

b e L tel que b ~ = b, satis/aisant d (6) et qui n'est pas de la /orme x x ~, d~termine un 

surcorps K de L tel que K soit de rang 2 (d droite et d gauche) sur L, que L soit 

sous-corps galoisien ext$rieur de K,  et qu'il existe dans K un ~l$ment 0 ayant les l~ro- 

~rri$t~s prdc~dentes. 

Si 0 x + y appar t ient  au centre T de K,  il doit permuter ,  avec tout  ~16ment 

z e L, ce qui donne y E Z et z~x = x z. Si a n 'es t  pas un automorphisme int6rieur 

de L, cela n 'est  possible que pour x = 0, donc T = Z ;  au contraire, s i a  est un 

automorphisme int~rieur de L, on peut  supposer que a est l 'automorphisme identique, 

et on voit que l 'on doit avoir x e Z ,  d'ofi T ~ Z{O). 

5. Donnons un exemple oh L e s t  sous-corps galoisien ext6rieur de K et oh a" 

est un automorphisme ext~rieur de L. Soit Ko un corps commutat i f  de caract~ristique 

2, K 1 = Ko ((X}) le corps des s6ries formelles en X ~ coefficients dans Ko, et soit 

K le corps des s~ries formelles ~ an (X) yn en Y, oh les coefficients appar t iennent  

K1, a v e c l a  loi de multiplication Y~ a (X) = a (2 ~ X) yn (corps non commutat i f  de 

Hilbert).  Soit L l e  sous-corps de K form6 des s6ries ne contenant  que des puissances 
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paires de Y; il est clair que tout  41dment de K peut  s'~crire d'une seule mani~re 

Y v  § w, off v e t  w appartiennent ~ L ;  en outre, l 'application changeant Y e n  - - Y  

est un automorphisme de K, dont le carr~ est l'identit~, et qui laisse invariants les 

~14ments de L. L e s t  un sons-corps galoisien ext4rieur de K, car le centre commun 

de K et de L e s t  ici K0; l 'automorphisme a de L fait correspondre h l'~14ment 

an (X) y2~ l'~l~ment ~ an (�89 X) y~n. 
n 

6. Reprenons l'~tude de l 'extension quadratique K de L lorsque K est de 

caract~ristique 2; alors l'~l~ment 0 n'est  pas enti~rement d~termin~ par la condition 

0 " = 0 + 1 ;  tout  autre dl~ment 0 ' =  0 + w ,  oh wEL,  a la m~me propri~t~ et r~ci- 

proquement;  on a alors 0 ' 3 = 0 ' + b + u ( w ) + w  2 + w ;  comme on ne peut  avoir 

0 ,3 = 0", on voit que b n'est pas de la ]orme u (x) + x + x 2 (avec x EL). Lorsqu'on 

remplace 0 par 0"= 0 + w, la ddrivation u(x)  est remplac~e par  la d~rivation 

x ~ u ( x )  + x w  + wx .  

Cherchons si u peut  ~tre une d~rivation int~rieure; en remplacant 0 par  0 + w, 

avec un w E L convenable, on peut  se ramener au cas oh u est identiquement nulle. 

Alors, 0 appart ient  au centre de K, qui est par suite ~gal h l 'extension quadratique 

s~parab]e Z(O) de Z;  le corps K est donc isomorphe au produit  tensoriel L |  

sur Z. Dans tout  autre cas, u est une d~rivation ext~rieure de L, s 'annulant pour 

tons les $1~ments de Z, ce que ne peut  se produire que si L e s t  de rang in/ ini  sur Z 

([12], p. 103). 

Inversement, soit g u n  corps de caract4ristique 2; supposons donn~e une d~riva- 

tion u de Z (~ventuellement identiquement nulle), nulle dans Z et satisfaisant h la 

relation (7); supposons en outre que u ( b ) =  0 et que b ne soit pas de la forme 

u (x) + x + x 2 (avec x E L). Soit K un espace vectoriel ~ droite de dimension 2 sur L, 

et soit {e, 0} une base de K sur L ;  on d~finit une loi de composition dans K en 

prenant  e comme ~l~ment unit5 (identifid h l'~l~ment unit~ 1 de L) et en convenant 

que (Ox) (Oy) = O(x + u ( x ) ) y  + b x y ,  ~(Oy) = O x y  + u ( x ) y  et (Oy)x  = O(yx)  quels 

que soient x et y dans L ;  cette multiplication est associative, comme on le v4rifie 

sans peine en raison du fait que u est une d~rivation, et des relations (7) et  u(b) = O. 

Pour voir que l 'anneau K ainsi d~fini est un car~s, il faut v~rifier que si r et s 

sonr deux ~l~ments de L, non tous deux nuls, il existe deux ~ltments x, y de L 

tels que 

(11) (Ox + y) (Or + s) = (Or + s) (Ox + y) = 1. 

Or, la seconde de ces relations &luivaut aux deux Squations 
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(12) / (u(r) + r + s ) x  + r y  = 0 
/ (br + u(s ) )x  + s y  = 1. 

On peut  se borner au cas oil r ~ 0; alors on tire de la premiere 4quation (12) 

que y = - -  r -1 (u (r) + r + s) x, d'oil pour x l '~quation 

(13) (b "~ U (8) r - 1  -~ S r - 1  U (r) r - 1  -]- 8 ~.--1 _{_ (S r - l )  2) r x = 1 

qui admet  une solution dans L, car on a par  hypoth~se 

b + u (s r -1) + s r -1 + (s r - l )  s ~ 0, et u (s ~.--1) = U (8) r - 1  -[- S ~.--1 U ( r )  ~.-1, 

u dtant une ddrivation. Quant s la premiere relation ( l l ) ,  elle est 4quivalente aux 

dquations 

( u ( x ) + x ) r + x s + y r = 0  
(14) / b x r  + u ( y ) r  + y8 = 1. 

Supposant encore que r~O,  on tire de la premiere ~quation (14) que y = ~;--t-u(:~)-t- 

+ x s r  -1, d'oil, en por tan t  dans la seconde 4quation (14), et t enant  compte de (7), 

l 'dquation pour $ 

x ( b + u ( s )  r - t + s r  - l u ( r )  r - l + s r  - 1 + ( 8 r - 1 )  2) r - -  1 

qui est 6quivalente ~ (13). 

Reste s v6rifier que l 'application 0 x + y -~ 0 x + (x + y) est un automorphisme T 

de K, ce qui est imm6diat. Le corps L e s t  donc un sous-corps galoisien ext6rieur 

de K, et nous avons obtenu le r6sultat suivant :  

T h 6 o r ~ m e  2. Pour tout sous-corps galoisien exe~rieur L d'un corps K de carac- 

t~ristique 2, tel quc K soit de rang 2 sur L, il existe un ~ldment 0 de K,  /ormant 

avec 1 une base (d gauche et d droite) de K sur L, tel quc 0 3 + 0 = b E L, quc l'applica- 

tion x ~ x 0 + 0 x soit une ddrivation u de L, nulle pour x = b e t  pour les ~Idments du 

centre Z de L, et que b ne 8oit pas de la torme x + x~ + u (x) (pour x E L). Rdviproquc- 

ment, la donn~e d'une ddrivation u de L s'annulant dans Z, et d 'un ~ldment b e L  tel 

que u (b )= O, satisiaisant d (7) et qui n'est pas de la /orme x + xa + u (x), d~termine 

un surcorps K de L tel quc K 8oit de rang 2 (d droite et d gauche) sur L, quc L 

soit sous-corps galoisien extdrieur de K,  et qu'il existe dans K un $ l~en t  0 ayant les 

propri$t~s prdc~dentes. 

Si O x + y appart ient  au centre T de K, il doit permuter  avec tout 4l~ment 

z E L, ce qui donne x E Z et u (z) x + z y = y z. Si u n'est pas tree d~rivation int4rieure 
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de Z, cela n 'est  possible que pour  x = 0, donc T = Z ;  au contraire, si u est tme 

dfirivation int~rieure de L, on peut  supposer que u = 0, et on dolt alors avoir x EZ, 

d ' o h  T = Z (0). 

Je n 'ai  pu obtenir d 'exemple explicite de corps K et L satisfaisant aux condi- 

tions du th.2 et pour lesquels Z = T. 

7. Etudions main tenant  le cas off L e s t  un sous-corps galoisien intdrieur de K,  

c'est-h-dire le cas off le centre Z de L, commutant  de L duns K, est tme extens/on 

quadratique du centre T de K,  Consid4rons les transform4s w Z w  -1 de Z par  les 

automorphismes int~rieurs de K ;  le plus peti t  corps contenant  tous ces corps est 

n4eessairement K lui-m~me, en vertu d 'un th4or~me de R. Brauer et L. K. t tua ,  

g4n4ralisan~ un r~sultat ant~rieur de H. Cartan ([4], [5] et [11]). I1 existe donc un 

~l~ment 0 E K, non contenu duns L et tel que T(O)  soit une extension quadrat ique 

de T ;  on pout par  suite prendre pour base de K sur L (s gauche ou h droite) 

l'41~ment unit~ de L e t  l'~l~ment 0. 

Supposons en premier lieu que K ne soit pus de caract~ristique 2. On peut  

alors supposer que 0 ~ =  a, oh a E T. On a encore alors les relations (1), (2) et (3), 

et les relations (4) et (5) deviennent ici 

( 1 5 )  u ~ ( x )  = a ( z  - -  z ~ 

(16) u (x ~) + (u (x)) ~ = 0. 

On notera en outre que L e s t  le corps commutan t  de Z dans K ,  donc on ne 

peut  avoir identiquement x 0 = 0 x dans Z. 

Soit alors x un ~l~ment quelconque de Z, y un ~l~ment quelconque de L ;  appli- 

quant  la relation (3) h x y et h y x, il vient, puisque x est permutable  h tout  ~l~- 

ment  de L, 

(17) u (y) (x" - -  x) = u (x) y~ - -  y u (x). 

Nous allons montrer  qu 'on  ne peut  avoir identiqdement x ~ = x dans Z. En effet, 

s'il en ~tait ainsi, on ne pourrai t  avoir identiquement u ( x ) =  0 dans Z, car on aurait  

alors x 0 = O x identiquement dans Z, ce qu 'on a vu ~tre impossible; s i x  E Z est tel  

que u ( x )  = c ~ O, on aurai t  alors identiquement dans L,  y" = c - l y c .  Rempla~ons 

alors 0 par  0 ' =  0c-1 ;  on a pour tout  y E L  

y O ' =  u ( y ) c  -1 § O" y = u '  (y) § O' y 

et le raisonnement d u n  ~ 3 montre  que u" est tree d~rivation dans L. 
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R~pf tant  le raisonnement du dfbut  de c e n  ~ on volt  alors clue pour z E Z et  

y e L ,  on a 

u" ( z ) y - y u "  (z) = o 

aut rement  dit que u '  (z)E Z;  la restriction de u '  h Z est donc une d&ivation de ce 

corps, qui est nulle dans T. Mais comme Z est une extension sfiparable de T, une 

telle d&ivation est n6cessairement identiquement nulle dans Z ([3], p. 140); on aurai t  

done z O'= @'z pour tout  z fi Z, et on a vu  ci-dessus que c'est impossible. 

On peut  donc t rouver  x e Z tel que x ~ ~ x; d'ailleurs, comme a est un auto- 

morphisme de L, on a z ~  en posant  a = ( x ~ - - z ) - l u ( x ) ,  la relation {17) donne 

identiquement 

(18) 

(19) 

u(y)  -= a ! C - - y a .  

L'identit4 (16) s'6crit alors 

(a a + a) y ~ - - y ~ ( a  a + a) = 0. 

On va  en dfiduire que a ~ = -  a ;  dans le cas contraire, (19) montrerai t  clue 

l 'automorphisme a de L e s t  un automorphisme int&ieur, qui laisserait en particulier 

invariant  chaque fil~ment de Z, ct nous avons vu  ci-dessus que c'est impossible. 

Posons alors ~ = 0 + a ;  la relation (18) donne identiquement dans Z, 

(20) y e = e y  ~. 

D'apr~s (18), on a u(a) = a a ~ - - a  ~ = - - 2 a  2, d'oil aO = - - 2 a  2 -  Oa, et par  suite 

Comme c ~ = ~ c = ~ s ,  

on a c ~ = c; d 'aut re  par t  la relation (4) donne 

(21) ~o' = c - - l ye  

dans L. 

8. L ' f l6ment  ~ de K n 'es t  pas enti~rement d4termin6 par  la condition que 

l 'application y ~ ~-1 y ~ soit un  automorphisme de L (n6eessairement ezt&ieuv comme 

on l 'a  vu). Si on 4crit que ~ ' = ~ r + s  est tel  que y ~ ' = ~ ' y ~  oh a '  est un auto- 

morphisme ext&ieur  de L, il vient y~r = r y~' et y s = s y~' identiquement,  ce qui 

n 'es t  possible que s i s  = 0 .  Alors y"' = r - l y ~  et e ' ~ =  ~ 2 ~ ' r = c r " r .  On notera  

qu 'on a nfcessairement e ' * ~  1, puisque ~' n ' appar t ien t  pas k Z ;  on en conclut clue 

c n'est pas de la ]orme x x ~ (avec x EL). 

Inversement ,  soit L an  corps de caract&ist ique # 2; supposons donn6 un 

automorphisme a de L, dont  la restriction h Z ne soit pas l 'automorphisme identique, 
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et qui satisfasse & la relation (21); supposons en outre que c " = c, et que c n e  soit 

pas de la forme x af. Si K est un espace vectoriel & droite de dimension 2 sur L, 

on d~finit sur K une structure de corps de la m~me fagon qu'au n ~  on voit en 

outre qu 'un 616ment du centre T de K est nficessairement contenu dans Z et in- 

variant par ~, et r6ciproquement; Z e s t  donc une extension quadratique du centre 

T de K, et  par suite L e s t  sous-corps galoisien int~ieur de K. En r6sum6, nous 

avons d~montr~ le th~or~me suivant:  

T h 6 o r 6 m o  3. Pour gout sous-corps galoisien int~rieur L d'un corps K de carac- 

t~ristique ~ 2, tel que K soit de rang 2 sur L, il existe un ~ldment ~ de K,  /ormant 

avec 1 une base (~ gauche et ~ droite) de K sur L, tel que Q2 = c E L, que l'application 

x - *  p - ~ x p  soit un automorphisme a de L laissant invariant c et dont la restriction d 

Z ne soit pas l'identitd, et que c n e  soit pas de la /orme x x ~ (pour x E L). R~ciproque- 

ment, la donnde d'un autqmarphisme a de L dont la restriction d Z n'est pas l'identitd, 

et d'un dldment c 6 L  tel que c ~ = c, satis/aisant d (21), et qui n'est pas de la /orm~ 

x x", ddtermine un surcqrps K de L tel que K soit de rang 2 (d droite et d gauche) 

sur L, que L soit sous-corps galoisien intJrieur de K, et qu'il existe dans K un dldment Q 

ayant les proprid~s pr~ ten tes .  

II-r~sulte en outre de ce qui prdc~de qu'il y a lieu d'identifier deux extensions 

quadratiques K1, Ks de L, du type d$crit dans le th.3, lorsque les automorphismes 

ext6rieurs al, as correspondants de L ne different que par un automorphisme in- 

t~rieur de L. 

9. Cette derni~re remarque montre en particulier que lorsque L est de rang 

]ini sur son centre, la donn~e de la restriction h Z de l 'automorphisme a (qui est 

un automorphisme de Z de earr6 l'identit6, formant avec l 'identit6 le groupe de 

Galois de Z sur T) d~termine compl~tement l 'extension quadratique K :  il r~sulte 

en effet du th. de Skolem-Noether que deux automorphismes ext~rieurs as, as de L 

qui coincident clans Z ne different que par un automorphisme int6rieur. 

I1 resterait  h savoir si tout  automorphisme involutif de Z e s t  la restriction h 

Z d 'un automorphisme a de L satisfaisant aux conditions du th.3, lorsque L e s t  un 

corps quelconque ou plus particuli~rement lorsque L e s t  de rang fini sur Z :  pro- 

blame que nous ne savons pas aborder actuellement. 

10. Un cas partieulier int6ressant du th.3 correspond au cas o~ l'616ment c de 

L appart ient  au centre Z, ou est produit  d 'un $14ment de Z et  d 'un 416ment de la 

forme x x ~. Alors a est un automorphisme involuti/ de L, ou ne diff~re d 'un tel 

automorphisme que par  un automorphisme int6rieur. On peut  toujours supposer 
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alors que a est involutif; |e corps M des invariants de a est alors un sous-c~'~s 

galois~ e~rieur de L, de centre T, et L e s t  isomorphe au produit tensoriel Z |  

(par rapport  ~ T). Si R est rextension quadratique (non commutative) de Z en- 

gendr~e par Q, on voit aussitSt alors que K est isomorphe au produJt tensoriel 

R |  (par rapport  ~ T), et que R e s t  un corps de q~t~rni~s  g ~ r a l ~  sur le 

corps T. 

On peut  se demander si le cas precedent n'est  pas le cas g~n~ral lorsque L e s t  

de rang fini sur son centre Z;  nous ne savons pas non plus r~pondre ~ cette ques- 

tion, mais nous allons montrer  par u n  exemple que, lorsque L e s t  de rang in~ini 

sur Z, l'~l~ment c n'est  pas toujours le produit  d 'un ~16ment du centre Z par un 

~l~ment de la forme x x a. 

Soit Ko un corps commutatif  de caract~ristique ~ 2, admet tant  un automorphisme 

involutif ~-~ ~ distinct de l'identit~ (par exemple le corps des nombres complexes); 

soit K1 = Ko ((X)) le corps des s~ries formelles en X ~ coefficients dans Ko, auquel 

on ~tend l 'automorphisme involutif de Ko en le faisant agir sur les coefficients de 

chaque s~rie formelle; on notera encore u -~  ~ l 'automorphisme de K1 ainsi d~fini. 

Soit L l e  corps non commutatif  de s~ries formelles ~ (X) yn en Y, ~ coefficients 
n 

dans K1, et oh la multiplication est d4finie par Y ' ~  (X) = ~ ( 4 " X ) Y ' .  Le centre 

de L est le corps K o. Soit alors a l 'automorphisme de L qui, ~ toute s~rie formelle 

a~ (X) Y', fair correspondre la s~rie formelle ~ 2" ~n (X) yn;  comme X -1 Y X = 4 Y, 
n 

a ~ est l 'automorphisme int~rieur z-+ c- l zc ,  avec c = X ;  il r~sulte aussitSt de la 

d~finition de a que c ne peut  ~tre de la forme u u ~, avec u e L, car u ne devrait  

pas d4pendre de Y, c'est-h-dire appartenir  h K~, et dans K~, X n'est  pas de la 

f o r m e v  v, comme le montre l 'examen des termes de plus bas degr~ du produit  y r .  

11. Continuons l '4tude du cas off L e s t  sous-corps galoisien intgrieur de K, en 

consid~rant maintenant  les cas o~ K est de caract~ristique 2. Alors Z peut ~tre 

une extension s4parable ou une extension ins4parable de T ;  nous commencerons par 

examiner le cas off Z e s t  une extension s~parable de T. On peut  alors supposer que 

0 ~ =  0 + ~ ,  off ~ T  ( 0 ayant  le m~me sens qu'au n ~ 7); les relations (4) et (5) 

deviennent 

(22) u ~(x) + u(x) = a (x  ~ § x) 

(23) (u (x)) a + u (x ~ = ~ + ~ .  

Comme au n ~ 7, on volt qu'on ne peut  avoir identiquement x ~ = x dans Z, parce 
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que Z e s t  une extension s@arable de T. Procddant comme au n ~ 7, on volt alors 

qu'il existe a fi L tel que l 'on ait identiquement 

(24) u (y) = a y~ + y a. 

L'identitd (23) donne alors 

(a ~ + a +  l ) ! f = y ~ ( a  ~ + a +  1). 

On en ddduit que a - = a + 1, sans quoi a serait un automorphisme int~rieur, laissant 

donc invariant chaque dldment de Z, ce qu'on a vu ~tre impossible. En posant 

= 0 + a, la relation (24) montre qu'on a identiquement dans L la relation (20). 

D'autre l~art, o n a u ( a )  = a a  " + a  2 = a  s + a + a  s = a , d ' o f i a 0 = a +  0 ( a +  1 ) , e t p a r  

suite ~2=  (0 + a ) S =  Os+ O a + a O + a  2=  0 + ~ +  O a + a + O ( a + l ) + a S = a 2 +  

+ a + :r = cf iL.  On a dvidemment encore c ~ = c, et la relation (21) ddrive encore 

de (4). 

Les considerations du n ~  sont alors valables sans aucune restriction, et par 

suite: 

Thdor~me 4. L'dnoncd du thdor~me 3 demeure valable sans modi/ication lorsque 

K est de caractdristique 2 et que le centre Z de L e s t  une extension sdparable du centre 

T d e K .  

Les remarques faites aux n ~ 9 et 10 s 'appliquent aussi au eas envisagd ici: 

il faut settlement, dans l'exemple donnd au n ~ 10, remplacer le nombre 2 par un 

dldment inversible et ~ 1 du corps K1. 

12. Supposons h prdsent que Z soit une extension insdparable de T;  on peut 

alors supposer que 02= ~ E T;  en outre, la restriction h Z de l 'automorphisme a 

est n~eessairement l'identitd, et Z e s t  engendrd par un dldment x o tel que xo 2 = ~; 

comme on ne peut avoir identiquement O x = x O dans Z, on a ndcessairement 

0 x o ~ xo 0, e'est-h-dire a = u (Xo) ~ 0. La formule (17) donne alors identiquement 

y" = a - l y a .  -Remplagant 0 par ~ = Oa -1, on a identiquement dans L 

(26) Y e = V ( Y ) + e Y  

off v e s t  une ddrivation de L;  cette ddrivation est ndcessairement extdrieure, sans 

quoi elle s 'annulerait dans Z, et par suite on aurait x~ = ~  x pour tout  x E Z, ce 

qui est impossible. D'ailleurs, pour tout  x eZ ,  et tout  y eL, la relation (17)(appli- 

qude ~ ~ et v) montre qu 'on a v ( x ) y - - y v  ( x )=  O, donc v ( x ) e Z ;  autrement dit, la 

restriction de v ~ Z e s t  une ddrivation de ce corps, et l'ensemble des x e Z tels que 

v(  x ) = 0  est le centre T de K. D'ailleurs, on a a a = a  et d 'autre  part, en vertu 
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de i15), u ( a ) =  u~(xo )=  O, ce 

conclut que ~ = ~ a -2 = b E L. 

i27) 

dans L ;  en d 'aut res  termes, 

187 

qui montre  que a est permutable  avec 0; on en 

La formule (4) montre  d'ailleurs que 

v ~ i x) = x b + b x 

v ~ est une d~rivation int~rieure; comme ~ et b sont 

permutables,  on a enfin v ( b ) =  0. 

13. Cherchons ~ d4terminer tous les ~14ments ~ ' =  ~ r  + s de K tels que 

y -> y ~' + ~' y soit une d~rivation de L in~cessairement ext~rieure) et que ~'~ E L. 

En ~crivant que y ~ '  = v ' ( y )  + ~ 'y ,  off v' est une d~rivation de L, il vient  y r  -~ r y  

et v' iY) = v (y)r  + y s § s y ident iquement;  la premiere de ces relations montre  donc 

que f e Z .  On a ensuite ~ , 2 = b r  ~ + v i s )  r + s  2 + ~ v (  r) r, et  il faut  donc v ( r ) = 0 ,  

c'est-~-dire r E T .  On a ~videmment ~ ' ~ 0 ;  comme v(s) r - l = v ( s r  -1) et s ~r - 2 =  

= (sr-1)~ puisque r E T, on voit  que b n'est pas de la ~orme x ~ +  v (x) (avec x E L). 

Inversement,  soit L un corps de caractgristique 2; supposons donn4e une d~riva- 

t ion v de L, dont la restriction au centre Z ne soit pas nulle, et qui satisfasse 

la relation i27); supposons en outre que v i b) = 0, et que b ne soit pas de la forme 

x 2 +  v(x) .  Soit K un espace vectoriel ~ droite de dimension 2 sur K, dont  1 et 

forment  une base;  on d~finit une loi de composition dans K e n  convenant  que 

i e x ) ( e Y ) = e v i  x ) y + b x y ,  x ( e y ) = e x y + v ( x ) y ,  et (eY) X = e ( y x )  quels queso ien t  

x et y dans L;  cette multiplication est associative, en raison du fait  que v e s t  une 

dgrivation, et des relations (27) et v ( b ) =  0. Pour  voir que l 'anneau K ainsi dgfini 

est un corps, il fau t  v4rifier que s i r  e~ s sont deux ~l~ments de L, non tous deux 

nuls, il existe deux ~14ments x, y de L tels que 

(2s)  (q x + y) (e r + s)  = (e r + s) (e x + y) = 1. 

La seconde de ces relations ~quivaut aux deux 4quations 

(v (r) + s ) x  + r y = 0 
(29) ( ( b r § 2 4 7  1. 

On peut  se borner au cas oh r ~ O; on tire de la premiere ~quation (29) que 

y = - -  r -1 (v (r) + s) x, d'ofi pour x l '4quation 

(30) (b -t- v (s) r -1 § s r -1 v (r) r -1 § (s r - l )  9") r x = 1 

qui admet  une solution dans L, car on a par  hypoth~se 

b § v ( s r  -1) + (sr-1)2~O, et v i s r  -1) = ~)i8)r -1 § 8r-lvis)r -1, 

v 4tant  une d~rivation. Quant  h la premiere relation (28), elle ~quivaut aux 4quations 
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v ( x ) r  + x s  + y r  = 0 
(31) 

b x r  + v ( y ) r  + y s  = 1. 

Supposant  encore que r 7 0 ,  on en tire y = v ( x ) +  x s r  -1, d'ofi, en por tan t  

dans la seconde 6quation (31), et tenant  compte de (27), l '6quation pour x 

x(b + ~) ( 8 ) r  - 1  -[- s r - l v ( r ) r  -1 + (sr-1)2)r = 1 

qui est 6quivalente h (30). 

On voit  en outre qu 'un  616ment 0 r + s du centre T de K est tel que v (x)r  = 

= x s + s x pour tout  x e L ;  cela entralne d 'abord  r = 0, puisque v n 'es t  pas une 

d6rivation int6rieure, puis s E Z ;  en outre, en 6crivant que 0 s = s 0, on voit  qu 'on 

doit avoir v (s) = 0, et on v6rifie ais6ment que ces conditions sont suffisantes; T e s t  

par  suite l 'ensemble des 616ments de Z oh s 'annule la d6rivation v (qui n 'es t  pas 

identiquement nulle dans Z et est telle que v ~ ( x ) =  0 dans Z);  on sait [3] que cela 

signifie que Z est une extension quadrat ique insdparable de T, et par  suite L est 

sous-corps galoisien int~rieur de K. En  r6sum6, on a l e  th6or~me suivant :  

T h 6 o r ~ m e  5. Pour tout sous-corps galoisien int~rieur L d'un corps K de carac- 

tdristique 2, te~ quc K soit de rang 2 sur L, et Z une extension inseparable de T, il 

existe un dl~ment ~ de K,  ]ormant avec 1 une base (d gauche et d droite) de K sur L, 

tel que Q~= b EL, que l'application x-+ x Q + ~ x soit une ddrivation v de L s'annulant 

en b e t  non i d e n t i q ~ t  nuUe clans Z, et que b ne soit pas de la /orme v (x) + x 2 

(pour x EL). Rdciproqucment, la donnde d'une ddrivation v de L, non identiqucment 

nuUe dans Z, et d 'un dldment b EL tel que v (b) = O, satis/aisant d (27), et qui n'est 

pas de let /orme v (x) + x ~, ddtermine un surcorps K de L tel que K soit de rang 2 

(d droite et d gauche) sur L, que L soit sous-corps galoisien intdrieur de K,  dont le 

centre est une extension inseparable du centre de K,  et qu'il existe dans K un dldment 

0 ayant les propridtds prdcddentes. 

En outre, il y a lieu d'identifier deux extensions quadrat iques K1, K~ de L du 

type d6crit dans le th.5, lorsque les d6rivations ext6rieures vl, v~ correspondantes 

ne different que par  une d6rivation int6rieure de L, ou par  un facteur  nul pour 

chacune d'elles et  appar tenan t  au centre de L. En particulier, si L est de rang 

]ini sur son centre Z, la donn6e de la restriction h Z de la d6rivation v d6termine 

compl~tement ( h u n  isomorphisme pros) l 'extension quadrat ique K,  car deux d6riva- 

tions de L qui coincident dans Z ne di/f~rent alors que par  une d6rivation in- 

t4rieur ([12], p. 103). 
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Lorsque b E Z, la d~rivation v e s t  involutive;  le sous-corps R de K engendr~ 

par Z et ~ est alors, comme on le v~rifie aussitSt, une extension quadratique (non 

commutative) de Z (parce que ~2EZ et  que ~z % z~ E Z pour tout  zEZ).  Le sons- 

corps M de L forms des x tels que v ( x ) - - 0  peut  aussi ~tre consid~r~ comme le 

commutant de R dans K, et comme Q n 'appart ient  pas ~ L, R fl M est identique 

Z fl M, c'est-~-dire au centre T de K. Par  suite, K est alors isomorphe au pro- 

duit  tensoriel R |  (par rapport  b. T), et R est un cor~s r~flar, i] ([8], p. 72) de 

rang 4 sur T. 

Je ne suis pas parvenu k obtenir des exemples oi~ b n 'appartienne pas  ~ Z 

lorsque L e s t  de caract6ristique 2. 

14. Darts tou t  ce qui suit, nons allons nous limiter aux corps de caract~r/st/que 

2. Soft K un tel  corps, et  L un sous-corps galoisien de K tel  que K soft de 

rang 2 sur L ;  les th.1 et 3 montrent  doric qu'il existe un ~l~ment ~ e K, formant  

avec 1 une base de K sur L, tel  que p~= c f L, que x -~  Q-1 x~ soft un automor- 

phisme a de L laissant invariant c, c n '6 tant  pas de la forme x ~ '  (avec z f L). 

Supposons en outre donn6 un amiautomorphisme involutif de K, que nous noterons 

z -~ S, et supposons clue cet antiautomorphisme laisss L invariant; nous allons ~tudier 

sa restriction ~ L. 

Remarquons d 'abord clue l 'on doi t  avoir g~= s i L ,  et  que l 'automorphisme 

z ~ # - i x #  laisse invariant L ;  on doit donc avoir # = ~b, oh b f L ,  Si on ~crit alors 

que Q~ = ~z  et ~--~ = ~ .~  pour tout  x fi L, ainsi que la relation #2=  ~, on about i t  

sans peine, apr~s quelques transformations, aux conclusions suivantes: dans L, l 'auto- 

morphisme a e t  l 'antiautomorphisme x-~  ~ sont permutables ~k un automorphisme 

int6rieur prgs~, e'est-~-dire qu'il existe hi lL  tel que l 'on aft 

(32) ~ = h- ~ .  h -x 

les constantes c et  h v~rifiant les trois relations 

(33) c~ ~ = h ,  ~ c = h h  ~ 

et 6tant li6es ~ b par la relation 

(34) b = h -x 

qui entralne en particufier, compte tenu de (33), que 

b ~  b = c h  -~, b - 7 = h ~  -~, b ~  

Inve~'sement, supposons donnfi sur L un antiautomorphisme involutif x ~ ~ satis- 

faisant ~ (32), les constantes c et h ~tant li6es par  (33). On constate sans peine 
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qu ' on  ~rolonge cet  an t i au tomorph i sme  en un  an t i au tomorph isme  involutif  z ~ ~ de K,  

en posant ,  pour  z = x + ~ y ,  5 = ~ + ~ ' b ,  off b = h  - l g .  

15. On raisonne de m~me lorsqu'i l  existe un au tomorph isme  ~ de K laissant 

invar iant  L. On doit  encore avoir  Q~ = ~ a, avec a E L. En  ~crivant que ix ~)" = x T ~ a 

pour  t ou t  x EL ,  ainsi que la relat ion (~,)2= c ~, on vol t  que dans L l e s  auto-  

morphismes a et �9 sont  permutables  <~h un au tomorphisme int~rieur pr~s~>; de fagon 

precise on a 

(35) x ~ = a - l x ~ a  

les cons tan tes  a et  c ~tant  li~es par  la re lat ion 

(36) a ~ a = c -1 c ~. 

Inversement, si on s 'est  donn4 sur L a n  au tomorph i sme  v, sat isfaisant  h (35), 

avee la re lat ion (36) entre  a et  c, on v6rifie sans peine que l ' aa tomorph i sme  T pea t  

s~ tendre  h K en posant ,  pour  z = x § q y, z ~= x ~ + ~ a y L  

Si l ' au tomorphisme v et  l ' an t i au tomorphisme x - +  ~ sur L sont  permatab les  h 

an  aa tomorph i sme  int~rieur pros, c 'est-h-dire si on a 

(37) x~ = e ~ ' e  -1 (e e L )  

on constate  de m~me que cet te  re lat ion s '~tend h K m o y e n n a n t  la condit ion 

(38) 5 ~ b e = e ~ a bL 

Enfin,  si on a un  second au tomorph isme  v '  sur L du mgme type  que v (done 

prolongeable h K)  et tel qae l 'on ai t  

(39) x ~ '  = l x " "  l -~ 

oette relat ion s '~tend encore ~ K m o y e n n a n t  la condit ion 

(40) a' a " l  = l" a a " .  

H .  C o r r e l a t i o n s  involutives et extensions q u a d r a t i q u e s .  

16. Soit K un corps (de caractSrist ique ~ 2) a d m e t t a n t  a n  an t i au tomorph i sme  

(qui peut  ~tre l ' ident i t$  si K est commutat i f ) ,  et  soit E a n  espace vectoriel  h 

droite de dimension n sur K. Une /arme bilin~aire hermitienne / i x ,  y) est  une  ap-  

plication de E • E dans K,  addi t ive  en x et  y et  lin~aire en y (c 'est-h-dire telle 

que / (  x, y ~ ) = / ( x ,  y )a ) ,  e t  telle que l 'on  ai t  

(41) / (Y, 2~) = r - 1  (/(Z, ~/))W 
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identiquement. Ceci entralne aussitSt ] (x, y) = r -1 (f (x, y ) ) ~ r  - $ ,  et si ] (x, y) n'est  

pus identiquement nulle, elle prend des valeurs arbitraires dans K, comme on le 

voit en rempla~ant y par y ~. L'antiautomorphisme ~ doit donc satisfaire ~ l'identit~ 

i42) ~ = r ~ r ~ 

Pour  un ~ quelconque duns K, consid~rons alors l'4l~ment ~ + r ~ ~t~; si cet 

~ldment est nul pour tout  ~eK, on a n4cessairement, en faisant ~ = 1, r ~r = -  1, 

d'ofi r = - - l ,  et par suite ~ = ~ ;  ce cas ne peut  donc se produire que si K est 

commutatif,  ~ l'identit~, et ] une forme bilin~aire altern&. Nous ~carterons ce cas 

dans tout  ce qui suit (cf. n ~ 22, note 1). I1 existe alors un S e K  tel que q = ~ +  

+ r ~ t ~ 0 ;  or, on a q ~ = ~ t ~ + r ~ r r ~ = r q ,  puisque d'apr~s (42) on a r r  t~= 1; 

on peut donc ~crire r = q~q-1. Si alors on d~signe par ~ ~ ~ l 'antiautomorphisme 

~_+(q~q-i)~,  et par  g(x , y )  la forme q-1] (x ,y ) ,  on constate ais4ment que ~ =  ~ e t  

g(y, x ) = g ( x ,  y). Nous pouvons donc toujours nous ramener h l'~tude des formes 

hermitiennes correspondant h un antiautomorphisme involuti] ~ -+ ~ et pour lesquelles 

on a r = 1. Nous ne considdrerons en outre que de teUes formes de rang maximum 

n (formes non d~g~n~r~es). 

D~signons par E* .le dual de E (espace vectoriel ~ gauche sur K), par (x',  x~ 

la forme bilin4aire eanonique sur E * x  E. Pour route forme biIin~aire [ sur E • E 

(telle que ~ (x, y ~) = ~ (x, y) ~ et ~ (x r162 y) --- ~ / (x, y)), l 'application y --> ~t (x, y) est une 

forme lin~aire ~p (x) e E* et on a ] (x, y) = <~ (x), y>; en outre ~p (x ~) = ~ ~# (x), autre- 

ment  dit, v 2 est une application semi-lindaire (relative ~ ~-~ ~) de E darts E*. Par  

d~finition, la transposfe t~ de ~ est l 'application semi-lin6aire de E dans E* (relative 

au mgme antiautomorphisme) telle que 

en d'autres termes, tv 2 (y) est la forme linfaire x ~ ] (x, y) sur E. 

Cela dtant, si ] (y, x) = / (x, y), on a tv 2 = ~ ,  et s i t  est de rang n, v 2 est aussi 

de rang n;  il y a donc correspondance biunivoque entre corrdlations ~ relies que 

t~ = ~  et formes hermitiennes de rang n. 

17. Supposons maintenant  que  L soit un  sous-corps galoisien de K tel que K 

soit de rang 2 sur L, les notations ~, c et a ayant  m~me sens qu'au n ~ 14; sup- 

posons comme au n ~ 14 que l 'antiautomorphisme ~-+~ laisse invariant  L ;  on a 

alors # = e b, et les relations (32), (33) et (34). On peut  dcrire ] (x, y ) =  ~ (x, y ) +  

+ e ]z (x, y), oh ~ et /z sont des applications de E • E dans L. Remarquons d 'abord 

que E peut  gtre consid~rfi comme espace vectoriel ~ droite de dimension 2n  sur L, 
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espace que nous noterons Eo; ]1 est alors une forme bilin6aire sur Eo x Eo. La rela- 

tion / (y, x) = ] (x, y) donne d'abord ]1 (Y, x) = /1  (x, y), donc/1  est hermitienne; d'autre 

part, on a Q/2 (Y, x) = ]~ (x, y) ~ b, ce qui donne /~ (y, x) = ]~ (x, y)" b. Consid6rons 

d 'autre part  l 'application x-~  x Q de Eo sur lui-m~me, que nous d~signerons par  uo; 

pour tout  ~IEL, on a u o ( x 2 ) = x J l ~ = x ~ ) l  ~ = u  o(x) 2", aut rement  dit, u o est une 

collin6ation de E o relative h l 'automorphisme a de L ;  en outre, comme u~o(x)= 

= x~ ~= x c, uo est une collin6ation involutive de Eo. Cela ~tant, on a par hypo- 

th~se ] (x Q, y) = # ] (x, y), ce qui s'~crit h (x e, Y) + ~/2 (x ~, y) = c b~/9 (x, y) + ~ b h (x, y) ; 

par suite /~ (x, y) = b -~  c -1 ]1 (uo (x), y) et /2 (Uo (x), y) = b ]1 (x, y), ees deux relations 

4tant d'ailleurs ~quivalentes en raison de (33) et (34). Enfin, on a, d'aprgs ce qui 

precede, h (uo (x), uo (y)) = c b ~ (x, % (y)) = c b ~ ]2 (uo (y), x) ~ b = c b~h (y, x)" b" b = 

= h (/1 (x, y))~ en raison de (33) et (34). 
18. R~ciproquement, soit L un corps admet tan t  un aatiautomorphisme involutif 

~ ~ et un automorphisme a tel que ~" = e -1 ~c; nous supposons en outre que ees 

deux transformations v~rifient (32) et (33), et que c n'est  pus de la forme 29~ 

(pour 2 E L). Soit Eo un espace veetoriel h droite sur L, de dimension ~aire 2~t et 

soit u o une collin~ation de Eo relative h l 'automorphisme a, et telle clue u~ ( x ) =  x c. 

Nous avons vu qu'on peut  alors former une extension quadrat ique K de Z, ayan t  

pour base 1 et ~ sur L, avec ~ = c  et ~ ' = ~ - ~ q  pour ~ e L ;  en outre, on peut  

prolonger h K l 'antiautomorphisme ~ ~ ~ de L, en posant ~ = e b. On en d4duit 

tout  d 'abord qu'on peut  ddfinir sur E o une structure d'espaee veetoriel h droite 

~aar rapport d K,  en posant x (~ + ~ ~/) = x ~ + u~ (x) ~/ (~ ~ L, ~ ~ L) ; la v~rification 

des axiomes des espaces vectoriels rfisulte des relations u o (x2) = uo (x)2 ~ et u~ (x) = xe. 

Supposons en second lieu denude sur Eo une forme bilinfiaire hermitienne /1 

(pour l 'antiautomorphisme ~-~ ~), telle que l 'on ait 

(43) h (uo (x), uo (y)) = h (h (~, y))~ 

Posons ]2 (x, y) = b -a  c -1 ]1 (uo {x), y) et ] (x, y) = h (x, y) + ~ ]2 (x, y). On v~rifie alors 

ais6ment que / (x e, Y) = # ] (x, y) et / (y, z) = / (x, y), en tenant  compte de (43), (32), 

(33) et {34). On voit donc que ] e s t  une forme bilin~aire hermitienne sur l'espace 

E obtenu en munissant E o de la structure d'espace vectoriel h droite par rapport  

K (de dimension n) d~finie ci-dessus. 

Soit maintenant  r un second automorphisme de L, clue l 'on puisse prolonger 

K, satisfaisant aux relations (35), (36), (37) et (38) du n ~ 15. Soit u une applica- 

tion semi-lin~aire de E o dans hi-m~me, relative ~ l 'automorphisme v, telle que 

u.uo --- (uo.u)a et 
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(44) /1 (u (x), u (y)) = e (]1 (x, y))~. 

On a alors u ( x ~ ) = u ( u  o ( x ) ) = u o ( u ( x ) ) a = u ( x ) q a = u ( x ) ~ T ,  et par  suite u peut  

~tre consid4r~e comme une application semi-lin~aire de E dans lui-m6me, relative 

�9 ; on tire en outre de (44) que 

/2 (u (x), u (y)) = b -"  c -1  h (Uo (u (x)), u (y)) = b -~  c - 1 / 1  (u (u o (x)) a -1,  u (y)) = 

= b - o  c - 1  ~ - 1  h (u (Uo (~)), u (y)) -- b - ~  c - 1  ~ - ~  e (/1 (Uo (x), y))" = 

= b-a  c-1 ~-1  e d b"" (/2 (x, y))'. 

Mais on a b " ' ~ - a - l b ' ~ ' a , c ~ a - l = c a  ", et enfin, en appliquant  h (38 ) l ' au tomor -  

phisme a, d c b" e" = e c a" b ~", d 'oh f inalement /~ (u (x), u (y)) = e ~ a (/3 (x, y))', et par  

suite, puisque Q" = ~ a, / (u (x), u (y)) = e ([ (x, y))L 

Soit ~Po la corr61ation involutive de Eo sur E~ correspondant  ~ la iorme ]1 (et 

relative ~ l 'ant iautomorphisme ~-+ ~). La  iormule (43) peut  s 'exprimer d 'une autre 

mani~re : on remarque en effet que pour tout  x '  E E~, x ~ ~x', u o (x)~ ~-1 eat une 

forme lin6aire sur go; on d6finit alors la translaos~e tu o de ua en lui donnant  eette 

forme lin6aire pour valeur au point  x ' ;  en d 'aut res  termes,  on a (x',Uo(X)~ = 

= (tUo (x'), x~ ~. La relation (43) s'4crit alors 

OU 

ce qui s'4crit, en appl iquant  a aux deux membres  

( 4 5 )  tUO" ~/0" UO = C h a C - 1 "  ~ 0  

ou, en remarquant  que Uo (et par  suite tuo) est biunivoque, 

(46) ~oo' uo = h- Ua" ~o- 

19. Nous pouvons main tenant  aborder  le probl~me d6crit dans l ' Introduct ion.  

Soit Eo un espace vectoriel ~ droite de dimension finie sur un corps L. Supposons 

4onn6s sur L un ant iautomorphisme involutif ~-+ ~ et m automorphismes a~ (0 < 

< i < m -  1) dont le carr6 est un automorphisme int4rieur et qui sont deux h deux 

permutables  s un automorphisme int4rieur pros, et permutables  avec ~ ~ ~ u n  

automorphisme int6rieur pr6s. Supposons donn4s une correlation ~o de Ea sur E~ 

relative ~ ~ -+ ~ et telle que ~o  = ~o, et m collin6ations involutives m (0 < i < m - - l )  

relatives respect ivement  aux automorphismes a~; nous supposons enfin que routes 

ees collin4ations et la corr61ation ~Po sont deux ~ deux (~projectivement permutables~) 
13 -- 632081 Acta mathematica. 87 
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au sens de l ' I n t r o d u c t i o n ;  il existe donc dans  L des cons tan tes  ci, hi e t  ai~ (0-< i, 

< m -  1) telles que l 'on a i t  

(47) 

(4s) 

(49) 

u, ~ (x )  = ~ 

u~.  u~ = (u~ .  u~)-  a ~ .  

Le probl~me consiste h 6 tudier  le groul~e I'o des colline'ations u de Eo qui p e r m u t e n t  

p ro j ec t i vemen t  avec  YJo e t  rou tes  les coll in~ations ui. 

Posons  a o - - - a ,  c o - - c ,  h o = h ,  a ~ o = a ~  pour  1 < i < m - - 1 .  Si, dans  l a r e l a t i o n  

~ ( x )  = x c  on remplaee  x pa r  x ~  (~ a rb i t r a i r e  dans  L) on voi t  que l 'on a ~'~ = c - l~c ;  

en outre,  comme  uo 3 ix) = Uo ix c) = u~ (uo (x)) = uo ix) c, on a n~cessa i rement  c ~ = c. 

Soit  d ' au t r e  p a r t  /1 (x, y) la forme hermi t i enne  (Y~o (x), y ) ;  on a p a r  hypoth~se  la 

re la t ion  (43); ~changeant  x e t  y dans  cet te  relat ion,  et  r e m a r q u a n t  que / l (x ,  y) 

peu t  p rendre  des va leurs  a rb i t ra i res  dans  L, il v ien t  ~ = h ~)~-1,  d 'ofi  en par t icu l ie r  

) [ = h e n  fa i san t  ~ =  1. Enf in ,  en r empla~an t  x e t  y pa r  uo(x) e t  uo(y) dans  (43), 

il v ien t  
c]1 (x, y) c = h ha (11 (x, y))a" = h h " c - 1 / 1  (x, y ) c  

d'ofi 5c = h h ~. 

Supposons alors que c ne soit pas de la /orme 2 ),~ (avec 2 E L) ;  nous nous t rouvons  

dana la s i tua t ion  dtudi~e aux  n ~ 15 e t  18; soit  K l ' ex tens ion  quadra t ique  de L 

d~finie a u n  ~ 18; on peu t  pro longer  h K l ' a n t i a u t o m o r p h i s m e  ~ -~ ~ (n ~ 15), e t  d~finir 

sur  E o une s t ruc tu re  d ' e space  vector ie l  h droi te  sur  K (n~ 18), ce qui mon t r e  d 'a i l -  

leurs que nos hypo theses  ne sont  compat ib les  que si la d imension de Eo sur  L e s t  

paire.  Enfin,  en ddsignant  p a r  E l ' espace  vector ie l  h droite  sur K ainsi d.~fini, on 

a vu  (n ~ 18) que [ (x, y) = / 1  (x, y) + ~ b - a  c -1/1  (uo (x), y) est  une forme he rmi t i enne  

sur  E pour  l ' a n t i a u t o m o r p h i s m e  ~ ~ ~ de K.  

Cherchons m a i n t e n a n t  ~ pro longer  les ai ( 1 < i < m -  l) ~ K.  On vo l t  ( comme 

ci-dessus pour  uo) que l 'on a n~cessa i rement  ~ = c [ ~ :  c~ pour  ~ e L, e t  c~'~ = c~; si, dans  

la re la t ion ui(uo(x))  = uo(ui (x) )a i  on remplace  x pa r  x~=, il v ien t  ~, , i  = a~l$,~."ai. 

D ' a u t r e  par t ,  on a uo (uo (ul (x)) ai) = u~ (u~ (x)) a7 = u~ (x) c a~, et  uo (uo (u/(x)) ai) = 

= uo (ul (uo (x))) = u~ (u~ (x)) a~ x = u~ i x c) a~ -x = u~ (x) c ~ a~ -x, d 'oh  pa r  compara ison ,  a~ a~ = 

= c -~ c% Enfin,  l ' ident i t~ /x (m (x), ui (y)) = hi (/x (x, y))"i donne d ' abord ,  comme  ci- 

dessus ~:~i = hi ~aih~-~; puis, en y r empla~an t  x e t  y pa r  uo (x) e t  uo (y) on ob t i en t  

aisdment ,  compte  t enu  de (49), les re la t ions  h~h ~ a[ ~ = 5~ h h~. Or, on a 5~ a~' = c "~  -~, 

ce qui, compte  t enu  de (34), mon t r e  qu 'on  a 5~bh~ = h~a~b% On a donc bien les 
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relations (35), (36), (37) et (38) qui permet ten t  de prolonger ai en un automorphisme 

de K permutable  avec ~ -+ ~. Comme on l 'a  vu a u n  ~ 18, la collindation ui devient  

une eollin6ation de l 'espace E pour l 'automorphisme ai de K, et le calcul d u n  ~ 18 

montre  que ] (ui (x), u~(y))= hi (/(x, y))"~ dans E. I l  est clair d'ailleurs que les rela- 

t ions (47) et (49) continuent d 'etre satisfaites pour ces collin6ations de E. 

Le ra isonnement  qui vient  d 'gtre fair pour les u~ pent  aussi s 'appliquer s une 

collindation quelconque u de groupe F0; l ' automorphisme de L qui lui correspond 

se prolonge en un automorphisme de K, la collin6ation u dans E o devient  une 

collin6ation (relative ~ cet automorphisme de K) dans E, qui pernmte  project ivement  

la corr61ation involutive yJ de E (cbrrespondant ~ la forme ]) et aux m -  1 col- 

lindations involutives m (1 -< i < m - -  1). En  d 'aut res  termes,  on est ramen6 au pro- 

blame initial, mais pour m - -  1 collindations involutives (dans E) au lieu de m (dans Eo). 

On remarquera  que s i u  est une trafisformation lin~aire de Eo qai permute  

strictement avec ~o et les ui (0 < i-< m -  1), elle devient  une t ransformat ion lin~aire 

de E qui per~nute strictement avec W e t  les ui (1 < i < m - - l ) ;  ces t ransformat ions  

forment  6videmment un sous-groupe distingud F de _/lo. 

20. Avant  de pouvoir  d6duire de ce qui prfic~de un proc~dd de r&urrence sur m 

pour l'fitude du groupe / 'o (on du groupe /~), il rant  d 'abord  examiner  ce qui se 

passe Iorsque (avec les notat ions du n ~ 19) l'~l~ment c E L e s t  de la /orme ~ ~ (avec 

ilL). On a donc alors u20(x )=x2~" ;  si on pose v o ( x ) = u o ( x ) X - 1 ,  vo est une ap- 

plication semi-lin6aire de Eo relative s l ' automorphisme ~ ~ ~ = ~ , ~ - z  de L, et 

on a ident iquement  v20 ( x ) =  x, ce qui entralne que l 'automorphisme ~ est involuti]. 

Le sous-corps M des invariants  de ~ est alors, soit identique ~ L si ~ e s t  l ' identit6, 

soit un sous-corps 9aloisien de L tel  que [ L : M ]  = 2. 

Consid~rons d 'abord le cas o~ M = L, �9 ~tant donc l 'identit~. En  g~n~ral la 

relation (43) donne 

(50) /z (Vo (x), vo(y)) = s (/z (x,Y)) ~ 

avec s = ~-lh~t-1.  Dans le cas actue], on a donc 

(51) h (% (~), Vo (Y)) = s h  (x, y). 

Comme v ~ ( x ) =  x, l 'espace Eo est somme directe de deux sous-espaces U, V 

tels que vo(x) = x dang U et v 0(x) = - - x  dans V. D 'au t re  part ,  on a s ~ = 1 d'apr~s 

(33), d'ofi s =  1 on s ~ - - l .  Si tout  d 'abord  s =  1, U et  V s o n t o r t h o g o n a u x p o u r  

la forme ]z, et par  suite non isotropes. Remarquons  qu 'on ne modifie pas l '~tude 
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du groupe /'o en multipliant les collin6ations involutives ui par des facteurs arbi- 

traires de L ;  on peut  donc en premier lieu remptacer uo par v o. La formule (36) 

prouve alors que si u~.Vo = (Vo" u~)a~, on a at ~ = 1; en d'autres termes, on a, soit 

u~(U) -- U (et alors ui (F) = V), soit u~(U)--  V (et alors u~(V)=  U, ce second cas 

n '~tant possible que si U et  V ont  m~me dimension, moiti6 de celle de Eo). D'ail- 

leurs, si on a par exemple v o �9 u~ = - -  u~- v o pour 1 -< i -< p, et v o �9 u~ -~ u~. v o pour  les 

autres indices, en consid~rant les collin~ations involutives ul.u~ au lieu de u~ pour 

2 -< i -< Iv, on peut  toujours se ramener au cas oil ~ -- 1; ]es seuls cas ~ envisager 

sont donc ~ - - 0  et  p - - 1 .  

Le m~me raisonnement, appliqu~ h une collin~ation u du groupe / 'o montre 

qu'on a, soit u ( U ) = U  et u ( V ) = V ,  soit u ( U ) - -  V e t  u ( V ) =  U, et  il est clair 

que les transformations du premier type forment un sous-groupe dist ingu~/ '1 d e / ' o ,  

~gal h /'o ou d'indice 2 dans ce dernier. On peut  se limiter h la consideration du 

groupe /'1. Si alors p---O, les conditions pour les collin4ations u E F 1 se r~duisent 

aux suivantes:  les restrictions de u h U et h V doivent permuter  project ivement 

avec les restrictions respectives de ~o et des m - -  1 collin~ations involutives u~ ( i -  1); 

/'1 apparalt  donc comme le ~aroduit direct de deux groupes analogues, mais relatifs 

aux espaces U et V (au lieu de Eo), et d m - -  1 coUindations involutives au lieu de m. 

Si au contraire l a - -1 ,  la eonnaissance de u E/ '1 et des u~ ( i -  2) dans U les d6ter- 

mine eompl~tement dans E, puisque ro n  a par exemple pour u, u (ul (x)) -- ul (u (x)) 

(p eonstante convenable) et que ul 6change U et V (et de m~me pour les u~ d'in- 

dice -> 2); pour la m~me raison, la forme / est eonnue dans V lorsqu'eIle est eonnue 

dans U. Le groupe /'1 est dans ce cas isomorphe au groupe des restrictions h U 

des u E/ ' i ,  et ces derni~res doivent permuter  project ivement  aux restrictions de YJo 

et des m (i---1) ~ U. Le groupe ainsi obtenu est donc encore de m~me type, 

mais relatif h l'espace U au lieu de Eo, et d m -  2 collindations invohaives au lieu 

de m. 

Supposons maintenant  que s = -  1. Alors U 

pour la forme / (qui est donc d'indice maximum). 

d6termin6e par ses valeurs / (x ,  y) pour x E U et y E 

et V sont totalement  isotropes 

Comme / est alors enti~rement 

I/', on peut  identifier V au dual 

U* de U, en posant, pour y E V  et ~EL ,  a y = y ~  (ce qui d~finit V c o m m e e s p a c e  

vectoriel h gauche sur L), et (y, x~ -- / (y, x) pour x E U  et y E V .  On volt comme 

ci-dessus que les ui (i-> 1) laissent invariants chacun des sous-espaces U et  V, ou 

les ~changent, et qu'on peut  toujours supposer que le hombre ~ des collin~ations 

ui qui appart iennent  ~ la seconde cat~gorie est 0 ou 1; de m~me, le sous-groupe 

distingu~ /'1 de / 'o form~ des collin~ations u E/ 'a  laissant invariants U et V est 
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d' indice 1 ou 2 dans _Fo. Remarquons  ma in t enan t  que dire qu 'une  collin~ation w 

laisse invar iants  U et V e t  pe rmute  pro jec t ivement  avec ~o o signifie (avec l ' identi-  

f ication faite ci-dessus) que la restr ict ion de w s V est ~gale au  produi t  d ' u n  fac- 

t eu r  cons tan t  par  la contragr4diente  de la restr ict ion de w ~ U, cet te  derni~re 

n '~ tan t  plus soumise de ce fair ~ aucune condition.  Au  contraire,  une collin~ation 

qui pe rmute  pro jec t ivement  avec ~o et ~change U et V doit  ~tre consid~r~e comme 

une correlation dans U. Cela ~tant,  le groupe F1 est  toujours  isomorphe au groupe 

de ses restr ict ions s U;  si ~ = 0, les condit ions sur la res t r ic t ion de u E F1 ~ U s e  

r6duisent  s ee qu'elle doi t  pe rmute r  pro jec t ivement  avec les restrict ions ~ U des 

m -  1 collin6ations u~; on a un  probl6me analogue ~ celui du  d6but,  mais oh ne 

figure plus aucune corrJlation, et seulement  m - -  1 coUinJations involutives au lieu de m. 1 

Si au  contraire y = 1, la restr ict ion de u E / ' 1  ~ U est soumise ~ la restr ict ion de 

pe rmute r  pro jec t ivement  avec la corr61ation involut ive u l  et  les m -  2 collin6ations 

involutives u~ (i > 2); c 'es t  le probl6me du d6but,  mais avec m - - 2  coUinJations 

involutives au lieu de m. 2 

21. II  nous fau t  ma in t enan t  examiner  le cas oh �9 n ' e s t  pas  l ' identit~. On 

notera  alors clue t o u t  ~l~ment ~ E L peut  s'~crire ~ = �89 (~ + ~ )  + �89 (~ - -  U), et  comme 

est involutif ,  cela mont re  que L est  somme directe de M e t  du sous-espace vec- 

toriel (~ droite et  h gauche) M1 sur M form~ des ~l~ments ~ tels que ~ = -  ~; si 0 

est un  de ces ~l~ments, on peut  ~erire M1 = 0 M. D~signons par  E1 l 'espace vec- 

toriel sur M ob tenu  en res t re ignant  ~ M le corps des scalaires de Eo;  v0 est alors 

une applicat ion lin~aire de Ea sur lui-m~me, et  E1 est somme directe des deux sous- 

espaces U, V tels que v 0 ( x ) = x  clans U et v 0 ( z ) = - - z  clans V;  en outre,  on a 

vo (x 0) = vo (x) 0 ~ = - -  v0 (x) 0, et  par  suite l 'appl icat ion x ~ x 0 est  une  appl icat ion 

semi-lin~aire biunivoque de U sur V, ce qui p rouve  que U et V ont  m~me dimen- 

sion et qu 'une  base de U sur M est  aussi une base de E0 sur  L ;  il en r~sulte en 

part ieufier  que la restr ict ion de ]1 (x, y) ~ U • U est non singuli~re. Cela ~tant,  

supposons d ' abo rd  que s -~ 1 ; la formule (50) p rouve  que, pour  x E U et  y E U, on a 

]1 (x, y ) =  (]1 (x, y))~, c 'est-~-dire que, dans U, ]1 ~rend ses valeurs dans le cor~s M.  

D'ai l leurs ,  l 'hypoth~se s ~ 1 entra ine que x et  l ' an t iau tomorphisme ~-~ ~ sont  ~er- 

1 Pour traiter ce probl~me, il suffit 6videmment, dans les raisonnemente d e s  n o s  pr6c&lents, 
de supprimer tout ce qul a trait ~ la corr61ation ~o o ; en particulier, fl n 'y a pas lieu de faire de 
distinctions suivant la valeur de s. La r6currence peut donc se poursuivre ici beaucoup plus simple~ 
ment, car il ne s'introduit jamais de corr61ation. 

II peut se faire ici que la corr61ation involutlve ul corresponde ~ une forme bilin6aire 
altern6e, casque nous avons ~cart~ au d6but; pour la fa~on de traiter ce cas, voir note 1 d u n  ~ 22. 
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mutables, et par  suite que $ + ~ laisse invar iant  M ;  pour  la restriction ~ M de cet  

au tomorphisme,  on voi t  donc que {1, restreinte ~ U, eat une ]orme hermitienne. 

Soit ma in t enan t  u une collin~ation du groupe /'o, telle que u .v0  = Vo.u'a;  

on a a~a = 1 (n ~ 19); l ' au tomorph isme  involutif  z laisse donc invar ian t  le corps 

commuta t i f  Z ( a ) ;  si sa restriction & Z(a )  est l ' identit$,  on a a z =  1; dans ]e cas 

contraire,  il existe un ~l~ment c E Z (a )  tel  que a = c" c -1, et  en rempla~ant  u par  u c, 

on se ram~ne au cas o/1 a = 1. On peut  donc toujours,  en mul t ipkan t  chaque ~lfi- 

m e n t  de F o pa r  une cons tante  convenable,  supposer  que a = 1 ou a = - -  1 ; et  dans 

ce dernier cas, si on multiplie u par  0, on se ram~ne encore au  cas off a '  1. On 

peu t  donc, ~ des facteurs  scalairea pros, se ramener  ~ des collinfiations qui pe rmuten t  

s t r ic tement  avec Vo, et  pa r  suite ]aissent invariant U; la m~thode s 'appl ique en 

part iculier  aux  ~ ,  et  on vol t  f ina lement  que dana ce cas on eat ramen~ encore au  

probl~me initial, mais relatif  & l 'espaee U sur le corps M (au lieu de l 'espace Eo 

sur  le corps L), et d m -  1 collin~tions involutives au lieu de m. 

22. Cherchons ma in t enan t  h ramener  le cas gSn~ral off s ~ 1 au cas off s = 1. 

Supposons d ' a bo rd  que s 7 - -  1, et posons r = 1 + s ~ 0 ;  on a ~ = s, d'ofi ~ = r, et  

comme s ' s =  1, r ~= l + s  - l = r s  - l = s - l r .  D ' a u t r e  pa r t  (n ~ 19), on a ~ = s - X ~ s ;  

si on pose ~ =  r -1 ~-~r, on v~rifie que ~ est un an t iau tomorphisme involut if  de L, 

permutable  avec v;  si alors on remplace /1 par  la forme g l ( x , y ) =  r-1/s(X, y), on 

a ident iquement  gl (re (x), v0 (y)) = (gl (x, y))', donc, dana U, la forme gl prend  sea 

valeurs dana le corps M ;  en outre,  dana U, on a g l ( y , x ) =  r - lg l (x ,  y)r et comme 

(gl (x, y))~ = gx (x, y), on voi t  que gl (Y, x) = (gl (x, y))% L ' an t i au tomorph i sme  involutif  

laissant invar iant  le corps M, on est ramen~ au cas trai t4 au  n ~ 21. 

Supposons ensuite que s = -  1, ce qui entralne que v e s t  permutab le  avec 

~ ,  donc laisse M invar iant .  Prenons  r =  0 f l + 0 f l ,  off 0 ~ = - 0  et f l e M ;  on 

aura  encore r = r et  r ~= - - r ;  la m~thode pr~c~dente s 'applique donc pourvu  que 

r ~ 0 .  Or, on ne peut  avoir  r = 0  pour  t ou t  f l e M  que si { ~ = - - 0  et ~ =  O flO -~ 

ident iquement  dana M ;  cela entralne en premier lieu que M e s t  commutati]. En  

outre,  si on pose g~ (x, y) = / 1  (x, y) 0, on a g~ (v0 (x), vo (y)) = (gs (x, y))~, et par  suite 

g~ prend sea valeurs dana M pour  x e U  et y e U ;  d ' au t r e  pa r t  on a g l ( y , x ) =  

= ]~ (y, x) 0 = ]1 (x, y) 0 = - -  0 -~ g~ (x, y) 0 = - -  g~ (x, y) dans U, ce qui signifie que 

dans U, g~ est une forme bilin~aire altern&; quan t  aux  collin~ations u~ ( l < / - - m - - l )  

et aux ~l~ments u de / '0, on peut  encore, en lea mult ipl iant  par  des constantes  

convenables,  supposer qu'elles laissent invar ian t  U, comme au n ~ 21. On eat donc 

encore ramen~ au m~me type  de probl~me pour  m -  1 collinSations involutives au  

lieu de m, mais  pour  une correlation involutive qui correspond h u n e / o r m e  a / t y r O ,  
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cas que nous avions jusqu'ici laiss4 de cot~ (cf. n ~ 16), mais qu'il est ais4 de traiter 

suivant les m~mes m~thodes. ~ 

En r4sum~, le proc~d4 d~crit dans cette partie fournit une m~thode de rdcurrence, 

qui, dans tous les eas, permet de ramener l'~tude du groupe Fo (ou tout  au moins 

d'un sous-groupe distingu~ d'indice fini de Fo) au cas particulier off Fo est d~fini 

comme le groupe des collin~ations permutant avec une seule collindation involutive ou 

une seule corrdlation involutive; mais le corps initial L aura ~t4 remplac~ par un 

autre corps (qui, m~me si L ~tait commutatif, ne le sera plus n~cessairement), obtenu 

partir de L par une suite d'extensions quadratiques ou au contraire de restric- 

tions h des sous-corps par rapport auquel le corps considdr~ est une extension 

quadratique. 

H I .  Les  g r o u p e s  o r t h o g o n a u x / t  3 ,  4 ,  5 e t  6 var iab le s .  

23. Soit K un corps commutatif de caract~ristique ~ 2, E un espace vectoriel 

de dimension n sur K, / une forme quadratique non d~gdn~r~e d~finie sur E, et 

1 Pa r tons  des relations (47), (48) et (49), le corps L 6tant  suppos6 commuta t i f ,  l ' an t iauto-  

morph i sme  ~ -~ ~ r~duit  k l ' identit6, et  la forme /~ (x, y) ~ (tp0 (x), y~ altern&. Supposons  d ' abo rd  

que a ne soit pas  l ' identit6. On volt  comme au  n ~ 19 qu ' on  a c 2 ~ h h  a, co qui  s '~crit  encore 
( - h e - l ) ( - h e - l )  a ~  1; il existe done d E L  tel que - h e - I - - - - a f t - ! .  La  relation 

h (u0 (~), u0 (y)) = h (/, (~, y))~ 
s'~crit done aussi  

dr2 (Uo ix), uo (Y)) = - c (dr2 ( x, y))a 

et  en remplagant  ]~ pa r  d/2, on pen t  done supposer  que h ~ -  c. S i c  n'est pas de la ]orme ).~a, 
on forme l 'extension quadra t ique  K de L comme au n ~ 18, et on  prolonge l 'appl icat ion a en u n  

an t i au tomorph i sme  ~ -~ ~- de K en posa n t  x + ~ y = x a - p y. On v6rifie alors auss i tb t  que ] (x, y) 

= f ~ ( U o ( X ) , Y )  "~ P f2 (x , y )  est une forme hermit ienne sur  E (consid6r~ comme espace vectoriel k 

droite sur  K).  On eonstate  ensuite qu ' on  a ~ i a ~  a a i, et  qu ' on  peu t  prolonger  a i en u n  auto-  

morph i sme  de K (not4 de la m~me fa~on) en ve r tu  de la relat ion a i ~ a i = c - 1  cai; on pose encore 

e ai = 0 ai; on constate  alors que dans  K,  a i e t  l ' an t i au tomorph i sme  ~ -~ ~ s o n t  permutables .  E n  outre,  

on v6rifie que l 'on a / ( u i ( x  ), u i ( y ) ) ~  a ~ l h i  (] (x, y))ai, et on a une  relation analogue pour  t eu te  

collin~ation permutab le  pro jec t ivement  avec ~0 et  les u i .  

S i  au contraire c = ~  G, on a alors, en posan t  u o ~ v o  ~, ~ o i x ) ~ x  et ~ 2 ( V o i X ) , v o i x ) )  ~ 

----- (~/2 (x, y))a; remplagant  ]~ par  ~tfz, on  peu t  tou jours  supposer  que ~ = 1. Comme a2 est  l ' iden- 

tit6, e t  que L n ' es t  pas  de caract~ristique 2, il existe darts L u n  ~il4ment r tel que r a ~  - r ;  en 

mul t ip l ian t  /~ par  r, on peut  done se ramener  au  cas oh on  a Is (Vo (x), V o ( y ) ) ~  (/~ (x, y))q. Cela 

fair, la m~thode du  n ~ 21 s 'appl ique,  k eela pros clue la res t r ic t ion de fs au  seus-espace U est  en- 
core une forme altern~e au  lieu d 'une  forme hermit ienne.  

On proc~de de fa~on analogue si a est  l'identit~i. On a alors h = c ou h ~ - c ; consid~rons 

d ' abord  le cas oh c n'est pa.s un carrd. Si h = - c ,  il n ' y  a rien k changer  k la m~thode suivie 

i)lus h a u t ;  K est  alors une extension quadra t ique  commuta t ive  de L. Si h = c, on proe~de de 

m6me, mais  cette lois ] (x, y) est  encore une forme alternde sur E (consid6r6 comme espace vecto- 

riel sur  K).  Enfin,  si c e s t  u n  cart6, la m6thode du  n ~ 20 est  applicable. 
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d'indice �9 ([8], p. 17). Soit G On (K,/)  le groupe des transformations lin6aires inver- 

sibles u de E sur lui-m~me, telles que ] (u (x), u (y)) = ~ .  / (x, y), oh 2u E K (multi- 

plicateur de u); en prenant les discriminants des formes bilinaaires des deux membres, 

il vient (det u) 2= ~ ;  s i n  est impair, 2u est donc un carrY, et on peut donc ~crire 

u = p v, oh v e s t  une transformation orthogonale; en d'autres termes, G On (K,/)  est 

alors 1~roduit direct du groupe orthogonal On(K, / )  et du groupe des homoth~ties 

(isomorphe au groupe multiplJcatif K* des ~l~ments ~ 0 de K). Au contraire, si 

n = 2 m est pair, on a det u = • 2~; les transformations de G On (K, ]) pour les- 

quelles det u = 2~ sont appel4es similitudes directes; elles forment un sous-groupe 

distingu~ G 0 + (K, ]) d'indice 2 du groupe G On (K, ]), qui contient le groupe des 

homothaties et le groupe des rotations 0 + (K, ]), mais n'est pas en g~n~ral produit 

direct de ces deux groupes. 

De m~me, si g est une forme hermitienne non d~g~n~r~e sur E (relative h u n  

automorphisme ~-~ ~ de K), on d~signe par GUn (K, g) le groupe des transforma- 

tions linaaires inversibles u de E sur lui-m~me telles que g (u (x), u (y))= ~ - g  (x, y); 

ici le multiplicateur ~ doit n~cessairement appartenir au corps des invariants L de 

l 'automorphisme ~ ~ ~. En posant A = det u, il vient iei A ~ = 2~; si n e s t  impair, 

est une norme d'tm ~l~ment de K, d'oh r~sulte aussit6t que GUn (K, ]) est pro- 

duit direct du grofipe des homoth~ties et du groupe unitaire Un (K, ]). S i n  = 2 m 

est pair, on appelle encore similitudes direc~es les transformations de GUn (K, ] )pour  

lesquelles det  u = 9l~; elles forment un sous-groupe distingua G U + (K, ]) de G Un (K,/), 

le groupe quotient ~tant isomorphe au groupe N des ~l~ments de norme 1 dans K. 

On d4finit de m~me GUn(K, ] )  lorsque K est un corps non commutatif  et 

~ ~ un antiautomorphisme de K ;  on impose alors ~ ~ la condition d'appartenir 

au centre de K. 

24. Nous nous proposons dans cette partie d'~tudier la structure des groupes 

G 0  +(K, ] )  pour n = 4  et n = 6  et les groupes 0 + ( K , / )  pour n = 3  et n = 5 ,  en 

suivant la m6thode dfiveloppfie par B. L. van der Waerden [14], mais en compl~tant 

ses r~sultats dans les cas qu'il n 'a pas examines; ceci sera possible principalement 

grace au proc~d4 dficrit ci-dessus clans la IIe partie. 

Cas I a: n = 4, v = 2. On pout supposer la forme ] rapport~e ~ une base telle 

que /(x,  x ) =  ~1 ~ 4 -  ~2 ~3 o Si alors on identifie tout  point x = (~1, ~2, Ca, ~4) de E 

(~1 ~ 2 ~ ,  similitude directe s'dcrire la forme la matrice X = ~8 ~4] route tS peut SOUS 

(52) x - ~  u~ x u~ 
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U 1 et U2 ~tant deux matrices inversib|ea d 'ordre  2; ellea ne sont pas enti~rement 

d~termin~es par u, car on peut  mu| t ipher  U1 par un facteur arbitraire # et U~ 

par # -1 ;  enfin le multiplicateur de u est det (U 1 U2) ([14], p. 20-21). ~ 9rou~ 

G 0 + (K,/] eat donc isomorphe au quotient du groupe produit G Z~ (K)x  G L2 (K) 1oar 

le sous-groupe ]ormd des couples de matrices ( ~ I , ~ - I  I) (I matrice unitd). 

Cas I b :  n = 4 ,  v =  1. On peut suppoaer / rapport6e g une base d e E t e l l e q u e  

/ (x, x) = ~1 ~ - -  (a2 ~ + aa ~),  l'~16ment - -  aa/a~ n'~tant pas un carr~ dana K [15] ; cela 

signifie que le discriminant d = -  a2 aa de / n'est pas un carrd. Soit K 1 = K (Vd) 

l 'extension quadratique de K obtenue par  adjonction d 'une racine eo du polynSme 

a~ X 2 +  aa, et soit E1 l'espace vectoriel obtenu par extension h /{1 du corps des 

scalaires de E. La forme / eat la restriction k E de la f o rm e /1  d'indice 2 aur El,  

telle que /1  (x, x) = ~1 ~4 - -  62 (~S + 03 ~3) (~2 - 0 3  ~:3), et lea transformations de GO + (K,/) 

sont lea restrictions ~ E des transformations de GO + (1{1, h) permutables avec la 

transformation semi-lindaire involutive (~k)-* (~)  de El,  oil a eat l 'unique K-auto-  

morphisme de K 1 distinct de l'identitd. En faisant dana /~1 le changement de 

coordonndes 

}a forme ]1 eat ramende k l 'dcriture du cas I a, et la transformation semi-lindaire 

de E1 s'dcrit 
a - l ~ .  ~). (~1, ~2, ~a, ~a) -~ (~ ,  a,  ~a, 2 "~2, 

En ficrivant que (52) permute avec cette transformation, il vient ais4ment 

U, = / a p . t u ~ . P  - ' ,  off /~ eat une constante arbitraire dans K, P =  (~ aO_~), tV d~sig- 

nant  la transpos~e d 'une matrice V; U1 n'eat pas compl~tement ddtermin4e par u, 

car on peut  encore la multiplier par un ~l~ment de /{1 de norme 1 sans changer u;  

enfin, le multiplicateur de u eat ici #~AA ", oil ~J = det(U1) ([14], p. 25-26). Ze 

groupe G 0 + (K,/) eat done isomorphe au produit de K* ~ar le groupe quotient G L~ (K1)/ N, 

oit N eat le groular des dldments de K 1 de norme 1 (iden~ifi4 au groupe des homo- 

th~ties correspondantes). 

25. Dana |e cas off n = 4 et u = 0, supposons la forme / rapport~e k une base 

telle que / (x, x) = a~ ~ + a~ ~ - -  a~ ~ - -  ~ ~,  lea 41~ments - -  a~/a~ et - -  aa/aa n '6tant  

pas des carrds dana K. Soit K 1 l 'extension quadratique de K obtenue par adjonc- 

tion d 'une racine eo de chX~+ aa; --aa/a2 peut ou non ~tre un carr~ dana /{1; 

dana le premier cas, on a n~cessairement - -  aa/a~ = ;t ~ eo ~ = - -  ~t ~ aa/aa, avec ;t ~ K, 
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done d = a la~asa4  est un carrd dans K, et r~ciproquement. Nous sommes done 

amenfs $ distinguer deux cas. 

Cas I c: n = 4, v = 0, /e discriminant  de / e s t  un  carrd. On peut  6videmment 

supposer alors que e h a s = as a4, et par suite, / est la restriction ~ E de la forme 

d~finie sur Ex 

/1 (X, X) = a 1 (~1 -~- o) ~4) (~1 - -  (.D ~4) - -  as  (~s + w ~s)  (~2 - -  w ~3). 

G 0 + (K, / )  est le groupe des restrictions ~ E des transformations de G 0 + (K1,/1) 

permutables ~ (~k)-+ (~)" Iei, on fair le ehangement de coordonn~es 

de fagon que la forme soit ramen~e ~ l'~criture du cas I a ;  la transformation semi- 

lin6aire de E1 s'6crit alors 

(71, 72, 73, 74) --~ (ai 7~, a2 73, ~ "12, a l i  

En derivant que (52) permute avec cette transformation, on trouve cette fois 

qu'en posant Q = _ _al 

G 0 + (K, / )  sont de la forme 

X -~ M V1 X (Q Vs Q-l)  M-1 

o2 M = (~ 0) ,  avee FREE1 de norme ] ,e'est-~-dire tel que ~t~ta= 1), V 1 et Vs 

6tant deux matrices arbitraires de la forme (~ al a s f l ) -  -. Or, on constate ais4ment 

que ces matrices ne sont autres que les matrices du groupe des simil i tudes hermitien- 

nets directes G U + (KI, g) oh a est ]a forme hermitienne d6finie dans F = K ~  par la 

relation g (z, z) ~ - -  " = ~1 ~1 al a2 ~2 ~u" Mais d 'autre  part,  les matrices du groupe G U + (K1, 9) 

sont aussi les matrices qui permutent  avec la collin~ation involutive uo (relative h a) 

de F,  d~finie par 

- ,  (a 1 

On a d'ailleurs de fagon pr6cise u~ (z )=  a las  z, et 

g (u o (z), u o (t)) = - -  ai az (g (z, t)) ~. 

D'autre  part ,  axas n'est pas de la forme 2it", car cela entralnerait  que as/a1 = 

= (aias)/a21 serait de la m~me forme, c'est-h-dire une norme d 'un 416ment de K i ,  

et par suite on pourrait  avoir / (x, x) = 0 pour un vecteur x ~ 0 de E,  r 
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l 'hypoth~se ~ = 0. On peut  donc appliquer aux ~l~ments de G U + {K1, g) la m~- 

thode d u n  ~ 18; ici K1 est commutatif,  et l 'antiautomorphisme ~-> ~ est identique 

h l 'automorphisme a;  on formera donc l 'extension quadratique K~ de K1, ayant  

pour base 1 et Q, avec ~ - a l a 2 ,  ~ = ~ - 1 ~  pour ~EK1, et # = - - ~ ;  les ~l~ments 

de K~ peuvent donc s'~crire z = a l ( ~ l + W ~ 4 ) + e ( ~  +~ avec o) ~ = - a J a l ,  

~ =  ala~, ~ o  =--eoQ,  ce qui signifie que K 2 n'est  autre que le corps des quaternions 

(g6n6ralis4s) sur K, correspondant au couple ( - -as ia1,  alaz) d'61fiments de K. 

D'apr~s la m6thode du n ~ 18, les 614ments de G U + (K1, g) sont identififis avec ]es 

transformations lin6aires de K~ (consider4 comme espace vectoriel ~ droite sur lui- 

m~me) qui permutent  a v e c l a  corr6lation involutive correspondant h la forme g; 

mais route transformation lin6aire de K2 est de la forme z ~ q z ,  off q est un 

quaternion fixe, et on a g (z, t) = z t (avec ~ = ax (~1 - -  o) ~4) - -  ~ (~z + to ~a)) ; comme 

g (q z, q t) = q q a (z, t) (puisque q q appart ient  au centre K de K~), la condition 

de permutabilit~ .est v~rifi~e ipso facto, et par suite les transformations de G U + (K 1, 9) 

sont simplement identifides aux homoth6ties ~ gauche z - + q  z du corps K~. Finale- 

ment, si le point (~x, ~ ,  ~s, ~a) de E est idehtifi6 au quaternion z = a~ (~x + to ~a) + 

+ ~ ( ~  + e~a)  , on v~rifie ais~ment que l 'on a g(z,  z ) =  al l (X ,  x), et que les trans- 

formations X ~ V1 X Q V~ Q-1 (avec les notations pr6c6dentes) s'identifient aux trans- 

formations z ~ q l z q ~ ,  oll q~ et q~ sont des quaternions arbitraires; d'ailleurs, une 

telle transformation ne dfitermine ql  qu'~ un facteur scalaire fl~ K* prgs, q~ devant  

slots ~tre multipli~ par fl-~. D'autre  part,  pour tout  6lfiment/~eKx tel que /x#  " =  1, 

il existe 2 e K~ tel que/x = )t" 2-~; on en d4duit ais6ment que l 'application X ~ M X M  -1 

s'identifie h z ~ 2 z ~t -1 ; donc toutes les transformations de G 0 + (K~/) sont ainsi 

identifi~es aux transformations z - ~  q~zq~,  le multiplicateur correspondant ~tant 

]e produit N (ql)/Y (q~) des normes de ql  et qz ; on voit que G 0 + (K , / )  est isomorphe 

au quotient du groupe produit K] • K* z par le sous-groupe des ~Ig~nents (fl, fl-1), o/~ fl 

parcourt K* (K centre de K~) ([14], p. 26-27). 

26. Cas I el: n = 4, ~, = 0, /e discriminant de ] n'est pas un carr~ (ce cas, non 

trait~ dans [14], ne peut ~videmment se presenter lorsque K est le corps des nombres 

r~els). Avec les m~mes notations que dans le n ~ 2 5 , - - a s ] a ~  n'est  pas alors un 

carr4 dans K~; soit K z le corps obtenu par adjonction ~ K d'une racine o /  de 

a ~ X ~ +  an; K~ et Kz sont lin4airement disjoints sur K, et leur corps compos~ Ks 

est une extension galoisienne de degr4 4 sur K. La forme / est la restriction h E 

de la forme d~finie sur l'espace Ea (obtenu par extension ~ Ks du corps des scalaires 

de E) par la condition 

(.O t 
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Si on d6signe par s e t  v les au~omorphismes de Ks d6finis par eo ~ = --  co, ~o '~ = co', 

et eo ~ = co, to . . . .  co', GO + (K, ]) est le sous-groupe de GO + (Ks, h)  form~ des trans- 

formations permutables aux deux transformations semi-lin6aires (~)  ~ (~)  et (~)  -~ (~).  

On fait ici le changement de coordonn6es 

pour ramener la forme /~ h l'~criture du cas I a;  les deux transformations semi- 

lin6aires de Ea s'~crivent alors 

(~1' ~2' ~3' 7]4 ) -~ (al ~ '  ~ '  ~ ,  a l  I ~)  

(~l, ~ ,  ~a, %) -~ ( ~ ,  a " a -1-," 2~s, ~ -,2, ~;). 

En 6crivant clue (52) permute avec ces deux transformations, on obtient  les 

conditions suivantes:  si on d~signe par zY l 'automorphisme a t  du corps Ks, U1 est 

de la forme ~ V1 oil 2 E K  et Vx est une matrice arbitraire du groupe G U + (K s, g), 

g 6rant la forme hermitienne d6finie sur F = /~a  par g(z, z )= ~1~--a lag .~9.~;  

enfin, U s = P . tV[ .p -1 .  La matrice U 1 n 'est  d'ailleurs d6termin6e qu'~ un facteur 

pros ~6K3  tel que aV1 appart ienne encore ~ G U  +(K s ,g )  et que a s * =  1, et la 

premiere de ces deux conditions signifie que ~ = ~ .  Si K o est le sous-corps de 

Ks form6 des invariants de ~ ,  on a K 0 -- K (co co') = K (l/d), d d6signant le discrimi- 

nant  de la forme ];  les automorphismes a e t  ~ coincident sur Ko avec l 'unique 

K-automorphisme de ce corps distinct de l ' identit~; on peut  donc dire que le facteur 

par lequel on peut  multiplier (-]1 sans changer la transformation, doit 8tre un 

616ment de norme 1 dans ]e corps Ko. Le groupe GO + (K,/)  est ]inalement isomorphe 

au produit du groupe K* par le quotient G U+(Ks, g)/No, o~ No~K~ est le groupe 

des dl~ments de Ko de norme 1 (par rap~ort d K). D'ailleurs, si on avait  al a~ = ~ ,  

/ ne serait pas d'indice 0; on peut  done appliquer au groupe G U + (Ks, g) la m6thode 

du n ~ 18, l 'automorphisme et l 'antiautomorphisme qui interviennent au n ~ 18 6rant 

tous deux 6gaux h ~ .  On forme done rextension quadratique L de Ks, ayant  pour 

base 1 et ~, avec Q2 = alas,  ~ r  = ~-I~Q pour ~6Ks ,  et # - -  ~ ;  les 616ments de L 

peuvent  ici s'6crire z = a~ (~  + eo ~ )  + ~ ( ~  + eo ~) ,  les ~ 6tant dans K0, avec 

eo ~ =--aa]al, ~z= ala~, toq =--qeo; ce qui montre que L e s t  encore un corps de 

quaternions (g6n6ralis6s) sur l'extension quadratique Ko = K {l/d) de K, correspondant 

au couple ( - -aJch,  a~a~). Les transformations de G U + (Ks, g) sont alors identifi~es 

aux homoth~ties ~ gauche z - *  q ~  de L ;  le d~terminant A de la matrice V1 cor- 

respondant h q est alors N ( q ) ,  norme du quaternion ~/ (qui est par suite un 
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~l~ment de Ko); le multiplicateur de la transformation correspondante de GO + (K,/)  

est alors 22 zizlT, et A zi" n'est autre que la norme (dans K) de N (q). 

27. Uas I I  a: n = 3 ,  ~ = 1. Comme on peut 6videmment multiplier la iorme 

quadratique I par un facteur constant de K sans changer le groupe 0 + (K,/~, on 

petit supposer la forme / rapportde ~t une base de E telle que /(x, x ) ~ - ~ -  ~s ~a. 
Suivant la m~thode de van der Waerclen ([14], p. 27), on consid~re E comme le 

sous-espace ~4 = 0 d 'un espace F de dimension 4 sur K, / ~tant la restriction ~ E 

de la forme g telle que g (x, z )=  ~ - - ~ -  ~s ~a: le groupe O + (K, t) est par suite 

le sous-groupe de 0 + (K, g) form~ des rotations laissant invariant ~4- On famine la 

forme g ~ l'~criture du cas I a, par le changement de variables 

et 0 + (K, ~) peut ~tre identifi~ aux transformations (52) qui laissent invariant ~1--~/, 

et appartiennent ~ O+(K,g); on trouve la condition Us = (det U1)-IR.tU~.R -~, 

avec R - ~ ( ~  ~). D'ailleurs, si on multiplie U1 par ~, Us est multipli6 par ~t -1, 

donc la transformation (52) n'est pas modifi~e. On en conclut que 0 + ( K , t ) e s t  

isomor~he au grouse ~rojectif P G Ls (K) = G L~ (K) / K* ([14], p. 27-28). 

Cas I I  b: n = 3, ~ = 0. On peut ici multiplier la forme I par un facteur con- 

stant de sorte qu'elle s'~crive / ( x , x ) =  as a s ~ - - ( a ~  + a s ~ )  par rapport k une 

base convenable de E, l'~l~ment - - a s / a s  n'~tant pas an  carr~ dans K. Consid4rons 

E comme le sous-espace ~1 = 0 d 'un espace F de dimension 4 sur K, ~ ~tant la 

restriction ~ E de la forme g telle que ~ ix, x) = ~ + as a a ~ ~ (as ~ + as ~).  Mon- 

trons que la forme g est d'indice 0 dans F ;  en effet, la relation g (x, x ) =  0 est par 

hypoth~se impossible si $1 = ~ = 0; si ~1 et ~a ne sont pas nuls tous deux, 

g (x, x) = 0 s'~crit 

as = (~ + a-aa~X ~) / ( (a~  ~l)s + asa~l ~) 

ce qui signifie que a~ serait la norme (sur K) d 'un ~l~ment 2 + cop du surcorps 

obtenu en adjoignant ~ K tree racine eo du polynSme as X2+ as; mais alors la 

relation as = 2 s + % a ~ / z  2 entralne que i n'est pas d'indice 0, car on aurait  

/ ( x , x ) = O  pour ~ = a~l/~, ~3 =a31~ et ~ 4 = a ~  ~. 

Cela ~tant, la forme g a un discriminant carrd. L'4tude du cas I c (n ~ 25) 

montre que si on fait correspondre au point (~1, ~ ,  ~s, ~ )  le quaternion z = ~1 + 

+ eo ~a + ~ (~  + eo ~a), relatif au couple (--  as as, as), t ou te  rotation du groupe 0 + (K, g) 

peut s'~crire z ~ ql z q~., oh ql et qs sont des quaternions tels que N (ql qs) = 1. Pour 
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qu'une telle rotation appartienne h 0 + (K, / ) ,  il faut et il suffit qu'elle laisse in- 

variant ~ ,  ce qui donne la condition ql  q2 = 1; route rotat icn du groupe 0 + (K, ]) 

peut donc s'~crire z - +  q z q  -1, q ~tant un quatemion arbitraire ~ 0 dans le corps 

K~. des quaternions sur K relatifs au couple ( - -  a~ as, az), et  l'espaee E 4tant identifi~ 

l'ensemble des quaternions de pattie scalaire nulle. D'ailleurs le quaternion q 

n'est  d~termin~ qu's un facteur pros de K*, ee qui montre que 0 + (K, / )  est iso- 

morphe d K~ / K*. 

28. Cas I I I  a: n = 6, v = 3. On peut  supposer la forme / rapport6e h une 

base telle que / ( x , x ) = ~ - - ~ + ~ a ~ .  D6signons par F l'espaee K ~, par 

(ei)l~i<~ la base canonique de  F ;  on peut alors identifier E h l'espace lv(~)des 

bivecteurs sur F, le point (~D 6tant identifi6 au bivecteur 

x = ~le lAez + ~2elAea + ~ael Aea + ~4eaAea + ~5e2 Ae4 + $ae~Aea 

de sorte qu'on a alors x A y = / ix, y) el A e2 A es A e4 pour le produit  ext~rieur de deux 

bivecteurs x, y. Pour toute application semi-lin4aire v de F sur lui-m~me on d~signe 

par v (2) la puissance ext~rieure seconde de v, c'est-h-dire l 'application semi-lin4aire 

de F (2) = E sur lui-m~me d~finie en posant, pour deux vecteurs quelconques za, z~ 

de F,  v(2)(ZlAZ2)= v ( z l )Av(z2) ;  si on pose u = v (2), on a donc, pour deux bivecteurs 

quelconques x, y, u (x A y) = (/(x, y))~ v (el) A v (e2) A v (ea) A v (e4) (a dSsignant l 'auto- 

morphisme de K auquel correspond v), ou encore, par d~finition du d4termlnant, 

/ (u (x), u (y)) = (det v) (/(x, y))~ 

En particulier, si v e s t  une application lin~aire de F sur lui-m~me, u = v (2) est mae 

similitude directe pour la forme ], ]e d~terminant de u 4tant (det v) s. Inversement,  

on montre que si u est une similitude directe pour /, il existe une application semi~ 

lin~aire v de F sur lui-m~me telle que v(2)u -1 transforme toute droite de E passant 

par l'origine en elle-m~me ([14], p. 21-22, et  [6], p. 36-38);  ceci n 'est  possible que 

si cette transformation est une homoth~ftie, ce qui entralne que v e s t  lin4aire, et 

u = /~ .  v (2>, oh # E K*. En outre, si on a ju. d 2) = ~u 1 �9 v(1 ~) pour deux scalaires ~u, #1 

et deux applications lin~aires v, Vl d e  F sur lui-m~me, (vv~l) r est une homoth4tie 

dans E, donc v v11 laisse invariant  dans F tout  plan passant par l'origine ( p u i s q u e  

le bivecteur d~composable correspondant ~ ce plan est multipli~ par  un scalairc); 

cela n'est possible que si v v~ -1 laisse invariante toute droite passant par l'origine, 

c'est-~-dire est une homothdtie; autrement  dit, on doit avoir v 1 = ~lv avec ~ E K*, 

ce qui entralne /~1 = ~ u2-2. On en conclut aussitSt que te groupe GO + (K, ]) est alors 

isomorphe au quotient du groupe K*x G L 4 (K) laar le sous-groupe ]orrnd des couples de 
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la ]orme (42, 4-I), o~ ~t ~arcourt K*. Enfin, le multiplicateur de u =/~ .  v r est ~gal 

#~ .de t  v ([14], p. 21-22). 

29. Cas I I I b :  n = 6 ,  v = 2 .  On peut supposer ] rapport~e ~ une base de E 

telle que ] (x, x) = al ~ + a4 ~ --  ~2 $5 + ts ~ ,  l'filfiment --  alia1 n'6tant pas un carr6 

dans K, ce qui signifie que le discriminant d = al a4 de / est tel que - - d  ne soit 

pas un carrg [15]. Soit K1 = K ( V Z d )  l'extension quadratique de K obtenue par 

adjonction d'une racine to du polynbme a l X Z +  al, et soit E1 l'espace vectoriel 

obtenu par extension ~ K1 du corps des scalaires de E. La forme / est la restric- 

tion s E de la forme h d'indice 3 sur El, telle que/1 (x, x) = eh ($1 + to ~4) ($1 --  (o $1)-- 

--$8 $5 + ts te, et les transformations de GO + (K , / )  sont les restrictions ~ E des 

transformations de GO + (K1, ]1) permutables a v e c l a  transformation semi-linfiaire 

involutive ($k~-* (~) (a unique K-automorphisme de K1 distinct de l'identitfi). Par 

le changement de coordonn6es 

~i = a1($i + to$t), ~/t = $1--to~:l, ~k = tk pour k = 2, 3, 5, 6 

la forme /1 est ramenle ~ l'6criture d u c a s  I I I  a, et la transformation semi-lin6aire 

involutive de E1 s'ficrit 

(53) (~/1, ~ ,  ~/3, ~4, W, ~/6) --> (al ~ ,  ~ ,  ~/~, a1-1 ~ ,  ~ ,  ~ ) .  

Soit F1 l'espace K~, et identifions comme au n ~ 28 l'espace E1 ~ l'espace des bi- 

vecteurs sur F1, le point (~k) fitant identique au bivecteur dont les coordonn4es 

sont ~k par rapport ~ la base formfie des eiAei ( i < i )  ordonn6e comme a u n  ~ 28. 

Soit F~ le dual de F1, (e~)~_<4 la base duale de (~) dans F~; d~signons par 

l'applieation canonique de F(~ ~) sur F~ (2), dlfinie par 

v v v v 

(e~ A e2)  = e~ A el, ~0 (e~ A e l )  = - -  e2 A e~, ~ ( e l  A e l )  = eu A ea 
v 

~0 (el A el) = el' A e2,' ~0 (e~ A el) = - -  el' A el,' ~ (e~ A el) = el A e~ 

([2], p. 108). Soit d 'autre part ~ la correlation involutive (relative ~ l'automorphisme 

a de K1) de F1 sur  F~, telle que 

_ _ v v ~' 

v 2(e~)=a~ ~e~, ~p(e~)=--a~le l ,  ~p(ea)=--et ,  ~p(ea)=es, 

On constate alors ais~ment q u e l a  transformation (53), compos~e avec l 'homothltie 

de rapport a~, n'est autre que l'application ~-~.~(u), oi~ ~(~)ddsigne l'appUcation 

semi-lin~aire de F(12) sur F~ (2) d~duite de ~ par extension aux produits extlrieurs. 

Les transformations de GO + (K , / )  sont donc les transformations ~u-v (2), oh # e K~ et 

v ~ G La (K1), telles que 
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(54) /~. v(2). ~-1 .  ~(2) =/z~. ~ - i .  ~(2). v(2). 

Or,  o n  a v (2).  ~ - i  = (det v). ~-1.3(2) ~ d6signant la contragr~diente de v ([2], p. 110, 

formu]e (30)); la formule (54) s'~crit donc encore 

(55) /~ (det v)- (~. ~)(2) = / ~ .  (yj. v)(~). 

Si on pose w = ~ . v ,  w l - - v ' ~ ,  w - l w l  est une application lin~aire de F1 sur lui- 

mSme, et la formule (55) montre que (w -1 wl) (2) est une homoth~tie dans F(12), donc 

que w -1 Wl laisse invariant tout  plan dans F1. On en conclut comme ci-dessus que 

w - l w l  est une homoth4tie dans F1, autrement  dit que l'on a 

(56) ~ . v  = ~.~.~ 

avec ~ E K1; cela signifie que v permute projectivement avee la correlation involu- 

t i re  ~, ou encore, en posant g (x, y) = (~  (x), y~, que l'on a g (v (x), v (y)) = 2 g (xi y) ; 

en outre, si A = det v, la relation (55) montre que l'on dolt avoir A--/~"-1~l .  La 

transformation v peut  ~tre quelconque dans G U4(K1, g), car on a alors AA a = 24, 

et il est toujours possible de d~terminer /~ de fa~on h satisfaire h la relation ci- 

dessus (en notant  que 2" = Jl E K) ;  d'ailleurs, /~ n'est  ainsi d~termin4 qu'h un facteur 

pros ~ E K*. On conclut finalement que le groupe GO + (K , / )  peut  ~tre d~crit de la 

fa~on suivante : pour toute transformation v de G U4 (K~, g), soit g (v) le quotient 

A ~t -~ du d4terminant de v par le carr~ de son multiplicateur. L'application v-~ g(v) 

est ~videmment une representation de G Ua (K1, g) dans le groupe N1 des ~l~ments 

de K1 de norme 1; alors, GO + (K , / )  est isomor~he au quotient du sous-graupe I" de 

K~ • G U~ (KI, g) ]ormd des couples (p, v) tels que /~-~ = Z (v), ~ar le sous-grou~e des 

couples (~2, ~-~), o~ ~ ~arcourt K* [14, p. 24]. On a d'ailleurs g (x, x) = a~ -1 ( ~  ~z - -  

- - ~  ~:1)- ~ : a  + ~ 3 ,  ce qui montre que o~ g est une forme hermitienne d'indice 

2 sur F~. 

30. Lorsque n = 6 et  u = 1, supposons ]a forme ] rapport~e ~ une base telle 

que ] ( x , x ) = a ~ + a a ~ - - a ~ - - a ~ + ~ a ~ ,  les ~l~ments - -aa /a~ et  - - a J a ~  

n 'dtant  pas des carr~s dans K. Soit K~ l 'extension quadratique de K obtenue par 

adjonction d'une racine o~ de a~ X 2 +  aa; nous sommes amenSs h distinguer deux 

cas, suivant que sur K1, la forme h quatre variables a~ ~ + aa ~ -  a~ ~ -  a5 ~u5 est 

d'indice 2 ou d'indice 1; d'apr~s le n ~ 25, cela revient ~ savoir si, en d4signant par 

d le discriminant de /, - - d  est ou non un carrd dans K. 

Cas I I I  c: n = 6, ~ = 1, - -  d est un carrd. On peut  supposer que a~ a a = a2 a4, 

et par suite / est la restriction h E de la forme d~finie sur E1 
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GO + (K, / )  est le groupe des restrictions tt E des transformations de GO + (K1,/1) 

permutables ~ (~k)-> (~).  On fair le changement de coordonn~es 

de sorte que la forme / 1  soit ramen~e ~ l'~criture du cas I I I  a;  la t ransformation 

semi-lin~aire sur Ex est alors 

(57) (Wi, ~2, Wa, W4, Ws, ~76) -> (ai~4, a ~ o - ~ a-1 ~a s ~5, ~3, a1 171, z "~s, ~)" 

On constate alors aisdment que cette transformation n'est  autre clue l 'homothdtie 

de rapport  --(a 1 a2) - 1  compos~e avec la puissance extdrieure 0 (s), oh 0 ddsigne la 

collin~ation involutive de F1 (relative h a) teUe que 

0 ( e l ) = e a ,  0 (ez )=a2ea ,  0 ( ea )=aaes ,  0 ( e 4 ) = a l a 2 e l .  

En dcrivant que # v (2) permute avec 0 (2), il vient 

/~ (v. 0) (2) = ~ (0 .  v) (s) 

d'oh on d4duit, comme aux n ~ pr~cddents, que v doit permuter  proiectivement 

avec 0; d'ailleurs, on a 02(x) = alasx ,  d'ofi si O.v = 2(v .  0), 2)t ~ = 1 (n ~ 19); en outre, 

on doit avolr # 1 - ~ =  22, ce qui est toujours possible et d4termine ~u k un factettr 

pros ~ arbitraire dans K*. Notons maintenant  que al az n'est  pas de la forme r r 

dans K1 (n ~ 25); suivant la mfithode du n ~ 20 (note 1) formons l 'extension quadrati-  

que K2 de Kx, ayan t  pour base 1 et  @, avee ~ S = a  la~, ~ a = o - l ~ q  et  ~ = - - ~ ;  

Ks est le corps des quaternions (g4nfralis4s) sur K, correspondant au couple ( - -  aa/al, 

alaz). L'espace E1 est alors consid4r~ commo espace vectoriel de dimension 2 sur 

Ks, et  si on dfitermine f lEK1 tel que 2 = ill-a, flv est une application lin~aire 

arbitraire w de eet espaee sur lui-mgme; comme alors /~ = ~fls, on a finalement 

u = ~ .  w (2), et  par suite GO + (K, / )  est isomorphe au quotient du groupe K * •  G Ls(K2) 

par le sous-groupe /ormd des couples (~2, ?- l ) ,  oft ~ parcourt K* [14]. 

31. Cas I I I  d: n = 6, �9 = 1, - - d  n'est pas un carrd (ici encore, ce cas ne peut  

se prfisenter lorsque K est le corps des hombres r~els). Avec les notations d u n  ~ 30, 

- -a~/as  n'est pas un cart6 dans Kx; soit Ks le corps obtenu par adjonction k K 

d'une racine ~o' de a 2 X 2 +  as; K~ et Ks sont lin4airement disjoints sur K, leur 

compos4 Ka est une extension galoisienne de degrfi 4 sur K. La forme / est iei 

restriction ~ E de la forme 

On fair ici le changement de coordonn4es 
14  --  6 3 2 0 8 1  Acta mathematiea. 87  
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et  on voi t  que les t ransformat ions  de GO+ (K, /) sont  ~elles de G O ~ ( K 3 , / 1 ) q u i  

permuten t  aux  deux  t ransformat ions  semi-lin~aires de E s (espace ob tenu  ~ par t i r  

de E en ~tendant  K h K3) 

a a a - - I  a a 

(71, 72, 73, 74, 76, 7e) ~ (al 74, 72, 73, al 71, 75, 7~) 
(587 

�9 (71,  72, 73, 74, 75, 7e) ~ (7~,  a2 7~,  7~ ,  7~,  a ~  1 7~,  7~)  

a et ~ d4signant les deux automorphismes  de K3 tels que o~" = - -  ~o, co " = of,  et  co ~ = co, 

eo '~ = -  co'. On vol t  comme au  n ~ 29 que les t ransformat ions  de GO + ( K , / )  sont  de 

la forme /~. v (2), off v e s t  une t r ans fo rmat ion  lin~aire de K34 = Fa qui dol t  pe rmute r  

pro jec t ivement  aux deux  corrdlations involutiVes ~o o et ~o 1 d4finies par  les conditions 

�9 t t 

~ 0  ( e l )  = e~, ~ o  (e2) = - -  el, YJ0 (e3) = - -  a l  e4~ V2o (e4) = al e3 

�9 p i �9 

~/)1 ( e l )  = e3 ,  ~])1 (e2) ~ ~ a2 e4, ~1  (e3) ---- - -  e l ,  ~ 1  (e4) ~ a2 e2 

relatives respect ivement  aux  au tomorphismes  a et  v; comme ces deux  Correlations 

sont  telles que ~ - 1 - ~ 0  soit une collin~ation involutive,  il rev ient  au m~me de dire 

que v dolt  pe rmute r  pro jec t ivement  ~ Y~o et ~ a 2 ~ l l . y ) 0  = 0, d~finie par  

0 ( e l )  = ea, 0 (e2) = a2 e3, 0 ( e 3 )  = a 1 e2, 0 (e4) = a l  a2 e l  

et relat ive h l ' au tomorphisme ~ = a v de K3. On a 02 ( x ) =  al a2 x, et  nous allons 

voir que al a2 n 'es t  pas de la forme 22~ .  On peut  en effet ~crire )l--~r + fl co', oll 

et  fl appar t i ennent  h K (o~). La  relat ion ~ 2~ = ax a~ donne alors les condit ions 

a2 ~ ~ ~ + as ~ ~ ~ = a~ a~ 

et 
~ - - ~ f l ~  = O. 

La seconde de ces conditions s'~crit - (en supposan t  ~ ~ 0 ;  le cas ~ = 0 se 

t ra i te  de fa~on analogue) ;  elle signifie donc que fl = ~a ,  oil ~ e K ;  en posant  alors 

1 = ~, + w ~", off ~' et  ~" sont  dans K, il v ient  al (a~ ~')~ + a~ (a~ ~,,)2 _ a2 - -  a5 ~2 = O, 

ce qui contredi t  l 'hypoth~se que la forme a~ ~ + a~ ~ 2 _  a2 ~2 ~ -  aa E5 ~ est d ' indiee 0. 

Nous pouvons  donc appl iquer  la m~thode de la I Ie  part ie  (n ~ 19); comme on a 

V2o. 0 = a la2  0"~0o, on consid~re l 'extension quadra t ique  L de Ka, a y a n t  pour  b a s e l  

et  ~, avec ~ 2 =  a~a~, ~ =  g - ~  pour  ~ e K a  et a se prolonge en un ant iauto-  

morphisme ~ ~ ~ de L en posant  ~ = ~. On vol t  comme au n ~ 26 que si K o = K ( V ~ )  
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est  le corps des invar ian ts  de ~ dans K3, L est  un corps de quaternions (g~n~ra- 

lis4s) sur K o, eor respondant  au couple ( - - a J a l ,  alas). 1 La forme gl (x, y) = (~o(x) ,  y )  

sur F3 correspond sur l 'espace F (espace Fa consid~r~ comme  espace vector ie l  

droi te  sur L) s la forme g (x, y) = gx (x, y) + (a 1 a~) -10  gl (0 (x), y), tel le que g (y, x) = 

= g(x,  y) (il f audra i t  mul t ip l ier  pa r  exemple  g pa r  o~ pour  avoi r  une forme 

hermi t ienne) ;  pa r  r a p p o r t  ~ la base (ex, es) de F sur L, on a g (x, y ) =  ~ 1 ~ 2 -  ~s~?x. 

Cela ~tant ,  si on a 0. v = ~ (v. 0), on dol t  avoi r  ~ X~ = 1 (n ~ 19) ; d~ te rminan t  fl E/{1 

pa r  la condit ion f l l - ~ =  ~, w = f l v  est  une appl ica t ion lin4aire de g sur  lui-m~me, 

qui p e r m u t e  p ro j ee t ivemen t  avec  ~o e t  pa r  suite (n ~ 18) est  un  ~l~ment de G Ug. (L, g); 

e t  on a pa r  hypoth~se  u = #o" w(2), avee  Po E K1. Inve r semen t :  si w E G Us (L, g), 

on a gl (W (X), W (y)) = 20 gt (X, y), avec  ~) = ) ~  = 20 (n ~ 19), a u t r e m e n t  dig, 20 e K ;  

cela s 'dcri t  aussi ~2o" w = 20. ~ .  ~Oo, e t  comme w.  0 = 0.  w, on a aussi YI" w = 20- ~ .  Yl. 

Alors pour  que u = / x o . w  (2) appa r t i enne  h GO + (K, f), il f au t  e t  il suffi t  que, si 
o-1 2 = ~ - 1  A = de t  w, on air  A =/~o ~o ~ (n ~ 29); ces relat ions m o n t r e n t  d ' abo rd  q u e  

l 'on doi t  avoi r  /~  = / ~ ,  donc /~o e Ko = K (~o co'), ce qui  est  compat ib le  avec  les rela- 

t ions A A ~ =  A A" = 204, qui donnen t  d e Ko. Comme dans  Ko les au tomorph i smes  a 

e t  v coincident,  on d~terminera  fl0 e K o tel  que A = Ro-1 ~ e t  alors on a /~0 = ~ rio, t~O "'0' 

oll ~ es t  a rb i t ra i re  dans K*. F ina lement ,  on voi t  que GO + (K, 1) est isomor~he au 

quotient du sous-arouye F de K~ • G Us (L, ~) /ormd des couples (~uo, w) tds que 

p~)-i = ~(w),  ~ar le sous-groupe des couples (~ ,  y-~), oi~ ~ parcourt K*. 

32. Lorsque  n = 6 e t ~  = 0, on peu t  supposer  la forme / rappor t~e  h une base 

telle que / (x, x) = a~ ~ + s s _ a~ ~ aa a~ aa ~ - - a z  ~s + ~a 2 -t- ~ .  D~signons pa r  r r co a 

des racines des po lyn6mes  a~ X ~ + aa, a~ X ~ + a~, aa X ~ + a~ ; le co rps /{1  = K (cox, o~., ~o3) 

pen t  8tre une extension de K de degr~ 2, 4 ou 8. Dans  le p remie r  cas, on peu t  supposer  

que to~ = o~---cos,  e t  lo d i scr iminant  d de ] e s t  p rodui t  de --eo~ et  d ' un  carrfi 

dans  K ;  donc - -  d n'est pas un carrd dans  K,  on a K1 = K (V ~ d), e t  l ' indice de la 

forme ] 6tendue h K~ est  3. Lorsque  K~ est  de degrfi 4 sur  K,  les t rois  corps 

K (~o~), K (~o,) e t  K (r p e u v e n t  ~tre dis t incts  ou non ;  s'ils sont  distincts,  ce sont  

les trois  seuls sous-corps quadra t iques  du corps K~, donc toa a p p a r t i e n t  n6cessaire- 

m e n t  ~ K (o~ ~o2), e t  c o m m e  son carr6 est  dans  K ,  il es t  de la forme c w~ to,, avee  

c ~ K;  ~ d est alors un carrd dans K.  Si au  contraire ,  deux  des trois  corps K (m~), 

K (~o,) et  K (to3) sont  confondus,  on peu t  supposer  pa r  exemple  que to~ = m,, co a 

n ' a p p a r t e n a n t  pas  ~ K(~o~); alors d es t  p rodu i t  de --r e t  d ' un  carr6 dans  K ,  

donc - - d  n'est pas un carrd dans  K.  Mais comme  - - d  est  un  carr6 dans  K ( V ~ ) ,  

1 On notera d'ailleurs que L n'est autre que le corps obtenu en 4~endant ~ Ko le centre K 
du corps de quaternions g~n6ralis~s sur K, relatif au couple (-a~/al, a~az). 
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il r~sulte d u n  ~ 29 que sur ce corps, la forme / a un indice 6gal s l o u s  Nous 

aUons voir que si l'indice de / sur K {g~---d) est 3, on p e r t  par un changement de 

base se ramener au premier cas; cela va r6sulter du lemme 614mentaire suivant:  

L e m m e .  - -  Soit / une /orme bilin~aire symdtrique sur un est~we vectoriel E par 

rapport d u n  corps commutati] K. Soit o~ un dl~nent non carrd dans K, et soit F," 

l'espace vectorieI obtenu par extension du corps des scalaires de F, d K" = K (V~), et /" 

la ]orme bilindaire / dtendue d g ' .  S' i l  existe un vecteur z ~ 0 clans R" tel que /" (z, z) = 0, 

il existe deux vecteurs x, y de g non tous deux nuls et tel~ que / (x ,  x) =- -o~ / (y ,  y) et 

t (x, ~) = o. 

I1 suffit en effet de remarquer qu'on peut  ~crire z = x + y V~, et clue f (z, z) = 

= 1 (~, ~) + ~ / (u, u) + 2 V~ 1 (~, ~). 
Revenons alors ~ notre probl~me, et  supposons que / ait  un indite 3 sur 

K( ] /~dd)  (ce qui peut  fort  bien se produire, comme le montre l 'exemple de la forme 

~ + 2 ~ + 3 ~ + 6 ~ + ~ + 3 ~ sur le corps des rationnels). Alors, dans l'espace E '  

(obtenu par extension de K h K (V-~-d) h partir  de E), un sous-espace isotrope de 

dimension 3 rencontre le sous-espace ~a ~- $6 = 0, donc sur (K ~ d) la forme 

al ~2 + a4 ~ - - a s  ~ - - a a  ~ a un indice au moins 6gal ~ 1. Le lemme prouve alors 

qu'on peut trouver une nouvelle base dans le sous-espace Sa = ~6 = 0 de E, de sorte 

que la restriction de ] s ce sous-espaee s'4erive bl ~/~ + b4 ~ -  b9 ( ~  + g ~ ) ;  comme 

en outre le discriminant al as a4a~ de cette restriction dolt fitre un carr6, on peut  

supposer que ba = bx d, et on se trouve bien alors ramen6 au premier cas. Le seul 

nouveau cas est donc celui oh l'indice de / sur K ( I / - -  d) est 6gal h 1; alors l'indice 

de a~ ~a ~ + aa ~ -  as ~ - - a ~  ~ sur ce corps est n6cessairement 6gal ~ 0, et le discri- 

minant de cette forme est un cart6 clans K(I/~--d).  

Rcste enfin h examiner le cas oil /{1 = K (o~, eo~, eoa) est de degr~ 8 sur K ;  

alors aucun des eoi n 'appart ient  au corps engendr6 par les deux autres;  - - d  est le 

produit de (eo~ co S eoa) ~ par un cart6 dans K, donc, comme co 1 a~ a) a ne peut  appartenir  

h K, - - d  n'est 7aas un carrd dans K. II 

le corps K (V~dd) est n6cessairement 0, 

stir K (V~-d) (ce qui peut  fort bien se 

r~sulte alors d u n  ~ 29 que l'indice d e / s u r  

1 ou 3. Mais si l'indice de / est 6gal ~ 3 

produire, comme le montre l 'exemple ~ + 

+ ~ ~ + 2 r + lo  r + ~ r + 6 ~ su~ le corps des rationne2s), o~ voit comme ci- 

dessus que par un changement de base dans g on peut  se ramener au premier cas 

examin6 dans ce n ~ . D'autre  part, si l'indice de / sur K ( V - - d )  est 6gal ~ 1, le 

~mme montre qu 'un changement de base permet de se ramener au cas oli e o ~ - - -  d, 

et comme alors (o~ ms) a est un carr6 dana K, les corps K (col)et K (cos)sont identi- 
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ques, e t  on est  ramenfi  Su trois igme des cas envisagfis dans  c e n  ~ Le  seul cas nou- 

veau  est  donc celui oh l ' indice de t sur K ( V - - d )  est  ~gal ~ 0. 

On voi t  ainsi que t o u s l e s  cas qui p e u v e n t  se pr6senter  lorsque v = 0 sont  

caract~ris~s in t r insgquement  pa r  les proprifit~s du  d iscr iminant  d, ou pa r  la va leur  

de l ' indice de ] pa r  r a p p o r t  {~ K ( V - - d )  lorsque ~ d n ' e s t  pas  un carrfi dans K .  

33. Cas H I  e: n = 6, v = 0, - - d  n'est ~as un carrd dans K et l'indice d e / p a r  

rapport d K (llOyd) est dgal d 3. On peu t  supposer  que eo~ = tos = eoa = V~dd,  que 

nous no te rons  s implemen t  to, a d6signant  l 'un ique  au tomorph i sme  de K (~o)= K~ sur 

K dis t inct  de l ' ident i t4 .  Soit  E1 l 'espace ob tenu  en 4 t endan t  K ~ K1, /x la f o r m e f  

prolong6e ~ E l ;  on fair  ici le changemen t  de var iables  

~I  = a l  (~kl Jr- (,o ~4), /]s = as  (~s + r s~5), ~/a = aa ($a + to ~6) 

et  les t r ans fo rmat ions  de GO + (K, t) sont  les res t r ic t ions  ~ E des t r ans fo rmat ions  de 

GO + (K1, ix) qui p e r m u t e n t  avec  

a a - 1  a (~1, ~2, ~}3, ~4, ~5, ~6)  "-> (al  ~]~, as ~/5, aa fi~, a~ 1 ~/~, a21 ~s' a3 ~3)" 

E n  ra i sonnan t  comme  au  n ~ 29, on voi t  que les t r ans fo rma t ions  a y a n t  ce t te  

proprifitfi sont  de la forme Ft. v (s), oil v fi G L 4 (K1) doi t  p e r m u t e r  p ro jec t ivemen t  avec  

la corre la t ion involu t ive  ~ telle que 

I p t 

~)(el) = el, ~(eg.) = - - a  set ae2, ~)(e3) = a l a  ae;,  v 2(e4) = - - a l a  se4. 

Si on pose g (x, y ) =  (v 2 (x), y>, g es t  une forme hermi t ienne  sur  F1 = K~, e t  v doi t  

appa r t en i r  ~ G U t  (K1, g) ; on en d~duit  e o m m e  a u n  ~ 29 que G 0 + (K, ]) est isomorphe 

au quotient du sous-groupe F de K[ • G U l (K1, g) tormd des couples (#, v) tels quo 

p ~ - i  = g (v), par le sous-groupe des couples (~2, ~-1),  o/t 7 parcourt K*. On a d 'a i l leurs  

g (z, z) = ~1 ~1 - -  a~ aa ~s ~s + a l a a  ~a ~a - -  a l a a  ~l ~l (en 6cr ivant  ~ au  lieu de ~~ ; mon-  

t rons  que ce t te  fo rme  est  d'indice O. E n  effet,  si on ava i t  g (z, z) = 0 pour  un  vec t~ur  

z ~ 0 de F1, on pour ra i t  ficrire, pour  ce vec teu r  

(59) ~1 ~1 "-}- a l  a31 (as ~3) (a~ ~s) = az a s (~2 ~ + a l  a~ -1 ~l ~4). 

Mais dans  K1, on a l ' identi t~ (pour  c e K)  
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e t  il r~sul terai t  donc de (59) qu ' i l  exis tera i t  dans  K1 trois ~16ments non tolls nuls 

~, ~, ~ tels que 

a ~ a - - a 2 ~ p  + a z ? y  = 0. 

E n  ficrivant chacun des 61~ments ~, fl, ~ sous la forme ~ + 0)~/, on en d~duirai t  

i m m ~ d i a t e m e n t  clue / a un i n d i c e >  0, con t r a i r emen t  ~ l 'hypoth~se.  

34. Cas I I I  /: n = 6 ,  v ~ O ,  - - d  est un carrd dans K.  On note ra  que ce cas 

ne peu t  se produi re  lorsque K est  le corps des nombres  rat ionnels ,  car  s i v  = 0, on 

peu t  supposer ,  en ve r tu  du th. de Meyer,  que tous les ak sont  de mgme signe, done 

- - d  ne pet i t  ~tre un earr6. P a r  contre,  ce cas se pr6sente dans  l ' exemple  su ivan t :  

si $1 d~signe le corps des s~ries formelles  en tl ~ coefficients r~els, K le corps des 

stifles formelles  en t2 ~ coefficients dans  $1, la forme ~ + tl ~ + ~ + t2 ~25 + ~ - -  

- - t l  t2 ~ a un d iscr iminant  figal ~ - - ( t l  t2) 2, e t  il est  facile de voir  que ce t te  forme 

est  d ' indice  0 (cf. [8], p. 35). 

La  discussion d u n  ~ 32 mon t r e  qne sur  K1 = K {0)1, 0)9.), la forme ] s '~cri t  

] ( x , x ) = a l ( ~ - -  ~ 2 _ a 2 ( ~ _  ~ ) +  fO1 ~4) (.02 d~ 3 (~2 __ 0) 12 0)22 ~6 )2 

et  la m~thode  habi tuel le  m o n t r e  que les t r ans fo rmat ions  de GO + (K, ]) sont  de la 

forme /~. v (2), off v E G L  a (K1) dolt  pe rmu te r  p ro j ec t ivemen t  aux  deux  col]in~ations 

01, 02, d~finies pa r  

01 (el) = ca, 01 (e2) = aa ea, 01 (ca) = - -  a l  aa el, 01 (e4) = - -  a l  e2 

02 ( e l )  = e2, 02 ( e2 )  = a2 aa el, 08 ( c a )  = - -  a 3 e4 ,  02  ( e 4 )  = - -  a 2  e3 

et  re la t ives  r e spec t ivemen t  aux  au tomorph i smes  al,  a2 qui. laissent  invar ian t s  0)~ e t  

0)1 respec t ivement .  On a 02 (x) = - -  a l  aa x, 0~ (x) = ag. a a x e t  01" 02 = - -  02" 01. Appli-  

quan t  ]a m~thode  g~ndrale (voir n ~ 20, note  1), mon t rons  d ' abo rd  que - - a l a 3  n 'es t  

pas  de la forme 22~ avee  2 e K 1 .  On peu t  en effe t  ~crire 2 = a + o 2 f l ,  oh ~ et  fl 

a p p a r t i e n n e n t  s K (0)~). L a  re la t ion  ~2~ = -  a l  aa donne alors 

e t  

De  la seconde relat ion,  on d~duit,  si a ~ 0 (le cas ~ = 0 se t r a i t e ra i t  de m~me) 

que ~ -  ce qui imp hque  fl 0)1 ~, oh ~ ~ K.  I I  v ient  alors, en r e m a r q u a n t  

que a 1 a ,  a~ -- - - a 3  a~ a5 pa r  hypoth~se,  e t  en posan t  1 = ~, + 0)1 ~",  oh ~'  e t  ~"  sont  

dans  K 
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ax (as + as ~ )  + al  a~a (al ~'3 + a4 ~"3) = 0 

ce qui est contraire ~ l 'hypoth~se v = 0. On peut  donc d4finir l 'extension quadratique 

L 1 de KI,  ayant  pour base 1 et ~I sur K1, avec ~ = - - a l a a  et ~ = ~ - I ~ Q 1  pour 

~ E K I ;  en outre (n ~ 15) l 'automorphisme a2 de K1 se prolonge s L 1 en posant  

~ = -  ~. L'espace F1 = K~ de dimension 4 sur K I  devient  un  espace F~ de dimen- 

sion 2 sur L1, ayant  pour base el et e2, et la collin4ation 03 devient une collin4ation 

de F~, relative ~ l 'automorphisme a~ de L1 (n ~ 18). Enfin, si on a 01- v = 41" (v. 01), 

on doit avoir 414~' = 1 (n ~ 19) et /x 1-~ = 4~; en d6terminant  fll eK1 par  la condition 

fl~-~ = 41, Wl = fll v devient  une application lin~aire de F~ sur lui-m~me et ;u = /x l  ~ ,  

avec #1 e K (o)~), d 'oh u =/Xl- w~ 2~. 

I1 faut  en second lieu exprimer que Wl permute  project ivement  avec la colhn~a- 

tion 0~ de F~. Montrons cette lois que a~aa n 'es t  pas de la forme 44 ~ oil 4 E Li. 

Si on pose 4 = ~ + ~1 fl, oil ~ et fl appart iennent  ~ Ki,  la relation 4 4 ~ = a~ as donne 

~ ~ + al aa fl~'~ ~ ~ = az as 

~ or - or ~ ' ,  = O. 

Posons f l =  ~ " ~  (en supposant  ~ 0 ) ;  on a donc ~ " ,  = ~..~olo,, et  ]a premiere des 

dquations pr4c6dentes devient 

~". (1 + a~ as ~ ~"~) = a~ as. 

Or ~ ~"~ appar t ient  ~ K (o~) et a ~ ,  h K (o~1); l '6quation pr~c~dente n 'es t  donc pos- 

sible que si ~ et ~ ~", appar t iennent  tous deux h K.  Mais alors le raisonnement 

du d~but de c e n  ~ prouve qu'i! existe des ~14ments ~1 E K(~Ul), ~ E K(co~), ~ E K  et 

~' E K tels que ~ = ~ (1 - -  ~ r o~.) -~ et  ~ = ~ 1  (1 + ~' r o~) ; la relation ~ ~ ,  = 

= ~" a"~"~ donne slots ~ = ~', et en posant  ~s = 1 -  ~ tol to3, on a donc 

C~ C? I C~ C~' 
CC ~', = et - -  

On devrai t  alors avoir 

al as ~l ~ - -  a3 a, a r ~ * + ~a ~ ~ = 0 

ce qui est encore contraire s l 'hypoth~se v = 0. 

On peut  slots former l 'extension quadratique L de L 1, ayant  pour base 1 et ~3 

sur L1, avec ~22 = a~ as et ~1 = ~ 1  ~ 2  pour  ~ E L1; l 'espace F~ s'identifie avec le 

corps L, en identifiant el avec l'unit~. Si 03"wl = it3 (wl" 0~) avee 43 e K1, on dolt 

avoir 4~ 4~ = 1 et ;u~ . . . .  422; on d~termine encore f13 e g l  de sorte que fl~-~ = 49.; 
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alors f12 wl devient une homothdtie h gauche z-~ t z du corps L, et si w d~signe cette 

homoth~tie, on a /xl = ?fl~ avec 7 e K et  u = 7 "  w(2). On volt donc que GO + (K , / )  

est isomorphe au quotient du groupe K * x  L* par le sous-groupe des couples (~2, 7-1), 

o~ ~ parcourt K*. On notera que les ~l~ments 1, Q1, Q2 et ~ : ~  forment une base 

de L sur K1, telle que el 2 = - a l a 3 ,  ~ = a s a 3  et ~2Q1=--~1~2;  le sous-corps L '  

de L ayant  pour base 1, ~ ,  ~2 et ~1~2 sur K est donc un corps de quaternions 

g4n~ralis~s sur K, correspondant au couple ( - - a  1 a a, a2aa); si on cherche le sous- 

corps commutant  L "  de L'  dans L, on trouve que L "  a pour base 1, ~ co2, ~2 o~1 

et  ~1 co2 ~2 col sur K ;  comme on a (~1 0)2) 3 ~ - -  a3  aa, (~2 e~ 2 = aa a5 et (~I  0)3) (~2 0J1) = 

~-~ ~ (~2 O31)(~10J~.) ,  on voit que L "  est un corps de quaternions g6n6ralis~s sur K, 

correspondant au couple ( - - aa  aa, aaaa); comme K est l ' intersection de L '  et L" ,  

on volt que L e s t  le produit tensoriel L ' |  L "  de deux corps de quaternions g$n$ralis$s 

sur g .  1 

35. Cas I I I  g: n = 6, v = O, - - d  n'est pas un carrd dans K et l'indice de ] ~ar 

rapport d K ( ] / ~ d )  est dgal d 1. Ce cas ne peut se produ'ire lorsque K est le corps 

des nombres rfiels; il peut par contre ~tre rfialisd lorsque K est le corps des nombres 

rationnels. En effet, consid~rons par exemple la forme ~ + ~ + $~ + ~ + ~g + 7 ~ 

sur le corps des rationnels; on a d = 7; si la forme avait  un indice ~gal h 3 sur 

le corps K ( ] / ~  7), il existerait dans le sous-espace Sa = $~ = 0 une base par rappor t  

h laquelle la ~orme ~ + ~2 + ~a + ~ s'~crirait al 07~ 2 + 7 ~2) + as (~7~ + 7 ~2) (cf. n ~ 32). 

I1 r~sulte alors d u n  ~ 25 que, dans le corps des quaternions ordinaires sur K (c'est- 

h-dire relatifs au couple ( - - 1 , -  1)) il existerait deux quaternions q~, q2 te]s que 

l 'on ait identiquement q~U z q~2 = _  7 z  pour tout  quaternion z ;  on en conclut im- 

m~diatement qu'on devrait  avoir q~ = - - 7 q ~  -~, et que q~ devrait  appartenir  h K ;  

mais on peut  aisfiment v4rifier que 

corps des quaternions ordinaires sur 

la somme de trois carr4s rationnels. 

D'aprgs l'fitude faite au n ~ 32, 

ceSte condition ne peut  ~tre r~aIisde dans le 

le corps des rationnels, parce que 7 n 'est  pas 

on peut  supposer la forme / rapport~e h une 

b a s e  rel ic  que ,  sur le corps  K1 = K (to, to'), off t o  2 = - -  a 4 / t h  = - -  as]a9 e t  co '~ = - - a J a  8 ,  

o n  a i t  

on a d'aiUeu s K = K d) et la  orme + -- est d'i-dice 

0 ~ur K o = K (V~dd). On volt comme dans les autres c a s q u e  les transformations 

I A. Alber t  a d(Imontr~ [1] que si K est  un  corps de nombres  alg~briques, le p rodui t  tensoriel 

de deux corps de quaternions  g~n6ralis~s sur  K n 'es t  j amais  u n  corps; ]e cas ( I I I / )  no se pr~sente 
donc pas  dans  ces circonstances.  
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de GO + (K, ]) sont de la forme # . v  (2), oh v EGL4 (K1) dolt permuter  projectivement 

la coUin6ation 0 telle que 

0(el)=ea, 0(e~)=a~ea, 0(ea)=ale2, 0(e4)=ala~el 

relative h l 'automorphisme a de K1 qui laisse invariant co', et h la corrdlation 

telle que 
p t t r (el)--e4, ~(ez)=--aaea, ~(es)=a3e2, ~(e4)=--el, 

relative s l 'automorphisme v de K1 qui laisse invariant co. On a 0 ~ (x)= ala~ x, et 

l 'hypoth~se implique que al a2 n'est pas de la forme ~t~t ~, oh 2 e K1 (voir le rai- 

sonnement d u n  ~ 31). On a d 'autre  part  V-0 = - - a l a 2 0 " V ;  app]iquant la m~thode 

d u n  ~ 19, on consid~re l 'extension quadratique L de K1, ayant  pour base 1 et ~, 

avec ~ =  ala~, ~ =  ~ - 1 ~  pour ~eK1, et on prolonge ~ en un antiautomorphisme 

~ ~ de L en posant # = -  ~. L est un corps de quaternions g~n~ralis~s sur Ko, 

correspondant au couple (--a4/al ,  ala2). Soit F1 = K~, et soit F l'espace F1 con- 

sid~r~ comme espace vectoriel ~ droite de dimension 2 sur L;  la forme gl (x, Y)= 

= (V(x) ,y )  sur F1 correspond sur l 'espace F s la forme g(x, y ) =  ~ l ( x , y ) - -  

--(ala2)-lO f l  (0 (x), y); par rapport  s la base (et, e2) de F,  on a 

g (x, y) = (al a~) -1 (~1 e ~/1 - -  a~ aa ~ e ~/~) ; 

on a g (y, x ) = - - g  (x, y) (on obtiendrait  une forme hermitienne en multipliant g 

par r On termine alors le raisonnement exactement comme dans le n ~ 31, ce qui 

prouve que G 0 + (K, ]) est isomorphe au quotient du sous-groupe 1" de K~ • G U~ (L, g) 

/orm~ des couples (/z o, w) tels que /~-1 = )~(w), par le sous-aroupe des couples (?~, ?-1), 

o t t ?  parcourt K*. On notera qu'ici la forme g est d'indice 0; en effet;  dans le cas 

contraire, il existerait x e F~ tel que g~(0 (x), x ) =  0, ee qui donne 

et on montre comme au n ~ 33 que cela est contraire ~ l 'hypoth~se v = 0. 

36. Cas I I I  h: n = 6, v = O, - - d  n'est pas un carr~ dans K et l'indice de ] par 

rapport d K ( V ~ d )  est d9al d O. En vertu du th. de Meyer, ce cas ne peut  se 

pr6senter si K est le corps des nombres rationnels, car si x est un vecteur quel- 

conque ~ 0 dans E, le sous-espace orthogonal ~ x est de dimension 5, et par suite 

il existe y orthogonal h x et tel que / (y, y) = d f (x, x), puisque d > 0. On a un 

exemple du cas I I I  h e n  considgrant le corps Sx des sfiries formelles en tx s coeffi- 

cients r6els, le corps S~ des s6ries formelles en t~ ~ coefficients dans S1, et le corps 

K des sgries formelles en ta h coefficients dans S~; il est facile de voir que la 
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forme ~ + tl ~ + ~ + t~. ~ + ~ + ta ~ sur K est  d'indice 0 sur K (V=  t~ ts t~) (cf. [8], 

p. 35). 

Avec les no ta t ions  d u n  ~ 32, la forme / s '~cri t  sur le corps K1 = K (o~ l, eo~, con) 

Nous d~signerons pa r  ae l ' au tomorph i sme  de K1 qui laisse inva r i an t  les deux  o9~ 

d ' indices ~ k e t  t r ans forme eok en ~ ~oe (k = 1, 2, 3). Les t r ans fo rmat ions  de G 0 + ( K , / )  

sont  les t r ans fo rma t ions  u = # . v  (~), oix t z e K ~ ,  v e G L a ( K 1 ) ,  et  oh v doi t  p e r m u t e r  

p ro jec t ivement  aux  trois  correlat ions involut ives  ?Pl, Y)z, Y)a d4finies r e spec t i vemen t  

~P~ (el) = ee, Y)l (e~.) = - -  e~, ~i  (ea) = - -  a l  e4, v, pl (e~) = a l  e3 

y~  (el)  = e'~, ~,. (e~) = - -  as  e4, v o~ (ea) = - -  el ,  y)~ (e l )  = as  e2 

t v P t 

~Oa (el) = e4, v,) a (e~) = - -  aa e3, Y)a (e3) = aa e2, v, oa (e~) = - -  e~ 

par  

la corr61ation v2k 6rant  re la t ive  h l ' au tomdrph i sme  ak de K1. II rev ien t  au  m~me 

de dire que v dol t  p e r m u t e r  p ro j ec t ivemen t  h Y~s e t  aux  deux  collin6ations involu t ives  

01 = - -  a3 y a  1. ~2 e t  0a = a l  y i  -1" ~2 ; ces eollinfiations sont  re la t ives  r e spec t ivemen t  

a u x  au tomorph i smes  vl = as aa e t  vs = al  as de K 1, e t  on a 

01 ( e l )  = es, 01 (e2) = a~ a3 el, 01 (ea) = - -  aa e4, 01 ( e 4 )  = - -  as  e3 

0s (el) = e4, 0a (e~) = a~ es, 0a (ea) = a t  e~, 03 (ea) = a l  as el. 

On a 0 ~ ( x ) = a  s a  ax,  0a ~(x) = a l a s x ,  01-03 = - - 0 z . 0 1 ;  en outre ,  t t p 2 = - - y ) 2 , ~ s - 0 1  = 

= a 2 a a  01"~o~, ~s" 0a = a l a s  0a'v2~. Nous allons app l iquer  la m~thode  de n ~ 19. 

Montrons  en p remier  l ieu que a ~ a a  n 'es t  pas  de la forme 2 2~1, off 2 E K1. Si 

K o  = K ( V Z d )  = K (col eo~ wa), il suffi t  de r e m a r q u e r  que T1 laisse invar ian t s  les 

4l~ments de Ko, e t  que l 'on peu t  ~crire K1 = K0 (co2, w3); on ra isonne alors c o m m e  

au  d4but  d u n  ~ 34, en ut i l i sant  l 'hypoth~se  que l ' indice de / sur  K o  est  ~gal ~ 0. 

On consid~re alors l ' ex tens ion  quad ra t i que  L1 de K1, a y a n t  pour  base  1 e t  ~l, avee  

~ = a ~ a 3  et  ~ ,  = Q1- )~x  pour  ~ E K 1 ;  on prolonge as en un an t i au tomorph i sme  

-~ ~ de L1 en posan t  ql = Q1, e t  va en un a u t o m o r p h i s m e  de L1 en posan t  ~ ,  = - -  ~1. 

L ' e space  F1 = K~ devien t  un  espace F~ de d imension  2 sur  L1, a y a n t  pour  base  el 

e t  ea; la correlat ion ~ correspond h la correlat ion Y)o de F~, re la t ive  ~ l ' an t i au to -  

morph i sme  ~-> ~, e t  telle que 

La  collin~ation 0~ dev ien t  une collin~ation de F~ re la t ive  ~ vs, telle que V2o. 0s = 

= a l  a~ 0a" Y)o. Enfin,  si 01" v = 2~ (v. 01), avec  2~ e Kx on doit  avoi r  21 2~1 = 1 ; en 
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ddterminant fll e K1 par  la condition fi~-', = 41, f l lv devient une application lindaire 

wl de F~ sur lui-m~me, qui doit permuter  project ivement  avec ~o o et 03. 

On montre  ensuite que a l az  n 'est  pas de la forme 4 4 TM, avec 4 q L 1, en utilisant 

le fair que / est d'indice 0 sur K0, et en raisonnant comme au n ~ 34 (K o jouant  

ici le rble tenu par K dans le n ~ 34). On peut  alors former l 'extension quadratique 

L de L~, ayant  pour base 1 et ~3 sur L1, avec ~ == ala2, U s = ~ l ~ a  pour ~qL1;  

l 'espace F~ s'identifie avec le corps L en ident~fiant el avec l'unitd. On prolonge 

l 'ant iautomorphisme ~-~  ~ s L en posant  q3 = Qa; la corrdlation correspond alors 

la forme bilin6aire sur L 

g (X, y) = (a I az aa) -x  ~ Q3 ~1 Y 

teUe que g (y, x) = - -  g (x, y). Si 0 3 " w l = 4 a ( w l " 0 a )  avec 4aEK1, on dolt avoir 

4~4~'= I.  On d6termine encore f lzeK1 de sorte que f l ~ - " =  4a; alors w = flzw~ 

devient une homothdtie s gauche du corps L, qui dolt permuter  project ivement  avec 

la corr61ation involutive correspondant s la forme g; si u, ( z ) =  t z, on constate ais6- 

ment  que cela signifie que l 'on a [~301 t = 4 o (t)os ~1, oh Z o (t) est un 616ment de K.  

Par  hypoth~se, on a u = #0" w<2), oh #o e K1. Inversement ,  si w appar t ient  s G U1 (L, g), 

on a ~ . w  = 40"w'v2o avec 40EK, et comme w permute  avec 01 et 0a, on a aussi 

~x" w = ~o" w" v21 et ~oa. w = ~o" 'w" YJ3. Pour que u == Po'  w(2) appart ienne h G 0 + (K, ]), 

il faut  et il suffit que, si A = det w (off w e s t  consid6r6 comme t ransformat ion de 

F1), on ait  A = ~'o"'~-1 4o 2 = ~o"~'-1 -o~e = ,,~-1 ~2 (n ~ 29)', on en tire d 'abord  q u e / t  o e Ko, r 0  --0 

puisque # ~ =  ~, . . . .  #o - / t o ,  d'ailleurs on a aussi A e K 0, puisque A A ~ = A A " = A A", = 4~. 

On d4terminera alors f loeKo tel  que fig~-14~= A, et on aura alors #o = 7flo, oh ? est 

arbitraire dans K*. On voit  donc que GO + (K, / )  est isomorphe au quotient du sous- 

groupe F de K~ • G Ux(L, g) /ormd des couples (#o,W) tels que #~{-1= Z(w) ' par le 

sous-groupe des couples (?~, 7-~), oit ? parcourt K*. 

On notera que les 414ments 1, ~ ,  Oae t  ~1 Oa forment  une base de L sur K~, 

telle que 0~ = a~ aa, ~ = a~ a~ et Oa ~ = --Ox 0a; le sous-corps L '  ayan t  pour base 1, 

~1, Oa et 0xOa sur Ko = K ( V ~ d )  est un corps de quaternions g~n4ralis4s sur Ko, 

correspondant  au couple (a~aa, a~ a~); le sous-corps commutan t  L "  de L '  dans L a 

pour base 1, 01o~1, 0a(oa et  OleOlqao~ a sur Ko; c 'est  un corps de quaternions g~n~- 

ralis4s sur Ko, correspondant au couple ( - -  al a~ aa aa, - -  a~ a~ aa a~) ; L e s t  le produit 

tensoriel L' | L'" de deux corps de quaternions gdndralisds sur Ko = K (V~dd). 

37. Cas I V  a: n = 5, u = 2. On peut  ici supposer la forme / rapport~e k une 

base de E teUe que / (x, x) = ~ ~a - -  ~ ~a + ~ ;  on consid~re E comme le sous-espace 

~ = 0 d 'un espace E '  de dimension 6 sur K, ] ~tant la restriction ~ E de la forme 
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/ '  telle que /" (x, x) -- ~ ~ --  ~ ~a + ~a - -  ~ ,  et le groupe 0 + (K, / )  est le sous-groupe 

de GO + (K, [') form6 des transformations qui laissent invariant ~a. On ram~ne la 

forme / '  h l'~eriture du cas I I I  a, par le changement de variables 

~ / ~ = ~  pour k = 1 , 2 , 4 , 5 ,  ~ / s = ~ s + ~ ,  z / ~ = ~ s - - ~ .  

Or, dire que u = # - v  (~) laisse invariant  ~ s -  ~1~ signifie encore que # .  %(2) laisse in- 

variante la forme altern6e e~ A e~ --e~ A e~ sur F = K a. En d'autres termes, si on pose 

on doit avoir g (v (x), 

des transformations 

multiplicateur de v, 

d4terminfe et  4gale 

v(y))  = Ix -~ g(x ,  y); done v doit appartenir  au groupe G S ~ a  (K)  

de F laissant invariante ~ h u n  facteur pros, et si 2 est le 

la transformation u ~ G O  + ( K , / ' )  correspondant h v e s t  bien 

2-l.v(2). Comme lorsqu'on remplace v par ~,v (avec ~ ~K*), 

2 est multiph6 par ?~, on voit que 0 + (K, / )  est isomorphe au quotient par JK* du 

groupe G S P4 (K,  ]) 1 [14, p. 27]. 

38. Cas I V  b: n = 5, v = 1. On peut  supposer la forme / rapportfie h une base 

de E telle que ] (x, x) = al ~ + a4 ~ - -  ~ ~6 + ~ ,  - -  aa]aa n'gtant  pas un cart4 dans K. 

Soit K1 le corps obtenu par adjonction s K d'une racine eo de al X Z+  a4; on con- 

sid~re l'espaee Ex sur K1, obtenu s part ir  de E par extension ~ K1 du corps des 

sealaires, comme le sous-espaee ~6 = 0 d 'un espace E~ de dimension 6 sur Kx, et  la 

forme / comme la restriction ~ E de la forme / '  (sur E~) telle que ] ' ( x , x ) =  

= a l ( ~ l + e o ~ r 1 6 2  Les raisonnements des n ~ 29 et 37 

montrent  alors que 0 + (K, / )  est isomorphe au sous-groupe des transformations de 

G O  + ( K , / ' )  qui laissent invariant ~ s -  ~6 et permutent  ~ la transformation involu- 

tive (53); et route transformation de ee sous-groupe est de la forme u = / z - v  (2), off 

v eGL4(IQ) est assujettie aux conditions suivantes. Si on eonsid~re la corr6lation 

involUtive Y)l, relative ~ l 'automorphisme a de K1, telle que 

v v P v 

v21 (el) = e~, v21 (ez) = - -  e~, Y~x (es) = - -  a~ e4, V,)l (e4) = a l  e3 

et la corr61ation involutive (relative h l 'automorphisme identique) y~ telle que 

1 II es t  faerie do voir  que  s i v  es t  u n  616rnent du  g roupe  GSp2m(K), le d 6 t e r m i n a n t  de  v e s t  
_ m. iv(2 ) ~v u n e  li6 h son  mu l t i p l i e a t eu r  2v p a r  la  re la t ion  de t  v --  2 v , en  effet ,  mul t ip l i e  pa r  b i fo rme g 

su r  l ' e space  K2ra; la  pu i s sance  ex t6r ieure  m.6nae de g t rarmform6o p a r  la  pu i s s ance  ex t6r ieure  
m-~me de tv(2) (6gale k l a  pu i s sance  ext6r ieure  2 m-One  de  tv) es t  done  mul t ip l i ae  pa r  2~  ; m a i s  la  

pu i s sance  ex tdr ieure  2 m-6me  de tv es t  l ' homoth6 t i e  de r a p p o r t  do t  v, d 'ofi  la  p ropos i t ion .  
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v dolt permuter  pro~ectivement avec Y1 et ~ ;  de fagon precise, on dolt avoir 

~s" v = # -1 .  ~. v/s, et si v/1. v = ~t. ~. ~x (avec ~t = ~t a E K), il faut que A = p#-1 ~ts, 

oh A = de tv .  Soit 0 la collindation involutive de F1 = K~ teUe que 0 -- ~ 1 . ~ ,  

relative s l 'automorphisme ~, et  ddfinie par 

0(el) :=ea,  0 (e~)=ea ,  0 ( e a ) = - - a l e l ,  0 ( e a ) = - - a l e 2 .  

I1 revient au m~me de dire qu'on dolt avoir ~ l -v  = 2 " V ' ~ l  et  O.v = X/~.v. 8, cette 

derni~re relation entralnant )L ~ # #~ = 1. 

Cela ~tant, on a 0 2 ( x ) - - a l z  et ~ 1 " 0 = - - a 1 0 " ~ 1 .  L'~14ment - - a l  n 'est  

pas de la forme ~ ~ ,  oh ~ e K1, car on volt aussitSt que cela entralnerait  qu~ la 

forme quadratique a l ~  + a 4 ~  + ~ aurait  un indiee > 0 sttr K, ce qui est con- 

traire s l 'hypoth~se. On peut  done former l 'extension quadratique L de K1, ayant  

pour base 1 et ~, avec ~ = - - a l  et  U = ~ - I ~  pour ~e/{1;  on v~rifie aussit6t 

que L e s t  un corps de quaternions g~n4ralis~ sur K,  relatif au couple ( - - a~ /a l ,  - - a l ) ;  

on prolonge l 'automorphisme a de K1 en un antiautomorphisme ~ - ~  de L en  

posant ~ = ~. La correlation ~1 correspond, sur l'espace F (espace F1 consid~r~ 

comme espace de dimension 2 sur L) ~ la forme 

qui, par rapport  ~ la base de F fortune de el et  e~, s'~crit g (x, y ) =  ~ 1 ~ -  ~ 1 .  

Si alors on d~termine f l~K1 tel  que f l~-"=  ~t~u, w ~ ~v est une transformation 

lin~aire de F,  telle que ~ l " w = ~ ' ~ ' v 2 x ,  avec ~ = # - l f l Z ,  et on a u = / ~ - 2 w  a ) - -  

= ~-~-w (~). On en cone|ut que 0 + (K,/)" est isomor~he au quotient par K * d u  grouse 

G U~ (L, a). 

39. Lorsque n = 5 et v = 0, on peut  supposer la forme / rapport~e h tree base 

telle que ] (x, x) = al ~ + a4 ~ - -  a~ ~ - -  a ~  § ~'3, nous distinguexons deux eas, 

suivant qu'il existe une extension quadratique de K par rapport  ~ laquelle / est 

d'indice 2, ou qu'il n'existe pas de telle extension. 

Cas I V  c: n = 5, ~, = 0, il existe une extension quadratique de K ~ar rapport d 

laquelle / est d'indice 2. En  utilisant le lemme du n ~ 32, on voit qu'on peut  alors 

supposer que aa]a~ = a~/a~, l'~14ment - - a~ /a l  n'4tant  pas un carr~ dans K. Soit K1 

le corps obtenu en adjoignant ~ K une racine m de a l X ~ +  aa; l 'espace E1 sur Ka, 

obtenu ~ part ir  de E par extension ~ K1 du corps des scalaires, est consid4r~ comme 

le sous-espace ~ = 0 d 'un espace E~ de dimension 6 sur K1, et la forme / comme 

la restriction ~ E de la f o r m e / '  (sur E~) teUe q u e / '  (x, x) = a~ ($1 + ca ~ )  (~1 - -  r ~a) - -  

- - a ~ ( ~ + e o ~ ) ( ~ - - e o ~ 5 ) + ~ - - ~ .  On vo l t  alors e o m m e  a u x  n ~ 30 et  37 que 
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automorphisme 

comme espace de 

aire sur F 

O + (K , / )  est isomorphe au sous-groupe de GO + ( K s , / ' )  qui laisse invar iant  ~ a -  ~k 

et permute h la t ransformation involutive (57); et route t ransformation de ce sous- 

groupe est de la forme u = / x . v  (~) oh v E G L 4 ( K 1 )  est assujettie aux conditions sui- 

vantes. Soit 0 la collin~ation involutive de Fs = K~ relative h l 'automorphisme a de 

K1, et d6finie par  

0 (es) := e4, 0 (e~) = a~ ea, 0 (ea) = as e~, 0 (e4) = as a~ el ; 

soit d 'autre  par t  y~ la corr61ation involutive (relative h l 'automorphisme identique) 

telle que 
�9 I t t 

(el) = e4, v,) (e2) = - -  e3, ~ (r ---- e2, ~) (e4) == - -  es. 

On doit avoir  ~ . v = # - s ~ - y  et O . v = $ . v . O ,  avec $ 9 ~ =  I .  On a O ~ ( x ) = a ~ a $ x  

e t  y ~ . O = - - a ~ a 2 0 . v  2. On voit  comme au n ~ 25 que as a,  n 'es t  pas de la forme 

~, ~ pour 2 6 K~, car cela entralnerait  que la forme as ~ + a ,  ~ - -  a2 ~ - -  aa ~ serait  

d'indice > 0 sur K, eontrairement  k rhypoth~se.  Appliquant la m6thode g6n~rale 

(cf. n ~ 22, note 1), on considSre l 'extension quadrat ique L de K~ ayan t  pour base 

1 et 5, avec 5 2 = a s a 2  et ~ " = 5 - ~ 5  pour ~EKs,  et  on prolonge a en un anti- 

~ de L en posant  # = - - 5 .  Si F est l 'espace F s = K ~  consid4r6 

dimension 2 sur L, la corr61ation ~ correspond h la forme bilin~- 

g (5, y) = <v (0 (x)), y> - 5 <v y> 

qui, par  rappor t  h la base de P fortune de es et  e~, s'~crit g (x, y) = - -  ~1 ~h + a2 ~2.~/s. 

Le corps L e s t  d'ailleurs un corps de quaternions g4n~ralis~ sur K correspondant 

au couple ( - - a 4 / a l ,  asa2), et g est une forme d'indice 0 sur F ~. en effet, dans le 

cas contraire, il existerait  ~ = a + to fl + 5 (7 + to ~) dans L (a, fl, 7, ~ dans K)  t~l 

que a~ = ~ ~; compte tenu de l 'hypoth~se a~aa = al as, cela s'~crit 

a~ + 2 2 = a 2 (ax 7 + aa  ~2) _ ag. a 2 - -  aa fla 0 

ce qui est contraire h l 'hypoth~se ~ = 0. Cela 6rant, si on dfitermine fl E K1 tel  que 

f l s - , =  ~, w = f lv  est une t ransformat ion lin4aire de F telle que ~0. w = ~-~-~p avec 

=/~-l f l~,  et  on a u = a - 1 .  w(2). On voit  donc que 0 + ( K , / )  est isomorphe au quo- 

tient par K* du groupe G Ug. (L, g). 

4 0 . . C a s  I V  d: n = 5, v = O, il n'existe pets d'extension quadratique de K par 

rapport d laquelle / soit d'indice 2. Soient to et to' des racines de a l X 2 +  a,  et  

as X ~ +  aa respectivemen$, et  soit Ks = K (to, to'); l 'espace E~ obtenu h par t i r  de E 

par  extension h K1 du corps des scalaires, est consider6 comme le sous-espaee ~6 = 0 
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d ' un  espace E~ de dimension 6 sur Kt ,  et  la forme ] comme la res t r ic t ion ~ E de 

la forme [ '  sur E~, telle que 

/ '  (X, X) = a I (~1 q" co ~ )  (~1 - -  co ~4) - -  a2 (~. + co' ~ )  (~s ~ co' ~5) + ~ - -  ~ .  

Alors O + ( K , / )  est  i somorphe au  sous-groupe de G O  + ( K , / )  qui laisse inva r i an t  

r/s--~/~ e t  pe rmu te  aux  deux  t rans format ions  semi-lin6aires (58) (n ~ 31). Toute  

t r ans fo rma t ion  de ee sous-groupe est  de Ia forme u = , u . v  (z), oh v f i G L ~ ( K t ) e s t  

assujet t ie  aux  condit ions suivantes .  Soient V, ~et, V2 les trois  corr61ations involut ives  

ddfinies pa r  

(et) = e~, 

Wt (et) = e~, 

~s  (et) = e~, 

V2 (es) = - -  e'8, y) (ea) = es, 'to (ea) = - -  e~ 

t 

~)~ (%) = - -  e'l, l# t (e~) = - -  a tea ,  !pt (e~) = a~ es 

~ (e2) = - -  as e~, ~P2 (es) = ~ el, ~ (ea) = a2 e~ 

rela t ives  r e s p e c t i v e m e n t  ~ l ' au tomorph i sme  ident ique e t  a u x  a u t o m o r p h i s m e s  a e t  v 

qui laissent r e spec t ivement  i nva r i an t  ~ '  e t  co. On doi t  alors avoi r  ~/ .v  = # - ~ .  ~ - ~ ,  

~ l " V = 2 x v ' ~ t ,  ~ s ' v = 2 s ' v ' w s ,  avec  A = / x  "-1212=/x "-~2s  s, oh A = d e t v .  Posons 

#x = ~ / - l "wt  et  02 = - -W-~ 'W2;  ee sont des collinfiations involut ives  re la t ives  ~ a e t  

r e spec t ivement  et  telles que 

0i (el) = e3, 01 (es) = e4, 

0 s ( e l ) = % ,  02 (e2) = as el, 

01 (e3) = - -  a l  el, 01 (e4) = - -  a t  e~ 

0s (es) = - -  e4, 0s (e4) = - -  a s es. 

La  t r ans fo rma t ion  lin~aire v doi t  p e r m u t e r  p ro j ec t ivemen t  avec  ~, {}1 e t  0 s. On a 

0~ (x) = - -  a l  x, 0~ (x) = as x, 01 �9 02 = - -  02 �9 01, ~)" 01 = - -  a 1 ~1 .~0 e t  ~/). 02 = a 2 02" ~/). 

E n  premier  lieu, - - a l  n ' e s t  pas  de la forme 2 2 ~, oh 2 e K1; cela r~sulte aussi tSt  

de ce que la forme quadra t ique  a t  ~ + a4 ~ + ~3 ~ est  d ' indice 0 sur  K.  On forme alors 

l ' ex tens ion  quadra t ique  L t de Kt ,  a y a n t  pour  base  1 e t  ~1, telle que ~l s = - - a l ,  

~ = Qi -1 ~ I  pour  ~ e K t ;  on prolonge a en un a n t i a u t o m o r p h i s m e  ~ - ~  $ de L 1 en 

posan t  ql = ~t, e t  T en un  au tomorph i sme  de L t e n  posan t  ~ = - - Q t .  L ' e space  

F t  = E~ devien t  un espace F~ de dimension 2 sur  Lt ,  a y a n t  pou r  base  el e t  e2; la 

corre la t ion v 2 correspond s la corr61ation v/  de F[ ,  re la t ive  s l ' an t i au tomorph i sme  

~ ~, e t  telle que 

<~' (~), y> = <~ (0t (~1), y> + ~t <~ (z), y>. 

La eollin6ation 02 dev ien t  true collin6ation de F~ relat ive s l ' au tomorph i sme  T, 

teUe que ~ ' .  0s = - -  as-  0s" ~ ' .  Si on a 01- v = 21- v- 0x avec  21 2~ = 1, on d~termine 

/~a E K1 tel  que ~ - ~  = 21 ;' alors wl = ~x v e s t  une appl ica t ion  lindaire de F [  sur lui- 
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m~me; en posant p~ -- p fli -2, on a u --- Ps" ~ )  et  ~ ' .  ws -- p~-X. ~x" ~ ' ;  en outre,  

ws dolt permuter  projectivement avec 0s. 

Montrons ensuite que as n'est  pas de la forme ~ ' ,  avec  ~ ~L~. Pour  cela, on 

raisonne comme au n ~ 34, et on voit alnsi que si as ~tait de cette forme, il existe- 

rait  des ~l~ments ~ (1 -~ k-< 6) de K non tons nuls tels que 

Comme le discrimlnant d de /" eat tel  que - - d  soit un carrY, et  que par  ailleurs 

/" n'est pas d ' in~ce 3 ou 2 (sans quoi un sons-espace tota lement  ~sotrope de dimen- 

sion 3 ou 2 eouperait l 'hyperplan ~ = 0 suivant un sous-espace non r&iuit ~ 0, 

contrairement ~ l ~ y p o t h ~ e  ~ = 0 pour /), / "  est n~cessairement d'indice 1, et  rentre 

done dana le cas I I I  c (n ~ 30). Mais alors, il existerait  une extension quadratique 

K (~f~-d) de K dans laquelle f '  serait d'indice 3, et  comme un sons-espace totale- 

ment isotrope de dimension 3 rencontre alors ~ ffi 0 suivant un sous-espace de 

dimension > 2, la forme / serait d'indice 2 sur K ()/-~-d), contrairement ~ l'hypoth~se. 

On peut  alors former l 'extension quadratique L de Ls, ayan t  pour base 1 et  ~ ,  

avec ~2--a~, et  ~ _ - ~ s ~  pour ~ L t ;  l'espace Y~ s'identifie au corps L, en 

identifiant ex k r~l~ment unit~. On prolonge l 'antiautomorphisme ~ -~ ~ ~ L en posant 

#~ = -  0~; la correlation ~' correspond alors ~ la forme bilin~aire sur L 

teUe que g (y, z) -- -- g (~, y). Si 0 s 'w~- -~2"wl"0s ,  avec ~ E K I  et ~ t ~ - - 1 ,  on 

d6termine ~2 E Kx tel que fl~-T= ~ ;  alors w - - ~ s w l  devient une ~rmoth~tie ~ gauche 

du corps L, qui dolt permuter  projeetivement a v e c l a  correlation involutive corre- 

spondant ~ g; en outre on a ~ . w  = ~ - ~ . ~ ,  avec ~ = p ~ l ~ ,  e t  u -- ~-a w(2). On voit 

donc que 0 + (K, f) eat isomorphe au quotient par K* du orou~ G Ux (L, g). 

Les 61~ments 1, ex, ~2 et  ~ ~ forment une base de L sur Kx, tel]e que ~ = ~ as, 1 

~ - - a ~  et  ~s ~s = --~a ~z; le sous-corps L '  ayan t  pour base ces ~l~ments sur E est 

done un corps de quaternions gdn~ralis~ sur K, correspondant au couple ( - - a l ,  az); 

le sous-corps commutant  L "  de L" dana L a pour base 1, ~i ~o', ~ o~ et ~l oY02 oJ 

sur K ;  c'est un corps de quaternions g~n~ralis~ correspondant au couple (alazas, 

- - a l  aza4): le corps L est donc /e /~rodu~ tensoriel L'| L" de deuz cor~s de quater- 

nions gb~,ratis& sur K3  

Voir note 1 du n~ 84. 
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Remarquons pour terminer cette pattie que la mgthode de ~descente~ que nous 

avons appliqu4e pour passer de n = 6  s n - - 5  et de n - - 4  ~ n ~ 3  pour~ait aussi 

~tre utilis~e pour passer de n - - 5  s n = 4, et redonnerait ainsi les r~sultats relatifs 

ce dernier cas (n ~ 24 ~ 26). Enfin, il n'existe aueun autre isomorphisme, valable 

pour un corps guelconque K de caract~ristique ~ 2, entre les groupes GO + (K, ]) et 

d'autres types de groupes classiques dont une suite de composition contiend~ait 

comme groupe quotient un groupe de l 'une des formes PSL,~, P S ~ ,  P~2~ (pour 

~ ~) ou P U + ; en effet, en sp~cialisant le corps K en un corps ]ini, le groupe 

simple P~2n(K,[)  serait isomorphe ~ un des groupes de l'une des formes pr4c~- 

dentes, e t  j 'ai d~montr4 ailleurs [10, p. 71-75 et 92] qu'un tel isomorphisme n'existe 

pas pour un corps fini quelconque. 

IV. Involutions de seeonde es l~ce dans les g r o u p e s  u n i t a i r e s  projeetifs. 

41. Nous allons maintenant appliquer la m~thode g~n~rale de la I I  ~ partie pour 

d~terminer les involutions de seconde esp~ce et leurs centralisateum clans les groupes 

unitaires projectifs PUn (K,/) ,  oh K est un corps infini de caract~ristique ~ 2, 

commutatif ou non, et / une forme hermitienne sur un espace vectoriel ~ droite g 

de dimension n ~ 1 sur K, relative ~ un antiautomorphisme involutif ~-~ ~ de K, 

distinct de l'identit~. Une involution de seconde e s ~  ~ dans le groupe unitaire 

projectif P U~ (K, ]) = U~ (K, / ) /Z~ (Z~ centre de Un, form~ des homoth~ties z -~ x fl, 

oh fl appartient au centre Z de K et est tel que ~ fl = t )  est l 'image d'une trans- 

formation ueU~(K,]) telle ClUe u 2 ( z ) - - ~  avec ~ e Z ,  et telle que ~ ne soit pas 

l'image d'une involution de Un (e'est-~-dire une transformation v e Un telle que 

v ~ ($)= x). Nous allous distinguer plusieurs cas. 

A) ~ = ~2, o~ ~ a~'partient au centre Z de K. Comme 77 -- 1, on a ici ( ~ ) ~  -- 1, 

et par suite ~ - - 1  ou ~ = ~ 1 .  Le cas ~ = 1  est ~ ~carter, car a l o r s v - - u ~ - I  

appartient s Un, e t e s t  une involution de Un, dont l'image canonique daus PUn  

est ~; ~ ne serait done pas de seconde esp~ce. Examinons le cas oh ~ = -  1, et 

posons v = u ~ - l ;  on a encore v ~ (x )=  x, mais cette lois v n 'appartient  plus au 

groupe U~. De fagon precise, on a ~ (v (x), v (y)) = --  ] (z, y) identiquement ; soient Y 

et W les sous-espaces suppl6mentaires de E dans lesquels on a respectivement 

v ( z ) = x  et v ( x ) = - - x ;  si x et y sont tous deux dans Y, on a n~cessairement 

(z, y ) =  0, ce qui signifie que Y e t  W sont totaIement isotrol~es. Cela n'est possible 

que s i n  = 2m est pair, et si la forme est d'indiee maximum m. Inversement, si 

V et W sont deux sous-espaees totalement isotropes suppl6mentaires dans E, v la 
1 5  - -  6 3 2 0 8 1  Acta mathematica. 8 7  
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transformation ~gale & x dans V, & - - x  dans W, et si ~ est un ~l~ment de Z tel 

que ~ = - - 1 ,  u - - - v ~  appar t ient  & Un et fi est une involution de seconde esp~ce 

dans P U s .  En outre, on peut  prendre dans V une base (e/)l~i~m et dans W une 

base (em+i)l~i~m telles que [ (ei, era+i)= 3ii; le eentralisateur de u dans Us est alors 

form~ des t ransformations dont  la matrice par  rappor t  s la base (ea)l~i~n est  de la 

forme (0A2),  ofi A est une matrice carr~e inversible arbitraire d'ordre m, h ~l~ments 

dans K, et A la contragr~diente de sa transform4e par  ~-~ ~. Le centralisateur de u 

est donc isomorphe d G L,n (K). 

B) 7 n'est pas un carrd clans K. Si V e s t  la correlation involutive de E telle 

que ] (x, y ) =  ( y  (x), y), on a alors ~ .  u = ~.y~; comme u est lindaire et  que 7 n 'es t  

pas  un carrY, on est dans les conditions d 'application de la m~thode de la I I  ~ pattie.  

On forme l 'extension quadratique L de K,  produit tensoriel (sur Z ) d e  K et de Z(~), 

oh q~ = 7 ; et on prolonge l 'ant iautomorphisme ~ ~ ~ de K e n  un ant iautomorphisme 

de L en posant  # = ~ , - 1  (n ~ 19). La dimension n de E sur K est alors n~cessaire- 

ment  un nombre pair 2 m, et E devient un espace E '  de dimension m sur L ;  la 

co~41ation ~ correspond alors s la forme hermitienne g (x, y) = (~ (x), y) + e (~2 (u (x)),y~ 

sur E ' ,  et  le centralisateur de u dans U.  n 'es t  autre que le groul~e unitaire U~ (L, g). 

C) ~, = :r o~ :r n'appartient pas au centre de K. Posons encore v ( x ) =  u (x)a -1 ;  

on a v ~ ( x ) =  x, et v est (me application semi-lin~aire de E sur lui-m~.me, relative 

l 'automorphisme ~-~ ~ = a ~ - ~  de K. Cet automorphisme est involutif;  en outre, 

on a [(v(x) ,v (y) )=h( / (x ,y ) )  ~, off h = ( ~ ) - ~ .  Comme ici 1 = 2 ~  ~, avec ~ = 1 ,  on 

est dans les conditions d 'application de la m6thode d u n  ~ 21. Soit donc M le sous- 

corps de K form6 des invariants de v; K est un espace vectoriel de dimension 2 

sur M (~ gauche et h droite), admet tan t  par  rappor t  ~ M une base form6e de 1 et 

d 'un 616ment 0 tel que 0 ~ = -  0. Soit E~ l 'espace vectoriel de dimension 2 n sur 

M, obtenu en restreignant ~ M le corps des scalaires de B;  v e s t  alors (me involu- 

tion dans GLen(M), et E~ est somme directe des deux sous-espaces V et W tels 

que v ( x ) = x  dans V e t  v ( x ) = - - x  dans W; en outre, on a W =  V0, V e s t  de 

dimension n sur M, et une base de V sur M est aussi une base de E sur K. 

Cela 6rant, supposons d 'abord  qu'il  existe r e K  tel que r = r et h - X r - - r * ;  si 

on pose ~ = r -~ ~ r ,  ~ est un ant iautomorphisme involutif de K, permutable  avec v; 

remp]a~ant ] (x, y) par  la forme g (x, y) = r - ~ ]  (x, y), on volt  que l 'on a identique- 

ment  g (v (x), v (y ) )=  (g (x, y))~; en outre, clans V, g (x, y) a ses valeurs dans le corps 

M, et on a g(y , x )=  (q(x,y)) ~. Si (me transformation lin~aire w de E permute 

avee u, elle permute  aussi avec v; comme on peut  consid4rer w comme (me trans- 
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formation lin~aire dans El,  w laisse invariants les sous-espaces ]7 e t  W, e t e s t  

enti~rement d~termin~e par sa restr ict ion & V. Si en outre w appart ient  au groupe 

U~(K, [) on a g(w(x), w ( y ) ) =  g(x,y)  quels que soient z et  y dans V et r~ciproque- 

ment. On voit donc que le centralisateur de u dans U n ( K , / ) e s t  isomorphe au 

grouse unitaire U,, (M, g). 

Supposons ensuite qu'il n'existe aucun ~l~ment r ayan t  les propri4t~s pr~c4dentes; 

on a vu au n ~ 22 que cela ne peut  se produire que si h = ~ l  et  si M est com- 

mutatif, 0 = - -  0 e t  ~ = 0 ~ O -1 pour tout  ~ e M. Si on pose alors g (x, y) = f (x, y) 0, 

on a g (v (x), v (y)) = (g (x, y))', et  dans V, g prend ses valeurs dans le corps M, et  

est telle que g(y, x ) = - - 9  (x, y), autrement  dit, est une forme alternde. On observera 

que cela n 'est  possible clue s i n  = 2 m est pair, et en outre, comme une base sym- 

plectique (pour g) de V e s t  aussi une base de E, la forme [ e s t  n6cessairement 

d'indiee (maximum) m. Le m~me raisonnement que ci-dessus montre alors que le 

centralisateur de u dans Un (K, ]) est ici isomorphe au groupe sym~lectique S p~ (M, 0). 

42. Ce qui pr6c~de dfitermine le centralisateur G dans U,~(K,/) de la trans- 

formation u. Le centralisateur dans P U~ (K, ]) de l ' involution de seconde espgce ~i 

est form~ des images des transformations w de Un(K , / )  telles que w u  = ~ u w ,  oh 

f le  Z;  mais cela entralne w u ~ = fl~ u2w, e t  comme u 2 appart ient  au centre, ~ =  1. 

Le centralisateur de ~ dans P Un est done l'image du groupe G' form6 des trans- 

formations unitaires w telles que w u := + u w; il est clair que le produit  de deux 

quelconques de ces transformations est permutable avec u;  en d'autres termes, G est 
un sous-groupe (distingu4) d'indice 2 dans G'. 

APPENDICE.  

Compl~ments et corrections b mon article aSur les syst~mes maximaux 
d'involutions conjugu~es et permutables dans les groupes projectifs~ [9]. 

43. Je me propose dans ce qui suit de revenir sur certains points de l'article 

pr~cit~, oh les d~monstrations sont insuffisantes ou contiennent des inexactitudes. 1 

Nous ~tudierons d 'abord le cas D) d u n  ~ 6 [9, p. 20-26]. Consid~rons en pre- 

mier lieu les valeurs de m distinctes de 2, 4 et 8 (cette derni~re valeur ne n~ces- 

sitant un t ra i tement  special que dans le cas D 3)). 

x Je  signale en outre dans cet article les fautes d ' impression suivantes :  page 15, ligne 19 du 
bas, ]ire w au lieu de W; m~me page, ligne 15 du bas, l/re UkU ~ -  UUk; page 18, ligne 15 du  bas, 
life B4(K~);  page 20, ligne 14 du bas, ]ire us(e~); page 28, ligne 17 du bas, fire u o ( u v )  

= -  8 ( u , ~ ) u o .  
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Dans l 'atude du eas D 2 )  [9, p. 22] pour m ~ 2  et  m ~ 4 ,  il n 'est  pas exclu 

(contrairement ~ ce qui est affirm~ ]igne 19-20 de la p. 22) que uo soit permutable 

avee tous les ~l~ments v d 'un syst~me maximal 2' de 2 r~+l 6laments, lorsque Ko 

contient un corps de quaternions. Mais on a alors b = b ' =  2 m-1 et e " =  0, done 

b + b' + e"  = 2 m, et par suite on a bien D~m (K, ~) -- 3.2 m-1 dans le cas envisag6. 

Dans l 'atude du cas D 3) pour les valeurs de m distinctes de 2, 4 et  8, il faut 

au pr~alable exelure le cas oh 2' aurait  2 m+l ~l~ments (ce qui n'est  pas fair dans 

[9], p. 23, lignes 9-10  du bas). Mais dans ce cas, on voit comme au d~but du cas 

D 2) qu'on devrait  avoir uo (e~)= e ~  pour tout  indice i. Les hypo th~es  montrent  

alors que u o est nacessairement permutable h tons les ~l~ments de T, done que 

b f b ' = 2  m-1 e t e " = O ,  d'o~ b + b ' + e " = 2  m. Le reste de la d~monstration est 

alors inchang~; on notera simplement que le fair qu'il est impossible que toutes les 

transformations de T permutent  avec vl r6sulte de ce que la relation vl w - - w v ~  

entrafne (vx w) ~" = ~ u '~. 

44. Abortions maintenant  l'~tude des cas m -- 2, m -- 4 et  m = 8 (dans le cas D)); 

leur examen dans [9] n'est  pas complet, est souvent insuffisamment d~velopl~ et  

contient des assertions inexaetes;  nous allons le reprendre compl~tement et  nons 

verrons qu'il faut alors ~aire la division du cas D) en plusieurs cas d 'une tout  autre 

~a~on que pour les autres valeurs de m. 

Nous distinguerons d 'abord deux possibilit~s, suivant que Ko contient ou ne 

contient pas de corps de quaternions sur son centre. 

D') Ko contient un eor~s de quaternions sur son centre; autrement  dit, il existe 

dans Ko deux aliments ~, fl tels que ~ z = f = - - I  et  f l~ - - - - -~ f l .  Un syst~me 

maximal 2' de 16 ~l~ments comprend alors 6 involutions qui engendrent T, ~ savoir 

celles d~fiuies par  

'//1 ( e l )  = e l  Y,1 ( e l )  = e$ 

u ,  (e~)  - -  ex u s  (e~)  = - e~ 

u3 (el)  = e~ us  (ez) = ex 

u 4  (ex)  = e,a ~ u 4  (e~) = - -  ex 

un(el) = e2# us(e~) =--ea~O 

us(ex) = ez~p ue(ea) =--ex~f l .  

Si uo est telle que ~o v - - _  v uo pour t o u s l e s  ~l~ments v E 2', il y a deux pos- 

sibilit~s: ou bien Uo(el )=  e22, uo(e2)= e l p ;  dans ce cas on doit avoir 2p* = - - 1  

et  p = + 2. 0 u  bien uo(el)= el~, ~o(e~)---esp; il faut  alors ~ ~  = p p ~  = - - 1 .  
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On notera en outre qu'on a la relation uau~u4u~u s - = -  1, si bien que 5 quel- 

conques des involutions de T engendrent d4jh T tout  entier;  si Uo est permutable  

avee 5 involutions de T, il l 'est donc avec t o u s l e s  614ments de T, autrement  dit 

on a alors b + b' + c" = 12. Nous distinguerons les cas suivants: 

D'  1) II existe un ~l~ment p e Ko satis/aisant d l'une des deux conditions suivantes: 

a)  ~u/x ~ = 1, ~ u  = ~ et ~ #  = ~fl~. 

b) g/# =--I, ~g =--g~~ et fig =--g/~~ 

On notera que chaetme de ces deux conditions peut  f i re  satisfaite lorsque K 

contient lui-m~me un corps de quaternions. 

On peut  alors former une transformation uo qui permute avee 4 des involu- 

tions de T :  on prendra uo ( e l )=  e~/z, uo ( e 2 ) = -  el/~ dans le eas a), et  us ( e l )=  el p, 

us (e , )  = e~ /z  ( o u  Uo (e l )  = e2 p ,  uo (e2) = e l  p )  dans le eas b). On a alors b + b' + b"  = 

= 9, b ' +  8 = 16,  et la remarque ci-dessus montre que dans tout  autre cas on nurait  

b + b' + c"  < 16 ; d'ofi D4 (K, 7) = 16. 

D'  9,) Les hylaoth~ses de D'  1) ne sont pas remplies mais il existe un ~ldment ~ 6 Ko 

satis/aisant d l'une des deux conditions suivantes: 

a) / ~ W =  1, ~/~ = - - / ~ : ~  et f l l a = - - l ~ f l " .  

b) # / = - -  1, ~r = / ~ "  et fll  z = # ~ ' .  

Dans le cas a), on peut  prendre Uo permutaa t  avec 2 involutions de T, et 

ant icommutant  avec les autres, en posant uo(e l )=  eap, u o ( e 2 ) = - - e l p .  Darts le 

cas b), on a une transformation u o ayant  les mgmes propri6t6s en posant uo (el) = ez p 

et uo (e~)= es # ,  on obtient tree transformation u0 qui permute avec t o u s l e s  616- 

ments de T e n  prenant  uo(e l )=  el lz et uo(e2)= esp. Dans tous ces cas, on a 

b + b' + c" = 12, et en raison des hypoth6ses faites, on v6rifie facilement que ces 

trois cas sont les seuls possibles. D'autre  part~ si on considgre un systgme T de 8 

4Mments, il ne peut  comprendre clue 4 involutions au plus; si une transformation 

Uo permute avec routes les transformations d 'un tel systgme, on a b + b ' +  c " =  

= b + b ' <  8; si elle permute avee la moiti6 des transformations de T, on a 

b + b ' + c " = 2 b ' + 4 < 1 2 .  On voit done qu'on a D4(K, 7 ) = 1 2  dans le eas D ' 2 ) .  

45. Lorsque les hypothgses de D'  1) ou D'  2) ne sont pas v~rifi6es, fl n'existe 

pas de transformation semi-lin~aire u o de cart6 - - 1  et teUe que UoV = + V Uo pour 

tous les 416ments d 'un syst~me maximal T de 16 616ments; il faut  donc consid~rer 

les syst~mes T de 8 ~Mments. Montrons que, dans un tel syst~me, il y a exactement 4 



230 Jean Dieudonn& 

involutions. Nous avons dajh vu qu'il  ne peut  y en avoir plus de 4. Soit vo E T 

telle que v~ = -  1; pour tout  w E T permutan t  avec vo, on a (vo w) z =  - - w * ;  soit H 

l 'ensemble des ~Idments de T pe rmutan t  avec vo; si H = T, il y a donc exactement  

la moiti~ des ~l~ments de T qui sont des involutions. Dans le cas contraire, H a 

4 ~l~ments, et l ' image H de H dans P G L  s (Ko) est un sous-groupe de T.  Soit H '  

e compl6mentaire  de H dans T ;  si H '  ne contient auctme involution, et si wo E H ' ,  

tous les ~l~ments de H '  sont de la forme Wo w, off w parcourt  H, et  l ' h y p o t h ~ e  

(wo w) 2 =  - - 1  entralne wow----w wo; wo est donc permutable  avec tous les 61~ments 

de T, et en rempla~ant Vo par  w o clans le raisonnement precedent, on est ramen4 

au cas H = T. Si main tenant  v x E H '  est une involution, il e n e s t  de m~me de 

vs = Vo vs. Comme d 'au t re  par t  w - *  VoW est une application de H sur lui-m~me, il 

y a exactement  2 ~l~ments de H qui sont des involutions, et en tout  au moins 4 

41dments de T. Notre assertion est donc d~montr4e. 

On montre facilement (cf. [9], p. 4-5)  que, par  rappor t  h une base convenable, 

les 4 involutions d 'un syst~me T de 8 41~ments sont n6cessairement de la forme 

u~, u2, ua, ua. On est alors amend h distinguer les cas suivants :  

D '  3) Aucune  des hyloothPzes de D '  1), D '  2) n'est vPti/ike, mais  il existe un ~l~- 

merit p ~ Ko satis/aisant aux  rdations p p~  = - -  1 et o~ p = - -  p ~ .  

On peut  prendre alors, soit Uo (e~) = e~ p, Uo (ea) = ea/t, soit uo (ex) -- e~/~, uo (ea) = 

= ex/~; avec le premier  choix, Uo commute avec ux, us, ua et ant icommute  avec ua; 

avec le second, uo commute avec u~, us, u~ et ant icommute  avec us. Dans t o u s l e s  

cas, on a b + b' + c"  = 2 b' + 4 = 10. Si Uo commuta i t  avec toutes les involutions 

de T, il commutera i t  avec tous les ~14ments de T, et on aurai t  b + b'  + c"  = 2 b = 8. 

On a donc Da (K, ~) = 10 dans le cas envisag& 

D '  4) Aucune  des hypothJses de D '  1), D '  2), D '  3) n'est vdvi/ide, mais  il existe 

un Jl~ment t ~ ~Ko  8atis/aisant d ~'une des deux conditions suivantes: 

a) ~u/z~ = - - 1  et ~ / ~ = # a ~ .  

b) /~/~" = 1 et ~ /~ =/~ ~ .  

Dans le cas a), on peut  prendre, soit uo(e~)= el/~, uo(e2)=  esp ,  soit u o ( e i ) =  

= e2/~, u0 (e2)= ex/z; avec le premier  choix, uo commute avec t o u s l e s  ~l~ments 

de T ;  avec le second, il commute avec u 1 et  u a et  ant icommute avec u2 et  u~. 

Dans le cas b), on prend Uo (ex)--e~/~, Uo ( e s ) = -  ex/~; u0 commute  avec ul  et  u4, 

ant icommute avec u2 et  ua. Dans tous les cas, b + b ' +  e " =  8, et il est clair que 
ce hombre ne peut  ~tre d~pass~, d'oil D4 (K, r ) =  8. 
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D' 5) Aucune des hypotheses de D' 1), D'  2), D' 3), D' 4) n'e.st v~ri[i~e. II n'existe 

pas alors de transformation uo eommutant avee plus d'une involution d 'un syst~me 

T de 8 41dments et anticommutant avee les autres; pour un syst~me T de 8 416- 

ments, on a done ndcessairement b + b' + c" = 2 b' + 4 = 6. D'autre part, un syst~me 

T de 4 414ments tel que T soft un sous-groupe de PGLg(Ko)  ne peut eomprendre 

que 3 involutions au plus, et si une transformation Uo commute avee ees 3 involu- 

tions, elle commute avcc lc quatri~me ~14ment de T;  on a done b + b' + c" < 6 

pour un tel syst~me. On volt ainsi que le hombre b + b ' +  c" ne peut jamais d4- 

passer 6 dans le eas que nous envisageons. Comme d'ailleurs, il y a 6 involutions 

dans un syst~me maximal T de 16 dldments, on a bien iei /)4 (K, ~ ) =  6 (el. [9], 

p. 15-16), 

46. Continuant l'4tude du cas D) de [9], n ~  pour m = 2, eonsid~rons main- 

tenant  le second eas, savoir 

D")  Ko ne contient pas de corps de quaternions. 

Comme il existe par hypoth~se un 414ment a EKo de e a r r d -  1, un syst~me 

maximal T de 8 dldments eomprend 4 involutions qui engendrent T, savoir (par 

rapport h une base eonvenable) les involutions ul, u2, ua et u4 d4finies ci-dessus. 

On est alors amend h faire les distinctions suivantes: 

D " I )  I1 existe un ~l~ment igeKo satis/aisant aux conditions / x / x ~ = - - i  et 

~ tt = - -  I.t ~ .  

Le raisonnement du cas D' 3) s'applique sans modification, et on a done 

1)4 (g ,  ~,) = 10. 

D" 2) Les hypotheses de D"  1) ne sont ~as vdri]i~es, mais il existe un $l~ment 

/~ E K o satis]aisant d l'une des deux conditions suivantes: 

a) / s#  ~ = - 1  e~ ~ / x - - j u ~  ~ 

b) / x / # - - 1  et ~/x = / ~ .  

On raisonne ici comme dans los cas a) et b) de D' 4), ct on voit que 

D4 (K, ~,) = 8. 

D" 3) Aucune des hypotheses de D" 1) et D" 2) n'est v~ri/i~e, mais il existe un 

$Ig~ment /~ e Ko sati~]aisant d l'une des deux conditions: 

a) lu~u " =  1 e t  r162 = - -  i~ a ~. 

b) ~u#~ = ~ 1. 

I1 n'existe pas alors de transformation Uo commutant avee plus d'une involution 

d 'un syst~me T de 8 41~ments et anticommutant  avee les autres. Dana le eas a), 
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en prenant  Uo (el) = e2 ~, u0 (ez) = - -  el p, u0 commute avec u~, anticommute avec 

u~, ~ ,  ut, d'ofi b + b' + e" --- 6. Dans le cas b), il n'existe pas de transformation uo 

de carr~ - - 1  telle que ~ov = _+ v~0 pour tons les ~16ments v d 'un syst~me 2' de 8 

616ments. I1 faut  done consid6rer les syst~mes 2" de 4 616ments; comme un tel  

syst6me ne comprend que 3 involutions au plus, on a alors b + b' + e" -< 6. Ce maxi- 

mum est at teint  dans le cas b) en consid6rant le syst~me de 4 616ments engendr6 

par ~ ,  u~, us et prenant  Uo(el) = exp, uo(ez) -- e~p, ou Uo(el) = e~p, Uo(e~) -- exp. 

On a donc D~ (K, 7)---6.  

D "  4) A~cu~e des hy~poth~ses de D "  1), D "  2), D "  3) ~'est r~l@. 
Comme il n 'existe pas d'~l~ment p q Ko tel que p p ~ = -  1, aucune transforma- 

tion semi-lin~aire uo de carr~ - - 1  ne peut  commuter avec une involution clistincte 

de l'identit~. Comme ici setds les syst~mes 2" de 4 ~l~ments peuvent ~tre envlsag~s 

(pour la recherche de u0), on a b + b' § e"  < 4. Comme d'ai]leurs un syst~me 2" 

de 8 616ments a 4 involutions, on a n6cessairement D~ (K, r ) =  4. 

47. Nous abortions maintenant  l '~tude du cas D) de [9], n ~ 6, lorsque m = 4. 

Au pr~alable, nous a]lons montrer  comment on peut  d~terminer le nombre d'involu- 

tions clans un syst~me G de 2 r transformations lin~aires de carr~ + 1, tel que 

soit un sous-groupe ab~lien de P G L  4 (Ko) (ici r < 6). Tout  d 'abord G ne peut  se 

composer uniquement d'involutions que si r < 2, car ces involutions doivent alors 

~tre deux ~ cleux permutables. S i v  o E G est de carr~ - - 1 ,  on a (VOW) 2 =  - - w  ~ pour 

toute transformation w E G qui permute avec re. Cherchons d 'abord s'il est possible 

que les transformations v E G de carr~ - - 1  permutent  toutes avec tons les ~l~ments 

de G, auquel cas, d'apr~s ce qui precede, exactement la moiti~ des ~16ments de G 

sent des involutions. Alors, si wl et w2 sent deux involutions de G, v0 wl et v 0 w~, 

�9 qui sent des transformations de carr~ - - 1 ,  doivent ~tre permutables entre eLles et 

avec re, ce qui entraine que w 1 et wz sent permutables. Autrement  clit, l 'ensemble 

(h 2 r-1 ~l~ments) des involutions de G devrait  ~tre un groupe d'involutions, ce qui 

n 'est  possible que si r < 3. Si on n'est  pas dans ce cas, on peut  supposer clue l'en- 

semble H des ~l~ments de G permutab]es avec v o a  2 r-1 ~l~ments, e t e s t  tel que 

l'image H de H clans PGL4(Ko)  soit un groupe. D'apr~s la relation (~'oW) ~ = ~ w  ~, 

H contient donc 2 r-2 involutions. Cherchons si le compl6mentaire H '  de H dans G 

peut  contenir uniquement des transformations de carr~ - -1 .  Dans ce cas, si vl est 

une telle transformation et  w EH  une involution, comme v l w E H  ~, on dolt avoir 

(v~ w f  = ~ 1, ce qui entra~me vl w = w vl;  les ~l~ments de H'  devraient donc permuter  

avec toutes les involutions de H. Or, si wl et wz sent cleux involutions d e / t ,  vl ws 
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est dans H ' ,  et si wl permute  avec v 1 et  v I w~, il permute  aussi avec w2; toutes  

les involutions de H devraient  donc fitre permutables ,  ce qui n 'es t  possible que si 

r < 4. Si on n 'es t  pas  dans ce cas, H '  cont ient  une involut ion Vl; alors vovl = 

= -  Vl vo, et  v2 est par  suite une seconds involut ion dans H'  telle que vov2 = -  v~ t'o 

et VlVg. = -  v~ Vl. Soit alors L l 'ensemble des w fi H qui pe rmuten t  avec Vl; comme 

Vo ne permute  pas avec vl, l ' image f~ de L dans P GL4 (Ko) est tm sous-groupe de 

H de 2 r -2  ~l~ments. Si L '  est  le eompl~mentaire  de L dans G, et  si L cont ient  h 

involutions,  H N  L '  en cont ient  2 r-2 - - h ,  et  H'  en cont ient  2h ,  savoir les 616ments 

Vl w oh w parcour t  les h involutions de L, et  les h 616ments de cart6 - - 1  de H fl L ' .  

Finalement ,  on vol t  que G cont ient  en tou t  2 r - 9 +  2 h involutions.  E n  outre,  les 

involutions w E L pe rmuten t  avec les involut ions Vl, v~ telles que vlv~ = -  vg. Vl; on 

est donc dans la s i tuat ion de la p. 4, 1 ~ de [9], et les restrict ions des involut ions w 

au sous-espace positif de Vl sont  distinctes. Comme ce sous-espaee est  de dimension 

2 sur K0, le nombre  m a x i m u m  de ces involutions est  done 6 si Ko cont ient  un  

corps de quaternions  [9, p. 13, th.  3], et  4 dans le cas contraire [9, p. 14, th. 4];  

dans le premier  cas, le groupe engendr6 par  les 6 involutions consid~r~es cont ient  

16 616ments [9, p. 13, th. 3], e t  comme il est  contenu dans L, cela n 'es t  possible 

que si r = 6 (auquel cas le hombre  d ' involut ions  de G est  bien 28 = 2 ~ +  12). Pour  

r = 5, on ne peu t  non plus avoir  h = 5, car les 5 involutions de L engendrent  en- 

core un  groupe ~ 16 61~ments; on a donc nficessairement au  plus 2 s +  8 = 16 in- 

volutions dans G. Pour  r = 4 ,  on voi t  de mgme que G a au  plus 2 2 + 6 = 1 0  in- 

volutions.  1 

48. Nous considfirons encore deux grands  cas, su ivant  clue 

un corps de quaternions.  

D ' )  Ko contient un corps de quaternions sur son centre. U n  systgme maximal  T 

a alors 64 616me~ts, don t  28 involutions,  qui  engendrent  T, et  peuven t  s'6crire 

u l  (el) = el, Ul (e2) = e2, Ul (e3) = es, u l  (ea) = ea 

uz (ex) = el, us (e2) = e2, us (es) = - es, ug. (ea) = - -  ea 

u3 (el) = el, us ( e2 )  = - -  e2 ,  U s  ( e s )  = e s ,  u s  ( e 4 )  = - -  e 4  

ua (el) = el, u4 (e2) = - -  e2, ua (es) = - -  e3, u4 (e4) = ea 

us ( e l )  = e2,  u 5  (e2)  = e l ,  u5  (e3)  = e~, u s  (e4)  = es  

u6 (el) = es, ue (e2) -- ea, ue (e~) = el, us (e4) = e~ 

K0 cont ient  ou non 

1 A l a p .  10 de [9], on obtient un systems G contenant 12 involutions, mais 0 n'est pas un 
groupe. 
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u~  (e~) = e~, u~  (e~)  = es ,  u~  (e~) = e~, u~  (e~) = e l  

u 8 (e~)  = e~, u8  (e~)  = e~, u s  ( e s )  = ~ ea, u 8  (e4)  = - -  es 

u~ (es) = ea, u~ (e~) = - -  e~, u~ (es) = e~, u~ (e~) = - -  e~ 

~1o (el) = e4, ulo (e2) = - -  es, USO (e3) = - -  e2, ulo (e4) = e 1 

U~l (es) = e$ a,  U l l  (e~) = - -  e~ a,  us1 (es) = ea a,  u~s (e4) = - -  ea a 

Us, (el) = e~ ~, u ~  (e~) = - -  es a,  Ul ,  (es) = - -  e4 a, us~ (e~) = es a 

Usa ( e l )  = e 3 ~, UlS (e$)  = e 4 a ,  U l s  ( e s )  = - -  el ~, U13 ( e 4 )  = - -  e 2 a 

U14 (el) = e s ~, u14 (e~) = - -  ea a,  usa (es) = - -  el a, u~4 (e4) = e2 a 

Ul~(el)  = e4~,  Ul~(e2) = e3~,  Uls(ez) = - - e 2 ~ x ,  u i a ( e 4 )  = - - e  4 a  

UlS (el) = e4 ~, U16 (e$) = - -  e s ~ ,  Us 6 (es) = e2 ~, U18 (e4) = - -  es a 

l e s  12 dern i~res  i n v o l u t i o n s  s ' o b t e n a n t  ~ p a r t i r  de  u n  . . . . .  Ule e n  r e m p l a g a n t  p a r t o u t  

a p a r  ~ ou  ~fl .  On n o t e r a  e n  ou t r e  les r e l a t i o n s  u2u  3 = u 4 ,  u s u s = u ~ ,  u 8 = u ~ u S ,  

u9 = Us us, Uao = u4 u~, Ul~ = u~ U~l, u~4 = Us Uls, Ule = ua Uxs, ue u ~  = � 8 9  e t  u~o Ul~ = - - u l S .  

Si  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  uo es t  te l le  que  u o v  = _+ v uo p o u r  rou t e s  les t r a n s f o r m a t i o n s  

v E T ,  ou  b i e n  uo p e r m u t e  a v e c  u~, Us, us, ou  b i e n  uo p e r m u t e  avec  u n e  de ces t ro i s  

i n v o l u t i o n s ,  e t  a n t i c o m m u t e  avec  les d e u x  au t r e s .  D a n s  le p r e m i e r  cas, o n  a 

Uo (ei) = e~li  (1 < i < 4) avec  ~li2~ = -  1;  d a n s  le second,  o n  p e u t  p a r  e x e m p l e  sup-  

pose r  que  Uo(ex)=e92, uo(e~)=ex/z ,  uo (es )=e42  ', uo(e4)=es/u ', avec  Aju"= 2'/a ' r - - 1 .  

E n  e x a m i n a n t  les p r o d u i t s  de  uo avec  les t r a n s f o r m a t i o n s  e n g e n d r a n t  T ,  on  o b t i e n t  

a i s 4 m e n t  la c lass i f ica t ion  s u i v a n t e  (les n o t a t i o n s  r e s t a n t  eelles d u n  ~ 44) :  

D '  1) D a n s  le cas a) on  p e u t  p r e n d r e  uo (el) = e~/~, uo (e2) = - -  el/~, Uo (es) = e4/z, 

uo (e4) = - - e a  # ;  Uo c o m m u t e  avec  les i n v o l u t i o n s  us, u2, us, Ulo, u u ,  us~, uls ,  uss e t  

les 8 a n a l o g u e s  de ces q u a t r e  dern i~res  i n v o l u t i o n s  (off a es t  r emplac~  p a r  fl e t  a fl 

r e s p e c t i v e m e n t ) .  On  a a lors  b' = 16, d 'of i  b + b' + c"  = 2 b' + 32 = 64. D a n s  le cas b), 

o n  p e u t  p r e n d r e  uo (e~) = e~/~ p o u r  1 < i < 4 ; uo c o m m u t e  a lors  avec  les m d ' i n d i c e  

te l  que  1 < i - < 1 0  e t  avec  les a n a l o g u e s  de u l l  . . . . .  u18, off a es t  r emp lac~  p a r  a f t ;  

o n  a encore  b ' = 1 6  e t  b + b ' + c " = 2 b ' + 3 2 = 6 4 .  Comme,  d ' a p r ~ s  le r ~ s u l t a t  d u  

n ~ 47 ci-dessus,  le r a i s o n n e m e n t  de [9, n ~ 6, p. 2 1 - 2 2 ]  p r o u v e  que  uo ne  p e u t  per -  

m u t e r  avec  p lus  de 16 i n v o l u t i o n s  d u  sys t~me  T h m o i n s  q u ' i l  ne  p e r m u t e  avec  

routes ,  on  a D8 (K,  7 ) =  64 d a n s  le e a s q u e  n o u s  env i sageons .  

D '  2) D a n s  le cas a),  on  p r e n d  u 0 ( e l ) =  e2/~, u o ( e z ) = - - e l ~ u ,  u 0 ( e s ) =  e4/~, 

uo (e4) = -  es/~;  Uo c o m m u t e  a lors  avec  us, u~, u~, Uao, Ula, Ul~, les a n a l o g u e s  de Usa, 

uss oh  a es t  r emplacd  p a r  /3, e t  les a n a l o g u e s  de u~s, us~, Uls, usa oh  a es t  r emp lac$  

p a r  a f t ;  elle a n t i c o m m u t e  avec  les a u t r e s  i n v o l u t i o n s  de T ,  e t  p a r  su i t e  o n  a b ' =  12 
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et  b + b ' + c " = 2 b ' + 3 2 - - 5 6 .  Dans  le cas b), ou on prend  u o ( e ~ ) - - e i #  pour  

1 - < i  < 4 ,  et  alors Uo commute  avec t o u s l e s  ~l~ments de T, d'ofi b + b ' + e " =  

-- 2 b -- 56 ; ou on prend Uo (el) --- e2/~, uo (e~) = el/u, Uo (ea) = e4/~, uo (e4) = ea/~, et  

alors Uo commute  avec ul, us, us, u6, uT, us, ula, u~s et  les analogues de Uls et  u~6, 

oh ~ est remplac~ par  fl ou ~f l ;  d ' oh  b + b ' + e " = 2 b ' +  3 2 = 5 6 .  Dans  t o u s l e s  

cas, on a done Ds (K, y ) =  56. 

D '  3) I1 n 'existe  pas alors de t rans format ion  semi-lin~aire uo de cart6 - - 1  telle 

que u 0 v = ___ v Uo pour  t o u s l e s  ~l~ments v d ' u n  syst~me max imal  T de 64 ~l~ments; 

il fau t  done considfirer les syst~mes T de 32 ~l~ments. U n  tel syst~me a au  plus 

16 involutions (n ~ 47);  eomme en outre i] est  engendrfi par  ses involutions, si % 

commute  avec routes  les involutions de T, on a 5 + 5' + e"  = 2 b -< 32. Si au  con- 

traire Uo ne permute  pas avec t o u s l e s  ~l~ments de T, il permute  avec 16 ~l~ments 

de T, fo rman t  un  systfime H tel que H soit un  sous-groupe de P GL~ (Ko); on a 

vu  au  n ~ 47 que H cont ient  au  plus 10 involutions,  d 'ofi  b + b' + e" = 2 b' + 16 < 36. 

Montrons  que dans le cas D '  3), ce dernier nombre  peu t  ~tre a t t e in t ;  en effet, un  

syst~me T de 32 ~lfiments est  ob tenu  en consid~rant le systfime engendr~ par  les 

involutions u l  telles que 1 <- i < 16 ; en outre,  en p renan t  Uo (e~) = e~/~ pour  1 <- i -< 4, 

on vol t  que u0 commute  avec les u~ tels que 1 < i < 10. On a done iei D o (K, y) ~ 36. 

D '  4) Avec les nota t ions  du n ~ 47, pour  r = 5, un  syst~me L de 8 ~l~ments 

est  tel que les restr ict ions de ses filfiments au  sous-espace positif  de v 1 fo rmen t  un 

syst~me d o n t  les images dans PGL~(Ko) cons t i tuent  un  groupe ;  d 'apr~s ce qu 'on  

a vu  au  n ~ 45, L cont ient  nficessairement 4 involutions,  done T en cont ient  exacte-  

men t  16; en outre,  les construct ions  des n ~ 45 et  47 m o n t r e n t  ais~ment que T peu t  

(pour une base convenable) ~tre considfirfi comme le syst~me engendr~ pa r  les in- 

volutions u~ (1 < i < 16) ci-dessus. Si on prend  alors dans le cas a), uo (e~) = e~/~ 

pour  1 - < i  < 4 ,  u o commute  avec tous  les u~ d'ofi  b § 2 4 7  si, dans 

ce m~me cas, on prend  uo (e~) = e~ ~u, Uo (e~) = ex #,  uo (ea) = ea ~u, u o (ea) = ea #,  u~ 

c o m m u t e  avec u~, u~, u~, u~, uT, us, u~s, ul~ et  an t i commute  avec les autres  uk, d 'o~  

b + b ' + c " = 2 b ' + 1 6 = 3 2 .  De m~me, dans le cas b), si on prend  uo(e~)=e~,u, 

u o ( e ~ ) ~ e ~ ,  uo(ea)=e~u, uo(e~)=~e~u, uo commute  avec  u~, u~, u~, u~o, uu, 
ux~, u~a, ul~, et  an t i commute  avec les aut res  u~, d 'ofi  encore b + b' + c"  = 32. Cela  

montre  que u~ ne peu t  commute r  avec plus de 8 involut ions de T s'il ne commute  

pas avec toutes,  d 'ofi  D s (K, ~) = 32. 

D '  5) I1 n 'exis te  pas  alors de t r ans fo rmat ion  semi-lin~aire u~ de c a r r ~ -  1 telle 

que u~ v = +_ v u~ pour  t o u s l e s  ~14ments v d ' u n  syst~me T de 32 41~ments; il f au t  

ici consid4rer les syst4mes T de 16 41~ments. Mais un  tel syst~me a au  plus 10 
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involutions (n ~ 47), d'ofl b + b' § c" -< 2 b + 8 ~ 28. Comme d 'autre  par t  un syst~me 

maximal T de 64 616ments comporte 28 involutions, on a ici /)8 (K, 7 ) - - 2 8 .  

49. Consid6rons maintenant  le cas 

D") Ko ne contient ~ s  de cor~s de quaternions. Un syst~me maximal T a alors 

32 616ments, dent  16 involutions qui engendrent T et peuvent  s'6erire sons ]a forme 

uk (1 < k < 16) par rapport  g une base convenable. En eonservant les notations 

d u n  ~ 44, on a encore la classification suivante:  

D "  1) On raisonne comme dana le cas D'  3), et on a done Ds (K, 7) -- 36. 

D" 2) Ici, on raisonne comme dans le cas D '  4), et on a done /)8 (K, 7 ) - - 3 2 .  

D " 3 )  Dans le eas a), on prend uo(el)=es/~,  uo (e s )=- -e l /~ ,  uo(es)=e4/~, 

uo(e~) =--e3/~;  Uo commute avee Ul, us, ue, ul0, u14, UlS et anticommute avec les 

autres uk, d'o/~ b + b' + c" = 2 b' + 16 -~ 28, e t  c 'est  la plus grande valeur que puisse 

prendre b + b ' +  c" pour un syst6me T de 32 616ments. Pour  un syst~me T de 16 

616ments, a vu ci-dessns (dana l 'examen du cas D'  5)) qu'fl y a au plus 10 involu- 

tions dans T et  par suite que b + b ' + c "  <2 8 .  On a done D 8 ( K , ~ ' ) = 2 8  dana le 

cas a). Dans le cas b), il n ' y  a pas de transformation semi-lindaire Uo de carr6 - - 1 ,  

teUe clue uov -- • cue pour tons les 616ments d 'un syst6me T de 32 616ments; il faut  

done consid6rer les syst~mes T de 16 616ments. Si Uo commute avec tons les 616- 

ments d 'un tel syst~me, comme il y a au plus 10 involutions dans T, on a b + b' § 

§ c ' ' <  20; si au contraire, Uo ne commute qu'avee 8 616ments de T, l 'ensemble H 

de ces 616ments est tel que /7 soit un sous-groupe de P G L  4 (K0), et il rdsulte du 

n ~ 47 que H contient au plus 6 involutions; d'o~ alors b § b' + c" = 2 b' + 8 < 20. 

Cette limite peut  d'ailleurs ~tre a t te inte :  il suffit en effet de consid6rer le syst~me 

T de 16 616ments engendr6 par les 10 involutions uk d'indiee 1 < k < 10, et  de 

prendre uo (ei) = e~/z pour 1 < i -< 4, u0 commute alors avee tons les ~ldments de T. 

On a donc D s(K,  7 ) =  20 dans le cas b). 

D" 4) Aucune transformation semi-lindaire uo de cart6 - - 1  ne peut  alors com- 

muter  avec une involution distincte de l'identit6. L'6tude faite au n ~ 47 montre alors 

qu'il n'existe pas de telle transformation semi-lindaire telle que UoV = • CUe pour 

les 61dments v d 'un syst~me T de 16 61dments. Mais pour un syst6me T de 8 616- 

ments, on a b § b' + c" <- 16. Comme d'autre par t  un syst~me maximal T de 32 

616ments contient 16 involutions, on a ici Ds(K,  7) -- 16. 

50. I1 reste encore /t examiner le cas D 3) de [9, p. 23] lorsque ~n---8; avec 

lea notations employdes g l 'endroit eit6, l 'ensemble Q o  R fl S a alors 32 616ments, 

et  les restrictions des transformations de cet ensemble au sons-espace W de dimen- 
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sion 4 les d4terminent enti~rement. Or, nous avons vu a u n  ~ 47 qu 'un syst~me de 

32 transformations de cart4 • 1, dont l ' image dans P G L ~  (Ko) est un groupe, con- 

tient 16 involutions; on a done b ' =  2 m-~ + 2h ffi 2 ~-~ d'oil DI~ (K, 7 ) - - 2 s .  

51. Passons maintenant aux probl~mes consid6r~s a u n  ~ 7 de [9], et  tout  d 'abord 

donnons quelques compl4ments pour les dimensions n - - 2  et  n - - 4  dans les cas A) 

et B), qui sont trait4s un peu rapidement. 

Dans le cas .4.), il faut v~rifier que s'il n'existe pas clans K de couple d'~16- 

ments ~, fi tels que 9 . / ~ - - 7  et ~/~ = ~ / ~ ,  il est impossible de trouver une 

application lin4aire uo de carr~ 7, telle que u 0 u - - - - u u o ,  et  uov ~ - _  v uo pour tous 

les ~l~ments v d 'un  syst~me maximal T. I1 est clair que uo ne peut permuter avec 

une involution de T (distincte de l'identit~) lorsque n = 2; si trois des involutions 

du syst~me T sont donn~es par les formules d u n  ~ 44 ci-dessus qui d$finissent 

ul ,  u~, Us, on doit donc avoir Uo (e l )=  e~2, uo (eg.)= el/~, et ~p  = 7 ;  en $crivant que 

u Uo = - -  uo u, iI vient ~ ~ = - -  ~ ~, ~ # = - -  p ~ ; d 'autre part, en ~crivant uo us = 

= ___ us uo, on obtient ~ = +__ p ; on aurait  donc ~2 = +__ 7, et ~ ~t = - -  ~ ~. Mais comme 

- -  1 est carr6 d 'un  616ment de Z, si ~t z = - -  7 il existe ~ tel que ~z = 7 et ~ Q = - -  ~ ~, 

contrairement & l'hypoth6se. 

Lorsque n - - 4 ,  10 des 616ments d 'un  syst~me maximal T peuvent 6tre repr6- 

sent6s par les formules du n ~ 48 qui donnent uk pour 1 < k < 10. On devra encore 

avoir par exemple U 0 (e l )  = e 2 ~, u 0 (e2) = e l  p ,  u 0 (e~) = e~ ~t', Uo (e~) = es p', avec 

P = ~' # '  = 7. Mais alors le m~me raisonnement que pour n = 2 s'applique (u~ Stant 

remplac~ par u~). 

Passons au cas B), et tout  d 'abord lorsque K contient un corps de quaternions; 

pour voir que D~(K,  7 ) =  10 et Da(K,  7 ) =  36, il faut montrer que ces nombres 

sont des homes sup6rieures pour b + b ' +  c" dans tons les cas, puisqu'on volt ais6- 

ment qu'ils sont atteints en prenant Uo (ei)--e~fl. II suffit de consid6rer le cas oll 

u0 ne permute pas avec tons les 616ments d 'un  syst6me maximal T, puisque dans 

le cas contraire on aurait b + b ' + c " = 2 b ,  c'est-~-dire 8 pour n = 2  et 32 pour 

n = 4. Or, l'ensemble H des 616ments de T qui commutent  avec u• est tel que 

soit un so.us-groupe d'indice 2 de T. Pour  n = 2, H a donc 4 616ments, et pour 

n = 4, H a 16 614ments; mais pour n = 2, un syst~me H tel que /~ soit un groupe 

de 4 616ments ne peut 6tre form6 uniquement d'involutions, puisqu'eUes devraient 

~tre routes permutables; on a donc b ' <  3; de m6me pour n-~ 4, le raisonnement 

du n ~ 47 montre que H contient au plus 10 involutions; d'oil les bornes sup4rieures 

cherch6es. 
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Considfrons enfin le cas B) pour n = 2 ou n = 4, lorsque K ne contient pas de 

corps de quaternions. On peut  alors raisonner comme ci-dessus pour le cas A); 

comme ~, = - - 1 ,  la relation )t ~ =  - - 7  donnerait  ~l = + 1, et on ne pourrai t  avoir 

a~t = -  ~ta; il n 'existe donc pas d 'application lindaire u0 telle que uov  = - 4 - v  Uo pour 

t o u s l e s  414ments v d 'un  systgme mar ima l  T. 

52. Passons au cas C) de [9, p. 30]. Le r~sultat relatif  au cas o5 il n 'existe 

pas d'~l~ments ~,/3 de K tels quc ~ =  8 ~ = 7  et ~ 8  ~ - - 8  ~, et o~ n = 2 ou n = 4, 

n 'cs t  pas ~tabli de fa~on tout  ~ fai t  complete. I1 faut  encore envisager la possibilit~ 

d'existence d 'un  ~l~ment 8 tel que 8 ~ =  - - 7  et ~ 8  ~ -  8 ~; mais alors on aurai t  

(~ 8 - I )  ~ = -  ~ 8 -2 = 1, d 'o5 ~ 8 -1 = • 1, et  par  suite ~ et 8 seraient permutables,  

ce qui est contradictoire. On voit  done eomme ci-dessus pour le cas A ) q u ' i l  n 'existe 

pas de t ransformation lin~aire Uo de carr~ 7 telle que Uo v = • v uo pour tons les 

~l~ments d 'un  syst~me maximal  T. Pour n = 2, il faut  donc envisager un syst~me 

T de 2 ~l~ments, comportant  n~cessairement la t ransformat ion identique et une in- 

volution. Mais comme uo ne peut  permuter  alors avec une involution distincte de 

l'identit~, on a b' = 1, et  b + b' + c"  = 2 b' + 1 = 3, ce qui prouve que D ,  (K,  7) = 3. 

Si n = 4, il faut  de m~me envisager un syst~me T de 8 ~l~ments; dans ee cas, si 

Uo ne permute pas avee tons les ~l~ments de T, l 'ensemble H de 4 ~l~ments qui 

permutent  avec Uo est tel que H soit un groupe, donc contient au plus 3 involu- 

tions, car uo ne peut  permuter  avec 3 involutions distinetes de l ' identit~ et 2 ~ 2 

permutables ;  on a donc alors b' < 3, d 'oh b + b' + c"  ~ 2 b' + 4 < 10. Reste ~ voir 

si uo pourrai t  permuter  avec t o u s l e s  ~l~ments d 'un  syst~me T de 8 ~l~ments; le 

raisonnement du n ~ 47 montre  ais~ment qu 'un  tel systSme contient touiours trois 

involutions qui, par  rappor t  ~ une base convenable, sont identiques aux involutions 

not~es us, ua, u4 au n ~ 48. Mais comme Uo ne peut  laisser une droite i n v a r i a n t e ,  

elle ne peut  ~videmment permuter  ~ la lois ~ c e s  trois involutions. Comme par 

ailleurs un syst~me maximal  T de 16 ~l~ments eontient 10 involutions, on a bien 

iei /94 (K, 7) = 10. 

53. Reste  s examiner  le cas D) de [9, p. 30], qui eontient plusieurs ~nonc~s 

erron~s. Tout  d 'abord,  contrairement  ~ ce qui est affirm~ ~ l 'endroit  cit~, on peut  

parfa i tement  avoir ~ = 8 ~ = 7, ~ 8 ~ - -  8 ~, 2~ = ~ 1, ~ ~ = ), ~r et fl 2 = - -  2 8 dans K ; 

l 'erreur provient  de ce que le centre du sous-eorps de K engendr~ par  1, 2, # = 

= 7 -~ ~ 8  et ~ n 'es t  pas Z, mais Z (aS). Un exemple off les relations pr~c~dentes 

sont satisfaites est obtenu en prenant  pour K un produit  tensoriel d 'un corps de 

quaternions L '  et  d 'un corps de quaternions g~n~ralis~s L "  sur un corps commutat i f  Z 
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(cf. n ~ 34; il suffit, avec les notations de c e n  ~ de supposer al = as = 1, a2 = - -  1); 

on prendra 1, 2,/z, 2 #  identiques aux 616ments de la base canonique de L', et  a 4  

6gal h u n  616ment de L "  dont le carr6 appar t ient  h Z. 

Ce fait  entralne que le calcul de Dn (K, 7) fait  dans [9, p. 30-31] n 'es t  pas 

correct. I1 faut  consid6rer trois sous-cas de D), et  non deux. 

D 1) II existe f l e K  et 4 e K  tels que 8 z = r, ~r = - - 8  ~r r = 4or et 8 4  = - - 4  8. 

Consid4rons d 'abord le cas oh n ~ 2 et n ~ 4. Lorsque K 1 contient un corps de 

quaternions, il y a lieu de consid6rer un syst4me maximal  T de 2 "+1 416ments; mais 

si uo 6tait tel  que uov = +_ v uo pour tous les 414ments de ce syst4me, on volt ais6- 

ment  qu'il  devrai t  y avoir duns K1 deux 414ments 2, ~t de c a r t 4 -  1, tels que 

8 4 = - - 2 8 ,  8 / x = - - / x 8  et 4 / ~ = - - # 4 .  Mais on aurai t  alors 8 (4~u)=  (4~t) 8 et  

(4/x) s = -  1; or on sait [9, p. 30] que ces relations sont incompatibles. II faut  donc 

consid6rer un syst~me T de 2 n 616ments; il en est de m~me lorsque K1 ne contient 

pus de corps de quaternions (ranis alors T e s t  maximal).  Un tel syst4me contient 

au plus 2 "-1 involutions [9, p. 13-14, th. 3 et  4], et  par  suite b + b ' + c " < - 2 b +  

-t-2 n-1 -< 3 .2  n-1. Ce max imum est d'ailleurs atteint,  car en vertu des hypoth4ses, 

on peut  pour un syst~me T form6 de 2 n-1  involutions, et des transformations de 

carr6 - - I  obtenues en les composant avec l 'application w telle q u e w ( e i ) =  ei4, 

prendre Uo (e i )= ei S, ce qui donne b = b ' =  c " =  2 '~-1. On a donc alors Dn(K, 7 ) =  

= 3 . 2 n - L  

Lorsque n = 2, on a n4cessairement u0 (ei) = el 4', uo (e2) = e~/x' avec 4 '2 = f t ' s=T,  

4 ' ~  = - -  ~ 4', /fr o: = ~ a/x' ,  ou uo(el) = es4' ,  uo (ez) = el/~' avec 4'~t '  = ~,, 4'cr = --0r 

#'~r = -  cr Duns les deux cas, on constate pour la m~me raison que ci-dessus, 

que l 'on ne peut  avoir uo v = • v uo pour t o u s l e s  614ments d 'un syst~me T maximal  

de 16 614ments. I1 faut  donc consid6rer un syst~me T de 8 616ments, contenant  4 

involutions, s savoir u~, us, u3 (notations du n ~ 44) et  ua telle que ua(e l )= es4, 

ua(es) = - - e ~ 4 .  On v6rifie alors que u o n e  peut  permuter  h plus de trois de ces 

involutions, et qu'il  permute  effect ivement  avec u~, us, u3 quand on prend uo (e~)= 

= e i S .  On a donc alors b ' = 3 ,  b + b ' + c " = 2 b ' + 4 = 1 0 ,  d'ofi Ds (K,  7 ) = 1 0 .  

:Pour n = 4 ,  on volt  de la m4me fagon que l 'on ne peut  avoir u o v = + v u o  

pour un syst4me maximal  T de 64 614ments. On a vu plus haut  (n ~ 48, cas D '  4)) 

qu 'un  systgme T de 32 616ments est engendr6 par  les 16 involutions qu'il  contient, 

e t  qui soar (pour une base convcnable) les involutions u~ (1-< k -< 16) d6finies au 

n ~ 48, en remplagant  ici ~ par  4. Comme on ne peut  avoir fl ~ = 48, Uo ne peut  

permuter  avec toutes ces involutions; mais en prenant  uo (e i )=  ei S, on volt que uo 

permute avec les u~ te]s que 1 < k-< 10, et  ant ieommute avec les autres. :D'ail- 



240 Jean Dieudonn~. 

leurs, des raisonnements d~jh faits plusieurs fois montrent  que si Uo permute avec 

16 ~ldments de T, il y a au plus 10 involutions parmi ces ~l~ments, donc b' < 10, 

et  D4 (K, y) = 2 b' + 16 = 36 dans le cas consid~rfi. 

D 2) Lcs hypotheses de D 1) ne sont pas remplies, mais il existe f l E K  tel que 

f12=~, et r162 =--fl~r Le c a s n  ~ 2 et  n ~  4 est  trait~ eorrectement  dans [9, 

p. 30-31], et  donne Dn (K, y) = 2 n. Bornons-nous aux c a s n  = 2 et  n = 4. 

Pour n = 2, en tenant  compte du fair qu' i l  n 'existe pas d'~l~ment fl 'E K tel 

que f l , 2 = _ ) ,  et r162 on volt  qu 'on ne peut  consid~rer que les syst~mes 

T de 4 ~14ments; un tel  syst~me est engendr~ par  les 3 involutions ul, u2, ua et  u0 

peut  permuter  avec ces 3 involutions en prenant  Uo (ei) = ei fl ; on a donc D~ (K, y) = 6, 

puisque darts un syst4me T maximal  il y a au plus 6 involutions. 

Pour n = 4, on v~rifie de m~me qu'on ne peut  consid~rer que les syst~mes T 

de 16 41fiments, et on voit comme dans le cas D "  3) d u n  ~ 49 que b + b '+  c ' ' <  20 

dans ce cas, la limite pouvant  ~tre at teinte.  Mais il faut  tenir  compte de ce que, 

lorsque K1 contient un corps de quaternions, un syst~me T maximal  de 64 ~lfiments 

contient 28 .involutions; on a donc /)4 (K, y ) =  28 lorsque K1 contient nn corps de 

quaternions, et  /)4 (K, y ) =  20 dans le cas contraire. 

D 3 )  II n'existe pas d ' ~ l ~ n t  f l E K  tel que f l ~ = 7  et ~ f l = - - f l ~ .  Pour  n ~ 2  

et  n ~ 4, l ' indication donn~e dans [9, p. 31] n 'es t  pas suffisante. En  effet, on montre 

comme dans le cas B) [9, p. 29] que si uo est permutable  avec routes les involu- 

tions d ' tm systgme T, l ' intersection des sous-espaces (positifs ou nfigatifs) d 'un  nombre 

quelconque d'involutions du systgme T e s t  de dimension paire. Mais rien ne dit 

que les involutions de T sont deux h deux permutables ;  reprenons donc la question 

plus en dfitai]. 

I1 s 'agit  de prouver que pour un syst~me T non maximal  de 2 n ou 2 n-1 ~lfi- 

ments (le cas off T a 2 n ~l~ments sans ~tre maximal  peut  se presenter lorsque K1 

contient un corps de quaternions), on a n~cessairement b + b' + c " -$  2 n-1. Cela sera 

certainement v4rifi6 si on prouve qu 'un  systgme S de transformations de cart6 _ 1 

permutables avec uo, et tel que S forme un groupe dans P GLn(K),  a au plus 

2 a-a ~lfments. 

Le raisonnemcnt de [9, p. 29] montre qu'il  en est bien ainsi lorsque tons les 

~lfiments de S sont des involutions, car alors ces involutions sont n~cessairement 

permutables  deux ~ deux. Supposons ensuite qu'il existe dans S tree t ransformation 

vo de carrfi - -  1, et raisonnons comme dans [9, p. 11], en tenant  compte du fait  

que K1 contient un filfiment 2 de carr6 - - 1  et  non situ6 dans son centre. On volt 

ainsi que l 'ensemble S '  des transformations de S permutables  avec v o contient au tan t  
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d'involutions que de transformations de carr~ - - 1 ,  et  que S a au plus deux lois 

au tan t  d'~l~ments que S. Nous savons que route intersection de sous-espaces positifs 

ou n~gatifs d'involutions de S' dolt ~tre de dimension paire sur K1. Soit K' le 

sons-corps de K1 form4 des ~l~ments permutables  avec ~t, et  soit U le sous~espace 

(sur K') de W tel  clue vo ( x ) =  x 2  clans U. Les restrictions ~ U des involutions de 

S '  forment  un syst4me d'involutions S" dans U tel  que toute intersection de sons- 

espaces positifs ou n4gatifs d'involutions de S" doit ~tre de dimension paire sur K ' .  

Cela ~tant, comme - - 1  est carr~ d 'un ~14ment du centre de K', on peut,  pour 

d~terminer le hombre max imum d'~l~ments de S", reprendre la m~thode de r~cur- 

fence ((de n ~ n/2~ d~velopp~e dans [9, p. 4-5],  car on v~rifie aussitSt que le pas- 

sage de n ~ n/2 conserve la condition de parit4 des dimensions des intersections 

des sous-espaces des involutions consid~r~es (la m~thode consistant ~ se ramener  

touiours ~ ne consid~rer que des involutions permutables  avec l ' involution d~sign~e 

par  u dans [9, p. 4]). La  conclusion est donc que si n = 2 rn, le nombre max imum 

d'~l~ments de S est C~(K1), et  le hombre max imum d'involutions dans S est  

B'~(K1) =Bm (K1), nombres qui sont dorm,s par les th~or~mes 3 et 4 de [9]. Sup- 

posons d 'abord  que K1 ne contienne pas de corps de quaternions;  alors on a pour 

n ~ 2 et  n ~ 4, O~(K1) = 2 m saul pour n = 8, ou Oa(K1) = 32; on a bien dans tons 

les cas O~ (K1) < 2 n-3. Si au contraire K1 contient un corps de quaternions, on a 

0m (K1) = 2 m+l saul pour n = 8 oh Ca (K1) -- 64; ici l'in6galit~ O~ (K1) < 2 "-3 est 

v~rifi~e saul pour n = 6  et  n = 8 .  Mais pour n = 6 ,  un syst~me S de 16 61~ments 

contient au plus Bs ( K 1 ) =  4 involutions; dans un syst~me T de 32 ~l~ments, on a 

donc b + b ' + c " = 2 b ' + 1 6  < 2 4 ~ 2  s. De m~me, si n = 8 ,  u n . s y s t ~ m e  S de 64 

~l~ments contient au plus 28 involutions; dans un syst~me T de 27 ~l~ments, on a 

par state b + b' -~ c'" = 2 b' + 64 < I20 ~ 2 ~. On a ainsi prouv~ la relation D~ (K, y) = 

= 2 ~-1 dans le cas que nous consid~rons. 

Le m~me raisonnement s 'applique d'ailleurs aussi pour n = 2 et n = 4. Pour  

n = 2, on a 01 ( K ~ ) - - 2  si K1 ne contient pas de corps de quaternions, C1 (K1)=  4 

dans le cas contraire;  comme Uo ne peut  alors permuter  ~ aucune involution autre 

que l 'identit~, on a b + b ' + c "  < 4  dans le premier  cas, b + b ' + c "  < 6  dans le 

second; d'ailleurs un syst~me T maximal  contenant  4 involutions dans le premier 

cas, et  6 dans le second, on a bien respect ivement  D~ (K, ~) = 4 e t  D~ (K, ~ ) =  6. 

Pou~ n = 4, O~ (K1) = 8 si Kx ne contient pas de corps de quaternions, C~ (K1) = 16 

dans le cas oppose; en outre, il y a dans un syst~me S a u  plus 4 involutions dans 

le premier cas, et  6 dans le second, d 'oh les limites 16 et 28 pour b § b ' +  c " ;  on 

en d~duit comme pr~c~demment /:)4 (K, y) = 16 e t  /)4 (K, y) = 28 respectivement.  
1 6  - -  6 3 2 0 8 1  Ac~a ma$hema~ca. 8 7  
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