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I. Présentation des résultats

Pour étudier la répartition, en moyenne, dans les progressions arithmétiques, de la
suite de nombres réels (x,), on définit, pour a entier non nul, la somme S((x,), a, X, Q)
par la formule :

S@)haXx,0)= > | S -1 3

q<0 n<X (p(q) n<X
(q,a)=1 | n=alq} (n,q)=1

et on s’intéresse aux valeurs de #, pour lesquelles on a :
*) VYA>0,Vn> 0, ona S((x,),a, X, X% <, 40X (logX)™A.

(On dira alors que 6 est un exposant de répartition de (x,) relatif a a.)

Lorsque (x,,) est la fonction caractéristique d’une suite d’entiers, la valeur de 6 est
capitale dans les problémes de crible (condition R(x, ) de [11]), et toute amélioration
de la valeur de ’exposant de répartition se répercute immédiatement sur les estima-
tions obtenues.

Le célebre théoréme de Bombieri-Vinogradov ([1], [20]) entraine que (*) est vrai
pour x,=A(n) et 6=1/2 (majoration d’ailleurs uniforme en a). La démonstration de ce
théoréme a été simplifiée ([10], [18], [19]) et étendue & d’autres suites (x,) ([16], [21),
tout en mettant en évidence I’'importance de I’écriture de (x,;) sous forme bilinéaire. La
valeur critique 6=1/2, due essentiellement a ’inégalité de grand crible, n’a pas été
franchie pour x,=A(n), alors qu’on suppose que §=1 est un exposant de répartition

([5D.

(") Laboratoire associé au C.N.R.S. n° 226.
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Néanmoins, on a pu dépasser cette valeur critique dans certains cas particuliers :

- x,=fAn) pour z<XV8 ([8]) (f(n) désigne la fonction caractéristique de la
suite des entiers n dont tous les facteurs premiers sont >z).

* (x,) obtenue par convolution de deux suites de longueurs particuli¢res ([6]).

L’objet de ce travail est de décrire une autre situation ot on franchit la valeur
critique 1/2. Les résultats exposés sont en fait des améliorations de ceux du chapitre 111
de [7]. Les progrés accomplis sont dus au remplacement, dans la démonstration, de la
majoration classique de Weil des sommes de Kloosterman, par celle, en moyenne, de
telles sommes obtenue récemment par Deshouillers et Iwaniec ([4]).

Le théoréme 1 est a comparer au théoréme 1 de [6] et étudie I'exposant de
répartition de la convolée de deux suites, dont I’'une est trés courte. Pour I’énoncé de ce
théoréme, nous aurons besoin des notations suivantes :

(o) et (B,) sont deux suites de nombres réels,

M et N deux nombres =2/3, a un entier non nul.

On pose X=4MN, v=Ilog N/log X.

La notation m~M signifie : M<m=<2M et t/(n) est le nombre de représentations de
I’entiet n comme produit de [ entiers. On pose 7(n)=1,{n), habituelle fonction nombre
de diviseurs.

On montre le théoréme suivant :

THEOREME 1. Soient n et v¢>0, y un entier =1. On suppose les conditions
suivantes réalisées :

(i) Pour tous les entiers b, k et q tels que (b, q)=1, on a, pour tout B, et pour x=2
Uestimation :

S B.= % > B, +040xe(k) (logx) ™)

n<x n<x
(n,k)=1,n=biql (n, kq)=1

(i) Jaxl, |Bel < (ogkr, (k)Y +1

(i) v=vo.

On a, alors, avec O=min (1/2+v/2, 5/8—3v/4) et

yl= Z amﬁn

I=mn
m~M,n~N
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Pestimation
S(O).a, X, X<, , 4 X (logX)™
valable pour tout A, uniformément pour |a|<(log X)*.

La condition (i) est satisfaite par toutes les suites classiques 8,=1, ©(n), A(n),
u(n) ..., quant a la condition (ii) elle est purement technique. Par ce théoréme, on voit
que 6 est plus grand que 1/2 dés que N vérifie X*<N<X"®"" (dans [7], on obtenait
Pinégalité plus forte X *<N<X""?"" mais uniformément pour 1<|a}<X).

Parmi le grand nombre d’applications du théoréme 1, on n’a retenu que celles
permettant de s’approcher du cas le plus intéressant : x,=A(n). Le théoréme 2 apporte
ainsi une trés nette amélioration au résultat de [8], déja évoqué :

THEOREME 2. Soit vo>0, il existe 0=0(vy)>1/2, tel qu’on ait I’estimation :

S(f(n),a, X, X% <<, X (logXx)™
valable pour tout A, uniformément pour <X ot laj<(log X)*.

La démonstration qui en sera donnée au paragraphe III, ne conduit qu’a la valeur
0=min (442/883, 5/8—3vy/4)—n (3>0), valeur qui peut étre améliorée, au risque
d’alourdir I’exposé.

On passe maintenant au probléme de I’exposant de répartition des fonctions 7.
Les majorations de Weil, déja citées, aménent & 6=2/3 pour la fonction 7, et le grand
crible ([15], [21]) 2 6=1/2 pour 13,14, ... . On pense aussi que les fonctions 7; (k=3) ont
un exposant de répartition >1/2. Le théoréme 3, conséquence du théoréme 1, dit que si
cette conjecture est vraie—sous réserve d’une certaine uniformité—pour 7, (3<<k<6)
elle I’est aussi pour 7, (k=7).

Plus précisément, notons €(k) la conjecture, qui propose que non seulement la
fonction 7(n) mais aussi sa convolée avec toute suite trés courte (4,) aient un
exposant de répartition >1/2 :

(k) : Il existe des constantes u;>0 et 0,>1/2, telles qu’on ait, pour tout A et tout
entier K=1, U'estimation

S(),a, X, X <<, 4 x X (logX)™ .1

avec
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V=, Andn)

I=mn

m<X k

uniformément pour 1<|a|<(log X)* et pour toute suite (1,,) vérifiant |A,|<tg(m).
Remarquant que %(0), &(1) et €(2) sont vrais, le théoréme 3 s’énonce ainsi :
THEOREME 3. On a I’équivalence :
&(k) vrai pour k=3,4,5,6 <« €k) vrai pour tout k.

Les conjectures €(k) ont aussi une conséquence sur I’exposant de répartition de la suite
des nombres premiers :

THEOREME 4. Si la conjecture (k) est vraie pour 3<k<6, il existe 0>1/2 tel qu’on
ait Uestimation

2 Sn(X;q, a)—in <<, X (logXx)™
@a)=1 o(q)
qsx"

valable pour tout A, uniformément pour |a|S(logX)A.

(Notons qu’on aurait sous les mémes conditions, I’estimation

31D um| <, X g4

(g,a)=1 | n=alq]
qsX? n<X

Cette amélioration, quoique conditionnelle, du théoréme de Bombieri-Vinogradov
présente 4 nos yeux, I’avantage d’ouvrir une voie d’attaque de cette question, dans la
mesure ol les conjectures sur I’exposant de répartition des fonctions 7, se laissent
facilement ramener & des majorations en moyenne, de sommes de Kloosterman multi-
dimensionnelles. On peut, & ce sujet, noter que dans le cas de la fonction 73, les
majorations individuelles de sommes de Kloosterman dues & Deligne ({3], [17]) ne
conduisent qu’a la valeur #=1/2, si on les applique directement.

Dans [9], H. Iwaniec et l’auteur ont étudié, au lieu de la somme
T |n(X; q, a)—2(X)/p(q)|, la somme EA(q)(n(X;q,a)—n(X)/p(q)) (ob A(g) est « bien
factorisable »), pour tirer profit de la nature particuliere des coefficients des termes
d’erreur, dans les formules sur le crible linéaire ([14]). Le théoréme 1 fournit une
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amélioration des constantes numériques apparaissant dans [9]. En employant les
définitions introduites dans cet article, on a :

THEOREME 5. Pour tout €0, et pour toute fonction bien factorisable A, de niveau
O=X"1PD=¢ ot d’ordre fini, on a I'estimation :

Z Alg) (n(X;q, a)—-”—(g(—)—) <<, 4 X (logX)™
(g,a)=1 o(q) ’

valable pour tout A, uniformément pour |a|<(log X)*.

Ce théoréme conduit immédiatement & une nouvelle majoration de 7»(X), cardinal
des nombres premiers jumeaux <X.

COROLLAIRE. Pour tout €>0 et X=X(¢), on a la majoration

m(X)S2(%+£)n(1— L Z)X(logX)‘z.
p>2 (p'—l)

Sans aucun doute, le coefficient 64/17, pourrait étre diminué en utilisant la tech-
nique de Chen ([2]).

Ce travail est la suite du 3¢ chapitre de la Theése de Doctorat d’Etat de I’auteur, qui
tient 4 remercier son directeur de recherche, le Professeur J.-M. Deshouillers et le
Professeur H. Iwaniec, pour leurs conseils et leurs remarques.

II. Lemmes

Le lemme 1 sert & majorer la fonction caractéristique 1y, 22n) de Uintervalle 1M, 2M]
par une fonction €, dont la transformée de Fourier tend donc tres vite vers zéro a
Iinfini. L utilisation de cette fonction est un artifice technique, qui évite, par le biais de
la formule sommatoire de Poisson, un développement en série de Fourier.

LEMME 1. Pour tout M=1, il existe une fonction réelle a(x) de classe €%, telle
qi’on ait :

1ia1, 2a0(%) < a(x) < i, 3an(x)
et telle que pour tout entier l, on ait :
a(x) <<, (x| M+1)~'M.

15848289 Acta Mathematica 152. Imprimé le 29 mai 1984
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En effet, on sait qu’il existe une fonction €%, notée a*, telle que
151, 21(0) < a*(x) < 112, 3(%).
On pose alors a(x)=a*(x/M), on a donc, pour tout /
aPx)y <<, M™!

et aprés [ intégrations par parties, on a, pour x+0 et e(&)=e>"*
+@
a(x)=(=2mix)"' |  aP@We(—tx)dt <<, (x| M)™'M.
Cette majoration, jointe 4 la majoration triviale /=0, achéve la démonstration.
Le lemme 2 rappelle les résultats classiques sur les fonctions 7; ([15]) :

LEMME 2. Soient k,! et m trois entiers 21,1, Y et Y, trois réels tels que :
(mk)y=1, 1sY"<y, <Y, k<¥*, ji=0.

Sous ces conditions, il existe une constante C=C(4,]) telle qu’on ait I'estimation :

> <Yk (ogNC+1.
Y-Y,<nsY
n=mlk]

Le lemme 3 est I’identité d’Heath-Brown ([12]), qui exprime A(n) comme convolu-
tion de suites dont certaines sont courtes et permet I’application du théoréme 1. Cette
élégante formule apparait comme beaucoup plus simple que celle obtenue par itération
de I'identité de Vaughan ([18], [19]) comme cela a été fait dans [7]. Ce lemme se
démontre par la considération de la série de Dirichlet (—&'/&)(1-¢F) on
F(s)=L,<zpu(n)n™".

On a une identité analogue pour x(n) en étudiant (1/5) (1-F)’.

LEMME 3. Soient Z=2 et J 'un entier tel que 2Z>n. On a les égalités suivantes :
< J
AW)= (1Y ( ) > um)..mm) D logn
Jj=1 J my,..,m<Z my..om;ng..n=n
et

J
,Lt(n)=2(—1)i—l<§) 2 u(my)...u(m) z 1.
=

m,....,mj<Z myming.Ln g =n
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Du théoréme 12 de [4], on déduit le lemme 4, outil essentiel de la démonstration du
théoréeme 1.

1l donne une majoration de sommes de sommes de Kloosterman-Ramanujan, et se
montre plus efficace, dans certaines applications, que la classique majoration indivi-
duelle de Weil ou méme que I’hypothése R* de Hooley sur les sommes de Kloosterman
incompletes ([13]) (pour (a, b)=1, on désigne par a, dans a/b ou dans a[b] I'inverse de a
modulo b).

LEMME 4 ([4], théoréme 12). Soient C,D,L,R,S=1, (b;, ) une suite de
nombres complexes, g(c,d,l,r,s) une fonction €%, a support compact dans
[C,2CIX[D, 2D]1%10, »[? telle que pour tout v;=0 (1<i<5) on ait :

a"l+"2+"3+"4+"5
=V jmVayVy YV, —V
<c 'dM7r s

2(c,d, l,r,s)

8"'¢a"da" 18" rd"s

(la constante dépendant au plus des v;).
On note JAC,D,L,R, S) la somme

#C,D,L.R,§ )= E 2 by, 2 gle,d, Lr,s )e<12—‘j>,

1<r<R 1sI<L c.d
1ss<8 (rd, sc)=1
(r,s)=1

Pour tout £>0, on a la majoration

12
94C,D,L,R,S )<<, (CDLRSYK(C,D,L,R,S )[ D, |b,,.,

IsisL
Isr<R, 1<s<S

ol

KXC,D,L,R,S )=CS(RS+L)(C+DR)+D*LR+C*DSV (RS+L)R .

Le lemme 5 est I’habituel procédé de sommation par parties, mais en plusieurs
variables.

LEMME 5. Soit f(x) une fonction de x=(x,, ..., x), définie sur ]1/2, + oo, telle que,
pour &y, ...,&; valant 0 ou 1, la dérivée partielle
ael+...+s,

—ael——gsj—f(x) existe et soit << x,"...x;".
Xy ...0 7%,
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Soit g(n) une fonction définie sur les entiers (n,,...,n;). On a, pour Ny,...,N;=1/2 la
majoration

> fmgm<<sup | > gm
n~N; N I N<nsn:

ott le supremum est pris sur les (N}, ..., N}) tels que N;<2N;.

Le lemme 6 sera utilisé au paragraphe VIII. En notant w() le nombre de facteurs
premiers distincts de ¢, on a :

LEMME 6. Pour w entier =1 et T=2, on note
LToM={tt) 1<, ¢'<T, ,1)=1, o) et 0(t') <w}.

Il existe une constante absolue C,, et une partition de T, (T) en au plus (Cylog T)®
sous ensembles T}(T) ayant la propriété suivante :

1) et @, NEZM = (1, y)=1.
On commence par construire une partition de A(T)={(p, p");p'<p<T} en sous

ensembles P; tels que (p,p’) et (py,p1) € P;=>p+p;i (la lettre p désigne toujours un
nombre premier).

| o’
47
Ps
P2
Ps
P,
3 @1
P.
2| 7’
0 T T 3 1 573770 T P
8 4 8 2 8 4 8
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On constate que Py, P, Ps, ..., définis sur le schéma, conviennent, et que leur nombre
est O(logT). A partir des %; on parvient a une partition de T ,(7T) en, Ko<Cylog T, sous-
ensembles R;.

Pour « quelconque, on écrit, d’une fagon unique, chaque élément (¢, t') de T,(T)
sous la forme

&, t)Y=(ny...n,,ny...0n)

avec les conditions w(n;), w(ni)<1 et pour i<j (n;, n)=(nj, n)=1, n;<n; et nj<n;.
A partir de cette décomposition, on définit, pour toute suite double (i )=((;)) (ot
k, I=w et ji <Kp) les sous-ensembles R((j)) de T,(7) par la condition

(t,1)ERWG)) < (m, n)ER, (1<k [<w).

En supprimant les éventuels R((j)) vides, on a obtenu la partition de £,(7) recherchée,
en sous ensembles T/(T) dont le nombre n’exceéde pas K’(,’z. Le lemme 6 est ainsi
démontré.

Dans toute la suite ¢ désignera un nombre >0 arbitraire, on notera aussi yy, ¥, ...
des fonctions du seul entier y de la condition (ii), fonctions qu’il est inutile de préciser.

III. Démonstration du théoréme 2

On déduit d’abord du théoréme 1, une forme équivalente, plus agréable pour les
applications

THEOREME 1'. Soient >0, v'=v'>0 et y un entier 1. On suppose que les
conditions (i), (ii) sont vérifiées, et qu’on a U'inégalité :

X'<sN <N'sX".

On a alors, avec 0=min(112+v'12, 5/8=3v"/4) et

= 2 a, B,

I=mn
N'<n<N’

Pestimation :
S().a, X, X' <<, , a0 X (logX)™

valable pour tout A, uniformément pour |a|<(log X)*.
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Démonstration. Posons £=logX et A=1+%"2 ou B sera fixé plus tard. Soit & le
plus petit entier tel que N"<N'A¥, on pose alors

Ny,=N', N,=N'A, .., N_,=NA"', N=N",
et

M= A" (O<i< 1+FMogA).

Le nombre de couples (N;, M) est ainsi << $?B+2_ Avec ces notations on a I’inégalité

S(),a, X, X* <D, S, 3.1)
ij

Si,j = z 2 am ﬂn ! 2 am ﬂn (3.2)

qx?-n | mn=alq] (p(Q) (mn, q)=1
(g,a)=1

les variables m et n vérifiant en outre M,<m<M;,, N;<n<N;;, et mn<X. Lfinéga-
lité (3.1) s’écrit

S<8,+5,+35;
ou, pour B’ constante fixée ultérieurement, on désigne par

Sy la contribution des S; ; tels que M;,; N;, , <X£ ™%
S, celle des S ; tels que M; N;<X<M;, N+
S celle des §; ; tels que X¥B'<M;,; Nj, <X.

D’aprés la condition (ii) et le lemme 2, on a

s< S Y gor— Y Bo|e

g<x®-7 \ I=a(modg) (P(Q) (.g)=1
(g.a)=1 \ I<xg ¥ 1<xe ¥

<ZPNM=XxPA pourB' =A+y,.

Pour §,, on a de méme

S« S S nor— > Bo|e
q<x®1 \  I=dlq] 2@ ol

(g, a)=1 \XA 2<i<X XA i<isXx

< XL =X¥* avec B=A+7y,
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Lorsque S; ; contribue a S3, on peut, dans (3.2), supprimer la condition mn<X, les
variables sont indépendantes, et on applique le théoréme 1; on a donc :

S, << XL A8

Sy << XF4

et le théoréme 1’ est démontré.
On passe maintenant 2 la démonstration du théoréme 2. Il est évident pour
2<20=X"%83 ({8]). On traite le cas ol

1/6)~
2p<z < x'0™

De I’égalité entre séries de Dirichlet

fmn~= [l a-p "' =cf,mn™ [T a-p™

p>2 y<psz

on déduit pour
n<sX et J=(logz/(logzy) < 883/6

la relation
J
i =f,m+Y, (~1Yf )
j=1
ou

fOm= Y, fnlp,..p)

P
il
=Ji,2pl £, (1P, ...p))+ O () (1= ()
s
= 3 F:) 00+ 0L 0 (=4 (3.3)

oliy}Y , estla j*™ puissance de convolution de la fonction caractéristique des nombres
premiers de 1z, z].

On applique le théoréme 1’ avec N'=z,, N'=z, v'=1/883, V'=1/6—v,, ﬂn=x]zo,z](n)
et a,=(r03"%f,)(m). Quant au terme d'erreur de (3.3), sa contribution 2



230 E. FOUVRY

S(f(n),a, X, X?7") est O(X'*z5)=0(X L), ce qui achéve la démonstration du théor-
e¢me 2.

IV. Démonstration du théoréme 3

Ce théoréme se démontre par récurrence, on se contentera, pour simplifier, de prouver
I’implication

&) vrai pour 3<i/<6 = &) vrai
Il existe donc des constantes u; et 6, (0<<[<6) telles que
uy>0 et 0,>1
On montre que #(7) est vrai avec, par exemple
u; =}inf (uy, ..., ug, 1)

et

Notons Y=X" et Z=X"" et prenons la puissance 7¢ de convolution de I’égalité :

by v = Lo~ iy 20

Apres convolution par A de support c[1, Y], telle que |A,,|<tx(m), on obtient pour
k<X, I’écriture de (Ax1;) (k) comme somme de O(1) termes de la forme

Ax 7% 177, % 1577 (k)

ol 0=i<6, 05j<7, i+j<7.
Pour i+j<6, on applique le théoréme 1’ avec
N =Y N'=Z
= (A%7;% 1[1 n* ]*Y(GZ]"”) (m)
et

Bn=lyy. z(n).



AUTOUR DU THEOREME DE BOMBIERI-VINOGRADOV 231

Pour i+j=7, on utilise 'hypothése (i), puisque (A%1;;7;?) a son support c[1,X“] et

vérifie

|4 %1557 (m)] < T4, 0 (m),

ce qui termine la démonstration du théoréme 3.

V. Démonstration du théoréme 4

Sous les hypothéses du théoréme 4, on sait, d’apres le théoréme 3, que &(7) est vrai
aussi. On montre le théoréme 4, avec, par exemple

0= }‘+%inf(0,,...,07,%+%)

ou v=(1/T)inf (uy, ..., us, 1/4).
On applique le lemme 3 avec J=7, Z=X"". On voit que A(n) (n<X) s’exprime
comme somme de O(1) termes de la forme :

((ulyy z) *log%7,_) () (1<j<T). (5.1
De I’égalité &'(s) &/~ '(s)=j'(&/(s))’, on déduit la relation
log % 7;_y=j"'log ;.
Par une intégration par parties, on voit que (1.1) est vérifiée en remplacant 7,(n) par

(logn) ti(n).
On écrit alors, avec Y=X"

hiz=lyntlyz
pour transformer (5.1) en somme de termes de la forme
(g )V % ulyy, )" % (og- 1) (), 0<isj.
Pour i#+0, on applique le théoréme 1', puisque la fonction de Mobius satisfait la

condition (i).
Pour i=0, on fait appel 2 €(j) (1<j<7), puisque (ul; )™’ est de support <l1,x4].
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VL. Démonstration du théoréme 5

Soient Q et R=2, a; et B, des nombres vérifiant la condition (ii). Le théoréme 1 et
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, entrainent qu’on a aussi I’estimation :

> af| D a.B.- l > @B, <X(ogX)™* (6.1
gsQ,7<R m~M,n~N (P(qf) m~M, n~N
(gr,a)=1 mn=alqr] (mn, gr)=1

pour
QR < X "min (Xl/2N1/2’ X5/8N—3/4)‘
Or la proposition 1 de [9], dit que (6.1) est vraie pour
QR < X "min (X1/2N1/4, XS/SN_3/8), Q — X—n/ZN.

On a donc amélioré le résultat de cette proposition lorsque N<X"%. 11 suffit alors de
reprendre la démonstration de 9] en remplacant au paragraphe S, la valeur du para-
metre 0=5/17 par 6=5/16.

VIL. Calcul de dispersion

Le but des paragraphes suivants est de prouver le théoréme 1. En découpant I'inter-
valle de variation de la variable g, on voit que, démontrer le théoréme, revient a
montrer que la quantité E(Q) définie par

E(Q)= 2 Z czm/-‘h-L 2 ay B, (7.1

g~Q m~M ‘P(Q) m~M
(g,a)=1| n~N n~N
mn=algq] (mn, g)=1
vérifie
E(Q) << XZ471, (7.2)

Mais en utilisant [16], on peut supposer que Q vérifie
X< s X' (7.3)
La relation : w(n)=%">=¢ entraine 7(n)=2°. Ainsi &= {n|n~N, w(n)=E} vérifie

o] << 2752N. (7.4)
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On voit que la contribution & E(Q) des n€ sf est
<> > BIMgL
g~Q n€sA
<< MN"| o2 P << X L4 (7.5)

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Grice 4 (7.4) et (7.5), on peut supposer que

wn=§ = p,=0 (7.6)
et pour alléger les notations que
nsN oun>2N = f,=0.

La nouvelle suite 8, ainsi construite vérifie toujours la condition (i). On définit la suite
¢, par les formules :

€, = sgn Z a,,,ﬁ,,———l— 2 a,B,) sigq~Q et(g,a)=1
m~M,n~N (P(q) m~M,n~N
mn=algq] (mn,q)=1

= 0 dans le cas contraire.

(On pose sgn(0)=1.)
~ Avec ces conventions la formule (7.1) se transforme, par une interversion de
sommations, €n

5= { DR PWEEED ﬂ)}

m~M (q.m)=1 n=anilq] (p(Q) (n,q)=1

On majore E(Q) en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz & la somme en m. Par
utilisation de la condition (i), de la fonction a(m) définie au lemme 1, et de la
majoration du lemme 2, on écrit 'inégalité

ENQ) <ML {W(Q)-2V(Q)+U(Q)} (7.7)

ou

2
U(Q)=Za(m)< > ,lp@) > ﬁn) (7.8)

(g, m)=1 (n,q)=1
V(Q>=§‘,a(m)( > 2 ﬂn,)< > (e o@) X ﬂ,,z) (7.9)
m (q),m)=1 n=am[q] (g5 m)=1 (ny,q9)=1
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et

2
W(Q)=2a(m)< > e, D, /3,,). (7.10)

(g.m)=1  n=amiq]

Tout comme dans [6], on exprime chacun des termes de la dispersion en somme d’un
terme principal et d’un terme d’erreur. Les termes U(Q) et V(Q) ne présentent pas de
difficulté majeure.

(a) Etude de U(Q). La formule (7.8) améne a

U(Q)=Z(qucqz@(ql)tp(ch))( > ﬁnl)( > ,3,,2) >, alm). (.11

9192 (nl,q,)=l ("zyqz)=1 (m, ‘71‘12)=1

D’aprés la formule sommatoire de Poisson, on a

> am= 3 ud Y, am=y, 4D Sa ( )

(m, g q;)=1 dlq,q, m=0[d] dlq,q,
(9,92 _ _ [ h
—‘(0)¢q‘q2+0 Moy X Y d Y el
992 o<jnj<QM" dgya, dqia,  |h|zdM™!
d>lhM

= 8(0) (9(q,9,)/9,9,)+ O(X")
par le lemme 1. Reportant cette égalité dans (7.11) et en sommant sur 0=(q, ), on a

- cék,c6k2> 2y2e
E — E ﬂn)< E ﬂn>+O(NX ).
0 (5) (ky k)= 1( kik ((n,,dkl)=l Y\ wysp=1

(7.12)

UQ) = a(O)Z

(b) Etude de V(Q). La définition (7.9) de V(Q) s’écrit aussi

o= 2<¢(q2))< > ’S"z) 2 Ba, >, aim). (7.13)

(n3,9,)=1 (ny,9))=1 m=at[q;]
(m, g;)=1

Pour (d, gq;)=1, appelons g un entier tel que
g=anlq:] et g=0ldl.

Par la formule sommatoire de Poisson, on a :
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2 a(m)= 2 u(d) Z a(m)

m=afn,[q,] diq, m=g[dq,]
(m, q2)=1 , q|)=l
- G (hg> . ( h )
42% dq, ; dq, dq,
@, qp=1
6O 3 pd)
9 g d
d, gp=1

par le lemme 1. 1l suffit de reporter cette égalité dans (7.13), puis de comparer avec
(7.12) pour avoir finalement

V(Q) = U(Q)+ O(N*QX?*). (7.14)

VIII. Etude de W(Q)

(a) Préparation des variables. D’aprés la formule (7.10), on a

WO =>c,c, D BB, D alm). @.1)
9 (ny,9))=(ny,g5)=1 m=a#[q,]
m=an{a]

On factorise d’abord chacune des variables g1, g, n; €t n,, pour contrdler 1’ordre de
grandeur de certains p.g.c.d.

Ainsi la contribution des n, et n, tels que d=(ny, n,)=X* est, (en posant n;=dv,,
n,=dv, et en utilisant (ii))

= E 2 lﬂdvll |ﬂdv2| 2 T(Vl dm-d)t(vzdm—a)

d=Xt ViV MPR<m<3M
<MX" Y Nd?<<MNX~*". 8.2)
d=X*

On décompose v; en v;=vid; ot (v},d)=1 et d,|d” (cette notation signifie que
pld,=p|d). De méme la contribution des d, (d;=X") est
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sz 2 Elﬂddlv;llﬂdvzl Z t(vidm—-a)t(v,dm—a)

d<X* djd” Vv, MR2<m<3M
d=X*
<MX" Y, Y N4 <MNX. 8.3)
d<X® d,|d*
d=x

On factorise maintenant ¢g; et g, en
q1=0k;, qy=0k, avec 0=(qy,q2)-

Nécessairement, on a n;=n,[d] et la contribution des 4 (6=X®) est

<x*> > > > dmn-a)

32X ky<2001 ny.m<IN MR2<m<3M

n,=n,[0] m=af)[6k,)

(ny, 8kp=1

<MX? Y N <<MNX™". 8.4)

o=X
On factorise alors k; et &k, en :

k1 =ki(§1, k2 = kédz avec 6162'(500 et (kik§,6)=1

De méme que précédemment, on montre que la contribution des 9, et J, tels que 4, ou
62?X€ est

<< MN2X %2, 8.5)

Regroupant les relations (8.2),...,(8.5), I’égalité (8.1) devient, aprés un change-
ment de notations :

W= D, W(Qd d,d,0,58,)+0MNX 8.6)
d, d,,8, 6,,6,

ol la somme est faite sur les entiers tels que
d; dl; a; 61’62<X6’ (6) ad)=(6l’ 62)= 11 dlidm et 6162|6°°

et ol on a posé



AUTOUR DU THEOREME DE BOMBIERI-VINOGRADOV 237

W= 2 Co6,k, Co6,k, Z ﬂddlnlﬂdnz 2 a(m). @®.7
(ky key)=1 dyn=n,[0) m=add, #[6 k]
(kyky Bd)=1 (ny, dk;)=(ny, kp)=1 m=adiy[85,k,)
(dny,ny)=(nn,,0)=1
(b) Expression de £ a(m). Dans (8.7), les conditions de sommation
m= adJl fl][éé] k1] et m= ad_ﬁz[déz k2]

sont équivalentes aux quatre conditions

m= acfd, ﬁl[éél], m= ad_ﬁzlééz]
m= aJJI ﬁ][kl]a m= a(iﬁz[kzl.
La relation dy n,=n,[d] entraine la compatibilité des deux premiéres et leur équiva-
lence a une seule congruence modulo D=066, 0, : m=u[D] ou u ne dépend que de la

classe de dy ni[0,] et de ny[d5,].
Ainsi m vérifie I’unique congruence : m=u'[k; k» D] ol

u' =n k] k2+szk,+m3Dk2 (88)
avec
my = uk, k[ D]
my= adﬁz El D[f(z]
et

ms;= aJJl 1y EzD[k]]

On applique alors la formule de Poisson et le lemme 1 (avec [ suffisamment grand);
apres avoir posé H=M"'Q0?X?,on a :

1 hu' h
“m= 352 (765)* (Tep)
mEu%kzD] kik,D 2;.: k k,D kyk,D

_4(0) 1 ( hu' ) ( h ) )
= + e 4 +0OM™1%. (8.9)
kk,D  kk,D 0<|;|$H k k,D k,k,D

Le premier terme de cette expression fournit le terme principal de I’évaluation de
W(Q). On reporte donc (8.9) dans (8.6) et (8.7). Pour le terme principal, on supprime les
différentes conditions sur d,d;,d, 6, et d,, au prix d’une erreur <<MN?X"*2, On
parvient ainsi a
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W(Q) = WZ(Q)+ z Wz(Q: d’ d] ’ (sr 6] s 62)+0(MN2X_£/2) (8 10)

d, d;,8, 6,8,

ou le terme principal W,(Q) vaut

2 <Cdklcak2> 2 2 '8"1 ;{ml ﬁ"z @.11)

(ky, k=1 kk, &) | n=6'10]
©.8)=1 \(n,k)=1 (ny,ky)=1

Wy(Q) =a(0) >, 6"
é

et oit W, est défini par

W, =D"f+ma(x)z f%ﬁ > Bn,n) D

ky,ky 172 ny,n, o<ihlsH

h(u' —x)
e (_~k,k2D )dx 8.12)

©

avec c(ky, kp)=Css 1, Cas ks B 1) =By n Bany €t avec les mémes conditions de somma-

tion pour k,, k», n; et n, que dans (8.7).

(c) Transformation de W,. D’aprés la définition de ' donnée en (8.8) on a :

hu' K-I -2 _ﬁz k_l L- d_ _l ﬁl Ky L-
o h + h "l()d 1 . 8 13
kl k2D “ D a k2 kl ( ) ( )

En utilisant la relation

valable pour (r, s)=1, on a

dd, 7k, D K
1l 1 _ 1 (mod 1)
k, dd,n,k k,D ddn k,D
1 dd,k,D Ak Kk,
= - - d1 .14
ddnklD mk dap oD ®.14)
car (n, ky,ddD)=1. On a aussi, en posant D'=dd, D :

In,k,D dd k,D D'Ayk,
- =(d,n,—n,) (mod 1). (8.15)

k, nk,

k, ny

On impose maintenant les conditions de congruences peu contraignantes :

ny = Ay[00,]

h=AID'l, ky=D\[D'l, k;=D,[D’], ny=A,[D'), (8.16)

avec (D1 D,A,D)=(A,,0)=1 et A;=A,6).
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On regroupe les relations (8.12), (8.13), (8.14) et (8.15), et on découpe I’intervalle 0, H]
pour obtenir la majoration

W,<<D"'MZ sup > wy ®.17)
MR<x<3M 5 A “AD, D,
O0<|H'|<H2
avec
clk,,k,) )
Ws*E—kl—kz*Zﬁ(nhnz)EJ(-)e(o (8.18)
ki, ky 172 ny,n, h~H'

ol les variables &y, k», ny, n, vérifient les conditions de sommation de (8.7) et ainsi que
h, les conditions de congruence (8.16). On a aussi posé

D'ﬁzk")

ny Ky

e(-)=e (ah(dl n,—Hn,)

et

j()y=e —hx e ah
k k,D n k k,D' '

(d) Intégration par parties. La fonction j(-), fonction des cinq variables
h, ki, k,, ny et n,, vérifie, en raison de 1’ordre de grandeur des coefficients a, x, D et
D', les conditions du lemme 5, & un facteur X'® prés. On a donc :

W,<<X'%  sup |W (8.19)
K. K, Ny, Ny, H,

ot W; est défini par la formule (8.18), a la différence prés qu’on a supprimé le facteur
J(-) mais qu’on a ajouté les contraintes suivantes :

k1$K1, k2$K2, HISNI, l’lngz et hSHl

Avec la fonction a* du lemme 1, on définit les fonctions g/(x) par les formules
gi{x)=0a*(66;x/Q) (i=1 ou 2). Ces deux fonctions & support <[Q/264d;, 3Q/30;,], vérifient

&) <<x™, Vizo0.

On utilise le lemme 6 et la condition (7.6) pour voir qu’on peut décomposer T(2N) en
moins de 0(252)=0(X‘) sous ensembles £ ’. Finalement on a I’inégalité :

16—848289 Acta Mathematica 152. Imprimé le 29 mai 1984
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Wy<<X®072Y > gk)ek)| D, Blnnyh)e() (8.20)
T (ky ky)=1 npngh
(ky, D')=1 (ny,k)=(ny, ky)=1

ot PB(ny,ny,h) est un coefficient vérifiant les propriétés pB(ny, ny, h)=0(X?),
B(n1, n3, )=0 lorsque 'une au moins des conditions suivantes n’est pas réalisée

n; ~N/dd1, n2~N/d, 0< |h' <H
(din;,n) €X', (dim,n)=1, (n,D)=1.

(e) Application du lemme 4. On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz a (8.20),
ona

>

kyk,

12
<Q| D B,n,Wp(ni,nyk) D glk)gk)e-)| B2
h, ni,n, (ki kp)=1
k', ni,n (ky,nynp)=1
(ky ymy D) =1

>

nyny,h

oll, puisque (d, ny, n,) et (d; ni, n3) appartiennent 2 $', on a

D'A, ik, . .,
e(--)=e IW avec [=ah(d,n,—n,) nin;—ah'(d,ni—n) n,n,. (8.22)
11Ky

Le membre de droite de (8.21) s’écrit aussi
}@0+@|"2 (8.23)

ol 9y et & sont les contributions des termes /=0 et [+0.
On a facilement

Do << HN?Q*X®. (8.249)
Pour étudier 9, on remarque d’abord que
0<||<L=8HN’%*

et que & s’écrit aussi

_k- .
2= > > b, g.(kogz(kz)e(l%,é)

r~R,s~S 1slisL ky .k,
(r,s)=1 (rky, sky)=1

olt R=D'N2%d72, S=N?*d~2d7% et ol
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bl,r,s = Eﬂ(nlinZ’h)ﬂ(n;’né’h,)

la somme étant faite sur les (ny, ni, a2, n3, h, ') tels que r=D'n,n%, s=ny nj et vérifiant
(8.22).

Pour appliquer le lemme 4, il reste donc a calculer
B=Z|b, , o
() Application du lemme 4. L.a somme A satisfait 1’inégalité
B << X**|{(m, h); (h—hy) ni ni(dy ny1—ny) = (B’ —hi) ny no(dy ni—nb)}|.

Il faut donc évaluer le nombre de solutions d’une équation diophantienne. Pour h=h,,
on a, d’aprés (d; n}, ns)=1 Iégalité h'=h} donc O(H>N*) solutions.
Pour h=+hy,n} et n) fixés, on voit que nynyl(h—hy) nins et que h'—hj est déter-
miné par les six autres valeurs, ce qui donne O(H>N2X?) solutions.
On a finalement :
B << HAN*X*,

Cette majoration reportée dans la majoration du lemme 4 conduit a I'inégalité
P* < (QN*(N*+HN) (Q+QN)+ QO HN*+ O’N*V (N +HN)N” } H*N*X**

soit encore, en utilisant la relation H =0*M~IX*=N'"*¢

@2 << {HN7Q2+H1/2N9/2Q3} H2N4x70£ <<M_5/2Nl7/2Q8X100£.
On rassemble les relations (8.19), (8.20), (8.21), (8.23) et (8.24) pour écrire

W, << Q(M~ 2N+ M5EN17) x 20
avec (8.17) et (8.10), on a pour W(Q), la formule
W(Q) —_ Wz(Q)‘i'0(MN2X_£/2+(MHZNQ"'M:VSN”/BQ)X300£)

soit encore
W(Q) = W(Q)+OMN*X ) (8.25)
par I'inégalité (7.3), en prenant ¢ suffisamment petit par rapport a 7.

(g) Remarque. Le lemme 4, dépend des valeurs propres exceptionnelles du Lapla-
cien pour les groupes de Hecke [y(rs). Si la conjecture de Selberg est vraie, c’est-a-dire
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si toutes les valeurs propres sont supérieures a 1/4, on peut, dans ce lemme oublier le
facteur C?°DSV (RS+L)R . Sous cette hypothése, on obtiendrait le théoreme 1 avec
O0=min (1/2+v/2,3/4—3v/2), valeur meilleure, mais qui ne dépasse 1/2 que pour
0<y<1/6.

IX. Le terme principal
On regroupe les formules (7.12), (7.14) et (8.25) pour écrire
W(Q)—2V(Q)+U(Q) = WAQ) - U(Q)+ O(MN>X ). 9.1)

Le terme principal est d’aprés (8.11)

Q) =40) > % > (o Carfliky

1] ki, ky)=1
1
S (s e\ S a) 53 ) (S a
&' (modé) n,=8'6] nzgé:w] (ny,0k))=1 (11, 0k,)=1
(6',6)=1 (ny, k=1 (ny,ky)=1

9.2)

Dans cette expression, on voit que

= 1 L |
BN RS WAT RSl

6’ (modd) | n =06} ,0k)=1 n,=0'16) ,0ky)=1
(6’,0)=1 (g, k=1 {ny,k)=1

Pour majorer { }, on utilise soit la condition (i), soit des estimations triviales. Ainsi,
d’apres (i) et (iii), on a, pour d<N"? et pour tout B ’

{ } << d1(ky) 1(k) N? (log N) 8 << St(ky) t(ky) N* &8
mais on a aussi, a cause de (ii), la relation
{ } <N &%
Pour N'2<d<N, on a facilement
{ } <<6(6—1N1+(s/3)+(p(6)—lN1+(e/3))2 <<N2+£5—1

enfin, lorsque d=N, il y a au plus N classes 6’ (mod o) telles 8440, on a donc

1+(73)

{ }<<N‘+‘+¢(6)(N )2<<N‘“.

@(9)



AUTOUR DU THEOREME DE BOMBIERI-VINOGRADOV 243

Soit B’ un nombre qui sera fixé ultérieurement. En utilisant chacune des quatre
estimations précédentes, on a, d’aprés (9.2) :

T(Q) <M < 2 N22—3+77+ z N26—2373+ E N2+2£6—2+ 2 N1+2£(§—2>

os¥¥ FF <5<N? NZ<o<N N<é<20Q
donc
T(Q) <<MN*¥ Py MN2gv "
On revient a I’expression (7.7) pour constater que I’on a
ME T(Q) <M’N* &2

pour B,=2A+2+)/5+'}/8 et B=2A+B+2+y5+’)/7
La relation (9.1) et la majoration précédente indiquent donc que (7.2) est dé-
montré, ce qui acheve la preuve du théoréme 1.
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