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I ,  

1. Das Zentrum einer p-Gruppe G bezeichnen wir mit ~'1 (G) und die zugehSrige 

G 
Fiir diese Faktorgruppe sei das Zentrum ~2(G}.~G~. In dieser Faktorgruppe mit 

G ~3(G) 
Weise kSnnen wir fortsetzen und bekommen zun~chst fiir ~(G) das Zentrum ~2(G-- H .  

Die so erhaltene Folge ~I(G), ~(G), ~3(G), . . .  muss mit der Gruppe G selbst enden. 

Hat man G= ~ (G) so heisst l die Ktasse der Gruppe, und die Folge ~ (G), ~2 (G) . . . .  

~l (G) nennt man die obere Zentralreihe. Bei maximaler Klasse miissen die Ordnungen 

dcr sukzessiven Faktorgruppen mSglichst klein ausfallen. Nun gilt fiir die letzte 

G 
Faktorgruppe ~-II(G)' class ihre Ordnung _>-p2 sein muss; hierbei wird natiirlich vom 

einfachsten Fallc, wo G zyklisch yon der Ordnung p ist, abgeschen. Fiir die vor- 

hergehenden Faktorgruppen existiert dagegen die MSglichkeit, dass die Ordnung auch 

=p  sein kann. Man versteht hieraus, dass, falls pn die Ordnung yon G bezeichnet, 

so bekommt man n - 1  als Maximalwert der Klasse. Die Gruppen, mit denen wir 

uns in dieser Arbeit beschiiftigen werden, sind also durch eine Ordnung p~ und eine 

Klasse n -  1 charakterisiert. 

Bei den bier folgender~ Untersuchungen wird aber nicht yon der oberen sondern von 

der unteren Zentralreihe ausgegangen. Doch enthalten bei maximaler Klasse diese 

beiden Zentralreihen dieselben Gruppen, nur in umgekehrter Reihenfolge. Die Untere 

Zentralreihe bekommt man durch sukzessive Kommutatorbildung mit Ausgangspunkt 

yon G. Als niichstes Glied hat man die Kommutatorgruppe (G, G)= G2. Wir bezeichnen 

letztere Gruppe mit G2 und nicht mit G~, da wir sogleich zwischen G und ihrer 

Kommutatorgruppe eine neue charakteristische Untergruppe G1 von G einschieben 
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wollen. Die untere Zentralreihe erh~lt man nun durch Kommutatorbi ldung:  (G1 G2)= 

G a , . . .  (G1 G~)=G~+I . . . . .  Es bede~tte~ also G~+I die Gruppe, welche sich durch 

Kommtt ta toren zweier Elemente, yon denen eines zu G und das andere zu G~ gehSrt, 

erzeugen lgsst. Is t  G v o n d e r  Ordnung p~, so bekommen wir hiernach fiir das Zentrum 

die Bezeichnung G~-I. Als untere Zentralreihe ergibt sich somit G1G2, . . .  G~ 1, und 

der Zusammenhang mit  der oberen Zentralreihe finder seinen Ausdruck in den Iden- 

titgten: ~1=G=-1, ~ =  G~ ,. . . . .  Naeh der Einfiihrung eines neuen Gliedes G1 in der 

unteren Zentralreihe zwisehen G und G~ bekommen wir ffir die Elemente yon G 

eine Verteilung in das Zentrum G~ 1 und in n - 1  einander umschliessende Hfillen: 

G= 2 -  G~_I, G ~ - a -  Gn-2 . . . .  G -  G 1. Wie wir linden werden, unterseheidet sich die 

gusserste Hiille G - G ,  in sehr wesentlicher Weise yon den fibrigen Hiillen; vielleicht 

kSnnte man dieselbe als die harte Hiille bezeiehnen. Mit den Eigenschaften dieser 

Hfille werden wir tins hauptsgchlieh im ersten Absehnitte beschgftigen. I m  folgenden 

Absehnitte gelten unsere Untersuchungen die yon der gussersten H[ille eingeschlossenen 

Bestandteile der Gruppe G~. Als erstes Hilfsmittel  wird dabei, wie wir hier oben 

angede~tte~ haben, die Kommutatorb i ldung benutzt.  1 In diesen beiden Abschnitten 

gilt die Frage nur die allgemeinen Eigensehaften der Grt~ppen. Ers t  in spgteren Ab- 

schnitten wollen wit zur Best immung yon besonderen Gruppen iibergehen. 

Fiir p = 2 sind die Gruppen von maximaler  Klasse schon bekannt,  und man hat  

fiir n > 4 drei solehe Gruppen. 2 Die gemeinsame Untergruppe G~ ist zyklisch, und d i e  

drei Gruppen unterseheiden sigh von einander nut  in der 5usseren Hiille G - G ~ .  Wenn 

sl Bin erzeugendes Element yon G1 bedeutet, so hat  man also s~ ~ 1= 1. Fiir die drei 

Gruppen mSgen die Bezeiehnungen G, G und ~ gelten. Fiir Bin beliebiges Element 

s in G - G  1 hat  man s ==1.  GehSrt dagegen s zu G - G 1 ,  so ist s e=s~ ~ e=s~  1 und 

also erst s 4= 1. Ffir die dritte Gruppe ~ sind dagegen die Werte yon s 2 und (ssl) 2 

verschieden; ist s ~ = l ,  so folgt ( ss l )e=s~ 1 und umgekehrt.  Der allgemein benutzte 

Name ist fiir G Diedergruppe und fiir G dizyklische Gruppe. Wie wir oben geseben 

haben, n immt G gewissermassen eine Mittelstellung zwischen den beiden anderen 

Gruppen Bin. Der Kiirze halber bezeiehnen wir dieselbe als Gruppe von der mittleren 

Art .  Ein Hauptzweek fiir die folgenden Untersuehungen ist es Zu zGigen, class auch 

/i~r 19 unqerade die Elemente yon G - G I  sich in drei verschiedenen Weisen verhalten 

kSnnen, die ganz dem Falle /i~r p = 2 entsprechen. In  solcher Weise bekommen wir 

1 Wir folgen hier dem Beispiel von P. A. ]7[ALL in seiner for die Theorie der p-Gruppen im 
allgemeinen wichtigen Arbeit, ,,A cont~'ib~tion to the theory o] groups o] prime-power order", l~roc. 
London Math. Soc. (2) 36 (1933), S. 29 95. 

2 Sieh etwa J. A. S~GUIER, ,,l~ldments de la thdorie des groupes abstraits" (Paris, 1904), S. 121. 
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drei Haupttypen yon p-Gruppen ma:~imaler Klasse, aut welche wit die oben gegebenen 

Benennungen /iir den speziellen Fall p =  2 iiber/iihren. Diese erste Einteilung naeh den 

Eigenschaften der Elemente von G-G1 ,  welche uns vom Falle p - 2  bekannt ist, gilt 

also fiir die p-Gruppen maximaler Klasse im allgemeinen. 

2. Wit betrachten die Identi tgt  

s t = t s s - l t - l  s t = t s ( s ,  t). 

Der Faktor  s-~t ~st= (s, t) heisst aus sofor~ einzusehenden Griinden Kommutator yon 

s und t. Offenbar hat man 
(t, 8 ) =  (*, t) 1. 

Sind s oder t Produkte von mehreren Elementen, so lgsst sich nach HALL der Kom- 

mtttator dttrch Produkte yon einfaeheren Kommutatoren  aus&iicken. Dies wird 

gezeigt dutch die Identi tgten:  

(1) (St, U)=8 lU 18U'U-18 lu8t-18 l u - l s u t ' t - l u - l t u - ( s , u ) ' ( ( s , u ) , t ) ' ( t , u ) ;  

(2) (s, t u ) = s  l u - - l s u ' s - l t  l s t ' t  is  i t s  u l s - l t - l s t u = ( s , u ) . ( s , t ) . ( ( s , t ) , u ) .  

Fiir den wichtigen Spezialfall, wo die Komnmtatorgruppe zttm Zentmm geh5rt, be- 

kommt man die Vereinfachung: 

(11) (Sl, U) = (8, g/,)" (t, U); 

(21) (,,  t ~) = (,, ~). (,, t). 

Wie unmittelbar ersichtlich ist, gilt unter derselben Voraussetzung die allgemeinere 

Relation : 

( s i s 2 . . .  s,n, t i t 2 . . ,  t , ) = f i  f l ( s s ,  t~ ). 
/~--1 ~--1 

(3) 

Insbesondere hat  m a n  

(31) (~n  t , ) =  (,, t)m,. 

G 
Fiir die Faktorgruppe - -  welehe ja vom Typus (p, p) ist, denken wir uns eine 

Gu ' 

Basis von zwei Elementen, s und sl. Fiir die p + 1 Untergruppen G,, welche in dieser 

Gruppe enthalten sind, kSnnen wir als Erzeugende s und s~sl (h=0 ,  1 . . . .  p - l )  

annehmen. Die p +  1 Untergruppen der Ordnung p~-i yon G lassen sich jetzt  mit 

{s, G~} und {shsl, G2} ( I t = 0 , . . .  p - 1 )  bezeichnen. Unsere Aufgabe ist es jetzt nach- 

zuweisen, dass /iir n >  3 wenigstens eine yon diesen p+ 1 GI,,~ 1 eine charakteristisc/te 

Untergruppe yon Gis t .  Fiir den Kommutator  yon s mit sl schreiben wir 

(4) (s; sl) = s~. 
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Es  bedeu te t  hier s 2 ein E lemen t  der Hiille G 2 - G s ,  und man  kann  s2 als E r z m g e n d e  

G2 
der F a k t o r g r u p p e  Ga a be t raehten .  Erse tz t  man  s und sl dutch  s ~si ~ und s ~sl ~, so ergibt  

sieh ohne Schwierigkei t :  

(41) ( s a s h ,  8C sdl) d be  === S2 

wo rechts  ein e twa h inz l lkommender  zu Ga gehSrender  F a k t o r  fiir uns ohne Interesse  

ist. Es  ist ja  
c a d  b e  

S c 8dl = (S a Sbl )a 81 a , 

a d  b c ~  

und das linke Glied von (41) l~sst sieh mi th in  dureh s ~, Sl ~ } ersetzen. Selbst- 

versti~ndlieh ha t  hier im E x p o n e n t e n  ! die B'edeuttmg yon al fiir aal ~ 1 (mod p). a 
G 

Beim n~chsten Sehri t t  operieren wir in der Fak to rg ruppe  G4. Wir  bezeiehnen 

G3. 
mi t  s 3 eine Erzeugende  yon G4 Fiir  die K o m m u t a t o r e n  von s und sl mi t  s2 gelten 

Rela t ionen : 

(5) ($1, 82 ) =83,c~. (81, S2 ) ..: S~. 

Is~ hier einer von den E x p o n e n t e n  e o d e r  f l - 0 ,  so ist es zulgssig anzunehmen,  dies 

sei der Fa l l  fiir ft. 4nderenfa l l s  ha t  m a n  

(s ~ s;",  s2) --- 1, 

und wir k6nnen s t a t t  s I sr '~ oder eine Potenz  (]avon einfiihren. Setzen wir je tz t  

~ =  1, was offenbar  dureh Fests te l lung yon s~ mSglich ist, so ergibt  sich: 

(6) (s, s2) ~ s3 ; (sl, s2) --= 1. 

Die Untergruppe {81, G2} unterscheidet sich dann yon den p iibrigen Untergruppen der 

Ordnung p~-i yon G dadurch, dass in ihr kein Kommutator zur Hiille Ga-  Ga gehSrt; 

hierin liegt, class diese Gruppe eine charakteristisehe Untergruppe yon G sein muss. 

Wir schalten dieselbe unter der Benennung G 1 in die untere Zentralreihe zwischen G 

und G2 ein. 

Bei jedem neuen Schri t t  in der unteren  Zentralreihe stSsst man  auf  Bin ~hnliches 

Problem.  Es  gelten also fiir v = 3 ,  4 , . . .  Rela t ionen:  

(7) (8,  8v) ~ S~+ 1 ; (Sl, Sv) ~ Sfl+l �9 

Aas diesen ist diejenige yon den 0pe ra t ionen  s und ShSl(h=O, 1 . . . .  p - 1 )  zu be- 
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stimmen, fiir welche der Kommutator  mit s~ nicht in der Hiille Gv+ 1 - G v +  2 liegt; 

wenn man die so erhaltene Operation mit G2 kombiniert, so resultiert eine Gp~ 1 

welche charakteristische Untergruppe yon G sein muss. Hat  man in (7)f l=-0,  so 

kommt man bier auf die bereits bekannte charakterische Untergruppe G~ zuriick. 

Fiir ~=3,  also bei dem n~chstfolgendm Sehritte, ist dies immer der Fall, wie sieh 

durch eine Durehmusterung der Gruppen yon der Ordnung pS, welche ja vollstiindig 

bekannt sind 1, konstatieren 15sst. Es liegt hier nahe zu vermuten, dass man in solcher 

Weise nie zu einer anderen charakteristischen Untergruppe als G~ gelangen kann. 

So einfaeh ist die Sache doch nicht, wie aus den Resultaten yon M. POTROC hervor- 

geht. 2 Es gilt die Aufz~hlung dieses Verfassers yon den Gruppen der Ordnung p6 

und der Klasse 5. Man finder n:~tmlich hier einige Gruppen, fiir welehe man als 

Exponenten in den obigen Relationen (7) :r 1, f i = 0  fiir u=2 ,  3 und ~r f l = l  

/ i ir  v = 4  erh~lt. Zu {s~, G~}=G1 tr i t t  also noch die neue  charakteristisehe Unter- 

gruppe {s, G~} = (;1 hinzu. Wie wir sparer niiher ausffihren wollen, erhiilt man fiir 

allgemeine n-Werte die entsprechenden Fi~lle mit einer zweiten charakteristischen 

G~ 1 fiir ~ = 1 ,  f i = 0  (v=2,  3 . . . .  n - 3 )  und a = 0 ,  f l = l  ( v = n - 2 ) .  Es wird aus 

unseren Untersuehungen hervorgehen, dass es andere M6glichkeiten fiir charakteristische 

Untergruppen yon der Ordnung p'~ ~ als die oben behandelten nicht geben kann. 

Es ist wohlbekannt, dass man / i ir n ~ 3 zwe i  Fii l le ohne charakteris t ische Gp.. hat, 

n~mlich fiir ~)= 2 die Quaternionengruppe und fiir p ungerade diejenige nicht-Abelsehe 

Gruppe, welehe kein Element von hSherer Ordnung als p enthi~lt. Es muss als 

bemerkenswert betrachtet  werden, dass es fiir n >  3 keine Gruppe mit entsprechender 

Eigenschaft gibt. 

Aus den obigen Betrachtungen versteht man, dass es mSglich ist si~mtliche 

Elemente von G in der Gestalt 

( s )  el a I a ~  2 ( t n  - 1 s s~ . . . s ~  2 s~ ~ ( 0 = < ~ , ~ 1  . . . .  a~ l < p )  

zu schreiben, wobei s, s I . . . .  sn 1 je aus den Hiillen G - G  1, G 1 - G ~  . . . .  G,~--2-Gn 1 

und dem Zentrum G~-I beliebig gew5hlt werden kSnnen. Man bemerke hierbei, dass, 

wenn s~ ein Element der Hiille G~-G~§ bedeutet, so muss s~ zu G~+I gehSren. Ins- 

besondere kann man, mit Ausgangspunkt von s und sl, fiir s2 . . . .  sn ~ diejenigen 

Elemente w~hlen, welche man durch die oben beschriebene Kommutatorbi ldung 

bekommt. 

I Sieh S~QUIER, ,,Groupes abstraits", S. 146. 
2 ,,Les groupes d'ordre p6,,, ThSse (Paris ,  1904). 
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3. Fiir den Fall, (lass nur eine einzige eharakteristische Untergruppe G~ 1 existiert, 

ist es jetzt leicht zu zeigen, dass auch fiir p ungerade die Gruppen v o n d e r  Ordnung 

pn sich auf drei Haup ta r t en  verteilen; doch sind diese hier, mit  einer einzigen Aus- 

nahme, dutch mehr als eine Gruppe vertreten. Wenn nun s ein Element von G--G1 

bezeiehnet, so stellen wit uns die Frage, wie sieh s p in der Gestalt (8) ausdriieken 

lgsst. Nach einer obigen Bemerkung i s t s  p ein Element y o n  G1; bei der in Rede 

stehenden Darstellung ist also ~ = 0 .  Andererseits its s" mit  s vertauschbar.  Hieraus 

folgt, dass s p zur Zentrale {sn 1} gehSren muss, da sl, s2 . . . .  s~ -2 nicht mit  s vertausehbar 

sind. Man hat mithin entweder s P = l  oder s '=s~ i (~m0), in welchem letzteren 

Falle erst s p~= 1. 

Betreffend die Elemente yon G - G ~  lassen sich hiernach drei F~ille unterscheiden: 

entweder ist /iir siimtliche Elemente 1) s p --1, 2) s p =s~-1 (u~O) oder endlich 3 ) i s t / i i r  

einige Elemente s ' =  1 und /iir die anderen s p --s~ 1 ( z ~ 0 ) .  I m  Falle 3)liisst sich fiir 

die Darstellung von den Elementen der Gruppe in der Gestalt (8) s so wiihlen, dass 

s " =  1. Fiir die Elemente von G-G~ ist der Exponent  cr und die pte Potenz 

- s  ~ ( ~ 0 ) ,  je nachdem der Exponent  ~1--0 oder :~0. eines Elementes = 1  oder - n-~ 

Doch miissen wit fiir das volle Verst5ndnis aueh auf die Eigenschaften der Unter- 

gruppe G~ Bezug nehmen, mit  denen wir uns erst im folgenden Abschnitt  beschgftigen 

werden. 

Wenn G zwei grSsste charakteristische Untergruppen G~ und G~ enthSlt, so lgsst 

sich, wie oben bemerkt,  ffir s ein Element in G~ wiihlen. Es ist dann s auch mit  

s~-2 vertauschbar,  und als Zentrum von G~ hat man {s~ 2, s~-i}. Bei solcher Wahl 

yon s entsteht die Frage, in wie welt man auch, a m  s p auszudriicken, s~_o. nStig 

haben kann. Doch geniigt, wie wit spiiter zeigen werden, auch in diesem Falle s~--1 

fiir die Darstellung von s p. Es folgt hieraus, dass der obige Satz iiber die drei M6glich- 

keiten von s p /iir die p-Gruppen maximaler Klasse allgemein gilt. 

Wie man sieht, sind die oben angegebenen drei MSglichkeiten fiir s p denjenigen 

ganz entsprechend, nach denen, wie in der 1. Nummer  hervorgehoben wurde, die 

2-Gruppen maximaler  Klasse in drei Haupta r ten  eingeteilt werden. Diese Einteilung 

liisst sich unmittelbar  auf den allgemeineren Fall, wo p ungerade ist, iiberfiihren. 

Fiir die p-Gruppen maximaler Klasse erhalten wit mithin eine Verteilung in drei 

Hauptarten: 1) yon Diederart, 2) yon dizykliscl~er Art, 3) yon der mittleren Art. In  

einer friiher yon uns verSffentlichten Note ~, wo alle p-Gruppen maximaler  Klasse, 

fiir welche die Untergruppe G~ Abelsch ist, bes t immt werden, haben wir diese Haupt -  

1 ,;Uber mit Diedergruppen verwandte p-Gruppen", Arkiv f6r Matematik Astronomi och Fysik, 
Bd. 33 A (1946). 
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arten als drei Gruppenfamilien eharakterisiert. In der vorliegenden Arbeit wollen wir 

jedoeh der Bezeichnung Gruppenfamilie eine andere Bedeutung geben; die Gruppen 

von derselben Ordnung p~ werden hierbei in Familien eingeteilt, so dass in einer 

Familie Gruppen yon siimtliehen drei Hauptar ten  eingehen. Ein Beispiel hierzu finder 

man in unserer soeben zitierten Note, indem flit jede Ordnung die Gruppen mit der 

dort vorgeschriebenen Eigensehaft eine Familie bilden. Da fiir p -  2 die Untergruppe 

G1 zykliseh ist, so schliessen sich in diesem Falle die drei Gruppen mit gegebener 

Ordnung in eine Familie zusammen; ist dagegen p ungerade, so gilt entspreehendes 

nur fiir n = 4. Erst  im drittcn Abschnitte k6nnen wir ng~her auf diese Fragen eingehen. 

4. Besonders leieht lassen sich alle Untergruppen yon G bestimmen, welehe 

Elemente von G - G  1 enthalten. Zuniichst sei G 1 die einzige eharakteristisehe Unter- 

gruppe der Ordnung p~-i yon G. Wir betraehten eine Untergruppe H~, welehe mit 

G - G  1 das Element s und mit G~-G~+I das Element s~ gemeinsam hat ;  dagegen 

mSge H,, mit G1-  G: kein gemeinsames Element haben. Durch Kommutatorbildung, 

mit Ausgangspunkt yon s und s:, lassen sich nun in G:+~-G:+2 . . . .  G~ ~ Elemente 

Sv+l . . . .  8n 1 bestimmen. H~ enthiilt mithin die Gruppe {s~, S , + l , . . .  S~- l}=G:,  und 

man bekommt fiir sie die Bezeiehnung {s, G:}, und als ihre Ordnung hat man p~ ++1. 

Man erh~tlt denmach eine Einteilung der fraglichen Gruppen nach der ersten in 

einer solchen enthaltenen Gruppe der unteren Zentralreihe. Die Anzahl der Unter- 

gruppen H: yon der Ordnung p~ "+~ finder :nan, indem man beriicksichtigt, wie die 

p ~ - p ~  ~ Elemente yon G - G  1 sich auf diese Gruppen verteilen lassen. Fiir die gesuchte 

Anzahl ergibt sich demnach: 
pn  __ p n  1 

~ n - v + l - - - ~ n ~ : v  = pv 1. 

Jede derartige Untergruppe ist yon maximaler Klasse. Die untere Zentralreihe ist ja: 

H~, G,.+I, G~+2 . . . .  G~ 1. Fiir die Gruppen G yon Diederart oder dizyklischer Art sind 

G und H~ immer yon derselben Art. Ist aber G yon der mittteren Art, so gibt es 

fiir H~ zwei MSglichkeiten je nachdem s v =  1 oder s v - -  - - S u  n 1 ( 2 ~ 7 ~ 0 ) ,  Im ersten Falle 

ist H~ von Diederart und im zweiten von dizyklischer Art. Man finder leieht, dass 

es p~ ~ Gruppen H. von der ersten Art und p~-2 ( p _  1) yon der zweiten Art gibt. 

EnthMt G noeh eine zweite eharakteristisehe Untergruppe 01, so ist der Fall 

besonders zu beriicksiehtigen, in welchem das erzeugende Element s von H~ i n  G~ 

liegt. Man kann ja in diesem Falle nieht durch Kommutatorbildung von s mit 

s,,, S~+l . . . .  zu s~ ~ gelangen. Entweder enthglt also die dureh s und s~ erzeugte 

Gruppe s~ ~ nicht, und ihre Ordnung wird auf p~ " reduziert, oder hat sie als Zentrum 

21 -513804.  Acta mathematica. 88. Imprirn~ le 16 d6e'embre 1952. 
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{8n-2, 8n 1} und ist somit keine Gruppe maximaler  Klasse. N~heres hieriiber l~sst 

sich hier nicht sagen. 
G 

Atteh die Faktorgruppen G~ miissen stets yon maximaler  Klasse sein. Da eine 

solche Gruppe d a d u r c h  aus G entsteht, dass man s ,  S~+l . . . .  s~ 1 dureh 1 ersetzt, 

so muss dieselbe von Diederart  sein, und dies auch in dem Falle, Wo G zu einer von 

den beiden anderen Hauptar ten  gehSrt. 

I I .  

5. In  diesem Abschnitte wollen wir die maximale charakteristisehe Untergruppe 

G1 nigher untersuchen. Fiir den Fall p = 2 ist G1 bekanntlich zykliseh. Wir wollen 

zeigen, dass aueh, wenn man p allgemein nimmt,  fiir die Ordnung der Elemente 

einfache Gesetze gelten. Der Fall p = 2  soll sich also als Spezialfall in diesen all- 

gemeinen Gesetzen einordnen lassen. 

Fiir s wghlen wir ein Element yon G - G ~  oder, falls G noeh eine zweite eharak- 

teristisehe Untergruppe G1 enthglt, von G - G 1 - G  1. Wenn nun s 1 ein Element yon 

G ~ - G  2 bedeutet,  so lassen sieh dureh die Relationen 

(9) s l s ,  8 - s i s i + l  ( i = 1 ,  2, 3 . . . .  ) 

Elemente s~, s~ . . . .  sn-1 bestimmen, welche bzw. zu G 2 -  G3, G 3 -  G4, . . .  Gn 1 gehSren. 

Da s" ein Element der Zentrale {sn-1} bezeichnet, so hat man 

(10) s Ps4sP=si ( i = 1 ,  2, 3 . . . .  ). 

Nun erh~lt man in (10) reehts einen anderen Ausdruck, indem man zun~chst s ls4s 

ausfiihrt, dann s 2s4s2, u . s .w .  W e n n  m a n  ]etzt den in  solcher Weise  ents tandenen 

Ausdruck  mi t  s~ gleichsetzt, so bekommt m a n  Relat ionen,  aus denen die Ordnungen /i~r 

s2, s3 . . . .  sich herleiten lassen. Es ergibt sich dann fiir s Is4s, s 2s4s2, s 3s4s ~ . . . .  bzw. 

(1 1) 84 84+1, Si Si+l 84+1 Si+2, Sl 84+1 Si+l Si+2 Si+ 1 84+2 S4+2 Si+3, . . . .  

Ganz allgemein bekommt man das Produkt  fiir s-(h+')s4s h+' aus demjenigen fiir 

s hs~sh, indem man dem letzteren Produkt  ein iihnliehes hinzufiigt; es sollen nur die 

entsprechenden Indizes je mit  einer Einheit erhSht werden. Die Folge ( l l ) e n d e t  

mit  dem Gliede fiir h =  p. Wenn man hier den ersten Faktor  s~ wegnimmt, so wird 

nach (10) das Res tp roduk t=  1. In solcher Weise entstehen die Relationen: 

(12) s~.s4s~+l.s4si+ls4+ls4+o..., sis4+1 . . .  s4+p--1- ] ( i = 2 ,  3 . . . .  ), 
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wobei fiir ~ > n - 1  s, = 1 zu setzen ist. Das Proclukt (12) denken wir uns in p Teil- 

produkte zerlegt, yon denen das erste ein Glied, das zweite zwei Glieder, das dritte 

vier Glieder und endlich das letzte 2 ~ 1 Glieder enthglt. Wenn wir mit ( l l ) v e r -  

gleichen, so ergibt sich: 

p 1 
(13) s i l - [ s  ~ hs~sh=l ( i=2 ,  3, . . . ) .  

h = l  

Die Relationen (13) sind offenbar einer Ergiinzung fiir i =  1 bediirftig. Vollstiindiger 

bekommen wit die LSsung unserer Aufgabe nach der folgenden Methode. Fiir 

(ssi 1) P=(s~s 1), haben wir (lie Entwickhmg: 

p 1 
(8i8 1 ) P - - s i l l S  h s i s h ' 8  p ( i = ] ,  2,  3 . . . .  ). 

h=l 

Man hat also: 

p - I  
(14) s~ H 8 h 8i 8 h = 8" (8 8 i  1) p 

h = i  
( i :  1, ~, 3 . . . .  ). 

Da fiir i = 2 ,  3 . . . .  (14) eine Wiederholung yon (13) sein muss, so ergibt sich: 

(~5) (~:,~ ')" = s" ( i = 2 ,  3 . . . .  ). 

Offenbar hat (15) Giiltigkeit, wenn fiir s~ ein beliebiges Element yon G~ eingefiihrt wird. 

Ftir i =  1 braucht (15) nicht zu gelten. Jedenfalls ist ~toch das rechte Glied von 

(14) gleich einer Potenz von s~ 1. Als Erg~nzung yon (13) ergibt sich somit: 

. 1 
( ] 3 1 )  8 1 I ' I  s - h  s18h a ~ 8 n  1 �9 

h = l  

Fiir p = 2  hat man in (131) ~ 0  fiir die Diedergruppe und die dizyklisehe Gruppe 

und ~ ~ 1 fiir die dritte Gmppe. In Ubereinstimmung hiermit gilt es aueh fiir p 

ungerade, dass in (131) die Gruppen yon Diederart oder dizyklischer Art dutch ~ ~ 0  

und die Gruppen der mittleren Art durch ~-~0 charakterisiert werden? 

6. Um die eigentliehe Bedeutung der Relationen (13) und (131) klarzulegen, ist 

eine Umformung wiinschenswert. Am einfaehsten liisst sieh diese ausfiihren, falls G, 

eine Abelsche Gruppe bezeichnet. Man kann dann unmittelbar Elemente s~ mit 

demselben Index zusammenfiihren, und es gilt m~r zu bereehnen, wie oft links die 

1 t I i e r  i s t  es y o n  B e d e u t u n g ,  d a s s  s" (8811) -p  s e i n e n  W e r t  b e i b e h / i l t ,  w e n n  s d u r c h  ss~ e r s e t z t  
k p k 1 - p  

w i rd ,  s o d a s s  m a n  ( s s l )  ( s s l  ) b e k o m m t .  E i n e n  B e w e i s  h i e r f i i r  w o l l e n  w i r  in  e i n e m  a n d e r e n  

Z u s a m m e n h a n g e  g e b e n .  
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verschiedenen sh vorkomn~len. Dies findet man sehr leicht, indem man  das letzte 

Glied der Folge (11) mit  

(16) ( l + x ) P : = l + x + x ( l + x ) + x ( l + x + x ( l + x ) )  t-x( ) + . . .  

vergleicht, wo jeder folgende Klammer  die ganze vorangehende Entwieklung enthiilt;  

dabei entsprieht  jedem s~h 1 in (11) ein x ~ in (16). Die gesuehten Anzahlen sind 

mithin Binomialkoeffizienten. In  dem betr~ehteten Falle ]assen sich demnaeh (13) 

und (131) dureh bzw.: 
p(p  1) 

(17) s ~ s~+l 2 . s ~ =1"  �9 �9 ~ + P  2 8 i ~ p  1 

p (p 1) 

(]71) S p 82 2 p ~' ( 0 ~ 0 ) .  �9 * �9 8p 1 8 p ~ S n  1 

ersetzen, wobei (17) fiir i =  2, 3 . . . .  n - 1  sowie aueh fiir i =  1 bei den diedrisehen 

und dizyklisehen H a u p t a r t e n  und (171) flit die dri t te  H a u p t a r t  gelten. Dureh  (]7) 

und (171) bekommt  man  Ausdriieke fiir sp, s ,~ ,  . . . .  Sn 1 in sl, s 2 . . . .  s~-l, und zwar 

sind die Exponen ten  fiir diese letzteren Elemente  immer  durch  p teilbar. A l s  Bas is -  

elemente /i~r G1 ]tat m a n  m i t h i n  s~, s 2 . . . .  sp 1. Hierbei bemerke man,  dass fiir n <  p 

s ,~ , . . ,  s,~l dutch I zu ersetzen sin(]. 

Die Ausnutzung der Relat ionen (17) li~sst sieh am einfaehsten in der Reihenfolge 

i =  n -  ], n -  2 . . . .  1 ausfiihren. Es ergibt sich zunSchst  : 

1 ~ " n - p + l  

Die Elemente  s~ 1, s~ 2 . . . .  s ~ = ~  sind somit von der Ordnung p. Beim n~ehsten 

Sehrit t  erh~lt m a n :  
P - - ] ~  

8 n  ~ 8 n  1 -- 

woraus man schliesst, dass s~_p v o n d e r  Ordnung p2 ist. Dasselbe Resul ta t  finder 

ma n  fiir die p - 2  folgenden Elemente  s~ p ~1 . . . .  s~ 2,+2. Uberhaup t  bekommt  man  

als allgemelne Regel, class, /alls die E lemen te  in  der Reihen/olge s~ 1, s~ 2 . . . .  s2, Sl 

genommen  werden, so ]taben die p - 1  ersten die Ordnung  p, die p -  1 /olgenden d i e  

Ordnung  p2 u. s. w ,  so dass ~edesmaI nach p - 1 Schr i t ten  die Ordnung  u m  e~;nen neuen  

Fak lor  p erhSht wird.  Man beachte hier, dass es ohne :~nderung der zugehSrigen 

Ordnungen erlaubt  ist, fiir s~ 1, s~ 2 . . . .  s2, Sl beliebige Elemente  yon bzw. G~ ~, 

G n - , z - G n  ~ , .  G 1 - G 2  einzusetzen. Nur  fiir i =  1 und Gruppen v o n d e r  mit t leren 

H a u p t a r t  gibt  es yon der obigen Regel Ausnatimen, und zwar dureh den Einfluss 

des reehten Gliedes yon (171). Is t  n~mlieh erstens n_-<p, so reduziert  sieh (171) auf 

( i s )  s ;  = s ~ 
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dn nile anderen Faktoren links = 1 werden. Es ist demnach Sl hier von der Ord- 

mmg p2. Beispiele hierzu finder man bei den Gruppen yon den Ordnungen pa, p4 und 

pS. Hat  man zweitens n = p +  1, so nimmt (171) die Gestalt 

(181) 81 p Sn 1 = 8 ~  1" 

Die Ordnung yon ~, ist hier fiir ~ - l  nut  p, sonst aber p2, wie es fiir n = p +  1 bei 

den diedrischen und dizyklisehen Hauptnr ten der Fall ist. Das einfachste Beispiel 

bekommt man fi i r  p - 3, n = 4. 

Mit ep bezeichnet man ein Element, dessen pte Potenz = 1 ist. p-Gruppen mnximnler 

Klnsse, deren sgmtliche Elemente e~ sind, gibt es nur yon Diedernrt und f i i r n _ -  < p. 

Die hSchste Ordnung einer Gruppe mit dieser Eigenschnft ist mithin pP. 

Ist n > p +  1, so hat es fiir die Ordnung von s. keine Bedeutung, ob als reehtes 

Glied yon (171) 1 oder sn-1 # ( ~ 0 )  steht. 

7. Nun ist unser eigentliches Ziel in diesem Absehnitt nachzuweisen, dass die 

Gleichungen (17) und (17~) auch bei nicht-Abe!schen Gruppen G1 ihre Ggdtigkeit bei- 

behalten. Es entstehen zwar bei der Umtauschtmg der Elemente, so dass gleich- 

bezeiehnete s~ zusammengefiihrt werden, als neue Faktoren Kommutntoren. Im all- 

gemeinen treten aber diese Kommutatoren in solehen Potenzen auf, welche sich auf 

die Identitgt  reduzieren; doch mit der Ausnahme, dnss in speziellen Fgllen ein Faktor  

s~ 1 iibrig bleibt. Ohne n~ihere Kenntnis der Kommutatoren lgsst sieh selbstver- 

stiindlieh der Beweis fiir unsere obige Behauptung nieht vollstgndig nusfiihren. In 

diesem Absehnitt miissen wit uns mit der Herleitung eines Sntzes begniigen, der fiir 

den Beweis yon sehr wesentlieher Bedeutung ist. 

Die bier zu 15sende Aufgabe gilt, wie oft im Produkt  (12)fiir k>h ein Element 

s,+k einem E]emente s,+h vorangeht. Jedesmal, wenn dies geschieht, wird jn bei der 

besproehenen Umordnung ein Kommutator  (s,+k, s~+h) erzeugt. Ansehaulicher erseheint 

vielleieht die kufgnbe, wenn man fragt, wie oft" in der Entwieklung (16) fiir k>h 

eine Potenz x ~ einer Potenz x h vorangeht. Noch eine zweite UnfoImung des Problems 

l~isst sieh mit Vorteil ausfiihren, indem man in (16) von den Potenzen zu den 

Exponenten iibergeht. Dnbei erhalten wir in der folge_nden Weise eine Darstellung 

fiir die Exponenten dureh die dyadisehen Zahlen. Die Entwieklung (16) besteht aus 

p Absehnitten. Fiir den ersten Absehnitt l + x  "haben wir die Exponenten 0 und 1. 

Im ngehsten Absehnitt x ( l + x )  werden diese Exponenten je um 1 erh6ht;  hierfiir 

geben wit Ausdriieke dutch 10 und 11, also dutch zweiz'ifferige dyndische Zahlen. 

Um flit die Exponenten beim folgenden Absehnitt x((l+x)+x(1 5x))dreizifferige 
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Zahlen zu bekommen, fiihren wir auch ftir 1 ~x im Klammer zwei Ziffern ein; n~im- 

lich 00 und 01, und erhalten mithin fiir die Exponenten der vier Glieder die Bezeich- 

nungen: 100, 101, 110, 111. Wenn wit jetzt  in der Reihc (16) die Glieder mit den 

in solcher Weise bezeichneten Exponenten ersetzen, so bekommen wit flit p =  5 die 

Folge : 

(19) 0, 1, 10, 11, 100, 101, l l0 ,  111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 111], 

10000, 10001, 10010, 10011, 10100, 10101, 10110, 10111, 11000, llO01, 11010, 

11011, 11100, t1101, 11110, 11111. 

Wie man sieht, erhalten, wir beim ~Jbergang zu den Exponenten die dyadischen 

Zahlen nach steigender GrSsse. Man beachte noch, dass einer Potenz x h in (16) eine 

dyadische Zahl mit h Einsen in (19) entspricht. In der neuen Formu!ierung gilt 

also unsere Aufgabe zu entscheiden, wie o/t unter den 2" ersten dyadischen Zahlen 

eine Zahl mit k Einsen einer Zahl mit h Einsen vorangeht. Da man offenbar flit k, 

h und p - h, p - k dieselbe Antwort erh~ilt, so kSnnen wit die Beschrtinkung h + k _-< p 

einfiihren. Fiir p = 5 sind nur vier F~ille zu untersuchen, niimlich : h = 1, k = 2 ; h = 1, 

k = 3 ;  h = l ,  k = 4 ;  h = 2 ,  k = 3 .  Die Antworten lassen sich leicht aus (19) ablesen. 

Fiir die gesuchten Anzahlen fiihren wir die Bezeichnung (k, h), ein und bekommen: 

(2, 1)5=10 ; (3, 1)5=5;  (4, 1)5=1;  (3 ,2)5=24.  

In den beiden erste:~ Fallen erhalten wit mithin dutch 5 teilbare Zahlen und in den 

beiden letzteren durch 5 nicht teilbare. Die Vermutung liegt jetzt  nahe, dass dieser 

Unterschied darauf beruht, ob in h + k <  p das obere oder untere Zeichen gilt. Fi~r 

diese Vermutung wird in den ]olgenden Entwicklungen sin Beweis gegeben. 

8. Behufs der Berechnung von (k, h), ist es vorteilhaft diese Zahl in Teilsummen 

zu zerlegen. Erstens k6nnen die beiden Zahlen mit k bzw. h Einsen eine verschiedene 

Zifferanzahl haben. Man erh~ilt dann eine erste Tei]summe, indem man die Anzahl 

der hSchstens n-zifferigen Zahlen mit /c Einsen mit dcr Anzaht der (n+  ])-zifferigcn 

mit h Einsen multipliziert und zuletzt yon n =  k bis n = p - 1  summiert. Die erste 

Anzahl ist offenbar gleich den Koeffizienten fiir x k in der Entwicklung von (1 + x) ~, also: 

(20) n(n--  ]) . . .  ( n - k  + l) 

In iihnlicher Weise ist die zweite Anzaht gleich dem Koeffizienten fiir x h in der 

Entwicklung von x(1 + x) n, also: 
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(21) ?~(_n- 1) . . .  ( n - h  + 2) 
! h - I  

Als erste Teilsumme von (k, h)p erhglt m a n  mithin:  

P~ n ( n - 1 ) .  ( n - k + l )  n ( n - 1 ) . . .  ( n - h + 2 )  
(22) .=kz I_~ " Ih-~ l  . . . . . . . .  

Die Summanden in (22) sind von" qrade ( k+h  1) in n. Fiihrt man die Summation 

aus, so ergibt sieh ein Resulgat veto Grade k + h in p. Bind andererseits die beiden 

Zahlen mit  Ic bzw. h Einsen yon gleieher Zifferanzahl, so kavn man fiir dieselben die 

erste Ziffer 1 weglassen. Es handelt sieh dann um Zahlen mit k 1 bzw. h -  1 Einsen. 

Hiernaeh finder man far  (k, h)~ als zweite Teilsumme: 

p 1 

(23) ~ ( k -  1, a -  0 . .  
r t = k  

Is t  h =  1, so versehwindet diese zweite Teilsumme, und man bekommt  far (k, 1)v: 

(24) iv (iv - 1) . . .  (iv - k) 
Ik+~  

Is t  h = 2 ,  so lassen sieh jetzt Ifir die Glieder yon (23) die Ausdriieke in n so fort 

angebem und man findet fiir (k, 2)v dutch Summation yon (22) und (23): 

(25) (p~ ] ) p ( i v -  1) . . .  (iv- k) 
......... (k " 

Vermittelst  derselben Methode lassen sieh nun fiir It > 3 die Summanden ( k - 1 ,  h - 1 ) n  

yon (23) in zwei Teile zerlegen. Fiir (23) bekommt man hierdureh eine Zerspaltung 

in zwei Teilsummen. In  dieser Weise lgsst sieh fortsetzen, und als Endresultat  ergibt 

sieh eine Zerlegung yon (k, h)v in h Teilsmnmen, welehe mit  (22) anf~ngt. Wenn 

wir den Ausdruek unter dem Summenzeiehen in (22) mit  ~(n,  k, h)bezeiehnen,  

so wird in den iibrigen Summen fiber 9~(n ,k , -1 ,  h - 1 ) , . . . ~ 0 ( n , k - i , h - i )  . . . .  

q~(n, k - h +  1, 1) summiert.  Als Gradzahl fiir q)(n, k - i ,  h - i )  in n hat. man k-t h - 2 i -  

- 1 .  Nun ist die Summation tiber ~v(n, k - i ,  h - i )  eine ( i+  1)-faehe. Da die Gradzahl 

naeh jeder Summation mit  einer Einheit st.eigt, so bekommt  man als Endresultat  

einen Ausdruek veto Grade k + h - i  in iv. Hierin hat man als Faktor  iv (/9 - 1) . . .  ( iv-  k). 

Dies versteht  man schon aus der Tatsaehe, dass fiir iv = 0, 1 . . . .  /c si~mtliehe Teil- 

summen gleieh Null sein miissen. Sell nun (k, h)p nieht dutch iv teilbar sein, so 

muss es wenigstens eine Teilsumme geben, fiir welehe aueh der Nenner den Fak tor  iv 
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enth~lt. Wie aus (22) verst~ndlich ist, hat  ~ (n, k i, h -  i) als NGnner Ik i . l h -  i - -  1, 

und durch die ( i + l ) - f a c h e  Summation k6nnen, wig wir sofort zeigen werden, als 

neue Faktoren im Nenner nur ]c + h - 2 i . . . .  ]c + h - i hinzukommen. Da k + h _-< p, 

so ist also ein Faktor  p im Nenner nur fiir i =  0 und k + h = p  m6glich. 

Zur n~heren Begriindung dieses Ergebnisses mag es geniigen den Ausdruck (22) 

umzuformen. Wir schreiben (22) in der Gestalt 

l n ( n - l ) . . .  ( n -  It+ 1) 
"I" ' (n). (26) 

WO li~lso 

(27) /h-1 (n) = ao+a l (n+  1) + ... +a~_l (n+ ] ) ( n +  2) . . .  ( n + h -  1). 

Man kann jetzt  (26) mit  der Doppelreihe 

h - lp -1  ( n + v ) ( n + v - 1 ) . . . ( n - k + l )  
(28) v av 

~=0 n=k I ]g 

ersetzen. Nach Ausfiihrung der zweiten Summation ergibt sich hieraus: 

( p - k )  
(29) Z �9 

Y=0 

Fiir einen Faktor  p im Nenner ist hier v = h -  l, k -t h = p erforderlieh. Da ah-1 gleich 

dem Koeffizienten fiir n h 1 in /h (n) sein muss, so hat man 

1 
(30) ah , = i h = i -  

Als durch p fiir k + h = p  nicht teilbares Glied yon (29) finder man also: 

( p + h - 1 ) . . . ( p + l ) . ( p - - 1 )  . . . ( p - k ) = ( _ l )  k ( m o d p ) .  
(31) ih_. 1 k~_k 

Alle iibrigen Beitr~ge zu (k, h), sind dagegen, WiG aus den obigen Entwicklungen her- 

vorgeht, stets durch p teilbar. Es ist mithin /i~r k + h = p ( k ,  h ) , - = ( - 1 )  ~ (rood p);  in 

den i~brigen Fallen, also /iir ]~ + h < p, ist (It, h)p immer dutch p teilbar. 1 

Auch flit die iibrigen Koeffizienten av lassen sich ohne Schwierigkeit allgemeine 

Ausdriicke angeben. Zu dem Ende kann man verschiedene Methoden benutzen. Man 

kann z . B .  in (27) sukzessive n =  - 1 ,  - 2  . . . .  - ( h - 1 )  einfiihren. Als Resultat  er- 

gibt sich : 

1 Dieses  R e s u l t a t  f inder  m a n  schon in  unsere r  Note,  ,,Ein Problem bei dyadischer Zahlendar. 
8tellung", A r k i v  fSr M a t e m a t i k ,  Bd. 1 (1950). 
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a ~ = ( - 1 ) ~  1 ~ ( h - 1 ) ( h - 2 ) - . .  ( h - v )  

(1• ~ 
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Die Summation von (22) 1/isst sich jetzt ohne weiteres ausfiihren, und man bekommt 

hierfiir : 

(33) h--l~=o~ ( - ] ) h  1-~(h-1)(h-([__v) 22)' '" ( h - v ) . p + v . . .  ( p~_ . l )p (p -1 )  . . +v+  l) ( p - k )  

Man sieht leicht, dass s~mtliche Glieder von (33)ganze Zahlen sind. Dass man durch 

die obige Methode, in welcher die Entwicklung (27) die Hauptsache ist, auch die 

Summation der iibrigen Teilsummen von (k, h)p explizit ausfiihren kann, diirfte ohne 

weiteres verst~indlich sein. 

9. Die eigentliche Frage fiir uns hier ist nun die l~berfiihrung von (13) und 

(131) in die Normalgestalt (8). Wenn G1 Abelsch ist, haben wir als Resultat (17) 

und (171) gefunden. Fiir nicht-Abelsche G 1 gilt es zu entscheiden, wie die bei jener 

Uberfiihrung entstehenden Kommutatoren auf dieses Resultat einwirken. Eine Antwort 

hierauf ist es uns erst in den folgenden Entwicklungen mSglich zu begriinden. Doch 

erlauben wit uns hier die folgenden Bemerkungen. Nach den obigen Ergebnissen ist 

die Anzahl (k, h)p der entstandenen Kommutatoren (sk, sh) ein Vie]laches von p fiir 

k + h < p, fiir k + h = p dagegen -= ( -  1) k (mod p). Nach einem spgter abzttleitenden 

Resultate sind fiir k-4-h > p sk und sh stets vertauschbar, und fiir jeden Kommutator  

hat man (sk, sh) v= 1. Wenn man die gleichbezeichneten Kommutatoren zusammen- 

fiihrt, so erh/ilt man mithin fiir k +  h <  p die Identit~it. In dem noch iibrigen Falle 

k + h = p  werden wir linden, dass nur solche Kommutatoren m6gfich siud, welche 

dem Zentrum {sn-1} von G 1 angehSren. Zungchst lgsst sich hieraus schliessen, dass 

wenigstens in den F~llen, wo die Kommutatorela zum Zentrum von G1 gehSren, die 

besprochene Umformung auch jetzt zu (17) oder (171) fiihren; doch mit der .~nderung, 

dass rechts eine Potenz von s n l  hinzugefiigt werden kann. Zu erw~hnen ist unter 

den zu beweisenden Resultaten noch, dass die Gruppe {s~ v, s~ . . .} ,  welche dutch die 

?)ten Potenzen der Elemente yon G I erzeugt wird, aus Elementen besteht, welche im 

Zentrum yon G 1 liegen. Nun kSnnen (17) und (171) oder die ihnen nach den obigen 

Bemerkungen entsprechenden Relationen als Beziehungen zwischen s~ v, s p2,--, und 

sv, s v + l . . ,  betrachtet werden; aus den ersten Element~en lassen sich die zweiten 

bestimmen und umgekehrt. In Ubereinstimmung hiermit gilt es auch, dass die 

Gruppe {sp, sp+l, . . . }  dem Zentrum von G 1 angehSrt. 
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Kompliziertere VerhMtnisse trct~n ein, wenn cs Kommuta toren  (sk, s~) gibt, die 

nicht zum Zentrum yon G1 gehSren. Es k6nnen dann bei dem l~ibergange zu (I7) 

oder (171) neue Kommuta to ren  entstehen, zun~chst yon der Gestalt (s~, (sk, si)). Es 

gilt also die ncue Aufg~bel wie die Anzahlen yon solchen Kommuta to ren  sich bercchnen 

lassen. Wic wir hier in aller Kiirze skizzieren wollen, l~sst sich die Antwort  hierzu 

durch eine Verallgemeinerung der in der vorhergehenden Nummer entwickelten Mcthode 

erhalten. Die Frage gilt, wie oft unter den 2 p ersten dyadischen Zahlen fiir k l + k 2 +  

+ - . .  + k~ : + h < p eine Kombinat ion von r nach der GrSsse geordneten Zahlen sich 

aufsehreiben l~sst, von denen die erste k 1 Einsen, die zweite k 2 Einsen . . . .  und die 

letzte h Einsen enth~lt. Dabei braueht m a a  keine besondere Annahmen fiber die 

gegenseitigen GrSssenverh~ltnisse von kl, k 2 , . . ,  zu machen;  das oben hergeleitete 

Resultat  im Falle r = 2  hat ja in der Tat  auch ffir k < t t  Gfiltigkeit. Es l~sst sich 

der allgemeine Fall in ganz ~hnlicher Weise behandeln wie der Fall r =  2. Man kann 

annehmen, dass man  bereits eine LSsung fiir r - 1  Zahlen mit  bzw. kl, k2, . . .  k~-i 

Einsen besitzt, und dass diese LSsung vom Grade k~ + k2 + "'" + k~ ~ in p ist und im 

Nenner keine h5heren Faktoren als kl +k2 + " "  +kr ~ enth~lt. Wir kSnnen dann ffir 

die gesuehte Anzahl eine mit  (22) vSllig analoge Summe aufstellen, in welcher die 

Summanden Produkte yon zwei Faktoren siad, von denen eine vom Grade kl + k2 + 

+ " '" + k r  1 und die andere vom Grade h - 1  ist. Die Summierung l~sst sich nach 

der Methode von Nr. 8 ausfiihren und liefert ein einziges G]icd vom Grade k 1 + k2 + 

+ . . . + k ~  l + h  in 7~, welches ira Nenner den F~ktor k 1~ k ~  . . . .  ~k~_ l+h  enthMt. 

Es ist das fragliche Glied durch p teilbar odor nicht, je nachdem man k 1 + k2+ ... + 

+ k ~ - l + h <  o d e r = p  hat. Die fibrigen Glieder, welehe b e i d e r  Summation erhalten 

werden, sind durch p t~ilbar. Die Resultate stehen mithin in vSlliger ~Tbereinstim- 

mung mit denjenigen, welehe wir in der vorhergehenden Nummer  fiir r =  2 erhalten 

haben. Setzt man voraus, dass die Kommuta to rg ruppe  yon GI Abelsch ist, doch 

ohne dem Zentrum anzugehSrcn, so genfigt es in den obigen Entwieklungen r =  3 

anzunehmen. 

I I I .  

10. In  unserer bereits zitierten Arbeit ,,Verwandte p-Gruppen" haben wir die 

p-Gruppen ma~imaler Klasse best immt,  fiir welche die Untergruppe G1 Abelsch ist. 

Wir wollen jetzt  zur Behandlung des fibrig gebliebenen Falles, in welchem G 1 nicht- 

Abelsch ist, fibergehen. Dass wir bei unseren Untersuchungen hier auf erhebliche 

Schwierigkeiten stSssen werden, ist natfirlich zu erwarten. Zun~chst sei daran erinnert, 
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dass s ein Element yon G-G1  und, falls G noch eine zweite eharakteristisehe Unter- 

gruppe Gt der Ordnung p~-i enthi~lt, yon G - G 1 - G i  bedeuten soll. 

Eine erste Frage gilt die MSgliehkeiten fiir die Kommutatoren (s~, sk), wobei 

wir stets h < k annehmen kSnnen. Hier gilt der allgemeine Satz, dass,/alls (sh, sk)= 1 

/i~r tc = h ~ 1, so hat man immer (sh, sk)= 1. Eine hinreiehende Bedingung fiir eine 

Abelsche Gruppe a 1 ist also (sl, s~)=(s2, Sa)=(s3, s4) . . . . .  1. In  f)bereinstimmung 

hiermit lassen sieh siimtliche Kommutatoren (sa, sk) berechnen, /alls diejenigen yon der 

Gestalt (sh, Sh+l) bekannt sin& Hierin liegt die M6gliehkeit fiir einen Einteilungsgrund 

der p-Gruppen maximaler Klasse, indem wir eine Gruppz G, fiir welehe i unter den 

Kommutatoren (sa, sh+l) yon 1 versehieden sind, als yon der iten Stufe bezeiehnen: 

Die Gruppen G, fiir welehe die Untergruppe G i Abelseh ist, sind somit yon der 

nullten Stufe. In diesem Absehnitt wollen wit uns auf die Gruppen G yon der ersten 

Stufe besehrgnken. 

Wir nehmen jetzt an, dass zwei Elemente sh und sh+~ stets mit einander verZ 

tausehbar sind. Es gilt zu beweisen, dass unter dieser Voraussetzung die Gruppe G~ 

Abelseh ist. Fiir h > r  sei immer (s~, sk )= l .  Es sei aueh fiir i > 1  (s~, s~+~)=l 

(r~= 1, 2 , . . .  i - 1 ) ,  so dass man also erst (s~, Sr+d~ 1 hat. Es ist mithin 

(3,~) (st, st+, ~)= ~. 

Wir transformieren (34) mit s und bekommen 

(35) (s~ s~+~, s~+~_~ s~.)  = 1. 

Diese Relation liisst sieh nach (1) umformen, indem s dureh St, t dutch sr~ und u 

durch s~+~ ~s~+~ ersetzt werden. Man bekommt dann: 

(s~, s~+~ ~Sr.)((St, S~§ S~+~) (S~,  S~. ~S~§ 1. 

Naeh den Voraussetzungen sind hier die beiden letzten Faktoren= 1. Aus (35) folgt 

sonfit : 

(35~) (s~, s~._ ~s~§ 1. 

Nach der Identit~it (2) erhiilt man aus (351): 

(36) (Sr, Sr+~)(S~, S~§ S~§ 1), S~+~)= 1. 

Hier sind aber naeh den Annahmen die beiden letzten Faktoren= 1, und aus (36) 

wiirde also 
(s~, s~+~) = 1 

folgen, was den Voraussetzungen widersprieht, Hiermit ist der Beweis erbracht, dass, 

falls s~mtliche Kommutatoren von der Gestalt (s~, sh+~) = 1 sind, so ist )1 Abelsch. 
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11. In  erster Instanz interessiert uns der Fall, wo (sl, s2 )de r  einzige yon 1 

verschiedene Kommuta to r  (s~, sh+l) ist;  mi t  anderen Worten bedeutet dies, dass  die 

Gruppe G2 Abelsch sein soll, Wir schreiben 

(37) (sl, Ss) = s~__," s~! i~1 . . . .  

wo rechts s~_~ den Haup t fak to r  bedeutet.  Es ist n -  i > 3. Wi~re n~mlich dies nicht 

G 
der Fall, so wiirde man durch Obergang zur Faktorgruppe G4 Gruppen yon der 

Ordnung p4 erhalten kSnnen, fiir welche Sl und s2 nicht vertauschbar sind, was 

bekannterweise nach unserem Kenntnis  yon diesen Gruppen unmSglich ist. Durch 

Transformation mit  s ergibt sich aus (37): 

(38)  8 -1  (81,  8 , )  8 = ( s~ 8 , ,  8 ,  8~) = s~  , . . .  s~l_,  + ~ . . .  

Nach Umformung zuerst nach (1) und dann nach (2) erhalten wir: 

(81 82, 82 83)= (81, 82 83)= (81, 82)(81, 83). 

Aus (37) und (38) bekommt  man mithin:  

(39) (sl, s3 )=s  ~ ~+1 . . .  

In  gleicher Weise liisst sich fortsetzen, und es ergibt sich als Endresul ta t :  

- s  ~ ( k = 2 ,  3, i + 1 ) .  (40) (81, 8 k ) - -  n i §  2 . . . . . .  

Wir wollen beweisen, dass in (37) /iir i nut  die p - 2  Werte i = l ,  2, . . . p - - 2  

mSglich sind. Nehmen wir an, es sei etwa i = p - 1 ,  so bekommt  (40) fiir k = p  die 

Gestalt  : 
(81, 8~) = 8~ 1. 

Nun 1/~sst sich nach dem vorhergehenden Abschnitt  sp, yon einem etwa hinzukom- 

menden Faktor  in sn-1 abgesehen durch ein Produkt  yon pten Potenzen in sl, s, . . . .  s, 1 

ausdriicken. In  (Sl, sp) ersetzen wir sp durch das so erhaltene Produkt.  Man erhi~lt 

dann durch sukzessive Anwendung yon (2) eine Entwicklung yon (sl, sp) in ein Pro- 

dukt,  wobei stets der Faktor,  welcher die Rolle yon ((s, t), u ) i n  (2) i ibern immt ,  

:= 1 wird. Man schliesst hieraus, dass das in Rede stehende Produkt  sich aus T ten 

Potenzen yon (sl, s2), (sl, s3) . . . .  und (Sl, sv-1) zusammensetzen lgsst. Nach (40) wer- 

den aber (Sl, s,), (sl, s3 ) , . . .  (sl, s~-l) durch sn v+2, s~--~+3, . . .  s,  1 ausgedriickt, und 

die pten Potenzen tier letzteren sind, nach Nr. 6, = 1. Man bekommt  hieraus (sl, sp) = 1, 

und die Annahme (% sp) = s~-i fiihrt mithin auf einen Widerspruch. Der Fall i > p - 1 
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in (37) liisst sich auf  i = p -  1 zuriiekffihren und  ist also, wie zu e rwar ten  war,  auch 

nieht  mSglich. H a t  m a n  n~mlich i = p -  1 + q, so kann  m a n  ja G durch  die Fak to r -  

G 
gruppe G~ q 1 ersetzen. 

Es ist m6glich (37) in die Normal/otto 

(371) (Sl, S2) = S n -  i 

zu i~ber/i~hren. Durch  die Wah l  von s und s~ werden s~, sa . . . .  s~-x und also auch 

die K o m m u t a t o r e n  (sh, sk) festgelegt.  Man b rauch t  doch nu t  s 1 zu ~ndern, u m  den 

15bergang yon (37) zu (371) auszufiihren. Zun~chst  wollen wir naehweisen,  dass in 

(37) der E x p o n e n t  2 = 1  a n g e n o m m e n  werden  kann.  Er se tz t  m a n  n~mlich s 1 mi t  

~x=S~, so b e k o m m t  m a n  fiir s2, sa . . . .  ~ , . . .  En twick lungen  mi t  den H a u p t f a k t o r e n  

s~, s~ . . . .  s a, . . . .  I n d e m  wir jedes real nur  den H a u p t f a k t o r  aufschreiben,  erhal ten  

wir  je tz t  : 

(41) (:~,, 82) = (81, 8 2 )  a 2  �9 . .  = sa~"~i  �9 ' '  = 8 a ~ i  �9 �9 �9 

Wird hier a durch  a 2 ~ l  (mod p) bes t immt ,  so ha t  m a n  ( 3 7 ) a u f  den Fal l  mi t  

; t -  1 zurfickgefiihrt.  Nach der Einff ihrung von 2 = 1 in (37) subst i tuieren wir :  

Sl  = s l  s~  ~ . . . 

Da G 2 Abelsch ist, so ffihrt  dies mi t  sich: 

s~  = s~ s~+~ s~+~ . . .  

Untersueh t  m a n  je tz t  (tie En twick lung  von 

( h = 2 ,  3 . . . .  ). 

(sx, s2) in ein P roduk t  (37), so ergibt  

sich als erster  F a k t o r  sn ~, im E x p o n e n t e n  fiir sn_~l  erhi~lt m a n  ein Glied ~, im 

E x p o n e n t e n  fiir s~-~+2 ein Glied fl u.s.w., und  m a n  ha t  die MSglichkeit  :r fl . . . .  so 

zu bes t immen,  dass sKmtliche diese E x p o n e n t e n  verschwinden.  Als Endresu l t a t  ergibt  

sich dann  (Sl, s2)= s~ ~ oder mi t  anderen  Bezeiehnungen (371). 

Wenn die Kommutatorgruppe G2 von G Abelsch ist, sind also bezi~glich der Kom- 

mutatsren nur p - 2  F~ille mSglich, au/ welche alle andere sich zuri~ck/i~hren lassen. 

Diese Fdlle bekommt man aus (37~) liar i = l ,  2 . . . .  p -  2. 

12. Es  sei je tz t  h > 1, (sh, sh+l) # 1 und (s~, s~+l) = 1 fiir i ~ h .  Die Gruppe  {s, Gh}, 

welche von der Ordnung  pn h+l ist, l~sst sich dana  in derselben Weise behande ln  

wie fiir h =  1 die vollst~ndige Gruppe  G. Es  en ts teh t  aber  hier eine neue Frage  fiber 

die Beschaffenhei~ der K o m m u t a t o r e n ,  ffir welche nicht  beide eingehende E lemente  

zu Gh gehSren. Der  Einfachhei t  halber  nehmen  wir zunKehst an, dass die K o m -  
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mutatorgruppe von G1 sich auf die Zentrale {sn 1} yon G beschr~nkt. Unser Aus- 

gangspunkt ist also: 

(42) (s~, sh+l) = sn 1 ; ( s .  S~§ = 1 ( i ~ h ) .  

Wir transformieren beide Glieder mit s. Der Ausdruek fiir das reehte Glied bleibt 

dabei ungeandert ;  das linke Glied geht dagegen mit Rficksicht auf (3) in 

(*s~+l, s~+ls,+2)= (st, s,+.)(s~,  1, * + 2 ) ( s .  s~ 2) 

fiber, und dies auch flit i = h .  Man bekommt mithin: 

(43) (s~b 1, st~ 2) (st, si+2) = 1. 

Nur fiir i + l = h  ist also (s~, s~+~) yon 1 verschieden, und zwar erhgIt man:  

(44) (sh 1, s~ ~) = s~l~ ; (s~, st+2) = 1 ( i ~ h -  1). 

Wenn wit welter fortschreiten, so finden wir, dass, falls alle (s, s~ ~) ffir m = 1, 2, . . . r 

bekannt sind, so kan man aueh sgmtliche (&, s , ~ l )  bereehnen. Es ist ia nach (3) 

ffir r > 1 : 

8 -1 (Si, Si+r)S = (8i8i +1, S~+r 8i+r~ 1)---(8i,  S,~r)(8i+ 1, 8i~ r)(Si+l,  8i~r~ 1)(8i,  8i4 r+ l ) .  

Man hat also: 

(45) (s, ~1, s ~ , ~ ) ( s . 1 ,  s . ~ , ) ( s ,  s , ~ l ) =  1. 

Unter den Faktoren hier sind nach der Annahme die beiden ersten bekannt;  es li~sst 

sich also der dr{tte Faktor  (st, st+~+l) aus (45) bestimmen. Dieser Faktor  kann nur 

dann yon 1 verschieden sein, wenn dies auch ffir wenigstens einen der beiden fibrigen 

der Fall ist. Fiir ~ = 2  trifft  dies nach (42) und (44) nut  fiir i = h - 1  und i = h - 2  

zu. In diesen beiden Fgllen bekommt man: 

(46) (sh 1, 8h§ (8h-2, S h ~ . l ) ~ S n - 1  * 

Betrachtet  man in derselben Weise die Sache fiir r =  3, so findet man, dass der 

Ietzte Faktor  yon (45) nur ffir i =  h - 2  und i =  h - 3  yon 1 verschieden sein kann;  

zu beachten ist hierbei, dass fiir i = h - 2  beide der ersten Faktoren=s;~_~ sin& In 

Ubereinstimmung hiermit erhglt man: 

(47) (sh 2, s~2)=s~ i; (sh_.~, s ~ §  

In dieser Weise, durch Berechnungen ffir die niedrigsten r-Werte, 1/isst sich die 

Giiltigkeit der allgemeinen Formel 
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~,~ ~ ( ~ - ] )  . . .  ( , - v + 2 )  
( 4 8 )  ( s h  1l, 8 h  +v) = 8n'-'-1 ; /~,~,v = ( --- ] ) #  1~ _ 1 

erschliessen. Ffir #_-< v - 2  ist ~ , . , =  0; es ist dies die Bedingung ffir die Ver tausch-  

barkei t  yon sh ~, und s h ~ .  Fiir  ,u = v - 1  b e k o m m t  m a n  in (48) rech t s  s (~ 1).~ und fiir 

o( 1)... Setzen wir F = v + k ,  so erhal ten  wir ftir ;t t .... einen Ausdruck  yon der I t  ~ ~) on  1 �9 

Gestal t  

(49) ( - 1 ) ' F ( ! t - ] ) ' ' "  ( k + 2 )  f t ( t t - 1  ) . . .  ( F - k )  ( - ) ' ] t t  

Dass (48) und (49) in guter  Obe re in s t immung  mi t  (44), (46) und (47) stehen, sieht 

m a n  sofort. Die al lgemeine Gfiltigkeit von (48) beweist  m a n  je tz t  leicht (lurch einen 

indukt ionsschluss .  Setzt  m a n  i =  h -  # und i + r = 1~ + u, so geht  (45) in 

(50) (s,~ .~1 ,  s~§ , ,~ ,  s ~ + , ~ ) ( s ~  .,,, s~ ~ . . 1 ) =  ] 

fiber, und m a n  erhSlt (48) aus der ]dentiti~t:  

(5~) 
I~-1.i~--~ ~ I ~ - i ~ ; ~  ~ =~.1~ ~~., 

Da s~tmtliche von 1 verschiedene K o m m u t a t o r e n  (s. sk) in (48) angegeben sind, so 

ha t  man  immer :  

(52) (s~ , ,  s~ ,,,) = ] ( z ,  t,1 >= 0);  (s~ ,,, s,,~,,.) = 1 (v, vl > 0). 

Die Frage ist nun, ffir welche h-Wer te  (sg, sh,1) yon 1 verschieden sein kann.  

Eine Antwor t  hierzu ergibt  sich durch die folgende Bemerkung .  Ftir  # = h - l ,  v =  h 

eridtlt m a n  aus  (48): 

Eine Folgerung hiervon ist 2 h < p. Wgre  niimlich 2 h > p, so wiirde m a n  auf eine 

iihnliche Frages te l lung wie in der vorhergehenden  N u m m e r  kommen .  Es  liesse sich 

dann  s2h in ein P roduk t  v o n  1o ten Potenzen  yon s2h 1, s2h 2 . . . .  und  s2h p+l fiber- 

fiihren. Hieraus  folgert  m a n  fiir (sl, s2h) ein Produk t ,  dessen Glieder p te  Potenzen  

yon (sl, s2h-1), (sl, s2h 2), . . .  und (sl, s2h p~l) sind. Man b e k o m m t  also (sl, s 2 ~ ) = l ,  

was der Vorausse tzung widerspricht .  Es bleiben mithin /iir (sh, s~+1)#=1 nur d~;e 

/9--1 /9--1 
2 MSglichkeiten / ~ = l ,  2 . . . .  2 iibrig. Allgemeiner  ha t  m a n  (sb S in)=]  ffir 

l ~ , r e>p .  Fiir , t , . ~ 4 0  in (48) wird ja /~_>-v-1 erfordert ,  woraus  l + m = h - t t + h + u  

= < 2 h + l = < p  folgt. 
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Wir ersetzen jetzt  (42) mit der allgemeineren Relation 

(53) (sh, s~+~) = sn-~, 

Zun~ichst bekommen wir in Analogie mit den Resultaten der vorhergehenden Nummer:  

( 5 4 )  (8h, 8h+m)=Sn  it m i ( m =  1, 2 . . . .  i ) .  

Der Einfachheit halber nehmen wir an, es gehSre s~_,: zum Zentrum von G1. Mit 

Ausgangspunkt yon (53) bekommen wir dann: 

(55) ( s ~ . ,  s~, ~) = s~"~, 

wo 2,.,  dieselbe Bedeutung wie in (48) hat. Wenn man allgemeiner yon (54)ausgeht, 

so ergibt sich: 

%~ (m=0,1,. i - l ) .  (551)  (8h t" 81~vcm)~Sno-i~ . . . .  

Hier bedeuten (55) und (551) nur einze]ne Beitri ige zu den Komnmtatorn  links. 

Fiihrt man dieselben zusammen, so ergibt sich: 

i.-1 
] 1 -  82tz. v - m 

( 5 6 )  (Sh ,,, 8 h , v ) =  JL.[ n 4 + m .  
m=0 

Man beaehte hierbei, dass 2t , .~-0 fiir u <0 .  Sueht man (Sl, s2h~-l), so erh~lt man 

hier nur einen Faktor, fiir welehen # = h - l ,  v - h  und m = i - i .  Als Resultat be- 

kommt man : 

(57) (s~, s ~ .  1)= s(~ ~I h-~. 

Da, wie oben bewiesen wurde, sl und s, mit  einander vertauschbar sein mi~ssen, so ]olgt 

hieraus 2 h + i - 1 </9. M a n  hat also i <= p - 2 h. Die Anzahl der mSglichen Kombina- 

tionen yon h und i fiir die Gruppen der ersten Stufe ist also: 

/ 9 - 2 d - / 9 - 4 ~  . . . .  +1=(/9- 2--1)2- (58) 

Da #_>-~-1, so hat man: 

h - # + h + v + i - -  l < 2 h  v i</9 .  

Hieraus folgt, dass, falls sz und 8m mit einander nicht vertauschbar sind, so gilt auch 

hier 1 + m =</9. 

13. Den Inbegriff der Gruppen G, welehe zu einem und demselben Systeme 

von Kommutatoren fiir die Operationen der Untergruppe G1 geh6ren, bezeichnen wir 

als eine Gru/gpen/amilie. Unsere n~ichste Aufgabe soll nun sein klarzulegen, wie viele 
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Gruppen von den drei besonderen H a u p t a r t e n  eine in solcher Weiss definierte Familie 

enthi~lt. Nach  Nr. 3 finder man  die unterscheidenden Merkmale fiir die drei Haup t -  

ar ten in den versehiedenen M5glichkeiten far  s v. Eine Gruppe yon  Diederar t  wird 

dadurch charakterisiert ,  dass immer s " =  1. Hier  sind die Best immungsgr5ssen schon 

vollstgndig festgelegt, und es g;bt in einer Familie nu t  eine Gruppe yon dieser Haulotart. 

Wie wir gefunden haben, werden die Gruppen von dizyklischer Art,  ebenso wie 

diejenigen yon Diederart ,  du tch  fi~-0 im (13~) eharakter is ier t ;  fiir die Gruppen  der 

mit t leren H a u p t a r t  gilt dagegen /~:~0. Hierin liegt ja auch der Grund dafiir, dass 

die Gruppen von dizyklischer Haupti~rt sich dadurch  von  denjerfigen der mit t leren 

H a u p t a r t  unterscheiden, class bei ihnen s~=(ss l )P=(ss~)  p . . . . .  (ss~ 1)p. Bei dam 

dizyklischen Falle nehmen wit an, es sei s p - - s  ~ ~ 1. Die Frage  gilt, in welehe Wer te  

der Exponen t  ~ bei solchen Transfornlat ionen der Gruppe iibergefiihrt werden kann,  

welche die K o m m u t a t o r e n  (s,, s~) ungeiindert  ]assen. Die Transformat ionen der Gruppe 

werden (lurch die Subst i tu t ionen fiir die erzeugenden Elemente  s und s~ best immt.  

Fiir unseren Zweek geniigt es mit  den Subst i tu t ionen 

(59) a = s ~ ; 

Man bekommt  hieraus:  

8 a a l .  a h 1 a (60) s2 = 2 . . . .  :% = s,~ ' . . . ; 
a h a l  a n 2 a 

8 h ~ l ~ S h + l  . . . :  . . .  8 n - l ~ S n  1 I. 

I n  

ausgesehrieben. 

die Bedingung : 

(61) . 

(60) sind reehts nur  die Anfangsfaktoren,  welehe die eigentlich wichtigen sind, 

Man ha t  ~D=Sn~. Aus der Forderung  ~=s~_~-~ - -s  ~ -n  ~ 2~, folgt also 

a n a a l : :  1 (rood ~9). 

Is t  nun (ah, a ~ s ) =  a~ ,, so ergibt sieh hieraus eine zweite Bedingung.  Man hat  j a :  

(a,~, a ~ )  (s~, s~,~) a~'~ ~ =  ~'~ ~~ - ~ .  , - 1 ~ ,  8 n  i ; 8 n  i : 8 n  i �9 

Hieraus bekommen wi t :  

(62) a l ~ a  n 2h ~ (mode0). 

Durch  Kombina t ion  yon (61) und (62) ergibt sich: 

(63) a2,~ 2t~ ~ s ~  1 (rood p). 

Fiir die Anzahl der L6sungen yon  (63) hat  man  die Bezeichnung (p - 1, 2 n - 2 h - i -  3). 

Wie jetzt  leicht zu vers tehen ist, kann  der E x p o n e n t  ~ fiir eine und dieselbe Gruppe 

2 2 -  523804. A e t a  ~ a t h e r n a t i c a .  88. Imprim6 le 16 d~c, eml)re 1952. 
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p - 1  
der ersten Stufe mit  (s~, sh~i)=sn-~ und sP=s~ i ( p _  ], 2 n - 2 ] ~ - i - 3 )  versehiedene 

Wer te  annehmen.  

H@raus /olgt (p - 1, 2 n - 2 h - i - 3) als Anzakl  der Gruppen dizyklischer Ar t  in 

einer FamiIie  der ersten Stu/e. 

Es bleibt noch iibrig die Anzahl  der Gruppen von der mit t leren Art  in einer 

Familie zu best immen. Wie wir gefunden haben, unterscheidet  sich diese H a u p t a r t  

yon  den beiden anderen H a u p t a r t e n  durch  ~ - 0  in (131). Durch  Kombina t ion  yon  

(131) und (14) erhalten wir :  

p 1 
(64)- sP(ssi  i) " - s ~  i - s l l ~ s  '~si sh. 

Erse tzen  wir bier s mit  s sl, so ergibt sich: 

( s s J ~  s ~ ~ 8 n  1 �9 

Hieraus folgt 
( S S l F  ( ~ s ;  ~) ~ ~. 8 n  1 �9 

Nach derselben Methode bekommt  man  allgemeiner:  

= S n  1 �9 

Wenn insbesondere in (64) s~ ~ /i~r s~ substitaiert wird, so w~rde man also als mittleres 

Glied s ai"~_~ erhalten. Dieser Schlussweise gegeniiber |iisst sich einwenden, dass, falls 

in (64) s s I fiir s eingesetzt wird, so fiihrt dies neue Fak to ren  im rechten Gliede mit  

sich. Du tch  eine n ihere  Unte r suchung  ]~sst sich jedoch nachweisen, dass diese Fak-  

toren sich au f  die I~lenti t i t  reduzieren ]assen. Die fraglichen neuen Fak to ren  erhiilt 

man  als K o m m u t a t o r e n  yon  s 1 mit  sh ~i, sh~2, �9 �9 ; s2h - l~ ,  wobei zu beriicksichtigen 

ist, dass 2 t t - l + i < p .  Es  l~sst sieh beweisen, dass diese Fak to ren  sich in pte Po- 

tenzen yon s~_~, s~ i~i . . . .  Sn i zusammenfi ihren lassen und also ohne Einwirkung auf  

den Wef t  des Ausdruckes sind. 

Wi t  fiihren aueh hier die Subst i tu t ionen 

= s~ ; si = s~ ~ 

ein und erinnern an die hieraus hergeleiteten Rela t ionen:  

- , a 2 h  l a 2  
~ a n  2 a i '  ( S h ,  8 h  ~ 1) = 8 n  i 1, (65) ~ ~ = ~ - i  , 

Als Bedingung fiir (~h, ~ + ~ ) = ~  ~ haben wir bereits naeh (62) 

a i ~ a  n 2h-~ (mod p) 
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erhalten. Mit a, al als erzeugende Elemente muss in Analogie mit  (64) eine Relation 

yon der Gestalt :  
p 1 

(66) 81 H ~ h 81 ~h = -a' 8 n  1 
h - 1  

gelten. Wir fragen naeh den Bedingungen fiir die Gleiehheit der Exponenten ~ und e ' .  

Die Antwort hierzu findet man wohl am leiehtesten, indem man die Einwirkungen 

der Snbstitutionen ~= s a und Sl= s~ ~ jede fiir sieh in Betraeht  nimmt.  Wird s unge- 

5ndert, so bekommt man als linkes Glied yon (66): 

p 1 
8~1 H 8 ` h  .~,~1 8 h. 

h - i  

Die Faktoren hier erh~ilt man dadureh, dass man die entsprechenden Faktoren des 

letzten Gliedes yon (64) auf die alte Potenz erh6ht. Naeh den an (64)ankniipfenden 

Entwieklungen stehen aueh die vollstiindigen Produkte in demselben Verhgltnis zu 

einander, und man bekommt als reehtes Glied ~ '  s~ ~. Wird andererseits s I ungeiindert, 

so reduziert sieh das /inke Glied yon (66) auf 

p - 1  

8 1 H 8  a h  s 1 8 a h .  
h - : l  

Die Faktoren sind bier dieselben wie beim letzten Gliede yon (64). Es wird nur 

ihre Reihenfolge gei~ndert, indem jetzt  jeder folgende Faktor  erst nach a Sehritten 

genommen wird. Will man die alte Reihenfolge wieder herstellen, so entstehen Kom- 

mutatoren.  Diese treten aber in soleher Weise auf, dass ihre Wirkungen auf den 

Weft  des Ausdruekes sich aufheben. Doch seheint der Beweis hierfiir nicht ohne 

ziemlieh umst:~ndliehe Reehnungen ausgefiihrt werden zu k6nnen. Als Resultat  ergibt 

sieh also fiir das reehte Glied yon (66): 

- a '  rla 1 8 n  - 1 = 8 n  1 �9 

Fiir ~ ' = ~  bekommen wir mithin die Bedingung: 

woraus man als eine Folgerung 

(67) 

~cl tLg 71 2a I f~a 1 
8 n  l = 8 n  1 = 8 n  1 

am 2~ 1 (mod p) 

erhiflt. Lgsst sieh (67) befriedigen, so gilt dasselbe fiir die friihere Bedingung (62), 

da tiber al noeh zu verfiigen ist. Da man fiir die Anzahl der inkongruenten LSsungen 

p - 1  
yon (67) ( p - l , n - 2 )  hat, so kann e fib' dieselbe g ruppe  ( p _ l , n _ 2 )  wesentlieh 
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verschiedene Werte annehmen. Hieraus ]olgert man ],ar die Gruppen der ersten St@,  

dass die Anzahl der Gruppen yon der mittlet'en Art, welche in einer Familie eingehen, 

(p - 1, n - 2) ist. Dieselbe Antwort gilt noch ]i~r die nullte Stu/e, wo also G1 eine Abelsche 

Gruppe bedeutet. 

14. Wir gehen jetzt zu Anwendungen der obigen Resultate auf spezielle Fiille 

fiber. Da es nach Nr. 2 Fi~lle gibt, in denen fiir n =  3 die charakteristische Unter- 

gruppe G 1 fehlt, so nehmen wir an, es sei n _-> 4. Zuniichst betrachten wir den Fall, 

der durch eine Abelsche Untergruppe G 1 charakterisiert wird. 1 Fiir jede Ordnung pn 

gibt es hier nur eine Familie. In dies~r Familie hat man sowohl von Diederart als 

auch yon dizyklischer Art blos eine Gruppe; eine Bedingung (6 2 )k o m m t  ja hier 

nieht vor. Die Anzahl der Gruppen yon der mittleren Art ist dieselbe wie bei dem 

Falle der ersten Stufe oder ( p - 1 ,  n - 2 ) .  

Die p-Gruppen yon den Ordnungen ))4 und p5 kSnnen wir als bekannt voraus- 

setzen. Wir wollen naehweisen, wie man dieselben im Falle von maximaler Klasse 

mit Hilfe der obigen Betrachtungen herleiten kann. Fiir n - r  muss G~ Abelsch sein, 

und es gibt mithin nut  eine einzige Gruppenfamilie. Fiir p ungerade ist ( p -  l, 2 )=  2; 

die Anzahl der Gruppen yon der mittleren Art ist also 2, und man bekommt insgesamt 

vier Gruppen. 2 Die Abweichungen zwischen den Fiillen p =  3 und p > 3 linden jetzt 

leicht ihre natiirliche Erklgrung. So muss nach Nr. 6 ffir die Gruppe von Diederart 

s~ ffir p > 3 v o n d e r  Ordnung p und fiir p = 3 v o n d e r  Ordnung 9 sein. Die iibrigen 

Gruppen werden yon BURNSIDE in der folgenden Weise zusammengestellt: 

P ~ = I ,  Q~=I ,  Q ~PQ=P~'p, R ~ P R = P Q ,  R-~QR=Q,  R ' = P  ~'. 

Je nachdem ~ = 0 ,  quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest ist, werden drei 

Typeu mit den Bezeichnungen (XI), (XII) und (XIII)  untersehieden. Es ist ohne 

weiteres ersichtlich, dass in unserer Darstellung s, sl, so und s a bzw. den Elementen 

P,  R, Q und PP bei BURNSII)E entsprechen. Von den drei obigen Typen muss eine 

yon der dizyklischen Hauptar t  und die beiden anderen v o n d e r  mittleren Hauptar t  

sein. Es ist hier bemerkenswert, dass der Fall der dizyklischen Hauptar t  eine andere 

Bestimmung yon ~ ffir p > 3  und p = 3  erfordert. Nach Nr. 6 ist ja f f i r p > 3 s  l y o n  

der Ordnung p und fiir p = 3 yon der Ordnung 9, und man bekommt ~ = 0 ffir p > 3 

und ~ # 0  ffir p = 3. Ffir die beiden Gruppen yon der mittleren Art soll dagegen nach 

Nr. 6 s l i m  allgemeinen v o n d e r  Ordnung p2 sein; eine Ausnahme hiervon gibt es 

1 Die zugehbrigen Gruppen  haben  wir bereits  in unserer  Note ,, Verwandte p-Gruppen" hergeleitet.  

2 Sieh hierzu BURNSIDE, ,,Theory o] groups oJ ]inite order" (1910, S. 145). 
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nur fiir p = 3, wo die Ordnung yon s~ fiir eine yon diesen Gruppen auf 3 herabsinkt. 

Fiir die Gruppen v o n d e r  mittlerell Art, muss es nach unseren Auseinandersetzungen 

mSglich sein s auch so zu w~hlen, dass s" = 1. In Ubereinstimmung hiermit zeigt man 

leicht, dass fiir p > 3 und ~ 4= 0 der Exponent  fl sich so wiihlen li~sst, dass (P/~a)P ~ 1 

ist. Betreffend den Fall p = 3  ist schon oben bemerkt, dass eine yon den beiden 

Gruppen mit g 4 0 zur dizyklischen Hauptar t  geh6rt. Dass es fiir diese Gruppe keine 

MSglichkeit gibt, s so zu wShlen, dass s 3= 1, l~sst sich dutch die folgende Rechnung 

best~itigen. Fiir e haben wir hier die drei MSglichkeiten : :~ = 0, 1, - 1. Mit Benutzung 

der Bezeichnungen von BURNSIDE erhalten wir: 

(p  Ral)3 = p .  R •  p R T i  . R •  p R ~ 2 .  RaS = p 2  . QT i  p Q•  . p,~s = p a  . p:~s . p,.3. 

Fiir ~ =  1 erhMt man hieraus (PR)  3 = P 9 =  l, und die Gruppe ist yon der mittleren 

Hauptar t .  Fiir ~ = - 1  hat man dagegen (pR• s = p •  1, und die Gruppe~ ist mithin 

yon dizyklischer Art. 

Wir wollen noch die Gruppen maximaler Klasse yon der Ordnung p5 bestimmen.1 

Hier hat  man zwei Gruppenfamilien. Ffir eine von diesen ist G1 Abelsch, und fiir 

die andere ist der Kommutator  (sl, s2)= s t charakteristisch. In jeder Familie gibt es 

( p - 1 ,  3) Gruppen von der mittleren Art;  man hat also fiir p== 1 (mod 6) drei der- 

artige Gruppen, ffir p . . . .  1 (mod 6) und fiir p = 3  nur eine. In der Familie, fiir 

welche G1 nicht Abelsch ist, erh~lt man ( p -  1, 4) Gruppen dizyklischer Art, also vier 

flit p ~ l  (rood4) und zwei flit p . . . .  1 (mod4)  sowie fiir p = 3 .  Wie man sieht, ist 

die Anzahl der verschiedenen Gp, von den Resteigenschaften von p in Bezug auf  

12 abhangig. In der folgenden 1Jbersicht stellen wir das Resultat zusammen, wobei 

die Anzahlen der Gruppen als Summen von Gruppen der drei Hauptar ten  heraus- 

komI~l~II, 
1) p =  1 (rood12). 2 + 5 + 6 = 1 3 .  

2) p-~ 5 (rood 12). 2 + 5 + 2 =  9. 

3) p-= 7 (rood 12). 2 + 3 + 6 = 1 1 .  

4) p = 1 1  (rood 12) nnd p '=3.  2 + 3 + 2 =  7. 

S~mtliche existierende 3-Gruppen maximaler Klasse k6nnen wir auch jetzt angeben. 

Man hat (n > 5) zwei Familien von solchen Gruppen. Die Resultate sind in vSlliger 

IJbereinstimmung mit den soeben gegebenen fiir n = 5. Gruppen v o n d e r  mittleren 

Art erh/ilt man in jeder Familie (2, n - 2), also eine oder zwei, je nachdem n ungerade 

1 Die Resultate stimmen mlt  den friiher in anderer Weise hergeleiteten iiberein. Man sehe 
etwa S~GUIER, , ,Groupes abstraits", S. 148. 
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oder gerade ist. Fiir die zweite Familie bekommt man (2, 2(n  3 ) )=2  Grul)pen 

dizyklischer Art. Die Gesamtzahl der 3-Gruppen maximaler Klasse ist somit 2 ~ 3 ~ 2 = 7 

[iir n ungerade und 2 + 3 + 4 = 9 /iir n gerade. 

15. Die in der vorhergehenden Nummer untersuchten Gruppen 6/ besitzen die 

gemeinsame Eigenschaft, dass die zugeh6rigen Kommutatorgruppen G2 Abelsch sind. 

Wir wollen jetzt  zu dem allgemeinen Fall mit  Abelscher Untergruppe 6/-o hbergehen. 

Die von 1 verschiedene Operation (sh, sh~l) kann hier nur (s,, s-o)sein. Zungchst gilt 

es die Anzahl der Gruppenfamilien festzustellen. Diese Anzahl fgllt mit  der Anzahl 

yon M6glichkeiten fiir i in der Relation 

(371) (sl, so) = s~ 

zusammen. Nach Nr. 12 wird letztere Anzahl dutch 2 + i  < p bestimmt.  Fiir i hat  

man mithin die p - 2  MSglichkeiten: i =  1, 2, . . .  p -  2, und fiir die Anzahl der Familien 

erhMt man also p - 2 .  Hierbei muss selbstverst~ndlich vorausgesetzt werden, dass n 

hinreichend gross ist. Andererseits wissen wir bereits, dass n -  i > 4 sein muss. Fiir 

i = p - 2 ist also n > p + 2. Die vollstiindige Anzahl  xon p - 2 Gruppen/amilien bekommt 

man also nu t  /iir n>=p+2,  und /iir n = p + 2 -  k ( O < k < p - 2 )  reduziert sich diese 

Anzahl  au/  p - 2 - k. 

Wir nehmen jetzt  an, es sei n > p + 2 .  In Nr. 13 haben wit Ausdriieke fiir die 

Anzahlen yon Gruppen der verschiedenen Haupta r t en  in einer Familie gegeben. Fiir 

Gruppen von der mitt leren H aup t a r t  war dieser Ausdruck ( p - 1 ,  n - 2 ) .  Die Anzahl 

yon solchen Gruppen ist also dieselbe fiir s~mtliche Familien bei einem best immten 

n-Weft.  Mit einer Periode von p - 1  fiir n kehrt  dieselbe Anzahl immer wieder; 

wenn n p - 1  sukzessive Zahlen durchl~tuft, so verteilen sich die Anzahlen zu je 

v o n  p - 1 .  

Von der dizyklischen t I aup ta r t  haben wit eine Anzahl yon (p - 1, 2 n - 2 h - i - 3) 

Gruppen in einer Familie gefunden. Da hier h =  1, handelt  es sich also um eine 

Anzahl yon ( p -  1, 2 n -  i -  5) Gruppen. In  diesem Falle wird die Anzahl yon Grappen 

unge~ndert, wenn n um ein Vielfaches yon p -  1 vermehrt  oder vermindert  wird. Fiir 

n scheint also eine Periode von p - 1  zu gelten, nach welcher dieselben Gruppen 

wieder auftreten. Betreffend die Gruppen dizyklischer Haup ta r t  in einer Familie ist 

noch zu bemerken, dass ihre Anzahl gerade oder ungerade ist, je nachdem i ungerade 

oder gerade ist. 

Spezielle F~lle kann man erhatten, indem man entweder fiir n oder fiir p be- 



lJber p-Gruppen yon maximaler Klasse. 345 

st,immts Wert,e einfiihrt. Setzt man zunachst n - 6 ,  so erhiilt, man a ls Anzahl yon 

(~ruppen der mittleren Art ( p - 1 ,  4). Man bekommt mithin vier derart,ige Gruppen 

in einer Familie fiir p - 1  (rood 4) und zwei fiir p -  - 1  (rood 4). Als Anzahl yon 

Gruppen dizyldischer Art ergibt, sich ( p -  1, 7 -  i), wo i die Werte 1 und 2 annehmen 

kann. Fiir i =  1 bekommt man sechs Gruppen fiir p :1 (mod 6) und zwei Gruppen 

fiir p = - - 1  (rood 6). Fiir i = 2  erh~lt man fiinf Gruppen fiir p ~  1 (rood 5) und in 

allen anderen F~llen nut  eine Gruppe. 

Zuletzt, wollen wir noch den Fall p = 5  in Betraeht nehmen. Man hat hier fiir 

i die drei MSgliehkeit,en i =  1, 2, 3, und die Anzahl der Familien ist also drei. In 

jeder Familie bekommen (4, n - 2 )  Gruppen yon der mittleren Hauptart,, also eine 

fiir n ungerade, vier fiir n ~ 2 (rood -~) und zwei fiir n - 0  (rood 4). Es gibt, in einer 

Familie (4, 2 n - i - 5 )  Gruppen yon der dizyklisehen Hauptar t .  Fiir i =  1 erhSlt man 

hieraus (4, 2 ( n - 3 ) )  Gruppen, also vier Gruppen fiir n ungerade und zwei Gruppen 

f i i r n  gerade; fiir i=-2 bekommt man (4, 2 n - 7 ) G r u p p e n ,  was nur eine Gruppe 

bedeutet, und fiir ~;= 3 (4, 2 ( n - 4 ) )  Gruppen oder zwei fiir n ungerade und vier fiir 

n gerade. Wir wollen noeh die vollstiindige Anzahl yon 5-Gruppen fiir n_-> 7 unter 

der Vorausset,zung, dass G 2 aber nieht G~ Abelseh ist,, angeben. Diese Anzahl geben 

wit als eine Summe, wobei die Summanden sieh auf den drei Hauptar ten  beziehen. 

Wie aus den obigen Entwieklungen hervorgeht, sind drei besondere FSlle zu beriiek- 

sicht,igen : 

1) n ungerade; 3 ~7~ 3=13 .  

2) n - 2  (rood 4); 3-t 5 + 1 2 - ; 2 0 .  

3) n ~ 0  (mod4) ;  3 + 7 +  6=16.  

16. Es ist unsere Absicht in einer spiiteren Mitteilung die vorhergehenden Unter- 

suchungen wieder aufzunehmen und zum Abschluss zu bringen. Dabei wollen wir 

insbesondere den Mlgemeinen Fall behandeln, wo man mehr als einen Kommuta tor  

(s~, sh ~1)=~ 1 hat. Doch erlauben wir uns bereits hier einige Bemerkungen betreffend 

das Hauptziel zu maehen, zu welchem wir in den folgenden EntwicJdungen streben. 

Die Eigenschaft, um welche es sich hier in erster Instanz handelt, ist eine Art yon 

Periodizit~tt. Es liisst sieh ngmlich sagen, dass dieselben Gruppen Gv~ maximaler 

Klasse wieder auftreten, wenn n um p - 1  vergr6ssert oder vermindert wird. Diese 

Periodizit~it t r i t t  natiirlich nur dann deutlich hervor, wenn n e i n e  gewisse gr6sse 

ereieht hat. Fiir kleinere n-Werte erscheinen die Gruppen sozusagen in nicht vSllig 

entwickelter Gestalt,. Bei den bier unten folgenden ErSrterungen wird vorausgeset,zt,, 

dass n e i n e  geweisse GrSsse erreicht hat. 
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Wir betrachten die n--  1 Bereiche GI - G.~, G2--  Gs . . . .  G,~ 2 - G,~ 1, G,~ 1, ia welche 

G 1 nach Nr. 2 sich zerlegen l~sst. Diese Bereiche lassen sich in drei Abteilungen 

einteilen: G I -G~,  G , -  G~_p~ 2, G~_~ ~2. Die beiden letzten Abteilungen, also die Gruppe 

Gp, sind dadurch charakterisiert, dass sie immer zum Zentrum yon G~ gehSren. Fiir 

die letzte Abteilung G~-p+2 gilt es, dass sie immer die Kommutatorgruppe von G1 

als Untergruppe enthalten muss. Die Kommutatoren,  welche yon 1 verschieden sind, 

gehSren also zur dri t ten Abteilung und werden in der ersten Abteilung erzeugt. Die 

mittlere Abteilung G p -  Gn-,+2, welche mit n zunimmt oder abnimmt, spielt fiir die 

mSgliehen Gruppen eine mehr indifferente Rolle. Wenn wit hier von periodisch 

wiederkehrenden Gruppen sprechen, so wird yon dieser Abteilung abgesehen. Unser 

Hauptergebnis ist nun eine Verallgemeinerung yon den Resultaten, welche wir fiir 

p = 3 in Nr. 14 (sowie fiir p = 2 in der einleitenden Nummer) gegeben haben. Wenn 

man n mit p - 1 erhSht, so t reten also dieselben Gruppen wieder auf, und die Gruppen 

maximaler Klasse verteilen sich mithin auf p -  1 Systeme, den p -  1 ganzzahligen 

Reihen mit der Periode p - 1 fiir n entsprechend. Vorausgesetzt wird bier n - p + 2 >_- p 

oder n > 2 (p - 1). Doch ist zu bemerken, dass, wie aus der einleitenden Nummer und 

Nr. 14 hervorgeht, das periodische Auftreten der Gruppen fiir p = 2  und p = 3 erst 

mit n =  4 und n =  5 beginnt. 

Da Gp zur Zentralgruppe yon G1 gehSrt, so bekommt man durch Kombination 

eines beliebigen Elementes yon G 1 -G~ mit G~ stats eine Abelsche Gruppe. Insbe- 

sondere ist G,+I immer eine Abelsche Gruppe. 

Es drangt sich jetzt  die Frage auf, in wie welt der Satz von dem periodischen 

Wiederauftreten der p-Gruppen maximaler Klasse fiir n-Werte, welche (rood p - l )  

]<ongruent sind, sich verallgemeinern l~sst, so dass er auch flit andere Klassen n - h  

(h=2 ,  3, . . . )  Giiltigkeit hat, wobei man entweder an die p-Gruppen ganz allgemein 

oder nur an diejenigen mit den niedrigsten h-Werten denken kann. Hierzu ist 

zun~chst zu bemerken, dass ohne Sehwierigkeit aus einer Gp~ yon der Klasse n - 1  

sukzessive Gruppen von den Ordnungen p ~  1, p~2  . . . .  mit unge~inderter Klasse n - 1  

sich konstruieren lassen, fiir welehe die fragliche Periodizit~t giiltig bleibt. Die 

Frage ist nun, ob s~mtliche p-Gruppen von den Ordnungen p ' + ~ ( h = l ,  2, 3 , . . . )  

und der Klasse n - ]  sich in solcher Weise aus den Gruppen G ~  von der Klasse 

n -  1 herleiten lassen. Fiir die etwaigen Ausnahmen v o n d e r  besproehenen MSglichkeit 

steht die Frage betreffend die hier in Reds stehende Periodizit~t noch unentschieden. 


