UBER p-GRUPPEN VON MAXIMALER KLASSE.

Von
A. WIMAN
in Luwb.
I.
1. Das Zentrum einer p-Gruppe G bezeichnen wir mit ¢, (&) und die zugehérige
Faktorgruppe mit ¢_. Fiir diese Faktorgruppe sei das Zentrum £(G) In dieser
- 5(6) o &1(6) o
Weise konnen wir fortsetzen und bekommen zuniichst fiir —— das Zentrum £(G)
Lo(@) L(a)

Die so erhaltene Folge &, (&), £5(G), {:(@), ... muss mit der Gruppe G selbst enden.
Hat man G=7,(G) so heisst 1 die Klasse der Gruppe, und die Folge £, (6), £,(G), . ..
£i(@) nennt man die obere Zentralreihe. Bel maximaler Klasse miissen die Ordnungen

der sukzessiven Faktorgruppen méglichst klein ausfallen. Nun gilt fir die letzte

Faktorgruppe ———~-, dass ihre Ordnung = p* sein muss; hierbei wird natiirlich vom

&ia(@)’
einfachsten Falle, wo G zyklisch von der Ordnung p ist, abgeschen. Fir die vor-
hergehenden Faktorgruppen existiert dagegen die Moglichkeit, dass die Ordnung auch
=p sein kann. Man versteht hieraus, dass, falls p* die Ordnung von G bezeichnet,
so bekommt man n-—1 als Maximalwert der Klasse. Die Gruppen, mit denen wir
uns in dieser Arbeit beschiftigen werden, sind also durch eine Ordnung p" und eine
Klasse n—1 charakterisiert. '

Bei den hier folgenden Untersuchungen wird aber nicht von der oberen sondern von
der wunteren Zentralrethe ausgegangen. Doch enthalten bei maximaler Klasse diese
beiden Zentralreihen dieselben Gruppen, nur in umgekehrter Reihenfolge. Die Untere
Zentralreihe bekommt man durch sukzessive Kommutatorbildung mit Ausgangspunkt
von @. Als nichstes Glied hat man die Kommutatorgruppe (@, ¢) = &,. Wir bezeichnen
letztere Gruppe mit G, und nicht mit &,; da wir sogleich zwischen G und ihrer
Kommutatorgruppe eine neue charakteristische Untergruppe &, von ( einschieben
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wollen. Die untere Zentralreihe erhilt man nun durch Kommutatorbildung: (¢, G,)=
G, ... (G4 G,,)zG;H, .... Es bedeutet also @,.1 die Gruppe, welche sich durch
Kommutatoren zweier Elemente, von denen eines zu G und das andere zu 5, gehort,
erzeugen lasst. Ist ¢ von der Ordnung p”, so bekommen wir hiernach fiir das Zentrum
die Bezeichnung G,.i. Als untere Zentralreihe ergibt sich somit (,G,, ... Gn_1, und
der Zusammenhang mit der oberen Zentralreihe findet seinen Ausdruck in den Iden-
tititen: 0, =G, 1, £;=0Gy o, ... Nach der Einfithrung eines neuen Gliedes &, in der
unteren Zentralreihe zwischen G und @, bekommen wir fir die Elemente von
eine Verteilung in das Zentrum &,_; und in n—1 einander umschliessende Hiillen:
Grnoo—Gn, Gus—Gr s, ...@—G,. Wie wir finden werden, unterscheidet sich die
dusserste Hiille ¢ — (¢, in sehr wesentlicher Weise von den iibrigen Hillen; vielleicht
konnte man dieselbe als die harte Hiille bezeichnen. Mit den Higenschaften dieser
Hiille werden wir uns hauptsichlich im ersten Abschnitte beschiftigen. Im folgenden
Abschnitte gelten unsere Untersuchungen die von der dussersten Hiille eingeschlossenen
Bestandteile der Gruppe (). Als erstes Hilfsmittel wird dabei, wie wir hier oben
angedeutet haben, die Kommutatorbildung benutzt.! In diesen beiden Abschnitten
gilt die Frage nur die allgemeinen Kigenschaften der Gruppen. Erst in spiteren Ab-
schnitten wollen wir zur Bestimmung von besonderen Gruppen iibergehen.
Fiir p=2 sind die Gruppen von maximaler Klasse schon bekannt, und man hat
fiir nZ 4 drei solche Gruppen.? Die gemeinsame Untergruppe @, ist zyklisch, und die .
drei Gruppen unterscheiden sich von einander nur in der dusseren Hiille ¢ —&,. Wenn
s; ein erzeugendes Element von (G, bedeutet, so hat man also ,s%nﬂ:l_ Fiir die drei
Gruppen mdgen die Bezeichnungen ¢, G und G gelten. TFiir ein beliebiges Element
s in G—@, hat man s®=1. Gehort dagegen s zu G —Gy, so ist =" =5, ; und
also erst s*=1. Fir die dritte Gruppe G sind dagegen die Werte von s? und (ss;)?
verschieden; ist s*=1, so folgt (ss;)®=s, ; und umgekehrt. Der allgemein benutzte
Name ist fir G Diedergruppe und fiir G dizyklische Gruppe. Wie wir oben geseben
haben, nimmt G gewissermassen eine Mittelstellung zwischen den beiden anderen
Gruppen ein. Der Kiirze halber bezeichnen wir dieselbe als Gruppe von der mitileren
Art. Bin Hauptzweck fitr die foigenden Untersuchungen ist es zu zeigen, dass auch
fiir » ungerade die Elemente von G— @y sich tn drei verschiedenen Weisen verhalten

kinnen, die gomz dem Falle fiir p=2 entsprechen. In solcher Weise bekommen wir

1 Wir folgen hier dem Beispiel von P. A. HaLL in seiner fir die Theorie der p-Gruppen im
allgemeinen wichtigen Arbeit, ,,4 coniribution to the theory of groups of prime-power order’, Proc.
London Math. Soc. (2) 36 (1933), 8. 20—95.

2 Sieh etwa J. A. SEQUIER, ,,HEléments de la théorie des groupes abstraits’ (Paris, 1904), S. 121.
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dres  Hoaupttypen von p-Grumpen maximoler Klasse, aul welche wir die oben gegebenen
Benennungen fiir den speziellen Fall p=2 dberfihren. Diese erste Kinteilung nach den
Eigenschaften der Elemente von G'—(,, welche uns vom Falle p=2 bekannt ist, gilt

also fiir die p-Gruppen maximaler Klasse im allgemeinen.

2. Wir betrachten die Identitit
st=tss "t lst=1ts(s, ).

Der Faktor s'¢ 'st=(s, ) heisst aus sofort einzusehenden Griinden Kommutator von
s und t. Offenbar hat man

(¢, 8)=(s,t)"".
Sind s oder ¢ Produkte von mehreren Elementen, so lisst sich nach Harn der Kom-
mutator durch Produkte von einfacheren Kommutatoren ausdriicken. Dies wird
gezeigt durch die Identitdten:

1 1

(1) (st,w)=stulsu uts Tust T s T u st -t u T e = (s, w) - (5, w), 1) - (¢, w);

(2) (s tu)=stutsu-sT it st s s s e s tu = (s, u) - (s, 8) - ((s, £), ).

Fir den wichtigen Spezialfall, wo die Kommutatorgruppe zum Zentraum gehort, be-
kommt man die Vereinfachung:

(11) (S t: U) = (5’, u) : (t’ ’M),
(24) (8,2 u)=(s,u)"(s,1).

Wie unmittelbar ersichtlich ist, gilt unter derselben Voraussetzung die allgemeinere
Relation:

(3) (8183« « Sy ity ... ty) =] I1 I ]1 (84, &)
pu=1 »=
Insbesondere hat man

(1) (", 1) = (s, )"

Fiir die Faktorgruppe welche ja vom Typus (p, p) ist, denken wir uns eine

G
G,
Basis von zwei Elementen, s und s,. Fiir die p+ 1 Untergruppen &,, welche in dieser
Gruppe enthalten sind, konnen wir als Erzeugende s und s"s; (h=0,1,...p—1)
annehmen. Die p+1 Untergruppen der Ordnung p" ! von @ lassen sich jetzt mit
{s, Gy} und {s"s,, G5} (=0, ... p—1) bezeichnen. Unsere Aufgabe ist es jetzt nach-
zuweisen, dass fir n>3 wenigstens eine von diesen p-+1 Gyn-1 eine charakteristische

Untergruppe von G vst. Fir den Kommutator von s mit s, schreiben wir

(4) (8, 81) = 8-
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Es bedeutet hier s, ein Element der Hille ¢, — G5, und man kann s, als Erzzugende
G, . .
der Faktorgruppe GTZ betrachten. Ersetzt man s und s; durch s*s} und s°s{, so ergibt
3
sich ohne Schwierigkeit:
ad be

(41) (s“sy, sCsf) =88 ¢,

wo rechts ein etwa hinzukommender zu G5 gehdrender Faktor fiir uns ohne Interesse

ist. Es ist ja
c ad-be

s =(s"s7)"s ¢,

ad-bc

und das linke Glied von (4;) ldsst sich mithin durch (s“, s; @ ) ersetzen. Selbst-

. . 1 .. ‘
verstindlich hat hier im Exponenten&f die Bedeutung von a; fir ag;=1 (mod p).

Beim nichsten Schritt operieren wir in der Faktorgruppe —-- Wir bezeichnen

7 .
mit s; eine Krzeugende von G3 Fiir die Kommutatoren von s und s; mit s, gelten
4
Relationen:
(5) (81> 82) = 855 (81, 89) = sh.

Ist hier einer von den Exponenten o oder =0, so ist es zuldssig anzunehmen, dies
sei der Fall fiir 8. Anderenfalls hat man

(Sﬁsia’ 82) = 17
und wir konnen statt s; s°si* oder eine Potenz davon einfithren. Setzen wir jetzt
=1, was offenbar durch Feststellung von s, méglich ist, so ergibt sich:
(6) (s, 82)=83; (81, 2)=1.

Die Untergruppe {s,, Go} unterscheidet sich dann von den p iibrigen Untergruppen der
Ordnung p" ' von G dadurch, dass in thr kein Kommutator zur Hille Gy — G, gehort;
hierin liegt, dass diese Gruppe eine charakieristische Untergruppe von G setn muss.
War schalten dieselbe unter der Benennung G, in die untere Zentralreihe zwischen @

und Gy ein.
Bei jedem neuen Schritt in der unteren Zentralreihe stosst man auf ein dhnliches

Problem. KEs gelten also fiir =3, 4, ... Relationen:
(7) (8, ) =8%11; (51 8) =841,

Aus diesen ist diejenige von den Operationen s und s"s; (h=0,1,...p—1) zu be-
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stimmen, fiir welche der Kommutator mit s, nicht in der Hiille G, 1 — G, liegt;
wenn man die so erhaltene Operation mit , kombiniert, so resultiert eine Gpn-1
welche charakteristische Untergruppe von G sein muss. Hat man in (7) =0, so
kommt man hier auf die béreits bekannte charakterische Untergruppe @; zuriick.
Fir »=3, also bel dem nachstfolgend n Schritte, ist dies immer der Fall, wie sich
durch eine Durchmusterung der Gruppen von der Ordnung p°, welche ja vollstindig
bekannt sind?, konstatieren lisst. Es liegt hier nahe zu vermuten, dass man in solcher
Weise nie zu einer anderen charakteristischen Untergruppe als ¢, gelangen kann.
So cinfach ist die Sache doch nicht, wie aus den Resultaten von M. Porrou hervor-
geht.? Es gilt die Aufzihlung dieses Verfassers von den Gruppen der Ordnung p°
und der Klasse 5. Man findet nidmlich hier einige Gruppen, fiir welche man als
Exponenten in den obigen Relationen (7) a=1, #=0 fiir »=2,3 und =0, =1
fiir v=4 erhilt. Zu {s;, Go} =G, tritt also noch die neue charakteristische Unter-
gruppe s, Gz}r-r(}1 hinzu. Wie wir spiter niher ausfithren wollen, erhialt man fiir
allgemeine n-Werte die entsprechenden Fille mit einer zweiten charakteristischen
Gyt fir a=1, f=0 (»=2,3,...2-3) und «=0, f=1 (v=n—2). BEs wird aus
unseren Untersuchungen hervorgehen, dass es andere Moglichkeiten fiir charakteristische

n-1

Untergruppen von der Ordnung p als die oben behandelten nicht geben kann.

Es ist wohlbekannt, dass man fir n—3 zwei Fille ohne charakteristische Gp hat,
namlich fur p=2 die Quaternionengruppe und fiir p ungerade diejenige nicht-Abelsche
Gruppe, welche kein Element von héherer Ordnung als p enthilt. Es muss als
bemerkenswert betrachtet werden, dass es fiir >3 keine Gruppe mit entsprechender
Kigenschaft gibt.

Aus den obigen Betrachtungen versteht man, dass es méglich ist sidmtliche
Elemente von @ in der Gestalt

(8) P L (| - Oyy v ee 1< D)

zu schreiben, wobei s, sy, ... sp—1 je aus den Hilllen @—G,, G;~G,, ... Grs—Gn_y
und dem Zentrum G,.; beliebig gewahlt werden kénnen. Man bemerke hierbei, dass,
wenn s, ein Element der Hille @, —@,.; bedeutet, so muss s zu @,.; gehoren. Ins-
besondere kann man, mit Ausgangspunkt von s und s, fiir s,, ... 8, ; diejenigen
Elemente wihlen, welche man durch die oben beschriebene Kommutatorbildung
bekommt.

1 Sieh S£GUIER, ,,Groupes abstraits™, S. 146.
2 | Les groupes d’ordre ps“, Theése (Paris, 1904).
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3. Fiir den Fall, dass nur eine einzige charakteristische Untergruppe Gy ! existiert,
ist es jetzt leicht zu zeigen, dass auch fir p ungerade die Gruppen von der Ordnung
p" sich auf drei Hauptarten verteilen; doch sind diese hier, mit einer einzigen Aus-
nahme, durch mehr als eine Gruppe vertreten. Wenn nun s ein Klement von G—G,
bezeichnet, so stellen wir uns die Frage, wie sich s” in der Gestalt (8) ausdriicken

? ein Element von ;; beil der in Rede

lisst. Nach einer obigen Bemerkung ist s
stehenden Darstellung ist also a=0. Andererseits 1ts s° mit s vertauschbar. Hieraus
folgt, dass s zur Zentrale {s, 1} gehdren muss, da s;, 8y, ... $» -2 nicht mit s vertauschbar
sind. Man hat mithin entweder s*=1 oder s"=s%.; (x=%0), in welchem letzteren
Falle erst s*°=1.

Betreffend die Elemente von G'— @ lassen sich hiernach drei Félle unterscheiden :
entweder ist [ir samiliche Elemente 1) s*=1, 2) s =s4_1 (x=£0) oder endlich 3) ist fiir
emige Elemente s* =1 und fiir die anderen s* =5 ., (»=%0). Im Falle 3) lisst sich fiir
die Darstellung von den Elementen der Gruppe in der Gestalt (8) s so wéhlen, dass
s?=1. Fur die Elemente von G —@G; ist der Exponent «=+0, und die pt¢ Potenz
eines Elementes =1 oder =s%_; (2=%0), je nachdem der Exponent o, =0 oder 0.
Doch miissen wir fiir das volle Verstindnis auch auf die Eigenschaften der Unter-
gruppe G; Bezug nehmen, mit denen wir uns erst im folgenden Abschnitt beschiftigen
werden.

Wenn @ zwel grosste charakteristische Untergruppen G; und @1 enthilt, so lisst
sich, wie oben bemerkt, fiir s ein Element in &, wihlen. Es ist dann s auch mit
Sn—2 vertauschbar, und als Zentrum von él hat man {s, s, ’snﬁl}. Bei solcher Wahl
von s entsteht die Frage, in wie weit man auch, um s” auszudriicken, s, s notig
haben kann. Doch geniigt, wie wir spiter zeigen werden, auch in diesem Falle s,
fiir die Darstellung von s”. Es folgt hieraus, dass der obige Saiz tiber die dret Méglich-
keiten von s° fir die p-Gruppen mazimaler Klasse allgemein gilt.

Wie man sieht, sind die oben angegebenen drer Moglichkeiten fiir s® denjenigen
ganz entsprechend, nach denen, wie in der 1. Nummer hervorgehoben wurde, die
2-Gruppen maximaler Klasse in drei Hauptarten eingeteilt werden. Diese HKinteilung
lasst sich unmittelbar auf den allgemeineren Fall, wo p ungerade ist, iiberfiithren.
Fiir die p-Gruppen maximaler Klasse erhalten wir mithan eine Vertetlung wn drer
Hauptarten: 1) wvon Diederart, 2) wvon dizyklischer Art, 3) von der mittleren Art. In
einer frither von uns verdffentlichten Note!, wo alle p-Gruppen maximaler Klasse,

fiir welche die Untergruppe (; Abelsch ist, bestimmt werden, haben wir diese Haupt-

1 ,,Uber mit Diedergruppen verwandte p-Gruppen'', Arkiv for Matematik Astronomi och Fysik,
Bd. 33 A (1946).
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arten als drei Gruppenfamilien charakterisiert. In der vorliegenden Arbeit wollen wir
jedoch der Bezeichnung Gruppenfamilie eine andere Bedeutung geben; die Gruppen
von derselben Ordnung p” werden hierbei in Familien eingeteilt, so dass in einer
Familie Gruppen von simtlichen drei Hauptarten eingehen. Hin Beispiel hierzu findet
man in unserer soeben zitierten Note, indem fiir jede Ordnung die Gruppen mit der
dort vorgeschriebenen KEigenschaft eine Familie bilden. Da fiir p =2 die Untergruppe
G, zyklisch ist, so schliessen sich in diesem Falle die drei Gruppen mit gegebener
Ordnung in eine Familie zusammen ; ist dagegen p ungerade, so gilt entsprechendes

nur fiir n=4. Erst im dritten Abschnitte konnen wir naher auf diese Fragen eingehen.

4. Besonders leicht lassen sich alle Untergruppen von G bestimmen, welche
Elemente von G— @G, enthalten. Zunichst sei G die einzige charakteristische Unter-

"1 yon G. Wir betrachten eine Untergruppe H,, welche mit

gruppe der Ordnung p
G— @G, das Element s und mit &, -G, das Element s, gemeinsam hat; dagegen
moge H, mit G, — @G, kein gemeinsames Element haben. Durch Kommutatorbildung,
mit Ausgangspunkt von s und s,, lassen sich nun in G,.;—G,.s, ... Gn_; Elemente
Sys1, - » - Sp_1 bestimmen. H, enthilt mithin die Gruppe {s,, 8,41, ... $n_1} =G, und
man bekommt fiir sie die Bezeichnung {s, .}, und als ihre Ordnung hat man p" "*'.
Man erhilt demnach eine Kinteilung der fraglichen Gruppen nach der ersten in
einer solchen enthaltenen Gruppe der unteren Zentralrethe. Die Anzahl der Unter-
gruppen H, von der Ordnung p" **' findet man, indem man beriicksichtigt, wie die
p" —p" ! Elemente von G — @, sich auf diese Gruppen verteilen lassen. Fiir die gesuchte

Anzahl ergibt sich demnach:

Jede derartige Untergruppe ist von maximaler Klasse. Die untere Zentralreihe ist ja:
H, G, G, ...G, ;. Fiir die Gruppen G von Diederart oder dizyklischer Art sind
G und H, immer von derselben Art. Ist aber @ von der mittleren Art, so gibt es
fiir H, zwei Moglichkeiten je nachdem s*=1 oder s =s% ; (%¢=%0). Im ersten Falle
ist H, von Diederart und im zweiten von dizyklischer Art. Man findet leicht, dass
es p° % Gruppen H, von der ersten Art und p** (p—1) von der zweiten Art gibt.

Enthilt @ noch eine zweite charakteristische Untergruppe G, so ist der Fall
besonders zu Dberiicksichtigen, in welchem das erzeugende Element s von H, in,a1
liegt. Man kann ja in diesem Falle nicht durch Kommutatorbildung von s mit
Sy, Syxt, .. 20U Sp_p gelangen. Entweder enthilt also die durch s und s, erzeugte

Gruppe s, ; nicht, und ihre Ordnung wird auf ™" reduziert, oder hat sie als Zentrum

21 — 513804, Acta mathematica. 88. Tmprimé le 16 décembre 1952,
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{$n_g, sn_1} und ist somit keine Gruppe maximaler Klasse. Niaheres hieriiber lisst
sich hier nicht sagen.
Y

. G . . :
Auch die Faktorgruppen o miissen stets von maximaler Klasse sein. Da eine

solche Gruppe dadurch aus (' entsteht, dass man s,, $,41, ... Sp.1 durch 1 ersetzt,
so muss dieselbe von Diederart sein, und dies auch in dem Falle, wo G zu einer von

den beiden anderen Hauptarten gehort.

IL

5. In diesem Abschnitte wollen wir die maximale charakteristische Untergruppe
(;, naher untersuchen. Fiir den Fall p=2 ist G, bekanntlich zyklisch. Wir wollen
zeigen, dass auch, wenn man o allgemein nimmt, fiir die Ordnung der Elemente
einfache Gesetze gelten. Der Fall p=2 soll sich also als Spezialfa,ll in diesen all-
gemeinen Gesetzen einordnen lassen.

Fiir s wahlen wir ein Element von G'—@; oder, falls ¢ noch eine zweite charak-
teristische Untergruppe G, enthilt, von G —G;—G,. Wenn nun s, ein Element von

G, — @, bedeutet, so lassen sich durch die Relationen
(9) sl ss =881 (1=1,2,3,...)

Elemente s,, s, ... s,-1 bestimmen, welche bzw. zu G, —G,, G,—G,, ... G,_, gehoren.

Da s” ein Klement der Zentrale {s,_,} bezeichnet, so hat man

(10) s Psst =g (z=1,2,3,...).

Nun erhilt man in (10) rechts einen anderen Ausdruck, indem man zunichst s 's;s

ausfiithrt, dann s%ss% uw.s.w. Wenn man jetzt den in solcher Weise entstandenen
Ausdruck mat s; gleichsetzt, so bekommt man Relationen, aus denen die Ordnungen fiir

Sy, S3, . .. Sich herleiten lassen. Es ergibt sich dann fiir s ‘s, s 2ss% s7%86%, ... bzw.

(11) $i8ivty SiSit18i418i42, SiSit18i+185i4+28i+181428i+28i43, . . .0

! aus demjenigen fiir

Ganz allgemein bekommt man das Produkt fiir s @ Vgt
s "ss", indem man dem letzteren Produkt ein ahnliches hinzufiigt; es sollen nur die
entsprechenden Indizes je mit einer Einheit erhoht werden. Die Folge (11) endet
mit dem Gliede fiir 2=p. Wenn man hier den ersten Faktor s; wegnimmt, so wird

nach (10) das Restprodukt=1. In solcher Weise entstehen die Relationen:

(12) 8i*8i8i+1°8i8i+18+18+2 .. SiSiy1 ... Si{»pwl:] (i=2, 3, .. .),
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wobel fiir v>n—1 s,=1 zu setzen ist. Das Produkt (12) denken wir uns in p Teil-
produkte zerlegt, von denen das erste ein Glied, das zweite zwei Glieder, das dritte
vier Glieder und endlich das letzte 2°7' Glieder enthilt. Wenn wir mit (11) ver-
gleichen, so ergibt sich:

(13) sIls"ss"=1  (i=2,3, ...).

=1

Die Relationen (13) sind offenbar einer Erginzung fiir 4=1 bediirftig. Vollstdndiger
bekommen wir die ILosung unserer Aufgabe nach der folgenden Methode. Fiir

(ssi') P =(s;s')" haben wir die Entwicklung:

(sis VY=g ]s"s8" 57 (i=1,2,3,...).
=1

Man hat also:

p-1
(14) si[ls " sis"=s"(s81)" (i=1,2,3,...).

=1
Da fiir ¢+=2,3, ... (14) eine Wiederholung von (13) sein muss, so ergibt sich:
(15) (s 1)? = 7 (1=2,3,...).

Offenbar hat (15) Giiltigkeit, wenn fiir s; ein beliebiges Element von @, eingefithrt wird.
Fiir =1 braucht (15) nicht zu gelten. Jedenfalls ist doch das rechte Glied von
(14) gleich einer Potenz von s, ;. Als Erginzung von (13) ergibt sich somit:

p-1

(13)) s [ s s s"=5% 1.

R=1
Fir p=2 hat man in (13,) «=0 fiir die Diedergruppe und die dizyklische Gruppe
und «=1 fiir die dritte Gruppe. In Ubereinstimmung hiermit gilt es auch fiir p
ungerade, dass e (13;) die Gruppen von Diederart oder dizyklischer Art durch o« =0

und die Gruppen der wmittleren Art durch a0 charakterisiert werden.

6. Um die eigentliche Bedeutung der Relationen (13) und (13;) klarzulegen, ist
eine Umformung wiinschenswert. Am einfachsten lisst sich diese ausfithren, falls &,
eine Abelsche Gruppe bezeichnet. Man kann dann unmittelbar Elemente s, mit

demselben Index zusammenfiithren, und es gilt nur zu berechnen, wie oft links die

L —1,— . . N i
1 Hier ist es von Bedeutung, dass s” (ss; ) © seinen Wert beibehalt, wenn s durch ssy ersetzt
. k k,,l — . . . . + g T
wird, sodass man (ssy )p (ss1 ) ? bekommt. Einen Beweis hierfiir wollen wir in einem anderen

Zusammenhange geben.
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verschiedenen s, vorkommen. Dies findet man sehr leicht, indem man das letzte
Glied der Folge (11) mit

(16) (I+z)f=1l+z+tz(l+a)+ae(lt+atad+a)ta( )+

vergleicht, wo jeder folgende Klammer die ganze vorangehende Entwicklung enthilt;
dabei entspricht jedem si,.; in (11) ein 2" in (16). Die gesuchten Anzahlen sind
mithin Binomialkoeffizienten. In dem betrachteten Falle lassen sich demnach (13)
und (13,) durch bzw.:

p-1
(17) st Si;li oo 8hip 2 Sipa1=1;
P -1
(17,) sVse 2 8D 1s, sty {oe 3 0).
ersetzen, wobel (17) fir ¢=2,3,...n—1 sowie auch fiir =1 hei den diedrischen
und dizyklischen Hauptarten und (17,) fiir die dritte Hauptart gelten. Durch (17)
und (17,) bekommt man Ausdriicke fur s,, Spii, ... Si—1 1IN 8§y, Sy, . .. 8p-q1, und zwar

sind die Exponenten fiir diese letzteren Elemente immer durch 9 teilbar. Als Basis-
elemente fur G hal man mithin s, Ss, ... sp 1. Hierbei bemerke man, dass fiir n<p
Sny ... 8p.1 durch 1 zu ersetzen sind.

Die Ausnutzung der Relationen (17) lasst sich am einfachsten in der Reihenfolge

1=n—1,n—2,...1 ausfilhren. Es ergibt sich zunichst:
Sho1=8ho= " =§h_py1= L.
Die Elemente s, 1, $n .2, ... $n.py1 sind somit von der Ordnung p. Beim nachsten

Schritt erhilt man:
ShopSp-1=1,

woraus man schliesst, dass s,_, von der Ordnung p® ist. Dasselbe Resultat findet
man fiir die p—2 folgenden Elemente s,_p.1, ... Sn 2pse. Uberhaupt bekommt man
als allgemeine Regel, dass, falls die Elemente in der Reihenfolge sn_1, Sn_g9, ... 83, &
genommen werden, so haben die p—1 ersten die Ordnung p,rdz’e p—1 folgenden die-
Ordnung p* u.s. w., so dass jedesmal nach p—1 Schritten die Ordnung wm einen neuen
Faktor p erhéht wird. Man beachte hier, dass es ohne Anderung der zugehdrigen
Ordnungen erlaubt ist, fir s, .1, Sn_g, ... S5, $; beliebige Elemente von bzw. G, ;,
Gun2—Gn_1, ... Gy —0Gy einzusetzen. Nur fur 7=1 und Gruppen von der mittleren
Hauptart gibt es von der obigen Regel Ausnahmen, und zwar durch den Einfluss

des rechten Gliedes von (17;). Ist nidmlich erstens n<p, so reduziert sich (17,) auf

(18) s =sn 1,
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da alle anderen Faktoren links =1 werden. Es ist demnach s, hier von der Ord-
nung p® Beispiele hierzu findet man bei den Gruppen voa den Ordnungen p?, 2* und

p°. Hat man zweitens n=p+ 1, so nimmt (17,) die Gestalt
(18) Vs, 1 =5%_1.

Die Ordnung von s, ist hier fiir =1 nur p, sonst aber p? wie es fiir n=p+1 bei
den diedrischen und dizyklischen Hauptarten der Fall ist. Das einfachste Beispiel
bekommt man fiir p=3, n=4.

Mit e, bezeichnet man ein Element, dessen pt¢ Potenz =1 ist. p-Gruppen maximaler
Klasse, deren simtliche Elemente e, sind, gibt es nur von Diederart und fiir » = p.
Die héchste Ordnung einer Gruppe mit dieser Eigenschaft ist mithin 2.

Ist n>p+1, so hat es fiir die Ordnung von s, keine Bedeutung, ob als rechtes
Glied von (17;) 1 oder s%_; (x=0) steht.

7. Nun ist unser eigentliches Ziel in diesem Abschnitt nachzuweisen, dass die
Gleichungen (17) und (17;) auch bei wicht-Abelschen Gruppen Gy thre Gultigkeit bei-
behalten. Bs entstehen zwar bei der Umtauschung der Elemente, so dass gleich-
‘bezeichnete s zusammengefithrt werden, als neue Faktoren Kommutatoren. Im all-
gemeinen treten aber diese Kommutatoren in solchen Potenzen auf, welche sich auf
die Identitit reduzieren: doch mit der Ausnahme, dass in speziellen Fillen ein Faktor
s _, ibrig bleibt. Ohne nihere Kenntnis der Kommutatoren ldsst sich selbstver-
stindlich der Beweis fiir unsere obige Behauptung nicht vollstindig ausfithren. In
diesem Abschnitt miissen wir uns mit der Herleitung eines Satzes begniigen, der fiir
den Beweis von sehr wesentlicher Bedeutung ist.

Die hier zu lésende Aufgabe gilt, wie oft im Produkt (12) fiir k> A ein Element
S+ einem Elemente s, vorangeht. Jedesmal, wenn dies geschieht, wird ja bei der
besprochenen Umordnung ein Kommutator (sitx, siyn) erzeugt. Anschaulicher erscheint
vielleicht die Aufgabe, ‘wenn man fragt, wie oft in der Entwicklung (16) fir k>4
cine Potenz z* einer Potenz z" vorangeht. Noch cine zweite Unformung des Problems
Jasst sich mit Vorteil ausfiihren, indem man in (16) von den Potenzen zu den
Exponenten iibergeht. Dabei erhalten wir in der folgenden Weise eine Darstellung
fiir die Exponenten durch die dyadischen Zahlen. Die Entwicklung (16) besteht aus
p Abschnitten. Fiir den ersten Abschnitt 1+« haben wir die Exponenten 0 und 1.
Im nichsten Abschnitt 2(l +z) werden diese Exponenten je um 1 erhoht; hierfiir
geben wir Ausdriicke durch 10 und 11, also durch zweizifferige dyadische Zahlen.
Um fiir dic Exponenten beim folgenden Abschnitt x((1+x)+x (1 +x)) dreizifferige
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Zahlen zu bekommen, fithren wir auch fir 1 +2z im Klammer zwei Ziffern ein; nim-
lich 00 und 01, und erhalten mithin fiir die Exponenten der vier Glieder die Bezeich-
nungen: 100, 101, 110, 111. Wenn wir jetzt in der Reihe (16) die Glieder mit den
in solcher Weise bezeichneten Exponenten ersetzen, so bekommen wir fir p=5 die

Folge:

(19) 0,1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111,
10000, 10001, 10010, 10011, 10100, 10101, 10110, 10111, 11000, 11001, 11010,
11011, 11100, 11101, 11110, 11111.

Wie man sieht, erhalten, wir beim Ubergang sn den Exponenten die dyadischen
Zahlen nach steigender Grosse. Man beachte noch, dass einer Potenz 2" in (16) eine
dyadische Zahl mit % Einsen in (19) entspricht. In der neuen Formulierung gilt
also unsere Aufgabe zu entscheiden, wie oft unter den 27 ersten dyadischen Zahlen
eine Zahl mit k Einsen einer Zahl mit h Einsen voramgeht. Da man offenbar fiir £,
% und p—h, p—k dieselbe Antwort erhilt, so kinnen wir die Beschrinkung 2 +k=p
einfiihren. Fiir p=>5 sind nur vier Fille zu untersuchen, nimlich: A=1, k=2; hA=1,
k=3; h=1, k=4; h=2, k=3. Die Antworten lassen sich leicht aus (19) ablesen.
Fiir die gesuchten Anzahlen fithren wir die Bezeichnung (%, %), ein und bekommen:

(2, 15=105 (3, 1)5=5; (4, 1s=1; (3, 2=24,

In den beiden ersten Fallen erhalten wir mithin durch 5 teilbare Zahlen und in den
beiden letzteren durch 5 nicht teilbare. Die Vermutung liegt jetzt nahe, dass dieser
Unterschied darauf beruht, ob in A+ k=<p das obere oder untere Zeichen gilt. Fiir

diese Vermutung wird in den folgenden Entwicklungen ein Beweis gegeben.

8. Behufs der Berechnung von (k, &), ist es vorteilhaft diese Zahl in Teilsummen
zu zerlegen. Erstens koénnen die beiden Zahlen mit & bzw. £ Einsen eine verschiedene
Zifferanzahl haben. Man erhilt dann eine erste Teilsumme, indem man die Anzahl
der hochstens n-zifferigen Zahlen mit £ Kinsen mit der Anzahl der (n - 1)-zifferigen
mit % Einsen multipliziert und zuletzt von n=¥% bis n=p—1 summiert. Die erste
Anzahl ist offenbar gleich den Koeffizienten fiir 2* in der Entwicklung von (1 + )", also:
(20) ﬁﬁl)jé(ﬁfk+ 1,

In #hnlicher Weise ist die zweite Anzahl gleich dem Koeffizienten fiir z" in der

Entwicklung von x(1+2)", also:
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@1) n(n ~%ﬁ +2)

Als erste Teilsumme von (k, ), erhilt man mithin:

”il nin—1)...(n—k+ l)'n(nfi)i.ﬁ.’.ﬁ(p“—__k—kg)‘
I [

(22)

Die Summanden in (22) sind von “Frade (k+A—1) in n. Fithrt man die Summation
aus, so ergibt sich ein Resultat vom Grade k+h% in p. Sind andererseits die beiden
Zahlen mit % bzw. % Einsen von gleicher Zifferanzahl, so kavn man fiir dieselben die
erste Ziffer 1 weglassen. Es handelt sich dann um Zahlen mit £— 1 bzw. 2 —1 Einsen.

Hiernach findet man fiir (k, &), als zweite Teilsumme:
p-1

(23) S (-1, h—1)n.
n=~k

Ist A=1, so verschwindet diese zweite Teilsumme, und man bekommt fir (&, 1),:

pip—1)... (k)
k+1

(24)

Ist A=2, so lassen sich jetzt fiir die Glieder von (23) die Ausdriicke in n so fort
angeben, und man findet fiir (%, 2), durch Summation von (22) und (23):
(p+Dp@—1...(p—k)

25 ke (k+2) '

Vermittelst derselben Methode lassen sich nun fiir 42 3 die Summanden (k—1, A—1),
von (23) in zwei Teile zerlegen. Fiir (23) bekommt man hierdurch eine Zerspaltung
in zwei Teilsummen. In dieser Weise lisst sich fortsetzen, und als Endresultat ergibt
sich eine Zerlegung von (k, %), in A Teilsummen, welche mit (22) anfingt. Wenn
wir den Ausdruck unter dem Summenzeichen in (22) mit ¢ (n, k, h) bezeichnen,
so wird in den iibrigen Summen iiber @(n, k—1, A1), ... @n k—14, h—1), ...
@ (m, k—h+1, 1) summiert. Als Gradzahl fiir ¢ (n, k—%, k—17) in » hat man k-+%— 24 -
—1. Nun ist die Summation iiber ¢ (n, k— 1%, h—¢) eine (¢ + 1)-fache. Da die Gradzahl
nach jeder Summation mit einer Einheit steigt, so bekommt man als Erdresultat
einen Ausdruck vom Grade k+%4—+¢ in p. Hierin hat man als Faktor p(p—1) ... (p—k).
Dies versteht man schon aus der Tatsache, dass fiir p=0, 1. ... % sdmtliche Teil-
summen gleich Null sein miissen. Soll non (k, %), nicht durch p teilbar sein, so

muss es wenigstens eine Teilsumme geben, fiir welche auch der Nenner den Faktor p
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enthilt. Wie aus (22) verstiindlich ist, hat ¢ (n, & —7, A1) als Nenner [k —2-|h—7--1,
und durch die (z-+1)-fache Summation konnen, wie wir sofort zeigen werden, als
neue Faktoren im Nenner nur k+A—24,...%k+h—¢ hinzukommen. Da k+A<Zop,
so ist also ein Faktor p im Nenner nur fir ¢=0 und £+ A=p moglich.

Zur néheren Begriindung dieses Ergebnisses mag es gentigen den Ausdruck (22)

umzuformen. Wir schreiben (22) in der Gestalt

Plam—1)...(n—k+1)

(26) p) i fna (o)
wo also o
(27) foa(m)y=ay+a,(n+1)+ - Fap(n+1)(n+2)... (n+h-1).

Man kann jetzt (26) mit der Doppelreihe

h-1p-1 (nj',-p)(n-}—v—l),..(n*k#‘l)
(28) go n=k @ I&

ersetzen. Nach Ausfithrung der zweiten Summation ergibt sich hieraus:

R-1 (p+)( +vfl) (pjk)

o D

Fiir einen Faktor p» im Nenner ist hier y=h—1, &+ h = p erforderlich. Da as_, gleich

h-1

dem Koeffizienten fiir #"~' in f,(n) sein muss, so hat man

1
(30) Ap1= ﬁlfi— =

Als durch p fiir k+%A=p nicht teilbares Glied von (29) findet man also:

p-+h—1) ... —-1) ... (p—k
31) (p+ k)‘.1 (p+1) (p--1) n (» )E(*l)k (mod 7).

Alle iibrigen Beitrige zu (k, &), sind dagegen, wie aus den obigen Entwicklungen her-
vorgeht, stets durch p teilbar. Es dst mithin fir k+h=p(k, h)p=(— 1) (mod p); in
den ubrigen Fillen, also fir k+h<p, ist (k, h), tmmer durch p terlbar.!

Auch fiir die tibrigen Koeffizienten a, lassen sich ohne Schwierigkeit allgemeine
Ausdriicke angeben. Zu dem Ende kann man verschiedene Methoden benutzen. Man
kann z. B. in (27) sukzessive n=—1, —2, ... —(h—1) einfihren. Als Resultat er-
gibt sich:

1 Dieses Resultat findet man schon in unserer Note, ,,Ein Problem bei dyadischer Zahlendar-
stellung'‘, Arkiv f6r Matematik, Bd. 1 (1950).
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po1 oy (=1 (R—-2) ... (h—»)
(|»)?

(32) a,=(—1)

Die Summation von (22) lisst sich jetzt ohne weiteres ausfithren, und man bekommt

hierfiir :

kol w1y A= (R=2) ... (A=) pt+y... (p+)p(p—1)... (p~k).
33 2 (-1 (|»)? ) |k (k+v+1)

v=0

Man sieht leicht, dass samtliche Glieder von (33) ganze Zahlen sind. Dass man durch
die obige Methode, in welcher die Entwicklung (27) die Hauptsache ist, auch die
Summation der iibrigen Teilsummen von (k, %), explizit ausfilhren kann, diirfte ohne

weiteres verstindlich sein.

9. Die eigentliche Frage fiir uns hier ist nun die Uberfithrung von (13) und
(13,) in die Normalgestalt (8). Wenn G, Abelsch ist, haben wir als Resultat (17)
und (17,) gefunden. Fiir nicht-Abelsche @, gilt es zu entscheiden, wie die bei jener
Uberfithrung entstehenden Kommutatoren auf dieses Resultat einwirken. Eine Antwort
hierauf ist es uns erst in den folgenden Entwicklungen méglich zu begriinden. Doch
erlauben wir uns hier die folgenden Bemerkungen. Nach den obigen Ergebnissen ist
die Anzahl (k, k), der cntstandenen Kommutatoren (sk, s») ein Vielfaches von p fiir
k+h<p, fir k+h=p dagegen =(—1)* (mod p). Nach einem spiter abzuleitenden
Resultate sind fiir k+A>p s und s, stets vertauschbar, und fiir jeden Kommutator
hat man (s, sx)’=1. Wenn man die gleichbezeichneten Kommutatoren zusammen-
fithrt, so erhilt man mithin fir k+A<p die Identitit. In dem noch iibrigen Falle
k+h=p werden wir finden, dass nur solche Kommutatoren méglich sind, welche
dem Zentrum {s, ,} von G, angehéren. Zunichst lisst sich hieraus schliessen, dass
wenigstens in den Fillen, wo die Kommutatoren zum Zentrum von ; gehoren, die
besprochene Umformung auch jetzt zu (17) oder (17,) fiihren; doch mit der Anderung,
dass rechts eine Potenz von s,.; hinzugefiigt werden kann. Zu erwihnen ist unter
den zu beweisenden Resultaten noch, dass die Gruppe {s7, s§ ...}, welche durch die
p¥n Potenzen der Elemente von @ erzeugt wird, aus Elementen besteht, welche im
Zentrum von (; liegen. Nun kénnen (17) und (17,) oder die ihnen nach den obigen
Bemerkungen entsprechenden Relationen als Beziehungen zwischen sy, s3, ... und
Sp, Sp+1 . . . betrachtet werden; aus den ersten Elementen lassen sich die zweiten
bestimmen und umgekehrt. In Ubereinstimmung hiermit gilt es auch, dass die

Gruppe {sp, Sp+1, . - .} dem Zentrum von G, angehort,
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Kompliziertere Verhiltnisse treten ein, wenn es Kommutatoren (sy, s,) gibt, die
nicht zum Zentrum von G, gehoren. Es konnen dann bei dem Ubergange zu (17)
oder (17,) neue Kommutatoren entstehen, zunichst von der Gestalt (sx, (sk, s1)). Es
gilt dlso die neue Aufgabe; wie die Anzahlen von solchen Kommutatoren sich berechnen
lassen. Wie wir hier in aller Kiirze skizzieren wollen, Lisst sich die Antwort hierzu
durch eine Verallgemeinerung der in der vorhergehenden Nummer entwickelten Methode
erhalten. Die Frage gilt, wie oft unter den 2° ersten dyadischen Zahlen fiir k, + k, +
+ -4k 1+h=p eine Kombination von r nach der Grosse geordneten Zahlen sich
aufschreiben ldsst, von denen die erste k; Einsen, die zweite %, Einsen, ... und die
letzte & Einsen enthilt. Dabei braucht man keine besondere Annahmen tiber die
gegenseitigen Grossenverhiltnisse von [y, k,, ... zu machen; das oben hergeleitete
Resultat im Falle r=2 hat ja in der Tat auch fiir k<A Giltigkeit. Es lasst sich
der allgemeine Fall in ganz dhnlicher Weise behandeln wie der Fall r=2. Man kann
annehmen, dass man bereits eine Losung fiir r—1 Zahlen mit bzw. £y, &, ... kry
Einsen besitzt, und dass diese Losung vom Grade k, +%,+ -+ +%; in p ist und im
Nenner keine hoheren Faktoren als &y + %, + -+ + k,_; enthilt. Wir konnen dann fiir
die gesuchte Anzahl eine mit (22) véllig analoge Summe aufstellen, in welcher die
Summanden Produkte von zwei Faktoren sind, von denen eine vom Grade %, + k,+
+ - +k_3; und die anderec vom Grade A—1 ist. Die Summierung lisst sich nach
der Methode von Nr. 8 ausfithren und liefert ein einziges Glied vom Grade &, + &, +
+ o4k 4h in p, welches im Nenner den Faktor k; +/k,+ -+ -+ k.1 + % enthalt.
Es ist das fragliche Glied durch p teilbar oder nicht, je nachdem man k&, + %, --- +
+keo1+h<oder=p hat. Die iibrigen Glieder, welche bei der Summation erhalten
werden, sind durch p teilbar. Die Resultate stehen mithin in vélliger Ubereinstim-
mung mit denjenigen, welche wir in der vorhergehenden Nummer fiir r=2 erhalten
haben. Setzt man voraus, dass dic Kommutatorgruppe von G, Abelsch-ist, doch
ohne dem Zentrum anzugehéren, so geniigt es in den obigen Entwicklungen r=3

anzunehmen.

IIIL.

10. In unserer bereits zitierten Arbeit , Verwandte p-Gruppen' haben wir die
p-Gruppen maximaler Klasse bestimmt, fiir welche die Untergruppe @, Abelsch ist.
Wir wollen jetzt zur Behandlung des iibrig gebliebenen Falles, in welchem @, nicht-
Abelsch ist, fibergehen. Dass wir bei unseren Untersuchungen hier auf erhebliche

Schwierigkeiten stossen werden, ist natiirlich zu erwarten. Zunéchst sei daran erinnert,
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dass s ein Element von ' — (G, und, falls G noch eine zweite charakteristische Unter-
gruppe @1 der Ordnung p" ' enthilt, von G¥G1~C¥1 bedeuten soll.

Eine erste Frage gilt die Moglichkeiten fiir die Kommutatoren (s, si), wobei
wir stets <k annehmen kénnen. Hier gilt der allgemeine Satz, dass, falls (s, sp)=1
fir k=h+1, so hat man immer (sp, sg)=1. Eine hinreichende Bedingung fiir eine
Abelsche Gruppe @ ist also (s, sy) = (Sg 83) = (S, 8y) =-- =1. In Ubereinstimmung
hiermait lassen sich simtliche Kommutatoren (s, si) berechnen, falls diejenigen von der
Gestalt (sy, sn11) bekannt sind. Hierin liegt die Moglichkeit fiir einen Einteilungsgrund
der p-Gruppen maximaler Klasse, indem wir eine Gruppc @, fiir welche 7 unter den
Kommutatoren (sn, sy+:) von 1 verschieden sind, als von der 2ten Stufe bezeichnen:
Die Gruppen @, fiir welche die Untergruppe G, Abelsch ist, sind somit von der
nullten Stufe. In diesem Abschnitt wollen wir uns auf die Gruppen G von der ersten
Stufe beschrénken.

Wir nehmen jetzt an, dass zwei Elemente s, und sp.; stets mit einander ver-
tauschbar sind. Hs gilt zu beweisen, dass unter dieser Voraussetzung die Gruppe G
Abelsch ist. Fir A>r sei immer (s, si)=1. Es sei auch fir ¢>1 (s, $r4r)=1

(r;=1,2,...1—1), so dass man also erst (s, s;+;)+1 hat. Es ist mithin
(34) ($r, Sryi1)=1.

Wir transformieren (34) mit s und bekommen

(35) (8 8y415 Srqioy Sret) =1,

Diese Relation ldsst sich nach (1) umformen, indem s durch s,, ¢ durch s,,; und u
durch s,4; ;8,41 ersetzt werden. Man bekommt dann:
(8r, Srvio18re1) ((Sry Srei-18r4), Sr+1) (Sr41, Sryi-18r41) = L.

Nach den Voraussetzungen sind hier die beiden letzten Faktoren=1. Aus (35) folgt
somit :
(35,) ($r, 8r4i-18r0s) = 1.

Nach der Identitdt (2) erhilt man aus (35,):
(36) (8r, Sri1) {8y, Sryic1) (($1y 8rsi-1), 8r41)=1L.

Hier sind aber nach den Annahmen die beiden letzten Faktoren=1, und aus (36)
wiirde also

(8ry Sr4i) =1
folgen, was den Voraussetzungen widerspricht, Hiermit ist der Beweis erbracht, dass,
falls simtliche Kommutatoren von der Gestalt (s, sns1)=1 sind, so ist G; Abelsch.
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11. In erster Instanz interessiert uns der Fall, wo (s;, s,) der einzige von 1
verschiedene Kommutator (ss, sn41) ist; mit anderen Worten bedeutet dies, dass die

Gruppe G, Abelsch sein soll, Wir schreiben

(37) (81, S5)=sh -8 i1 ..,

wo rechts s&_; den Hauptfaktor bedeutet. Es ist n—7>3. Wire nimlich dies nicht

. .. G
der Fall, so wiirde man durch Ubergang zur Faktorgruppe Q Gruppen von der
4

Ordnung p*! erhalten koénnen, fiir welche s, und s, nicht vertauschbar sind, was
bekannterweise nach unserem Kenntnis von diesen Gruppen unmdglich ist. Durch

Transformation mit s ergibt sich aus (37):
(38) $7H(8y, Sp)8=(8,5g, $385) =Sh i ... 8B i1 ...
Nach Umformung zuerst nach (1) und dann nach (2) erhalten wir:
(8182, S583) = (81, 8585) = (81, Sa) (81, 83)-
Aus (37) und (38) bekommt man mithin:
(39) (S3, S3) =90 11 ...
In gleicher Weise lisst sich fortsetzen, und es ergibt sich als Endresultat:

(40) (Sy, Sk) =585 i1k 2 ... (k=2,3,...1+1).

Wir wollen beweisen, dass in (37) fiir + nur die p—2 Werte i=1,2, ... p—2
mdglich sind. Nehmen wir an, cs sei etwa ¢=p—1, so bekommt (40} fiir k=p dic

Gestalt :
(81’ 817) = 33571 .

Nun ldsst sich nach dem vorhergehenden Abschnitt s,, von einem etwa hinzukom-
menden Faktor in s,_; abgesehen durch ein Produkt von pten Potenzen in s, Sy, ... $p.1
ausdriicken. In (s;, s,) ersetzen wir s, durch das so erhaltene Produkt. Man erhilt
dann durch sukzessive Anwendung von (2) eine Entwicklung von (s;, s,) in ein Pro-
dukt, wobei stets der Faktor, welcher die Rolle von ((s, #), ») in (2) {ibernimmt,
=1 wird. Man schliesst hieraus, dass das in Rede stehende Produkt sich aus pter
Potenzen von (s, s,), (s, 83), ... und (s;, s,_1) zusammensetzen lasst. Nach (40) wer-
den aber (s, s;), (S5, Ss), - - - (S1, Sp-1) durch s, piz, Sn_pss, . .. 8n 1 ausgedrickt, und
die pten Potenzen der letzteren sind, nach Nr. 6, =1. Man bekommt hieraus (s;, sp)=1,
und die Annahme (s;, s,)=s%_, fiihrt mithin auf einen Widerspruch. Der Fall :>p—1
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in (37) lidsst sich auf ¢=p—1 zuriickfithren und ist also, wie zu erwarten war, auch

nicht moglich. Hat man namlich 1=p—1+g¢, so kann man ja G durch die Faktor-

G
gruppe ———— ersetzen.

Gn—q—l
Es ist moglich (37) in die Normalform
(371) (81, 82) =8ns
zu diberfihren. Durch die Wahl von s und s, werden s,, s;, ... s,—; und also auch

die Kommutatoren (s, sx) festgelegt. Man braucht doch nur s; zu &ndern, um den
Ubergang von (37) zu (37,) auszufiihren. Zunichst wollen wir nachweisen, dass in

(37) der Exponent A=1 angenommen werden kann. Ersetzt man nimlich s, mit

§,=s{, so bekommt man fiir 3,, 3, ... 8, ... Entwicklungen mit den Hauptfaktoren
s5, 85, ..., .... Indem wir jedes mal nur den Hauptfaktor aufschreiben, erhalten
wir jetzt:

(41) (B, 8o)=(sy, )% ... =84 ... =524, ..

Wird hier ¢ durch aA=1 (mod p) bestimmt, so hat man (37) auf den Fall mit
A=1 zuriickgefithrt. Nach der Einfiihrung von A=1 in (87) substituieren wir:

Vélxslsgsg e

Da @, Abelsch ist, so fithrt dies mit sich:

Sn=Sns%i15h12 ... (h=2,3,...).
Untersucht man jetzt die Entwicklung von (s;, s,) in ein Produkt (37), so ergibt
sich als erster Faktor s, ; im Exponenten fiir s, ;.; erhilt man ein Glied o, im
Exponenten fiir s, i1, ein Glied g u.s.w., und man hat die Méglichkeit «, 8, ... so
zu bestimmen, dass simtliche diese Exponenten verschwinden. Als Endresultat ergibt
sich dann (s, s,) =s,_; oder mit anderen Bezeichnungen (37,).

Wenn die Kommutalorgruppe G, von G Abelsch ist, sind also beziiglich der Kowm-
mutatoren nur p—2 Fdille moglich, auf welche alle andere sich zuriickfihren lassen.

Diese Fille bekommt man aus (37)) fir v=1,2, ... p—2.

12. Es sei jetzt h>1, (sn, sp+1)+ 1 und (s, s:11) =1 fiir 2=4. Die Gruppe {s, G1},

welche von der Ordnung p" **!

ist, lasst sich dann in derselben Weise behandeln
wie fiir =1 die vollstindige Gruppe . Es entsteht aber hier eine neue Frage iiber
die Beschaffenheit der Kommutatoren, fiir welche nicht beide eingehende Elemente

zu G, gehoren. Der Einfachheit halber nehmen wir zunichst an, dass die Kom-
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mutatorgruppe von @, sich auf die Zentrale {s._;} von G beschrinkt. Unser Aus-

gangspunkt ist also:

(42) (S, Sn+1) =8n 1; (8, S141)=1 (i=h).

Wir transformieren beide Glieder mit s. Der Ausdruck fiir das rechte Glied bleibt
dabei ungeiindert; das linke Glied geht dagegen mit Riicksicht auf (3) in

(818141, Siv18iv2) = (81, Siv1) (Siv1, Siv2) (Si, Sii2)
itber, und dies auch fiir 1=4. Man bekommt mithin:
(43) (Si11, Siv2) (81, Siva)=1.
Nur fiir 7+ 1=~ ist also (s, si;2) von 1 verschieden, und zwar erhdlt man:
(44) (Sh-1, Sn-1)=8nt1; (81, Sipa)=1 (t=h—1).

Wenn wir weiter fortschreiten, so finden wir, dass, falls alle (s;, siop) fir m=1,2, ... %
bekannt sind, so kan man auch siamtliche (s, s;y+.1) berechnen. Es ist ja nach (3)

fisr r>1:

87 (85, Sivr) 8= (51811, SiarSiri1)=(8i, Sicr) (Sis1, Sivr) (Siv1, Sivri1) (Siy Sivrs1)-
Man hat also:
(45) (11, Sir) (Si51s Siar31) (84, s'i*r+i): 1.

Unter den Faktoren hier sind nach der Annahme die beiden ersten bekannt; es lasst
sich also der dritte Faktor (s, si:,.1) aus (45) bestimmen. Dieser Faktor kann nur
dann von 1 verschieden sein, wenn dies auch fiir wenigstens einen der beiden iibrigen
der Fall ist. Fir =2 ¢rifft dies nach (42) und (44) nur fir ¢=%—-1 und 1=k -2

zu. In diesen beiden Fillen bekommt man:
(46) (sh——ly Sh+2)=3;i}1§ ('S'h~—2, Sh+1)=3nv—1-

Betrachtet man in derselben Weise die Sache fiir r=3, so findet man, dass der
letzte Faktor von (45) nur fiir i=4—2 und 4=%-3 von 1 verschieden sein kann;
zu beachten ist hierbei, dass fiir ¢=%-—2 beide der ersten Faktoren=s;%, sind. In

Ubereinstimmung hiermit erhilt man:
(47) (Sn-2, Snra) =82-1; (Sh-3, Sn-1) =8n 1.

In dieser Weise, durch Berechnungen fiir die niedrigsten r-Werte, ldsst sich die
Giiltigkeit der allgemeinen Formel
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=1) ... (u—v+2)
|v~1

(48) (S Snos) =S40 Ay =(— 1) g

erschliessen. Fiir p=<v—2 ist 4,,=0; es ist dies die Bedingung fiir die Vertausch-

barkeit von s;., und su,,. Fir u=v—1 bekommt man in (48) rechts s$,*)" und fiir

u=v s " Setzen wir u=v+k, so erhalten wir fiir Au.» einen Ausdruck von der
Gestalt :
} .
Ly e k) e ek ()l
@) T (=1 1 (o= F—1-[k+1

Dass (48) und (49) in guter Ubereinstimmung mit (44), (46) und (47) stehen, sieht
man sofort. Die allgemeine Giiltigkeit von (48) beweist man jetzt leicht durch einen

Induktionsschluss. Setzt man ¢=h—p und i+r="%+v, so geht (45) in
(50) (Sll gty Sh+v) (Shf;t +1s Sh+v+1) (Sh - Shtv+ 1) =1
iiber, und man erhilt (48) aus der Identitit:

=1 -1 |

R - B S
oD =T lu=r [l 1 ppluy

Da stimtliche von 1 verschiedene Kommutatoren (s;, s;) in (48) angegeben sind, so

hat man immer:
(52) (sh S Shf—,ul) =1 (,u: My g O), (Sh% vy Sn r,) =1 (V’ 141 > 0)

Die Frage ist nun, fiir welche A-Werte (ss, sn,1) von 1 verschieden sein kann.
Eine Antwort hierzu ergibt sich durch die folgende Bemerkung. Fiir u=h—1, v=h
erhidlt man aus (48):

(s1, szh):s(,[}{h o

Eine Folgerung hiervon st 2h<p. Wiare niamlich 2h>p, so wiirde man auf eine
dhnliche Fragestellung wie “in derlvorhergehenden Nummer kommen. Es liesse sich
dann sy» in ein Produkt von pteh Potenzen von Sen_i, Spn-g, ... und San_p.; iiber-
fithren. Hieraus folgert man fiir (sy, sz5) ein Produkt, dessen Glieder pte Potenzen
vonr (i, Sga-1), (S1, San-2), - - - und (s, S2np.1) sind. Man bekommt also (si, s3r)=1,
was der Voraussetzung widerspricht. Es bleiben mithin fir (sp, sni1)=1 nur die
pf_fl Moglichkeiten h=1, 2, ... L

2 2
I+m>p. Fir 4,,+0 in (48) wird ja uZv—1 erfordert, woraus I+ m=h—u+h+»
£2h+1=9p folgt.

ibrig.  Allgemeiner hat man (s, s,)=1 fiir
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Wir ersetzen jetzt (42) mit der allgemeineren Relation
(53) (Sny Sns1)=8n-1,
Zunichst bekommen wir in Analogie mit den Resultaten der vorhergehenden Nummer:
(54) (Sn, Shem) =8n_irm-1 (M=1,2,...7).

Der - Einfachheit halber nehmen wir an, es gehdre s,_; zum Zentrum von G,. Mit
Ausgangspunkt von (53) bekommen wir dann:

)
(55) (shf,uy Sh.—i'v) =sn‘uf,l?7

wo 4,,, dieselbe Bedeutung wie in (48) hat. Wenn man allgemeiner von (54) ausgeht,

so ergibt sich:
(55,) (Shoyr Snavim) =8 0im (m=0,1,...7-1).

Hier bedeuten (55) und (55,) nur einzelne . Beitriige zu den Kommutatorn links.

Fithrt man dieselben zusammen, so ergibt sich:
i-1 2
(56) (Sh-wy Show) = 11)37{{{7?‘;,;"'

Man beachte hierbei, dass 4,,=0 fiir »=<0. Sucht man (si, San::-1), S0 erhilt man
hier nur einen Faktor, fiir welchen u=%~1, y=h und m=14—1. Als Resultat be-

kommt man:

(71)h =1

(57) (31, 32h+i71):’8n——1

Da, wie oben bewiesen wurde, s, und s, mit einander verlauschbar sein milssen, so folgt
hieraus 2h+i—1<p. Man hat also ¢<p—2h. Die Anzahl der moglichen Kombina-

tionen von A und ¢ fiir die Gruppen der ersten Stufe ist also:

(58) p—2+p~4+--~+1=(%>2-
Da u=zv—1, so hat man:
h—u+h+y+i—-122h+i=p.
Hieraus folgt, dass, falls s; und s, mit einander nicht vertauschbar sind, so gilt auch

hier [+m=p.

13. Den Inbegriff der Gruppen &, welche zu einem und demselben Systeme
von Kommutatoren fiir die Operationen der Untergruppe , gehoren, bezeichnen wir

als eine Gruppenfamilie. Unsere nichste Aufgabe soll nun sein klarzulegen, wie viele:
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Oruppen von den drei besonderen Hauptarten eine in solcher Weise definierte Familie
enthilt. Nach Nr. 3 findet man die unterscheidenden Merkmale fiir die drei Haupt-
arten in den verschiedenen Méglichkeiten fiir s”. HKine Gruppe von Diederart wird
dadurch charakterisiert, dass immer s”=1. Hier sind die Bestimmungsgréssen schon
vollstindig festgelegt, und es gibt in einer Familie nur eine Gruppe von dieser Hauplart.

Wie wir gefunden haben, werden die Gruppen von dizyklischer Art, ebenso wie
diejenigen von Diederart, durch =0 1m (13,) charakterisiert; fiir die Gruppen der
mittleren Hauptart gilt dagegen AS=0. Hierin liegt ja auch der Grund dafiir, dass
die Gruppen von dizyklischer Hauptart sich dadurch von denjenigen der mittleren
Hauptart unterscheiden, dass bei ihnen s”=(ss;)” =(ssf)? = =(ssf )’. Bei dem
dizyklischen Falle nehmen wir an, es sei s =5% ;. Die Frage gilt, in welche Werte
der Exponent x bei solchen Transformationen der Gruppe ubergefithrt werden kann,
welche die Kommutatoren (s;, sx) ungeiindert lassen. Die Transformationen der Gruppe
werden durch die Substitutionen fiir die erzeugenden Elemente s und s, bestimmt.

Fiir unseren Zweck geniigt es mit den Substitutionen
(59) §=s%; 8, = s

Man bekommt hieraus:

kg, 2q

n1 ne
— aa. - o« a .= _a . — _a
(60) 89 7 g L .. Sp =8y LR Shi1=8h+1" ..t .. 8p1=8p1 A

In (60) sind rechts nur die Anfangsfaktoren, welche die eigentlich wichtigen sind,
ausgeschriecben. Man hat s°=s%%;. Aus der Forderung §”=§’,§4:s7ﬂ7{"2“1 folgt also

die Bedingung:
(61) - a"?a;=1 (mod p).

Ist nun (Su, 8ny)=35n 4, o ergibt sich hieraus eine zweite Bedingung. Man hat ja:

2h -1 ;42 2h 1,2 n-i—1
I < . a ay . .0 ay . —_ a a
(8n, Sn+1)=(Sn, Sni1) La=§py ! L

i 0 Sn—i = Sn-i
Hieraus bekommen wir:

(62) a;=a""*"" (mod p).

Durch Kombination von (61) und (62) ergibt sich:

(63) a®" P =1 (mod p).

Fiir die Anzahl der Losungen von (63) hat man die Bezeichnung (p—1, 2n—2~—1¢—3).

Wie jetzt leicht zu verstehen ist, kann der Exponent x fiir eine und dieselbe Gruppe

22— 523804, Acta mathematica. 88. Imprimé le 16 décembre 1952,
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@,_ﬁ::; - :3) verschiedene

der ersten Stufe mit (sx, s$n.1)=$n-; und s =s% 4
Werte annehmen.

Hieraus folgt (p—1,2n—2h—7—3) als Anzahl der Gruppen dizyklischer Art in
etner Familie der ersten Stufe.

Es bleibt noch iibrig die Anzahl der Gruppen von der mittleren Art in einer
Familie zu bestimmen. Wie wir gefunden haben, unterscheidet sich diese Hauptart
von den beiden anderen Hauptarten durch «==0 in (13,). Durch Kombination von

(13,) und (14) erhalten wir:
-1

(64) sP(ssyt) P =gt =5 []s "s 8"
=1

Ersetzen wir hier s mit ss,, so ergibt sich:

(s8,)°8 P =s0 1.

Hieraus folgt
(s5.)7 (ss1 1) P =827y,

Nach derselben Methode bekommt man allgemeiner:
(ss7)P (ssi) P =85 (P

Wenn wnsbesondere in (64) si* fiir s, substituiert wird, so wiirde man also als mattleres
Glied s3'% erhalten. Dieser Schlussweise gegeniiber lidsst sich einwenden, dass, falls
in (64) ss, fiir s eingesetzt wird, so fithrt dies neue Faktoren im rechten Gliede mit
sich. Durch eine nahere Untersuchung lisst sich jedoch nachweisen, dass diese Fak-
toren sich auf die Identitdt reduzieren lassen. Die fraglichen neuen Faktoren erhalt
man als Kommutatoren von s, mit sy,q, Sz so, c; San-1tis wobel zu beriicksichtigen
ist, dass 2A—1+¢<p. Es liasst sich beweisen, dass diese Faktoren sich in pt¢ Po-
tenzen von S,_i, Sn.ii1, ... Sn_q1 zusammenfithren lassen und also ohne Einwirkung aunf
den Wert des Ausdruckes sind.
Wir fithren auch hier die Substitutionen

§=s"; § =si*

ein und erinnern an die hieraus hergeleiteten Relationen:

— n-—-2 _ - 2h--1,2
(65) Spo1=85-1 % (Sn, Sne1)=8n L

Als Bedingung fir (8, $y+1)=8,—; haben wir bereits nach (62)

. n-2h-i

a,=a (mod p)
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erhalten, Mit 5, 5, als erzeugende Elemente muss in Analogie mit (64) eine Relation
von der Gestalt:

p-1
(66) glhI_Il 555" =5,

gelten. Wir fragen nach den Bedingungen fiir die Gleichheit der Exponenten « und o'
Die Antwort hierzu findet man wohl am leichtesten, indem man die Einwirkungen
der Substitutionen s=s* und §, = st jede fiir sich in Betracht nimmt. Wird s unge-

indert, so bekommt man als linkes Glied von (66):
p-1
s [ s st st
h=1

Die Faktoren hier erhilt man dadurch, dass man die entsprechenden Faktoren des
letzten Gliedes von (64) auf die ¢,t¢ Potenz erhoht. Nach den an (64) ankniipfenden
Entwicklungen stehen auch die vollstindigen Produkte in demselben Verhaltnis zu
einander, und man bekommt als rechtes Glied s4%y. Wird andererseits s; ungeindert,

so réduziert sich das linke Glied von (66) auf
p-1 "
s [Ts sy s
g

Die Faktoren sind hier dieselben wie beim letzten Gliede von (64). Es wird nur
thre Reihenfolge geiindert, indem jetzt jeder folgende Faktor erst nach a Schritten
genommen wird. Will man die alte Reihenfolge wieder herstellen, so entstehen Kom-
mutatoren. Diese treten aber in solcher Weise auf, dass ihre Wirkungen auf den
Wert des Ausdruckes sich aufheben. Doch scheint der Beweis hierfiir nicht ohne
ziemlich umstindliche Rechnungen ausgefithrt werden zu konnen. Als Resultat ergibt

sich also fiir das rechte Glied von (66):
521 =559,
Fiir &’ =o bekommen wir mithin die Bedingung:

n-2,

3 — a _ a
Sno1=8no1 “t=s3ly,
woraus man als eine Folgerung
(67) a"?=1 (mod p)

erhillt. Lisst sich (67) befriedigen, so gilt dasselbe fiir die frithere Bedingung (62),
da iiber ¢; noch zu verfiigen ist. Da man fiir die Anzahl der inkongruenten Lésungen
p—1

von (67) (p—1, n—2) hat, so kann « fur dieselbe Gruppe =1 n=2) wesentlich
p—1i,n—
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verschiedene Werte annehmen. Hieraus folgert man fir die Gruppen der ersten Stufe,
dass die Anzakl der Gruppen von der mattleren Ast, welche in einer Familie eingehen,
(p—1, n—2) ist. Dieselbe Antwort git noch fir die nullte Stufe, wo also Gy eine Abelsche
Gruppe bedeutet.

14. Wir gehen jetzt zu Anwendungen der obigen Resultate auf spezielle Fille
iiber. Da es nach Nr. 2 Fialle gibt, in denen fiir n=3 die charakteristische Unter-
gruppe ; fehlt, so nehmen wir an, es sei n=4. Zunichst betrachten wir den Fall,
der durch eine Abelsche Untergruppe @, charakterisiert wird.! Fiir jede Ordnung p"
gibt es hier nur eine Familie. In dieser Familie hat man sowohl von Diederart als
auch von dizyklischer Art blos eine Gruppe; eine Bedingung (62) kommt ja hier
nicht vor. Die Anzahl der Gruppen von der mittleren Art ist dieselbe wie bei dem
Falle der ersten Stufe oder (p—1, n—2).

Die p-Gruppen von den Ordnungen p* und p°® kénnen wir als bekannt voraus-
setzen. Wir wollen nachweisen, wie man dieselben im Falle von maximaler Klasse
mit Hilfe der obigen Betrachtungen herleiten kann. Fiir »=4 muss &, Abelsch sein,
und es gibt mithin nur eine einzige Gruppenfamilie. Fiir p ungerade ist (p— 1, 2)=2;
die Anzahl der Gruppen von der mittleren Art ist also 2, und man bekommt insgesamt
vier Gruppen.? Die Abweichungen zwischen den Fillen p=3 und p>3 finden jetzt
leicht ihre natiirliche Erklirung. So muss nach Nr. 6 fiir die Gruppe von Diederart
s; fiir p>3 von der Ordnung 9 und fiir p=3 von der Ordnung 9 sein. Die iibrigen

Gruppen werden von BUrNSIDE in der folgenden Weise zusammengestellt:
PP=1,0Q°=1,Q'PQ=P'"", R'PR=PQ, R'QR-Q, R*=P**.

Je nachdem « =0, quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest ist, werden drei
Typen mit den Bezeichnungen (XI), (XII) und (XIII) unterschieden. Es ist ohne
weiteres ersichtlich, dass in unserer Darstellung s, s;, s, und s; bzw. den Klementen
P, R, Q und P®” bei Burnsipk entsprechen. Von den drei obigen Typen muss eine
von der dizyklischen Hauptart und die beiden anderen von der mittleren Hauptart
sein. Hs ist hier bemerkenswert, dass der Fall der dizyklischen Hauptart eine andere
Bestimmung von o fiir p>3 und p=3 erfordert. Nach Nr. 8 ist ja fiir p>3 s, von
der Ordnung p und fir p=3 von der Ordnung 9, und man bekommt ¢ =0 fiir p>3
und a0 fiir p=3. Fir die beiden Gruppen von der mittleren Art soll dagegen nach

Nr. 6 s; im allgemeinen von der Ordnung p® sein; eine Ausnahme hiervon gibt es

1 Die zugehorigen Gruppen haben wir bereits in unserer Note ,, Verwandte p-Gruppen’’ hergeleitet.
2 Sieh hierzu BURNSIDE, ,,Theory of groups of finite order’ (1910, S. 145).
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nur fiir p=3, wo die Ordonung von s, fiir eine von diesen Gruppen auf 3 herabsinkt.
Fiir die Gruppen von der mittleren Art muss es nach unseren Auseinandersetzungen
moglich sein s auch so zu wahlen, dass s® =1. In Ubereinstimmung hiermit zeigt man
leicht, dass fiir p>3 und «a+0 der Exponent 5 sich so wiahlen lisst, dass (P Rf)? =1
ist. Betreffend den Fall p=3 ist schon oben bemerkt, dass eine von den beiden
Gruppen mit «=+0 zur dizyklischen Hauptart gehort. Dass es fiir diese Gruppe keine
Méglichkeit gibt, s so zu wihlen, dass s®=1, lasst sich durch die folgende Rechnung
bestéitigen. Fiir « haben wir hier die drei Méglichkeiten: « =9, 1, —1. Mit Benutzung

der Bezeichnungen von BURrRNSIDE erhalten wir:
(PRil):}:P_ RiIPR¢1 . Riszxz' Ri3 =P2 . Q?lPQi1 . Paszps _Pifi 'Pa.s.

Fiir «=1 erhilt man hieraus (PR)®*=P°=1, und die Gruppe ist von der mittleren
Hauptart. Fiir = —1 hat man dagegen (P R*!)*=P**<+1, und die Gruppe ist mithin
von dizyklischer Art.

Wir wollen noch die Gruppen maximaler Klasse von der Ordnung p® bestimmen.!
Hier hat man zwei Gruppenfamilien. Fiir eine von diesen ist &, Abelsch, und fiir
die andere ist der Kommutator (s;, s,)=s, charakteristisch. In jeder Familie gibt es
(p—1, 3) Gruppen von der mittleren Art; man hat also fiir p=1 (mod 6) drei der-
artige Gruppen, fiir p= —1 (mod 6) und fir p=3 nur eine. In der Familie, fiir
welche @, nicht Abelsch ist, erhilt man (p —1, 4) Gruppen dizyklischer Art, also vier
fir p=1 (mod 4) und zwei fiir p= —1 (mod 4) sowie fiir p=3. Wie man sieht, ist
die Anzahl der verschiedenen G,s von den Resteigenschaften von p in Bezug auf
12 abhingig. In der folgenden Ubersicht stellen wir das Resultat zusammen, wobei

die Anzahlen der Gruppen als Summen von Gruppen der drei Hauptarten heraus-

kommen.
1) p= 1 (mod 12). 2+54+6=13.
2) p= b (mod 12). 2+5+2= 9.
3) p= T (mod 12). 2+3+6=11.
4) p=11 (mod 12) und p=3. 2+3+2= T.

Samtliche existierende 3-Gruppen maximaler Klasse kénnen wir auch jetzt angeben.
Man hat (n=5) zwei Familien von solchen Gruppen. Die Resultate sind in vélliger
Ubereinstimmung mit den soeben gegebenen fiir n=>5. Gruppen von der mittleren

Art erhilt man in jeder Familie (2, n—2), also eine oder zwei, je nachdem # ungerade

! Die Resultate stimmen mit den frither in anderer Weise hergeleiteten iiberein. Man sehe
etwa SEGUIER, ,,Groupes abstraits’, 8. 148,
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oder gerade ist. Fir die zweite Familic bckommt man (2, 2(n - 3))=2 Gruppen
dizyklischer Art. Die Gesamtzahl der 3-Gruppen mazximaler Klasse st somit 2-+3+2=17
fiir n ungerade und 2+3+4=9 fiir n gerade. ’

15. Die in der vorhergehenden Nummer untersuchten Gruppen G besitzen die
gemeinsame Kigenschaft, dass die zugehorigen Kommutatorgruppen G, Abelsch sind.
Wir wollen jetzt zu dem allgemeinen Fall mit Abelscher Untergruppe @, iibergehen.
Die von 1 verschiedene Operation (s, s».1) kann hier nur (s;, s,) sein. Zunichst gilt
es die Anzahl der Gruppenfamilien festzustellen. Diese Anzahl fallt mit der Anzahl

von Moglichkeiten fiir + in der Relation
(37,) (81, 82) = $n s

zusammen. Nach Nr. 12 wird letztere Anzahl durch 2+¢=<p bestimmt. Fiir + hat
man mithin die p — 2 Moéglichkeiten: 2=1, 2, ... p—2, und fiir die Anzahl der Familien
erhdlt man also p-—2. Hierbei muss selbstverstindlich vorausgesetzt werden, dass n
hinreichend gross ist. Andererseits wissen wir bereits, dass n—424 sein muss. Fiir
t=p—2 ist also n=p+2. Die vollstindige Anzahl xon p—2 Gruppenfamilien bekommit
man also nur fir nZp+2, und fir n=p+2-k (0<k<p—2) reduziert sich diese
Anzahl auf p—2—k.

Wir nehmen jetzt an, es sei n=p+2. In Nr. 13 haben wir Ausdriicke fir die
Anzahlen von Gruppen der verschiedenen Hauptarten in einer Familie gegeben. Fiir
Gruppen von der mittleren Hauptart war dieser Ausdruck (p—1, n—2). Die Anzahl
von solchen Gruppen ist also dieselbe fiir simtliche Familien bei einem bestimmten
n-Wert. Mit einer Periode von p—1 fiir » kehrt dieselbe Anzahl immer wieder;

wenn # p—1 sukzessive Zahlen durchliuft, so verteilen sich die Anzahlen zu je

d
Von der dizyklischen Hauptart haben wir eine Anzahl von (p—1,2n—2h—12—3)

(p(p;l) auf den Teilern d von p—1.

Gruppen in einer Familie gefunden. -Da hier k=1, handelt es sich also um ecine
Anzahl von (p—1, 2n—1—5) Gruppen. In diesem Falle wird dic Anzahl von Gruppen

. . . -1 . . ..
ungedndert, wenn # um ein Vielfaches von p—s vermehrt oder vermindert wird. Fiir

n scheint also eine Periode von p—1 zu gelten, nach welcher dieselben Gruppen
wieder auftreten. Betreffend die Gruppen dizyklischer Hauptart in einer Familie ist
noch zu bemerken; dass ihre Anzahl gerade oder ungerade ist, je nachdem ¢ ungerade
oder gerade ist.

Spezielle Fille kann man erhalten, indem man entweder fiir #» oder fiix p be-
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stimmte Werte einfithrt. Setzt man zunichst n=26, so erhilt man als Anzahl von
Gruppen der mittleren Art (p—1, 4). Man bekommt mithin vier derartige Gruppen
in einer Familie fiir p=1 (mod 4) und zwel fiir p= —1 (mod 4). Als Anzahl von
Gruppen dizyklischer Art ergibt sich (p—1, 7—1), wo ¢ die Werte 1 und 2 annehmen
kann. Fiir ¢=1 bekommt man sechs Gruppen fiir p=1 (mod 6) und zwei Gruppen
fiir p= —1 (mod 6). Fiir +=2 erhilt man fiinf Gruppen fiir p=1 (mod 5) und in
allen anderen Fillen nur eine Gruppe.

Zuletzt wollen wir noch den Fall p =5 in Betracht nehmen. Man hat hier fiir
1 die drei Moglichkeiten 7=1, 2, 3, und die Anzahl der Familien ist also drei. In
jeder Familie bekommen (4, n—2) Gruppen von der mittleren Hauptart, also eine
fiir » ungerade, vier fiir n=2 (mod 4) und zwei fir n=0 (mod 4). Es gibt in einer
Familie (4, 2n—+¢—5) Gruppen von der dizyklischen Hauptart. Fiir ¢=1 erhilt man
hieraus (4, 2(n—3)) Gruppen, also vier Gruppen fiir » ungerade und zwei Gruppen
fir #n gerade; fiir ¢=2 bekommt man (4, 2n—7) Gruppen, was nur eine Gruppe
bedeutet, und fir i=3 (4, 2(n —4)) Gruppen oder zwei fiir n ungerade und vier fiir
n gerade. Wir wollen noch die vollstindige Anzahl von 5-Gruppen fiir » =7 unter
der Voraussetzung, dass G, aber nicht ; Abelsch ist, angeben. Diese Anzahl geben
wir als eine Summe, wobei die Summanden sich auf den drei Hauptarten beziehen.
Wie aus den obigen Entwicklungen hervorgeht, sind drei besondere Fille zu beriick-
sichtigen :

1) n ungerade; 3+74+ 3=13.

) n=2 (mod 4); 3+5412=-20.
3) n=0 (mod 4); 3+7+ 6=16.

Lo

16. Es ist unsere Absicht in einer spiiteren Mitteilung die vorhergehenden Unter-
suchungen wieder aufzunehmen und zum Abschluss zu hringen. Dabei wollen wir
inshesondere den allgemeinen Fall behandeln, wo man mehr als einen Kommutator
($n, $n11)+ 1 hat. Doch erlauben wir uns bereits hier einige Bemerkungen betreffend
das Hauptziel zu machen, zu welchem wir in den folgenden Entwicklungen streben.
Die HKigenschaft, um welche es sich hier in erster Instanz handelt, ist eine Art von
Periodizitit. Es ldsst sich ndmlich sagen, dass dieselben Gruppen G,» maximaler
Klasse wieder auftreten, wenn » um p-—1 vergrossert oder vermindert wird. Diese
Periodizitdt tritt natiirlich nur dann deutlich hervor, wenn n eine gewisse Grosse
ereicht hat. Fir kleinere n-Werte erscheinen die Gruppen sozusagen in nicht vollig
entwickelter Gestalt. Bei den hier unten folgenden KErorterungen wird vorausgesetzt,

dass n eine geweisse Grosse erreicht hat.
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Wir betrachten die n-- 1 Bereiche G, — Gy, Gy~ Gy, . .. Gnog— Gy, Gy, in welche
G, nach Nr. 2 sich zerlegen lasst. Diese Bereiche lassen sich in drei Abteilungen
einteilen: G, — Gy, Gy — Gu_piz, Gn_p.2. Die beiden letzten Abteilungen, also die Gruppe
G,, sind dadurch charakterisiert, dass sie immer zum Zentrum von G, gehoren. Fiir
die letzte Abteilung G,_,.: gilt es, dass sie immer die Kommutatorgruppe von ¢,
als Untergruppe enthalten muss. Die Kommutatoren, welche von 1 verschieden sind,
gehiren also zur dritten Abteilung und werden in der ersten Abteilung erzeugt. Die
mittlere Abteilung Gp — Gn_p.o, welche mit # zunimmt oder abnimmt, spielt fiir die
méglichen Gruppen eine mehr indifferente Rolle. Wenn wir hier von periodisch
wiederkehrenden Gruppen sprechen, so wird von dieser Abteilung abgesehen. Unser
Hauptergebnis ist nun eine Verallgemeinerung von den Resultaten, welche wir fiir
p=23 in Nr. 14 (sowie fiir p=2 in der einleitenden Nummer) gegeben haben. Wenn
man # mit p—1 erhoht, so treten also dieselben Gruppen wieder auf, und die Gruppen
maximaler Klasse verteilen sich mithin auf p—1 Systeme, den p—1 ganzzahligen
Reihen mit der Periode p—1 fiir # entsprechend. Vorausgesetzt wird hier n—p+22p
oder n=2(p~1). Doch ist zu bemerken, dass, wie aus der einleitenden Nummer und
Nr. 14 hervorgeht, das periodische Auftreten der Gruppen fiir p=2 und p=3 erst
mit n=4 und n=5 beginnt,

Da G, zur Zentralgruppe von G, gehért, so bekommt man durch Kombination
eines beliehigen Elementes von &, —@, mit @, stets eine Abelsche Gruppe. Insbe-

sondere ist (,,; immer eine Abelsche Gruppe.
ED

Es drangt sich jetzt die Frage auf, in wie weit der Satz von dem periodischen
Wiederauftreten der p-Gruppen maximaler Klasse fiir n-Werte, welche (mod p—1)
kongruent sind, sich verallgemeinern lisst, so dass er auch fiir andere Klassen n~%
(h=2, 3, ...) Giiltigkeit hat, wobei man entweder an die p-Gruppen ganz allgemein
oder nur an diejenigen mit den niedrigsten A-Werten denken kann. Hierzu ist

zundchst zu bemerken, dass ohne Schwierigkeit aus einer Gyn von der Klasse n—1

sukzessive Gruppen von den Ordnungen p™*%, p"*2, ... mit ungeinderter Klasse n—1
sich konstruieren lassen, fir welche die fragliche Periodizitdt giiltig bleibt. Die
Frage ist nun, ob siamtliche p-Gruppen von den Ordnungen p"**(k=1,2,3,...)

und der Klasse n—1 sich in solcher Weise aus den Gruppen Gp» von der Klasse
n—1 herleiten lassen. Fiir die etwaigen Ausnahmen von der besprochenen Moglichkeit
steht die Frage betreffend die hier in Rede stehende Periodizitit noch unentschieden.



