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Introduction

Z, désigne ’anncau des entiers dyadiques, limite projective des anneaux Z/2"Z
lorsque ’entier n tend vers linfini. Un élément de Z, est une série formelle
x:ZJ?:’) £;2) avec g(x)=0 ou 1. Pour tout ¢ fixé, 0<&=<1/2, on réalise un
homéomorphisme topologique de Z, avec I'ensemble E, du type de Iensemble
de Cantor, construit sur [0, 1] avec le rapport de dissection £ en faisant correspondre
a Iélément de Z,, x=377¢;2/, le point de E,: t=(1-¢8) 35 ¢;¢".

Z, est un compact parfait totalement discontinu, métrisable. On munit Z,
de la norme ultramétrique correspondant a la décomposition de Z, en couronnes
4,=2"Z,\2"*"Z,, neN. Pour tout x de 4,, c’est-a-dire pour x=2"+ 3" &2,
la norme de x notée ||x| est 27",

Le groupe dual ZZ est Pensemble des caractéres y définis sur Z, par y(x)=
exp (2nip27"x) ol n et p sont des entiers naturels; n=0 correspond au caractére
identité: y(x)=1 Vx€Z,; pour nz=1 fixé, on obtient 2"~ caractéres distincts
correspondant aux valeurs impaires p=1, 3, ..., 2"—1; Pentier n est appelé¢ la hauteur
de chacun de ces caractéres et est notée n=H(y).

A(Z,) désigne 'algébre de Fourier du groupe Z,. Pour toute application con-
tinue 6 de Z, dans lui-méme et qui n’est pas affine par morceaux, ’ensemble des

normes | xo0|l 4z, lorsque y décrit 22 nest pas borné, d’apres le théoréme classique
de P. J. Cohen [2]. Cependant, nous verrons qu’il est possible de choisir 0 de sorte
que pour une suite de caractéres distincts (y,),en, la suite ||x,00] 4z, soit bornée.
D’autre part, pour un choix convenable de 0, la croissance de |yo8|| AZy> lorsque
x décrit Z,, en fonction de la hauteur du caractére y, peut étre arbitrairement lente.

Pour Ie dernier résultat, on utilisera une condition suffisante de régularité
assurant lappartenance 4 A(Z,), condition analogue a celle de S. Bernstein dans
le cas du tore T [1]. Cette condition remplie pour une fonction numérique f définie
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sur Z, assure de plus que la fonction associée définie sur E, appartient a l'algébre
de restriction A4 (E,) définie & partir de A(T).

On verra aussi que pour toute fonction numérique f continue sur Z,, il existe
une application continue non constante ¢ de Z, dans lui-méme telle que fof
appartienne a A(Z,).

§L

Soit (4;);.n une suite strictement croissante d’entiers naturels. On lui associe
Papplication 8 de Z, dans lui-méme qui a x:ZJ.*:; 8j2j fait correspondre 6(x)=
2;:; g;2%; O est continue car lorsque [[x—y|=2"" on a 10(x)—0 ()| =2"*=2"",

donc pour tout couple (x, ), 0(x)—0(»)|=[lx—y|.

Lemme 1. Si (1;—j) tend vers linfini avec j, I'application 0 n’est pas affine
par morceaux.

Démonstration. Une application continue affine par morceaux /4 de Z, dans
Z, est associée A une partition de Z, en classes Z,/2"Z, pour un entier n,=0
fixé. Sur chaque classe 4=a+2"Z, ou a= ;f‘:ol £j2j est fixé (a=0 si nry=0),
h est affine, ¢’est-a-dire:

M h(x+y—z) = h(x)+h(y)—h(2)

pour tout triplet (x, y, z) d’éléments de 4.
Montrons que sur 4 on a:

2 h(x) =a-2""%(x—a)+p

ol «(a) et f(a) sont fixés dans Z,.
Lorsque x appartient 8 4nN on a x=a+p2™ ou pcN. On voit facilement
par récurrence, en utilisant (1), que:

h(a+p2") = plh(a+2")—h(a)]+h(a)

et ainsi (2) est vérifié lorsque x=a+p2™ avec a=h(a+2")—h(a) et B=h(a).
N est dense dans Z,; la continuité de /4 entraine donc (2) pour tout x de 4.
Si # était affine par morceaux, il existerait n,=0 tel que sur chaque classe
A=a+2"Z,:

(3) 0(x) = a2 "(x—a)+f et B =0(a).
Prenant x=a+2"%* keN, on a par définition de 6:

4) 0(x) = 0(a)+2*m+0 car a = 3" e 2.

j=0
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D’aprés (3) et (4) on a 2*m+b =¢2% donc [af|=2"%m+h =R S§i (4, —k) tend
vers I'infini avec &, on aurait a=0 et 6(x)=0(a) sur 4 ce qui est absurde.

Theoreme 1. Soit (1;); une suite d’entiers positifs tels que pour une constante

fixée K>L Z 5> on ait Aj1—A;=KLogj. Soit O I'application de Z, dans lui-

méme, associée a la suite (2;). Soit (x,)nen la suite de caractéres définis sur Z, par
1n(X) =exp 2mi2 ™ x).
Il existe une constante C=0 telle que pour tour ncN:

| X0 0l azyy = C.
Démonstration. Soit

o x= 2562, 0(x) = 3 5e2h.
na

xn(0(x)) = exp (2ri2~*= 3772 ve2h) = T2 (1465,
avec

8, .(x) = exp (27'”.81-2)'.1'—}'")—1_
Désignons par e; la fonction indicatrice du sous-ensemble U; de Z,:

U; = {x€Zy; ¢;(x) = 1}.

Ona
= [exp 2ri2%~*)—1] ¢;
et
I 9j,n||.4(zz) = 2% | ei“A(Zz)'
Ainsi:
() 12000l sz = [T7-4 (142725 4|l el aczy)-

On choisit une suite (4,);y vérifiant:
@ 4= (L) lejl azy 24,

(4;) est ainsi strictement croissante et pour j=n—1 on a:

3) lle;ll 235=42) = el 24540 = 7 ;
ainsi d’aprés (1) et (3):
2n
lxs00l 4z, = (H‘ T4 ]

Il reste & préciser la croissance de lle]l 4z, qui détermine le choix de (4)).
Lemme 2. [/ existe une constante C,>=0 telle que pour tout entier j=0:

lejlazy = Ci(1+)).
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3
Log2
assure Vexistence d’un entier jy=1 tel que I'inégalité (2) soit satisfaite pour tout
j=j,. Il en résulte: »

En admettant ce lemme, I’hypothése 2,

1—A;=KLogj avec K>——

2n
%200 azp = Co [ ;2 Jo (1 +*1—+—J—2—]

Démonstration du lemme 2. Considérons le caractére y défini sur Z, par:
2(x) = exp 2ni2~U+Dx) = exp (2ni2-U+D 37 _ ¢2!).

x étant considéré comme une application de Z, dans T, soit V;=yx(U;) et W;=
1(Z\U;). Soit F une application de T dans R qui vaut 1 sur ¥;, O sur W;: ainsi
e;=Foy. L’application f—jfoy définit un homomorphisme de A(T) dans A(Z,)
de norme unité, donc:

el azy = 1 Fllam-

Identifiant T & R/2nZ, on choisit pour F=F; la fonction 2n-périodique continue

s . T . .
linéaire par morceaux telle que F;(#)=1 sur lintervalle [n, Zn—EJT] qui contient

V= { [1+ 3 et A +2J]} et F;(1)=0 sur Pintervalle [O,n—%] qui contient

W,-={n (8,‘?—1+... +2—°j)} , F; étant linéaire sur les deux intervalles de [0, 27] restant.

Soit Fj la fonction 2n-périodique paire sur R, obtenue par translation a partir
de F;, enfin soit G; la fonction coincidant avec F sur [—m, n] et nulle hors de cet
intervalle.

Le lemme 2 résulte alors du:

Lemme 3. I/ existe une constante C=0 telle que pour tout entier j=0:
[G;llamy = C(A+))-

. ] . . . T
Démonsiration. Soit g la fonction continue définie sur R & support [O, ?] R

. 5 n 3n) .., . s 3n 771
égale a 1 sur [5’7]’ linéaire sur [0, 5] [
}
i N g
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1
' |
i
\ I
! |
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Pour tout entier /=0 on considére la fonction g; définie sur R, g,(z)=g(2't).
Pour j=3, considérons la suite finie de nombres positifs décroissant & partir de

T o T
I, 0)::5—{—2—1.3 définie par ¢ ;,1)=1;, D571
la translatée de la fonction g;._; dont le support est Uintervalle [¢; s), f(;, )], sOIt
g5 cette fonction. De

,1=0,1,...,j—1. On considére

MENY Y5

fagon générale, on considére pour toutes les valeurs possibles m=0, 1, 2, ... la fonc-
tion translatée g;_,,_s dont le support est Uintervalle [£;; am=3)» t(;, 2my] SOIt g;f_ om—3
cette fonction. m doit vérifier 2m+3=;j—1.

Soit pz[iz] la partie entiére de ]E; m prend donc toutes les valeurs
0,1,...,p—2. Sur la demi-droite [t zp_5, +o[ on a G;()=321% g% s 5 ().
Par symétrie sur J—oo, —1(; 5p-], On & G,(t)=2 % g% ,,_s(—1). Ainsi:

(D Gi(t) = Hy(0)+ 255 (8] -am—3()+ &} -2m—a(—1)]

ou H; est la fonction paire linéaire par morceaux telle que H;(f)=1 sur
[—t, 20-1y» L, 2p—1)s H;j(£)=0 pour |t]=¢; 2,-s) et H; est linéaire sur Pintervalle
[2,2p-1) L, 2p-2)] €t Pintervalle symétrique:

ainsi sup |H;(1)|=sup [g]_,,,, (1))
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Or j—2p+1=1 ou 2 selon la parité€ de j. Ainsi il existe une constante M=0
telle que pour tout j: sup |[H;(1)|=M. Par ailleurs |H;(r)|=1 et H; est & support
compact, donc il existe C;>0 telle que pour tout j=0: |H| 4z =C;.

D’aprés (1), avec || Silagy =l g1l awy =1 8ll awy> om 2:

1Gillary = Ci+2(p— Dl gl ary = CUA+))

ce qui achéve la démonstration.

§IL

Soit ¢ une application croissante de [0, +<[ dans lui-méme avec ¢(0)=0.
A,(Z,) désigne I'espace des fonctions continues a valeurs complexes définies
sur Z, dont le module de continuité

w;(0)= sup [f(x)—f)l
3

lx—yll =

vérifie la condition w,(8)=0(¢(d)) lorsque 5-0.

Theoreme 2. Si la série 35 2"2@(2™") converge, alors A,(Zy) est contenu
dans A(Z,).

Cette condition suffisante est la méme que celle du théoréme classique de S. Bern-
stein [1], relatif au tore T. La démonstration donnée par A. Zygmund [5] s’adapte
de fagon éclairante au cas de Z,:

On considére la série de Fourier d’une fonction f appartenant & L3(Z,):

£ ~ 35 e,
Pour tout h€Z, fixé, la série de Fourier de f(x+h) est:
fa+W ~ 3 eqx () 1)

et d’aprés le théoréme de Plancherel:

0 sz [ fix+h)—f(x)[2dx = 21622 [, 2 lx (R — 112

Pour chaque entier n=1, considérons les 2"~* caractéres y de hauteur H(y)=n,
définis sur Z, par y(x)=exp (2nip2~"x) ou p prend les valeurs impaires
1,3 ..,2"—1

Draprés linégalité de Schwarz:

2 2H(x)=n eyl = 2012 (2H(z)=n lcxlz)m'
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Considérons les couronnes 4,=2""'Z,\2"Z, pour nz=l. La hauteur de y étant
n, lorsque A appartient a 4,, on a:

x(h) = exp [2mip2~"(2"-1+ 31" ¢;2°)] = exp nip = —1
donc |x(A)—1|=2. Ainsi, pour tout % fixé dans A4,:

1
Zacp=n 16l =7 Zugp=n e lx (W) —11%
Donc, d’aprés (1):

) Supenled = 5 [, G+ B =P dx.

Lorsque f appartient & A,(Z,), il existe une constante C,>0 telle que pour tout
0=0:
sup. If(x+m)—f0)] = Cre(d)

et lorsque 4 appartient & 4,, [|4|=2""". On a donc:

@ |fx+R)—f(x)] = Crp 27"+
et d’aprés (3) et (4):
S (Zam=nlc )t =12C, 027"+

ce qui, avec (2), donne:

Z’H()()=n |cx{ = 1/2 sz("~1)/2(p(2_"+1)
donc:

21622 chl = e +Zn§1 (ZH(;Q:;; ICZI) = ey +1/2 Cf anlz(n_l)/2¢(2_n+1)

ce qui achéve la démonstration.

Ce résultat suggére la recherche d’une réciproque. Il suggére aussi de comparer
A(Z,) avec I'algebre de restriction 4(E,) de 4(T) pour 0<C<1/2 fixé.

Le théoréme suivant va dans cette direction.

L’homéomorphisme J qui associe au point z=(1—¢) 3! 5 ¢;&' de E; le point
x=J (t):Z}L:(', ¢;2 de Z, associe bijectivement 4 une fonction f définie sur Z, la
fonction foJ définie sur E,.

Theoreme 3. Soit ¢ une application croissante de [0, +<o[ dans lui-méme avec
e(0)=0 et @(6,+8)=0(8)+¢(8,) pour tout couple (6,,0,)=0. Si la série
> 22 (27" converge, pour tout ¢ fixé, O0<E-<1/2, les fonctions associées siur

E; aux fonctions de A,(Zy) appartiennent @ I'algébre de restriction A(E,).
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Démonstration. ¢ étant fixé, soit (x,y) un couple de Z,, (s,2) le couple
associé de E,, x=J(s), y=J(t). On a |x—y||=2"" pour un n=0 unique et:
M (A-2)¢&" = |s—t| =¢"
Soit f'une fonction de A,(Z,) et F=foJ la fonction associée sur E,. On a:
|F()—FOf = |fx)—fO) = Cro27").

Log2 Log2Log(1—2£)‘1]
Log¢~*” Log¢~!

Posons |s—#|=0, o= A=exp( ; on a: &=

2 "= 400,

La condition ¢(d;+3,)=¢(8,)+¢(5,) assure qu’il existe une constante K=>0
telle que pour tout d:

¢(43%) = Ko (69

et ainsi @ (6= (27" =Kp(69).

Soit @ définie sur [0, + o[ par &)= u).

@ est croissante, G(0)=0 et &y +u)=07 )+ P (up).

Les espaces A4,(Z,) et 4;(E,) se correspondent donc bijectivement par I’homéo-
morphisme J.

D’apres un théoréme de J. P. Kahane et R. Salem [3], la condition:

2 ZanrPE) <+

assure que A;(E,) est contenu dans A(Ep). Or (&) =¢ (&™) et {™=27"; donc
(2) se réduit a la condition ' 22 (27" <+ oo,

§ 111

Pour tout r=0, considérons la fonction ¢ définie sur [0, +<[, @W)=1u"
L’espace 4,(Z,) est noté €"(Zy).

Lemme 4. Pour toute fonction f a valeurs complexe continue sur Z, et pout
tout =0, il existe une application 0 de Z, dans lui-méme, non constante, telle que
foO appartienne a €7 (Z,y).

Démonstration. Soit (1;);.x une suite strictement croissante d’entiers positifs et
0 l'application associée de Z, dans lui-méme définie en 1. La fonction f continue
de Z, dans C étant donnée, on choisit une fonction ¢ croissante de [0, + <[ dans
lui-méme avec @(0)=0 telle que pour tout d=0 e[ module de continuité de f
vérifie w,(8)=ce(d). Lorsque |lx—yp|=2"" ona [0(x)—0(y)|=2"* donc:

[ (6))—F(0(»)] = cop2?n).
Choisissons (4,) strictement croissante telle que ¢@(2~*»)=2""_ On a, pour tout
60, sup,_,y=5 |/ (0(x)—f(6(»))|=cd" ainsi fob appartient & "(Z,).
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(*) Un probléme ouvert posé par Lusin est de trouver pour chaque fonction f
continue & valeurs complexes définic sur T un homéomorphisme # de T sur lui-
méme tel que fo/ appartienne & A(T). Le probléme analogue pour Z, a été résolu
par B. Wells Jr [4]. En corollaire immédiat du lemme 4 et du théoréme 2 (prendre

r=1/2), on obtient un résultat moins précis mais de démonstration trés simple.

Proposition 4. Pour toute fonction f continue @ valeurs complexes définie sur Z,,
il existe une application continue non constante 0 de Z, dans lui-méme telle que fo
appartienne a A(Z,).

Nous terminons en montrant qu’il est possible de choisir une application 8
de Z, dans lui-méme qui n’est pas affine par morceaux et telle que |xo8| Azy 2t
une croissance arbitrairement lente en fonction de la hauteur du caractére y.

Theoreme 5. Soit y une application croissante, non bornée, de N dans [1, +oo[.
1l existe une application continue 0 de Z, dans lui-méme qu n’est pas affine par mor-
ceaux et une constante C=0 telles que pour tour caractére y de hauteur n on ait:

x00llaz,y = CY(n).

Démonstration. Soit (4;);.y une suite strictement croissante d’entiers positifs
telle que (4;—j) tend vers I'infini avec j. L’application associée 6 de Z, dans lui-
méme n’est pas affine par morceaux. Soit y un caractére quelconque de hauteur
n définie sur Z, par y(x)=exp 2rip2~"x) ol p vaut 1,3,...,2"—1.

Pour toute fonction ¢ croissante de [0, +<f dans lui-méme avec ¢(0)=0,
considérons A,(Z,); x et yof appartiennent a A,(Z,) pour tout ¢, car n étant la
hauteur de y, lorsque ||x—y|=2"" ona y(x)=yx(») et |0(x)—0(p)|=2"*=2"",
donc aussi x(6(x))=x(6(»)). En particulier, yo0 appartient 2 ¥*(Z,) qui est un
espace de Banach pour la norme:

(0 ”f”?l(zz) = sup }f(x)l—{—supi(_)f)_;f.(_y_)l_'
x€Zy Xy ”x y”

Comme %'(Z,)c.A(Z,) d’aprés le théoréme 2, il existe une constante M=0
telle que:
2 (1 fllazp = M flewzy-

x appartenant & A,(Z,), il existe une constante 4>0 dépendant de y et de ¢,
A=Ay, ¢), telle que:

3 x@)—x@) = AG, @) (lu—vl)
pour tout couple (u,v) de Z,. En particulier:
©) x(0@)—x(0), = 4, )0 (10(x)—0()]).

(x) La réponse, négative, vient d’étre apportée par A. M. OLEvVskIt ‘“Change of variables...”
Soviet Math. Dokl. Vol. 23 (1981), No 1.
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¢ étant fixé, on choisit la suite (4;) de sorte que:
@2-*) =27 jeN.
Alors, pour |x—y| =277, on a [|0(x)—0(y)]|=2"% et d’aprés (4):
2(00) =1 (6()] = 4, )27
1(0x)~x(0()| = A, @) |x—l

[x00llerzy =1+A4(1, @)

donc
et d’aprés (1):

et d’aprés (2):
lxo0lazy = M(1+A(x, ¢)).

Pour [x—y[=27" ona x(x)=yx(y), donc:

o =0 _ @) — 1)
AW D= ZCTTID T e s o=y D)

2
donc A(X, (p) :WT) .
2

On choisit ¢ de sorte que M [1+m)§c¢(n).
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