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Introduction 

Z2 d6signe l 'anneau des entiers dyadiques, limite projective des anneaux Z/2"Z 
lorsque l'entier n tend vers l'infini. Un 616ment de Z2 est une sdrie formelle 
x=~+~ej2 j avec e j (x)=0  ou 1. Pour tout ~ fix6, 0 < ~ < 1 / 2 ,  on r6alise un 
hom6omorphisme topologique de Z2 avec l'ensemble Er du type de l'ensemble 
de Cantor, construit sur [0, 1] avec le rapport de dissection ~ en faisant correspondre 
/t l'616ment de Z2, x=~+~ ej2 j, le point de Er t = ( 1 - 3 )  ~ + ~  ej~ j. 

Z2 est un compact parfait totalement discontinu, m6trisable. On munit Z2 
de la norme ultram6trique correspondant /t la d6composition de Z2 en couronnes 
A ,=2"Z2 \2"+ lZ2 ,  nCN. Pour tout x de A,, c'est-/t-dire pour x=2"+~Y+~+l ej2 j, 
la norme de x not6e llxl[ est 2-". 

Le groupe dual Z2 est l'ensemble des caract6res )~ d6finis sur Z2 par Z(x)= 
exp (2nip2-"x) off n e t  p sont des entiers naturels; n = 0  correspond au caract6re 
identit6: X(x)=l  VxEZ2; pour n=>l fix6, on obtient 2 "-1 caract6res distincts 
correspondant aux valeurs impaires p = 1, 3 . . . . .  2 " -  1 ; l'entier nest  appel6 lahauteur 
de chacun de ces caract6res et est not6e n=H ( ;0 .  

A (Z2) d6signe l'alg6bre de Fourier du groupe Z2. Pour toute application con- 
tinue 0 de Z2 dans lui-m~me et qui n'est pas affine par morceaux, l'ensemble des 

normes fIxo011A(Z2) lorsque • d6crit ~;~ n'est pas born6, d'apr6s le th6or6me classique 
de P. J. Cohen [2]. Cependant, nous verrons qu'il est possible de choisir 0 de sorte 
que pour une suite de caract~res distincts (Z,).~N, la suite ]JZ, o0jJa(z2) soit born6e. 
D'autre part, pour un choix convenable de 0, la croissance de llzo0lla(z~), lorsque 
)~ d6crit Z2, en fonction de la hauteur du caract6re )~, peut atre arbitrairement lente. 

Pour le dernier rdsultat, on utilisera une condition suffisante de rdgularit6 
assurant l 'appartenance /~ A (Z2), condition analogue ~t celle de S. Bernstein dans 
le cas du tore T [1]. Cette condition remplie pour une fonction num6rique f d6finie 
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sur Z2 assure de plus que la fonction associ6e d6finie sur Er appartient /~ l'alg6bre 
de restriction A (Er d6finie /t partir de A (T). 

On verra aussi que pour toute fonction num6rique f continue sur Z2, il existe 
une application continue non constante 0 de Z2 dans lui-m~me telle que foO 
appartienne ~t A (Zz). 

w 

Soit (2j)j~ N une suite strictement croissante d'entiers naturels. On lui associe 
l'application 0 de Z2 dans lui-m~me qui fi x=~ ' )+o  e j2 ~ fait correspondre 0 (x )=  
~ j=o  eJ 2zj; 0 est continue car lorsque ]lx-yN = 2 - "  on a IlO(x)-O(y)lt =2-z"~-2  - ' ,  
donc pour tout couple (x, y), [lO(x)-O(y)li-<llx-yll. 

L e m m e  1. Si ( 2 j - j )  tend vers l'infini avec j, l'application 0 n'est pas ajfine 
par moreeaux. 

Ddmonstration. Une application continue affine par morceaux h de Z2 dans 
Z2 est associ6e ~t une partition de Z 2 en classes Zz/2"0Z2 pour un entier no=>0 

~ " 0  -- 1 fix& Sur chaque classe A : a + 2 " o Z z  off (7=z.aj=o g.j2 j est fix6 ( a = 0  si no=0 ), 
h est affine, c'est-h-dire: 

(1) h(x + y - z )  : h ( x ) + h ( y ) - h ( z )  

pour tout triplet (x, y, z) d'616ments de A. 
Montrons que sur A on a: 

(2) h(x) : ~. 2 - ' o ( x - a ) + / ~  

off ~(a) et/?(a) sont fix6s dans Z~. 
Lorsque x appartient ~t A c~N on a x = a + p 2  "o oia pEN. On voit facilement 

par r6currence, en utilisant (1), que: 

h (a + p2"0) : p [h (a + 2"o) - h (a)] + h (a) 

et ainsi (2) est v6rifi6 lorsque x=a+p2"o avec ~=h(a+2"o)-h(a) et /~=h(a). 
N e s t  dense dans Z2; la continuit6 de h entraine done (2) pour tout x de A. 
Si 0 6tait affine par morceaux, il existerait n0=>0 tel que sur chaque classe 

A =a+2"oZ2:  

(3) O(x) = e Z - ' 0 ( x - a ) + / ~  et fl = O(a). 

Prenant x=a+2,o+k,  kEN, on a par d6finition de 0: 

S 'n0-1 2J (4) O(x) : 0(a)+2~('0 +k) car a : z-,j=o e j_ .  
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D'aprrs  (3) et (4) on a 2~(,0+ k )=a2  k, donc Ilal[=2-O("~ Si (2k--k) tend 
vers l'infini avec k, on aurait  a = 0  et O(x)=O(a) sur A c e  qui est absurde. 

Theoreme 1. Soit (2j)jc N une suite d'entiers poyitifs tels que pour une constante 
3 

fixde K> L o g 2 '  on ait )~j+x--,cj=KLogj. Soit 0 l'application de Z2 dans lui- 

m~me, associde gtla suite (2s). Soit (Z,),EN la suite de caract~res d~finis sur Z2 par 
~(, (x) = exp (2~ci2- ~- x). 

II existe une constante C > 0  telle que pour tout nEN: 

[[x.oOI{A(Z2) <- C. 
Ddmonstration. Soit 

x = y+__'oej2', O(x)= yj+oej2X~. 
On a 

Z.(0 (x)) = exp (2z~i2-~. ~'~-~= ~J 2xj) --- ~.H"-lj=o (1 +Oj,.) 
avec 

Oj,,(x) = exp (2rciej2~J-~-)-- 1. 

D6signons par ej la fonction indicatrice du sous-ensemble Uj de Z2: 

v j  = {xcZ ; = 1}. 
On a 

O j,.  -= [exp (2rci2zs-~-)- 1] ej 
et 

[I 0j,.[lA(Zz) ~ 27:2 z j-a" II ejlla(z,). 
Ainsi: 

n - - 1  
(1) l] Z. ~ 011A(Z.) <---- H j  = o (1 + 2Zt2~- 4. [1 eji[ A(Z~)). 

On choisit une suite ()~j)j~N vrrifiant: 

(2) 2~J +~ ~ (1 +j2) [[ ej[[a(Z2 ) 2xj, 

(2j) est ainsi strictement croissante et pour j ~ n - - 1  on a: 

1 
(3) Ilejll 2 (~j-a") <= Ilejll 2 (zF~J+0 --<-- 1 +j~ ' 

ainsi d'aprbs (1) et (3): 

IIz, ~ 0l[a(z,)~ ~ ; ~ ( 1  + 21~j2  } . 

I1 reste h pr6ciser la croissance de ]!ejI[A(Z~) qui d6termine le choix de (2j). 

Lemme 2. II existe une comtante C1>0 telle que pour tout entier j>=O: 

Ilejlhcz~) ~ C~(l + j ) .  
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En admettant ce lemme, l'hypoth6se 2j.+l-2j_->KLogj avec K >  3 
Log2 

assure l'existence d'un entier joE1 tel que l'in6galit6 (2) soit satisfaite pour tout 
J~Jo. I1 en r6sulte: 

2re 

Dgmonstration du lemme 2. Consid6rons le caract~re ;~ d6fini sur Z2 par: 

Z(x) = exp (2zd2-o+a)x) = exp (2•i2-o+a) z~{=0 el2t) �9 

Z 6tant consid6r6 eomme une application de Z2 dans T, soit Vj=z(Uj) et Wj= 
z(Z2\Uj) .  Soit F une application de T dans R qui vaut 1 sur Vj, 0 sur Wj: ainsi 
e i=Fo  z. L'application f ~ f o  Z d6finit un homomorphisme de A(T) dans A(Z~) 
de norme unit6, done: 

Il e illAtZ~) <-- IlFIlacr). 

Identifiant T ~t R/2rcZ, on choisit pour F =  Fj la fonction 2rt-p6riodique continue 

lin6aire par morceaux telle que Fj.(t) = 1 sur l'intervalle re, ~ - ~ -  qui contient 

~ j = { ~ ( , + ~ + . . . + ~ l }  etF~(t)=O sur l'intervalle [ 0 , ~ - ~ ]  qui eontient 

Wj = rc +. . .  + ~  , Fj 6tant lin6aire sur les deux intervalles de [0, 2re] restant. 

Soit ffi la fonction 2z-p6riodique paire sur R, obtenue par translation h partir 
de Fj, enfin soit G 3 la fonction coineidant avec P~ sur I-re, 7r] et nulle hors de eet 
intervalle. 

Le lemme 2 r6sulte alors du: 

Lemme 3. II existe une constante C > 0  telle que pour tout entier j>=O: 

IIGjI[,.R) <= c(1 +j). 

Ddmonstration. S o i t g l a f o n c t i o n e o n t i n u e d 6 f i n i e s u r R ~ t s u p p o r t  [0, -~] , 

~gale /~ 1 sur [2 '  ~-~]' lin~aire sur [0, 2] et [~4-~, 8 ] "  

1 1  

0 "IT 

2 

g 

I 
3~r 7Tr 

- -  'IT 

4 8 
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Pour  tout  entier l=>0 on consid~re la fonct ion gt d6finie sur R, g~(t)=g(2t t ) .  
Pour  j=>3, consid6rons la suite finie de nombres  positifs d6croissant /t part i r  de 

7r  7c 7~ 

t(j, 0 )=~+2-7T  f d6finie par  t(j, l+l)=t( j ,  z)-2-7-zT_t, l = 0 ,  1 . . . .  , j - 1 .  On consid6re 

la translat6e de la fonct ion g~'-3 dont  le support  est l ' intervalle [t(j,3), t(j,0)], soit 
g~.~ cette fonction.  De 

t 
{ j , 5 )  t(j,4 ) 

i 
i i 

t t(~, o) t(J,3) t(j,2) (j,l) 

fa9on gdndrale, on considdre pour  toutes les valeurs possibles m =0 ,  1, 2, ... la fonc- 
t ion translatde gy_ ~" _ z dont  le support  est l ' intervalle [t~j, 2"+ z), t(j, 2.,)] soit g~._ zm- 3 
cette fonction, m doit  vdrifier 2 m + 3 ~ . / ' -  1. 

Soit p = l J ]  la partie enti~re de J ;  m prend done routes les valeurs 
I . ~ . . I  

p--2  * 
0, 1 . . . .  , p - - 2 .  Sur la demi-droite [ttj, 2p_~), + ~ [  on a Gj(t)~-~em=ogj_2.,_3(t) .  
Par  sym6trie sur ] - ~ ,  - t( j ,2p-~)],  on a G j ( t ) = ~ - ~ g ~ . _ 2 . , _ 3 ( - t ) .  Ainsi: 

(1) Gj(t) P- ~ * * t = H j ( t ) + ~ m = o [ g j _ 2 m _ 3 ( t ) + g j _ ~ . , _ 3 ( -  )] 

o/1 H j  est la fonct ion paire lindaire par  morceaux  telle que H j ( t ) = l  sur 
[ -  ttj, 2~-1), t(j, ~p_l)], H i ( t )  = 0  pour  }tl >-t(~, 2p-2) et Hj est lindaire sur l 'intervalle 
[t<j, zp_ x), t~j, 2p-2)] et l ' intervalle symdtrique: 

Hj -2p+l 

0 t(j ,2p-l) t! j,2p-2) 

ainsi sup Inj(t)l=sup lgj_~p+dt)]. 
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Or j - 2 p +  1 = 1 ou 2 selon la parit6 de / .  Ainsi il existe une constante M > 0  
telle que pour tout j :  sup IHj(t)[~M. Par ailleurs IHj(t)l<_-I et H i e s t  h support 
compact, donc il existe Cx>0 telle que pour tout j ~ 0 :  []HjlIA(R)<----C~. 

D'apr6s (1), avec IIg~tlA(a)=llgllia(i~)---llglla(R), on a: 

[[Gj[la(a~--< C~+2(p--1){[g[[A(R)=< C(1 + j )  

ce qui ach6ve la d6monstration. 

w II. 

Soit q~ une application croissante de [0, + ~ [  dans lui-m~me avec q~(0)=0. 
A,(Z,,) d6signe l'espace des fonctions continues ~t valeurs complexes d6finies 

sur Z2 dont le module de continuit6 

oJs(6)= sup [f(x)-f(y)l 
IIx--yll ~ 6  

v6rifie la condition ogs(f)=O(cp(6)) lorsque 6~0.  

Theoreme 2. Si la sOrie Z+~ 2"/2q~(2 -") converge, alors A~(Z2y est contenu 
dans A (Z2). 

Cette condition suffisante est la marne que celle du th6or~me classique de S. Bern- 
stein [1], relatif au tore T. La d6monstration donn6e par A. Zygmund [5] s'adapte 
de fagon 6clairante au cas de Z2: 

On considare la s6rie de Fourier d'une fonction f appartenant ~t L2(Z2): 

f(x) ~ Zxc2 CzX(x). 

Pour tout h~Z2 fix4, la s4rie de Fourier de f(x+h) est: 

f (x+ h) ~ Z ~  c~ z(h) z(x) 

et d'aprhs le th4orhme de Plancherel: 

(1) f z= [f(x+h)-f(x)lZdx = Zx~z2 [cz[z[z(h)- lp. 

Pour chaque entier n_->l, consid6rons les 2 "-1 caractbres Z de hauteur H(x)=n,  
d6finis sur Z2 par Z(x)=exp(2z@2-"x) off p prend les valeurs impaires 
1, 3 . . . .  , 2 " - 1 .  

D'apres l'in6galit6 de Schwarz: 

(2) Z~a)= .  levi <= 2 ("-1)/3 (Zmz)=,  Ic~12) ~/2" 
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Consid6rons les couronnes A ,=2" -aZ~\2"Z2  
n, lorsque h appartient ~, A,, on a: 

donc 

Donc, d'apr6s (1): 

(3) 

pour n ~ 1. La hauteur de Z 6tant 

z(h) = exp [2~zip2-"(2 "-1 += J + ~ j = ,  e j2 )] = exp nip = - 1 

[;~(h)--t[=2. Ainsi, pour tout h fix6 dans A.: 

1 12" Y~i~(~)=. Icxl 2 = -s Y~mz)=. Iczl~lz(h) - 1 

1 
~ m x > .  Icx[ 2 <= -ff f z ] f ( x  + h ) - f ( x ) l  ~ dx. 

Lorsque f appartient ~ A~(Z2), il existe une constante C f > 0  telle que pour tout 
6 > 0 :  

sup I f ( x + h ) - f ( x ) [  <= Cs9(6)  
Ilh[I ~ 

et lorsque h appartient ~t An, Ilhll---2 -~+~. On a donc: 

I f ( x + h ) - f ( x ) l  <= Clio(2 -"+~) (4) 

et d'apr& (3) et (4): 

(5) 

ce qui, avec (2), donne: 

(ZH(x)=. [cx}=)*/= <- 1/2 Cy q0(2 -"+*) 

~U(z)=n Iczl <= 1/2 Cf 2(n-1)/2qo(2 -n+a) 

donc: 

Zx~z= Icxl = lqt + Z._~I (~Hr Icxl) ~ ICxI + 1/2 C, Z.-~x 2("-~)/2q~(2-"+~) 

ce qui ach6ve la d6monstration. 
Ce rdsultat sugg6re la recherche d'une r6ciproque. I1 sugg~re aussi de comparer 

A(Z2) avec l'alg6bre de restriction A(E~) de A(T) pour 0 < ~ < 1 / 2  fix& 
Le th6or6me suivant va darts cette direction. 
L'homdomorphisme J qui associe au point t = ( 1 - 4 ) Z + ~  ej~ j de E~ le point 

x = J ( t ) = ~ + ~  sj2 j de Z~ associe bijectivement ~ une fonction f d6finie sur Z~ la 
fonction f o J  ddfinie sur E~. 

Theoreme 3. Soit ~o une application croissante de [0, + oo[ dans lui-m6me avec 
~p(0)=0 et ~o(61+6~)<=q9(61)+~o(62) pour tout couple (61, 63)=>0. Si la s&ie 
Z + ~  2"/2~o(2 -") converge, pour tout ~ fix6, 0<~-< 1/2, les fonctiony assocides sur 
Er aux fonctions de A~,(Z2) appartiennent d l'algkbre de restriction A(Er 
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Ddmonstration. ~ 6tant fix6, soit (x, y) un couple de Z2, (s, t) le couple 
assoei6 de Er x=J(s ) ,  y=J( t ) .  On a Ilx-yl] = 2 - "  pour un n=>0 unique et: 

(1) (1--2g)C <- I s - t l  ~ ~". 

Soit f u n e  fonction de A~(Z2) et F = f o J  la fonction associ6e sur E~. On a: 

Ig(s)-F(t)}  ---- I f (x ) - f (Y) l  <- CI~p(2-"). 

Log_____~2 ( Log 2 Log (1-2~)  -~ ] 6~ < 
Posons ls-- t[=3, 0 = L o g , _ l ,  A = e x p .  ~o-~- -  i -); on a: = 

2- ,~A6~.  
La condition 9(6~+6~)<=~(60+9(6~) assure qu'il existe une constante K > 0  

telle que pour tout 6: 
~o (A6~) <= K~ (~) 

et ainsi ~p(6Q)<=q~(2-")~K~o(6~). 
Soit ~ d6finie sur [0, + ~ [  par ~(u)=~o(u~ 

est croissante, ~(0)=0  et ~(Ul+Uz)<=(o(ua)+~(u2). 
Les espaces A~o (Z2) et A o (E~) se correspondent donc bijectivement par l'hom6o- 

morphisme J. 
D'aprbs un th6or6me de J. P. Kahane et R. Salem [3], la condition: 

(2) Z.+__~ 2 "/2 q3 ({") < + 

assure que Ao(Er est contenu darts A(Er Or ~({,)=~p({,o) et {"~=2-"; done 
(2) se r6duit ~t la condition ~ '+~  2"/~o(2-")< + ~. 

w IH. 

Pour tout r>0 ,  consid~rons la fonction ~p d6finie sur [0, + ~ [ ,  ~0(u)=u'. 
L'espace A~(Zz) est not6 c~'(Z2). 

Lemme 4. Pour toute Jonction f d valeurs complexe continue sur Z2 et pou r 
tout r>0 ,  il existe une application 0 de Z~ duns lui-m~me, non constante, telle que 
foO appartienne gt cg'(Z2). 

Ddmonstration. Soit (2j)j~ N une suite strictement croissante d'entiers positifs et 
0 l'application associ6e de Z2 darts lui-m~me d6finie en I. La fonction f continue 
de Zz dans C 6tant donn6e, on choisit une fonction ~o croissante de [0, + ~[ dans 
lui-m~me avec q~(0)=0 telle que pour tout 6>0  el module de continuit6 de J 
v6rifie ogy(f)~c~p(6). Lorsque IIx--Yll=2-", on a IlO(x)--O(y)l]=2 -a. donc: 

]f(O(x))--f(O(y))] <= cq~(2-a-). 

Choisissons (2,) strictement croissante telle que ~p(2-*-)<_-2 -"r. On a, pour tout 
6 >0,  sup,, x-r,, _~ ]f(O (x)) - f ( O  (y))] _-< c6" ainsi fo  0 appartient ga cg, (Z2). 
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( . )  Un probl~me ouvert pos6 par Lusin est de trouver pour chaque fonction f 
continue h valeurs complexes d6finie sur T u n  hom6omorphisme h de T sur lui- 
m~me tel que f oh  appartienne ~ A(T). Le probl6me analogue pour Z2 a dtd rdsolu 
par B. Wells Jr [4]. En corollaire imm6diat du lemme 4 et du th6or~me 2 (prendre 
r > l / 2 ) ,  on obtient un r6sultat moins pr6cis mais de d6monstration tr& simple. 

Proposition 4. Pour toute fonction f continue d valeurs complexes "ddfinie sur Z2, 
il existe une application continue non con~tante 0 de Z2 dans lui-m~me telle que foO 
appartienne d A (Z2). 

Nous terminons en montrant  qu'il est possible de choisir une application 0 
de Z2 dans lui-m~me qui n'est pas affine par morceaux et telle que l[zoOHa(z~) air 
une eroissance arbitrairement lente en fonction de la hauteur du caract~re g. 

Theoreme 5. Soit ~ une application croissante, non bornde, de N clans [1, + oo[. 
Il existe une application continue 0 de Z2 dans lui-m~me qu n'est pas affine par mor- 
ceaux et une eonstante C > 0  telles que pour tout caractdre Z de hauteur n on ait: 

IIxoOIIA(Z~) <---- C~(n). 

Ddmonstration. Soit (~j)j~N une suite strictement croissante d'entiers positifs 
telle que (2j--j) tend vers l'infini avec j. L'application associde 0 de Z2 dans lui- 
m~me n'est pas affine par morceaux. Soit Z un caract6re quelconque de hauteur 
n d6finie sur Z2 par Z(x)=exp (2nip2-"x) off p vaut 1, 3, ..., 2 " - 1 .  

Pour toute fonction 9 croissante de [0, + ~ [  dans lui-m~me avec ~o(0)=0, 
consid&ons A~(Z~); Z et zoo appartiennent/~ A~(Z2) pour tout ~o, car n &ant la 
hauteur de Z, lorsque JIx-yll =~2-', on a Z(x )= z (y )  et ]JO(x)-O(y)l]-<-2-~.=<2 -", 
done aussi z(O(x))=x(O(y)). En partieulier, go0 appartient ~t cg~(Z2) qui est un 
espace de Banach pour la norme: 

If(x) -f(Y)l  
(1) Ilfllv~(z~) = sup If(x)[ +sup 

~z_, x~y [Ix-y[I 

Comme cs d'apr~s le th6or~me 2, il existe une constante M > 0  
telle que: 

(2) [Jf[[a(z2~ ~ M [[f[l~ex(z~). 

)~ appartenant h A~o(Z~), il existe une constante A > 0  d@endant de Z et de (p, 
A = A ( z ,  9), telle que: 

(3) IZ(u)--Z(v)l ----< A(Z, ~o)9(llu-vll) 

pour tout couple (u, v) de Z2. En particulier: 

(4) {Z (0 (x)) - Z (0 (y))[ <_- A (g, ~o) (p (ll 0 (x) - 0 (y)[]). 

( . )  La r6ponse, n6gative, vient d'&re apport6e par A. M. OLEVSKH "Change of variables.. 2' 
Soviet Math. Dokl. Vol. 23 (1981), No 1. 
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q) 6tant fixr, on choisit  la suite (2j) de sorte que:  

cp(2-a0 <-- 2 -J  jEN.  

Alors,  pour  

donc  

et d 'apr~s (1): 

et d 'apr~s (2) :  

Pour  t l x - y l [ ~ 2 - " ,  

I [x--Yl1:2 -J ,  on a I[O(x)-O(y)ll = 2  - a '  et d 'apres  (4): 

[z(0(x))-z(0(y)) 1 <: A (z, 2-J 

[ z (O(x ) ) -  z(O(y))l <: A(Z, 9 ) l lx -Yl l  

I[zoOll~l(z2) <-- 1 + A  (z, to) 

Ilzo0llA(z~) --< M(1 + A ( z ,  cp)). 

on a Z (x )=z (Y) ,  donc :  

A(Z, cp) = sup [ Z ( x ) - z ( y ) l  : sup I z ( x ) - z ( y ) l  
x~y q~(llx-yll)  , j~_,j j~-,+l 9 ( l l x - y l l )  

2 
donc  A (Z, ~p <- 

) - rp (2_,,+b �9 

On choisit  q~ de sorte que M(1-~  9 ( 2 2  + l)) -<_ C~  (n). 
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