Théorémes de bidualité locale
pour les &, -modules holonomes
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§ 0. Introduction et notations

On démontre dans cet article deux théorémes de bidualité [ocale pour les Zy-
modules & gauche holonomes énoncés sans preuve dans ([12]; Théorémes 4.1 et 6.1).
Le premier théoréme affirme que le complexe de De Rham d’un systéme holonome
est dual au sens des catégories dérivées a son complexe des solutions holomorphes.
La démonstration combine la dualité de Serre et la dualité de Poincaré—Verdier
[20]. Le deuxiéme théoréme affirme que le systéme de De Rham @y est dualisant
dans la catégorie dérivée des complexes bornés de Py-modules & gauche & coho-
mologie holonome. La démonstration utilise, d’une part, le premier théoréme de
dualité et, d’autre part, la définition cohomologique du faisceau @5 des opérateurs
différentiels d’ordre infini de M. Sato [16]. On a globalisé le théoréme de dualité
dans ([13]* et ([14] chap. IV)). Reprenant les démonstrations de ([11] et [12]) ces
théorémes nous permettent de formulier trois conditions a), b) et ¢) qui caractérisent
un systéme holonome régulier (cf. proposition 3.3). Nous avons utilisé (([14], chap.
V) et [15]) ces conditions pour démontrer une version 25 du probléme de Riemann—
Hilbert établissant une équivalence de catégories entre la catégorie dérivée des com-
plexes bornés C-analytiquement constructibles sur une variété analytique com-
plexe lisse X et la catégorie dérivée des complexes bornés de Py-modules & gauche
4 cohomologie holonome. Nous avons obtenu récemment une version d’ordre fini
(cf. [15)). Des conditions similaires aux conditions a), b) et ¢) sont formulées dans
Ramis [17]. De leur ¢6té, en partant de la définition micro-locale des systémes régu-
liers de Kashiwara—Oshima [6), Kashiwara et Kawai ont développé dans un long
article [8] une théorie des systémes réguliers du point de vue micro-local. En par-
ticulier, ils ont démontré le théoréme de comparaison pour les systémes réguliers
généralisant le théoréme de B. Malgrange ([10]) qui affirme que toute solution formelle
d’'une équation différentielle réguliére est, en fait, convergente. Le théoréme de

* Les demonstrations des resultats dans [13] sont & paraitre dans ‘““Théorémes de dualité globale
pour les Zx-modules coherénts” en Mathematica Scandinavica (1981).
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comparaison est équivalent aux conditions a), b) et ¢) qui ne sont pas effectives.
J. E. Bjork [1] et A. Van Den Essen [18] ont étudié les systémes réguliers d’un point
de vue purement algébrique. Le livre de J. E. Bjérk contient une étude des fonctions
de classe de Nilsson ([1]; chap. VI).

Cet article, & part 'introduction et un complément a la bibliographie, reproduit
le chapitre 111 de notre these [14].

On utilise les notations suivantes:

(X, Oy): Variété analytique complexe lisse de dimension #.

25 Faisceau des opérateurs différentiels d’ordre infini.

Dy Faisceau des opérateurs différentiels d’ordre fini.

Qy: Faisceau des n formes holomorphes.

D(«): La catégorie dérivée de la catégorie des «/-modules si &7 est un faisceau
d’anneaux unitaires sur X.

R: Foncteur dérivé droit dans la catégorie dérivée.

Rhomi Foncteur dérivé droit du foncteur hom .

RL: Foncteur dérivé gauche du foncteur produit tensoriel sur <.

Y: Sous-espace analytique complexe de X défini pour un Idéal #y.

RIyy,(#): Complexe de cohomologie locale algébrique d’un complexe .# de
D(2y) défini par R lim; homg_ (Ox|FE, #). Ceest encore un complexe
de D(2y) [111.

RIy(#=): Cohomologie locale ordinaire d’un complexe .#% de D(Zy’). Clest
encore un complexe de D(%y).

Pyl Foncteur image directe par un morphisme p d’espaces topologiques.

J2N Foncteur a support propre par p. Cest le prolongement par zéro si
p est une immersion ouverte.

pu Foncteur image réciproque par p.

p*: Foncteur image réciproque d’espaces annelés si p est un morphisme
d’espaces annelés.

Cy: Faisceau constant sur X associé au corps des nombres complexes.

Pour la notion de catégorie dérivée et de foncteur dérivé nous renvoyons le
lecteur a [19]. Pour la notion de faisceau constructible qui généralise la notion de
systéme local ou de monodromie nous renvoyons le lecteur a ([21]; [5]). Rappelons
qu'un faisceau # sur X d’espaces vectoriels complexes de dimension finie est dit
constructible s’il existe une stratification de Whitney | J;.; X; de X telle que la restric-
tion #y de # a chaque strate X; soit un systéme local. Pour les notions sur les
systémes différentiels et la propriétés de Py et Dy nous renvoyons le lecteur a [16]
et 4 [1]. Disons simplement que le faisceau 2y est un faisceau cohérent d’anneaux
unitaires non commutatifs et que le faisceau D5 est un faisceau d’algebres unitaires sur
9y fidélement plat. Dans tout ce qui suit, complexe sera synonyme de complexe borné.
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§ 1. Dualité locale pour les Zy-modules holonomes

On rappelle qu’étant donné un systéme différentiel .# non nul c’est-a-dire un
2, -module cohérent & gauche sa variété caractéristique S .S (.#) est un sous espace
analytique involutif du fibré cotangent T*X ([16] et [1]). Un sous-espace analy-
tique involutif non vide du fibré cotangent T*X est de dimension au moins €égale
4 n=dim X. Un systtme holonome est par définition un systéme différentiel .#
dont la variété caractéristique S S(A#) est de dimension n=dim X [6]. Nous
noterons D(Py). la sous-catégorie de D(Zy) formée des complexes bornés a coho-
mologie @y-cohérente et D(Dy), la sous-catégoric de D(Zy), formée des complexes
a cohomologie P,-holonome. On rappelle [5] que si .# appartient & D(Dy), alors
le complexe Rhomg (4 0x) des solutions holomorphes est C-analytiquement
constructible (voir aussi [7]). Nous noterons D(Cy), la sous-catégoric de D(Cy)
formée des complexes bornés a cohomologie constructible. Le premier théoréme
concerne les complexes de D(Zy), et affirme que le complexe de De Rham d’un
systéme holonome est dual dans D(Cy). de son complexe de ses solutions holo-
morphes.

Soit .# un complexe de D(@y), on rappelle que son complexe de De Rham
noté DR(A), est égal par définition & Rhomg, (Oy, #) (voir [11] par exemple page
103).

Théoréme 1.1. On a isomorphisme canonique dans D(Cy) si M est un complexe
de D(Dy),:
DR(M) % Rhomc, (Rhomg (M, O), Cy).

On démontre les deux lemmes suivants:
Lemme 1.2. Le faisceau co”’xticx 0y, Cy) est nul si idim X,
Lemme 1.3. I/ existe un morphisme canonique de Qy[—n]-Rhom_ (05,Cx).

La démonstration des lemmes 1.2 et 1.3 repose sur la dualité de Poincaré—
Verdier pour une variété différentiable. Soit M une variété différentiable, orientée
pour simplifier, de dimension m, et & un faisceau d’espaces vectoriels complexes;
alors le dual algébrique de I’espace vectoriel

HP=(M; F) est égal & Tespace Extc,, (M; %, Cy)

en vertu de la dualité de Poincaré—Verdier [20] ou I'indice ¢ désigne la famille des
compacts de M. On rappelle que le faiscean associé au préfaisceau:

U~ Ext, (U; #, Cy) est égal & &xte, (F; Cy)-
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Si on applique cette situation 3 M=X et % =0, on trouve que é"xt}}x @y, Cy)
est nul si /#dim X. En effet pour tout ouvert de Stein U de X [lespace
Exticx (U; 0x, Cx)=[H™ XU, 0x)]* est nul si i#n=dim X en vertu de la dualité
de Serre et du théoréme B de Cartan. Comme tout point admet un systéme de voisi-
nages de Stein la démonstration du lemme 1.2 est terminée.

Pour établir le lemme 1.3 il suffit de voir que 'espace I'(U; Q2y) est égal au
dual topologique de I'espace HZ(U;0y) pour tout ouvert de Stein U toujours en
vertu de la dualité de Serre.

D’ot une application:

I'(U; Qy) =|HIU; 0x)] = dual topologique
y 4
Extg (U; 0y, Cy) = [AMU; 04]F = dual algébrique.
En passant aux faisceaux associés on trouve un morphisme:
Qx > &xt¢, (0, Cx) = Rhomc, (0Oy, Cx)[n] d’out le lemme 1.3.
Démonstration du théoréme 1.1.

Soit .# un complexe de D(ZDy),, du morphisme du lemme 1.3 on déduit un
morphisme:

L L
QX ® .ﬂ[“n] - Rhomcx(ax, Cx) ® ./%.
Ix Dy

La structure de 9Dy-module a droite de Rhom_(Ox, Cx) qui prolonge celle de
Qy provient de la structure de 9, -module 4 gauche de 0. D’autre part on dispose
d’un isomorphisme de foncteurs en .# en vertu du lemme du “way out” (on dit
aussi Lemme du J-foncteur voir [11] par exemple):

L
Rhom¢ (Oy, Cx) @ M = Rhom (Rhomg (M, Oy), Cy).
Zx

Mais on sait que ([11] page 104) DR(AM)=Qx ®F MH[—n].
On obtient donc le morphisme canonique du théoréme 1.1.:
DR(‘-/[) - Rhomcx (.Rhomgx ('ﬂ, wx), Cx).

Pour établir que c’est un isomorphisme dans D(Cy) la question est locale. On peut
supposer, en vertu du lemme du “way out”, que .# est réduit & un systéme holonome
admettant une résolution libre finie de type fini:

O« M « DY ...« Dy« 0.
On a donc un représentant local de Rhomg (M, Ox):

0-> 0% ...~ 0% — 0.
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Mais, en vertu du lemme 1.2, on a un représentant local de
Rhomc  (Rhomg, M, Oy), Cyx)
[ n]0 « &xtg, (0%, Cx) < ... ExtE, (0%, Cx) < 0.
D’autre part on a un représentant local de DR(.#):
[-n]0« QP «...« O~ 0.
En vertu du lemme 1.3 on a un morphisme de complexe qui représente localement le
morphisme du théoréme 1.1:

0~ Qp loya <0
¥ '
0 - gxtgx( rxo, Cx) e éaxté'x (@%m, Cx) - O

11 nous faut montrer que c¢’est un quasi-isomorphisme pour achever la démonstra-
tion du théoréme 1.1.

11 suffit de montrer que pour un ouvert U de Stein suffisamment petit le mor-
phisme de complexes d’espaces vectoriels:

0« TIU; Q) <~..w TU ) ~0
; ;
0 « Exts_(U; 0%, Cy) ...« Extl (U; 0%, Cy) < 0

est un quasi-isomorphisme.
Mais ce diagramme est égal au diagramme suivant, en vertu de la dualité de
Poincaré—Serre—Verdier:

0« [HXU; 09) «...«<[H!U; 0p)) <0
(*) } 4
0 < [HZ(U; O9)]" ...~ [HX(U; 0%)]" < 0.
Les espaces de cohomologie du complexe:
0> H}U; 0%) ...~ HXU; 0%) -0

sont de dimension finie si U est suffisamment petit en vertu de la constructibilité
de R}zom@x (M, Oy). 11 résulte que leur duaux algébriques et topologiques coincident
et le morphisme () de complexes d’espaces vectoriels est un quasi-isomorphisme.
D’ou le théoréme 1.1 en passant a la limite inductive.

Remarqgue 1.5. Par dualité [21] on a bien slr que
Rhomg, (M, Ox) = Rhom (DR(M), Cx).

11 est intéressant de savoir si cette formule caractérise les systémes de D(Dy),.
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§ 2. Bidualité locale pour les 23 -modules holonomes

Le théoréme suivant concerne les systémes d’ordre infini admissibles et affirme
que le Z3-module Oy est “dualisant” pour les systémes holonomes d’ordre infini.
On rappelle qu'on appelle ainsi un P5-module .#= a gauche tel que, localement
sur X, il existe un Zy-module cohérent 4 gauche .# et un isomorphisme

Dz QM M=
Dx

On dira quun @5-module #= est holonome si, dans Visomorphisme précédent,
le systéme .# est Zy-holonome. Nous noterons D (2y), la sous-catégorie de D(Zy)
formée des complexes bornés & cohomologie Z5-holonome. La propriété, pour
un faisceau d’espace vectoriel, d’étre constructible est locale; il en résulte que
Rhomgs (M=, Oy) appartient & D(Cy), si M~ est I3 holonome, puisque, locale-
ment Rhomg (M~ ;0x)> Rhomg, (M,0x) en vertu de la platitude de Py sur
Dyx. Soit M= un complexe de D(Py), on dispose d’un homomorphisme cano-
nique:

(%) M= —~ Rhom (Rhomg= (M=, Ox), 0x)

qu’on peut expliciter en prenant une résolution 2y -injective de Ox qui soit aussi
Cx-injective. Une telle résolution existe, par exemple la résolution canonique injec-
tive de Godement.

Théoréme 2.1. Si M= appartient & D(D3), alors I'homomorphisme (%) est un
isomorphisme dans D(23),.

Ce théoréme est de nature locale il est donc équivalent au corollaire suivant en
vertu de la platitude de 93 sur @y:

Corollaire 2.2. Si A est de la forme D5 Ra, M ot M appartient ¢ D(Dy),
on a un isomorphisme canonique dans D(Dy)y:

D% ® M = Rhomc, (Rhomg (M, Oy), Ox).
gx

La démonstration du théoréme 2.1 repose sur le théoréme 1.1 et occupera la majeure
partie de ce paragraphe.

Soit f: X—Z un morphisme de variétés analytiques complexes lisses et 4,
son graphe. Considérons le diagramme

Pl lll
X Z
ou p et g sont les projections naturelles.
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Proposition 2.3. Soit & un complexe de D(C). alors il existe un isomorphisme
canonique:

q~! (RhamcZ (#, Cp) (%) p710x = Rhomey (7% F, p~10y).

Remarque 2.4. 11 n’est pas vrai en général que ’homomorphisme canonique
Rhom¢  (F, Cx) Q Ox ~ Rhomyc, (F,Ox)
C
soit un isomorphisme, méme si & appartient a D(Cy)..

Pour obtenir un contre exemple il suffit de prendre pour % =C, le faisceau
caractéristique d'une sous-variété lisse de codimension d dans X. On trouve que

RhomCX(CY, Cx) @ OX = CY ? 0X [“2d]

Rhomc, (Cy, Ox) = H{(0x)[-d].
Ces deux faisceaux ne sont pas bien sfir isomorphes.

Démonstration de la proposition 2.3. (Voir [3], exposé I11.) Explicitons d’abord
I’homomorphisme. On dispose d’un homomorphisme canonique qui est d’ailleurs
un isomorphisme si &appartientd D(C,),: "

q‘l(Rhoch (#, Cp) ~ Rhomcy (g7 F, q7' Cx) = Rhomcy (97 F, Cxx2)-

D’ot en composant avec '’homomorphisme du produit tensoriel on déduit 'homo-
morphisme cherché:

g7 (Rhome, (%, C;)) @ p™0x ~ Rhomey ., (4%, p™Ox).

Pour montrer que c’est un isomorphisme dans D(Cy,,) la question est locale.
Par devissage et localisation on peut supposer & de la forme F=j, j~1C, ou j
est I'inclusion d’un ouvert U de Z de complémentaire d’un fermé analytique (voir
[21]). Considérons le diagramme

UXX-Ls ZxX

)

v L.
Par dualit¢ on a Rj, Rhom (Cy,j~'Cz)=Rhomc_(Rj!Cy, C;) donc,
g7 Rhom (j1Cy, C2) = ¢ Rj, Cy

et
RhomCZXJ((j!CUXX’p_l@X) = Rj:k(j’-lp-l (DX)
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D’autre part on dispose d’une fléche de Kiinneth

97 R}, Cy <§_c§> PH0x ~ Rji[q7' Cy ® pTOx] = RjL[j' 7 pT10x].

L’application j n’étant pas propre cette fléche de Kiinneth n’est pas un isomorphisme
en général, contrairement 4 ce qui se passe en géométrie algébrique. Mais nous
allons voir que dans ce cas particulier ¢’est un isomorphisme ce qui termine la démon-
stration de la proposition 2.3. 1l suffit de montrer que les homomorphismes indui-
tsen cohomologie sont des isomorphismes

g 'R, Cy (? p10x ~ R ji(Cyxx QCZ) p10x).
Soit un point (x,z) de XXZ et VXW un voisinage de (x,z). Si U’ désigne la
trace de W sur U on a un homomorphisme d’espaces vectoriels pour tout i
H(U’; C) (%) I'(V; Ox) ~ H(U XV; Cyxx @ p10y).

I suffit de montrer que c’est un isomorphisme pour un systéme fondamental de
voisinage de (x,z) et l'assertion résulte par passage & la limite inductive.

Pour cela on prendra un systéme fondamental de voisinage W de z tel que
I’espace H' (U’; C) soit de dimension finie. Cela est possible parce que les images
supérieures par j d’un faisceau eonstructible sont des faisceaux constructibles.

Pour systéme fondamental de voisinage de x on prendra des compacts de Stein
V. Considérons la projection gq: U’XV—-U’ et calculons

Rq* [CUxX ? p_le]'
L’application g étant propre il en résulte que la fibre en point z de U’ des faisceaux
Ri q* [CUxX @ P_I@X]

est égal a la cohomologie de la fibre g~1(z)=V. Mais V étant de Stein il en résulte
que les faisceaux sont nuls si %0 et

R‘]*[Cuxx ch P—I@X] =¢q,Cyxx (% p 0y =Cy %9 'V, 0y).
La suite spectrale de Leray nous donne
H(U'XV: Coxx @ p™'0x) = H(U"; Cy @ I'(V; O).

Mais la formule des coefficients universels valable ici puisque la dimension de
HY(U’; C) est finie donne

H(U’s CUQC?F(V; 0x)=H'(U’; C) <§§>F(V; Ox)

et la fleche de Kiinneth est un isomorphisme dans cette sitnation.
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Remarque 2.5. On peut remplacer 0y par n’importe quel faisceau analytique
cohérent.

Supposons maintenant que le morphisme f est égal a Iidentité de X. Nous
allons utiliser la proposition 2.3 pour en déduire la proposition 2.6 suivante. Nous
notons A4 la diagonale de XX X.

Proposition 2.6. Pour un complexe & de D(Cy), il existe un isomorphisme cano-
nique.
Rp, RI,(XXX; g7 Rhomc (F, Cy) ® p~10x) = Rhomc (F, Ox) [—n].
¢

Rappelons d’abord la formule de dualité de Verdier pour le cas simple d’une projec-
tion du produit de 2 variétés analytiques complexes lisses sur le premier facteur [20].

Avec les notations utilisées on a un isomorphisme fonctoriel pour un complexe
borné d’espace vectoriel & sur XX Z et un complexe borné d’espace vectoriel
G sur X

Rp, Rhomcy ,(F, p71G) = Rhomcy (R, #, G) [—2n].
Revenons & la proposition 2.6. Nous avons grace a 2.3 I'isomorphisme:
R (XX X; g7 Rhomcy (F, Cy) ® pT10y))
S Rhomg, , ,(Cs, Rhome, (g7 F, p~10y)).
La formule d’adjonction du produit tensoriel et du foncteur homCXXX nous donne
Rhomey  (Cy, RhOMcy (g7 F, p~10y)) = Rhom(Cy (? g7 F, p~10y).
La dualité relative [20] pour la projection p nous donne

Rp, Rhomcy  ((C4® 971 F, p10x) = Rhomcy, (Rp,Cs @ ¢ F, Ox) [-2n).
¢

Pour en déduire la proposition 2.6 il suffit de voir que

Rp,(C, ® g 1F) = p,(C4 @ qgIF)=F

parce que p est isomorphisme de A4 sur X.
En appliquant cette proposition a % =Rhomg_ (A, 0x) qui appartient a
"D(Cy), si 4 appartient & D(Dy), [5] on trouve

Rp, RT (XX X; p~*(Rhomc(Rhomg (M, Ox), Cx)) @ p~0x)[21]
c
jad Rhomcx (Rhomgx (./%, (Ox), 0x).
Mais en vertu du théoréme 1.1 on a

Rhom (Rh(;mgx (M, Oy), Cx) < DR(M).
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Pour achever la démonstration du théoréme 2.1 il suffit de montre que I’homo-
morphisme composé est un isomorphisme:

(%) Q?E;@//*RP*RFA(XXX; g~ (DR(A)) @C?P_Wx)-
X
Propesition 2.7. L’homomorphisme (x) est un isomorphisme si M appartient a
D(Zx)n-

Rappelons la définition du faiscean Py selon M. Sato (voir [11] par exemple).
On a par définition

D5 = Rp, RT (XX X; ¢*Qx[—n]) = p, H (XXX; % Qy)

g*QR=0x.x @ g7 1.

‘l_lox

ou

Il en résulte puisque 2y est un Oy-module inversible que
(%) = p HIXXX; % Q%)
Nous allons interpréter le faisceau ¢* Q% grace a la nucléarité comme le faisceau
associé au préfaisceau [9]: '
UXV ~T(U; 0x) & T (V; 2.
C

Les deux membres ayant des topologies de Fréchet-Nucleair le produit tensoriel
complété est défini sans ambiguité. Nous noterons par Oy Q. Q" =g* " le faisceau
ainsi obtenu. Cela permet de considérer le foncteur
@i~ 03 Q U
c

comme un foncteur exact de D(Cy) dans D(Cy, 4) pourvu que les fléches que I'on
considére sont Cy-linéaires continues et non pas seulement @y-linéaires.

Démonstration de la proposition 2.7.
La question est locale, on peut supposer que .# est un systéme simple admettant

une résolution libre:
0« M« DY —...« D« 0.

D’oll un représentant local de DR(.#)
0 QP Qpe 0[-n].

Les fléches étant des opérateurs différentiels donc continues et ’on peut considérer
le complexe
Ox @ DR(M): 0« O3 R QP « ...« Ox @ Qg < 0[—nl.
¢ c c

Applicant le foncteur Rp, RI", on trouve Rp, RI ,(XXX; O ®CDR(,/%)):
0« (@) «..«~ (Dg)m <0
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puisque les objets de Oy ®CDR (.#) sont cohomologiquement triviaux pour le foncteur
Rp RI’, en vertu des définitions méme.
Il nous reste 2 montrer que I’homomorphisme

q ' (DR(A)) ® p™*0x ~ DR(A) @ Ox

est un quasi isomorphisme pour achever la démonstration de la proposition 2.7.
1l suffit de prendre un systéme de voisinages fondamental UXV d’un point de
XX X tel que les espaces de cohomologie du complexe suivant soient des espaces
vectoriels de dimension finie, ce qui est possible grace a la constructibilité [5]:

0« TI'(U; Q) ~..« I'(U; @)~ 0.
Au-dessus de UXV les cohomologies de
g 'DR(M) R p~10x et de DR(M) D Oy
C C

coincident et la conclusion résulte par passage a la limite inductive. D’ou la proposi-
tion 2.7 et donc le théoréme 2.1.

§ 3. Une équivalence de catégories

Nous allons montrer que le foncteur Rhomgs (%,0x) de D(2y), dans
D(Cy), est une équivalence de catégorie en explicitant un inverse. Soit % un com-
plexe D(Cy), de la structure de @5 -module de 0y on déduit que le

Rhom¢ (F, Ox) appartient 3  D(95).

Théoréme 3.1. Si F appartient & D(Cx), le complexe Rhomcx {(Z, Oy) appartient
4 (95), et ’on a un isomorphisme dans D(Cy):

F = Rhomgs (Rhome (F, Oy), Ox).

La question est locale par devissage on peut supposer que % est de la forme Cy
ol Y est un sous espace analytique fermé de X. C’est le cas crucial qui a fait 'objet
de {[11] et [12]} et des deux premiers paragraphes. On dispose de deux foncteurs
inverses I"un de l'autre (pour une démonstration compléte, voir le chapitre ¥ de [14]).
En vertue des théorémes 2.1 et 3.1 on dispose de 2 foncteurs inverses 'un de l'autre:

G: D(Cy). -~ D(2%),: F—~ Rhom¢ (Z, Oy).

Remarque 3.2. Les démonstrations de [12] pour le systtme .# =0y reposent
sur deux fait:
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D’une part que le complexe RIy(0x) appartient a3 D(Zy), et d’autre part
que Yhomomorphisme canonique suivant est un isomorphisme dans D(Cy):

DR(RT1y1(0x)) ~ RTy(DR(Oy)).

Clest le théoréme 3.1 de [12] qui résulte essentiellement du théoréme de comparaison
de Grothendieck [3]. On va voir que les théorémes de [12] restent vrais si Pon remplace
Oy par n’importe quel systéme holonome .# qui satisfait au théoréme de comparaison
précédent. De fagon précise on a la proposition suivante:

Proposition 3.3. Soit .# un complexe de D(Dy), et Y un sous-espace analytique
Sfermé de X alors les conditions suivantes sont équivalentes.
a) L’homomorphisme canonique est un isomorphisme dans D(Cy),

DR(RIty)(#)) = RIy(DR(A)).

b) Il existe un isomorphisme canonique dans D(Cy),
Rhomg (M, O) (§C§ Cy = Rhomg (Rl iy (4), O).
¢) L’homomorphisme canonique dans D(93) est un isomorphisme

D3 29 RIy (M) = RLy(25% gg) M).

Démonstration:

1) a)=b): On sait que RIy,(#) appartient & D(Dy), (voir [1] si ¥ est une hyper-
surface et {12] pour la codimension supérieure) si .# appartient & D(.#),. Du
théoréme 1.1 on déduit que 'on a:

Rhom (RT'y(DR(M), Cy)) = Rhom¢ ,(DR(RI g3y (M), Cy))

2 Rhomg (R (y1( M), Oy).
11 suffit de voir que

Rhome (RT'y(DR(AM)), Cx) = Rhomc (DR(M), Cx) @ Cy
C
ce qui résulte par dualité [21] de la constructibilité des complexes en questions.
11 suffit d’invoquer le théoréme 1.1 de nouveau pour terminer Uimplication
a) = b).

2) Montrons que
b) = ¢).
Explicitons ’homomorphisme

2% g@ Ry (M) ~ Ry (D5 ? M).
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De Tl'injection M ~Py @, # on déduit un homomorphisme:

X
Mais RI'y (25 ® @Xﬂ) appartient 3 D(2>). D’olt ’Thomomorphisme cherché par
composition:

@?39 RI'yy (M) ~ D3 _;@Rfy(fa?gi) M)~ Ry (D3 ;@ M).
Par le théoréme 2.1 on a

D% @ RTiyy(M) = Rhome, (Rhomg,, (RIiy (M), Oy), 0))
RIy (@5 ® M) = RTy(Rhome, (Rhomg, (M, Ox), Ox))
Zx

5 Rhowmc, (Rhomg, (M, 0x), RTy(0x))

= Rhomc, (Rhomg, (M, 0x) @ Cy, Oy).
c

Il en résulte que b)=-c).

c)=a). Prenons le complexe de De Rham de chaque membre de I'isomorphisme
de ¢):
DR(2% ;87 Ry (M)) = DR(RI (yy(A))
X

DR(RI'y(@% @ M) = RIy(DR(Z5 @ ) = RIy(DR(AD),

d’ou implication c)=a).

Il reste & trouver des conditions suffisamment simples pour qu’un systéme .#
vérifie les conditions a), b), ¢). Les conditions a), b), ¢) sont difficiles & vérifier
directement sur des exemples concrets. Le résultat principal de [12] affirme
que le systétme de De Rham @y est régulier le long de tout sous-espace analy-
tique ¥ de X, c’est a dire qu’il satisfait aux trois conditions a), b), et c).
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