
Sur la s@aration vraie de cSnes convexes 
J. Bair et J. Gwinner 

Summary. In this note, we generalize two theorems of Klee [9] and a result of Bair-Jongmans 
[7] about the true separation of two convex cones; afterwards, we introduce the notion of true 
separation for n(n_~2) convex sets and we extend our three first statements for n convex cones. 

Nous nous placerons dans un espace vectoriel rrel, 6ventuellement muni d 'une 
topologie vectorielle (ce qui sera prrcis6 dans chaque 6noncr) et adopterons les 
drfinitions et notations utilisres dans les ouvrages citrs dans la bibliographie. 
Signalons nranmoins que nous noterons iA l'internat, ~A l'enveloppe lindaire et 
mA la marge de A [5]; de plus, une cellule convexe drsignera un ensemble convexe 
d' internat non vide [4], tandis qu 'un ensemble vrai sera un ensemble non vide et 
distinct de tout l 'espace [3]. 

La notion de srparation vraie a 6t6 introduite dans [7]: deux sous-ensembles 
A, B d'un espace vectoriel sont vraiment sdpar~s par un hyperplan H lorsque A et 
B sont srparrs par  H et qu'aucun de ces deux ensembles n 'est  contenu dans H. 

Le probl~me de la srparation vraie de deux convexes se ram~ne souvent h celui 
de la srparation vraie de deux crnes de m~me sommet [7]. Or, Klee [9] a tout 
d ' abord  obtenu un rrsultat intrressant sur la srparation vraie de deux cSnes con- 
vexes A, B de sommet O dans un espace localement convexe lorsque l'intersection 
de A et B se rrduit  ~t {O}; cet ~nonc6 a 6t6 g~nrralis~ dans le cas oCa A n B est un 
sous-espace vectoriel quelconque, pour  autant que r o n  restreigne ~t R" l 'espace 
considrr6 [7; 4.5]: R" 6tait en effet le type d'espace le plus grnrral  dans lequel le 
caract~re ferm6 de la diffrrence A - B  6tait assurr; rrcemment,  un crit~re de fer- 
meture vient d'etre donn6 dans [8], ce qui permet justement de lever cette restric- 
tion sur l 'espace et d 'obtenir  ce rrsultat qui grnrralise ~t la lois les 6noncrs 4.5 de 
[7] et 2.5 de [9]: 

Th~or~me 1. Dans un espace localement convexe E, soient A et B deux cdnes 

convexes fermrs  de sommet O, tels que A soit localement compact et A n B u n  sous- 

espace vectoriel de E. 1l existe une forme lin~aire continue f sur E telle que f < 0  sur 

A \ ( - - A ) , f = O  sur ( A n - A ) u ( B n - B )  et f>=O sur B \ ( - B ) .  
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En reprenant le raisonnement formul6 au paragraphe 4.6 de [7], on d6duit 
de ce th6or6me 1 un crit6re de s6paration vraie pour deux cfnes d 'un espace locale- 
ment convexe: 

Th~or~me 2. Dans un espace localement convexe, soient A et B deux c6nes 

convexes, de m~me sommet, fermds et localement compacts. Si, au contraire de A et 
de B, A n B est une varigtd lindaire, alors A et B peuvent ~tre vraiment sdpards. 

Dans certains espaces vectoriels topologiques, on peut se permettre de ne plus 
supposer localement compacts les deux cfnes consid6r6s A et B: 

Th~or~me 3. Dans un espace norm~ et s~parable E, soient A et B deux c6nes 
convexes fermds de sommet O, tels que A soit localement compact et A n B u n  sous- 

espace vector&l de E. II existe une forme lindaire continue f sur E telle que f < 0  sur 
A \ ( - - A ) ,  f = 0  sur (,4 n - - A )  u (B n - - B )  et f > 0  sur B \ ( - - B ) .  En particulier, 
deux c6nes de E, convexes, ferm~s, de m~me sommet, dont l'un est localement com- 

pact et qui, au contraire de leur intersection, ne sont pas des varidt~s lindaires, peuvent 
~tre vraiment sdpards. 

Preuve. Contentons-nous de ddmontrer la premiere partie de cet 6nonc6 en 
modifiant ldg~rement un raisonnement donn6 par Klee [9; 2.7, p. 315] et qu'il nous 
a sembl6 utile de reprendre pour la bonne compr6hension du texte. 

Consid6rons l'ensemble D = B - A  qui est ferm6 en vertu du crit~re g6n~ral 
de fermeture [8; Corollary 3.3]. Dans le dual topologique E '  - -  qui est un espace 
m6trique complet - -  de E, on peut adapter une argumentation de Koethe 
[10; 21.3, p. 261] pour montrer que l'ensemble C = D + = - U ~ = a X , ,  oia X ,  est 
le polaire de B, u D et B nes t  la boule centr~e sur l'origine et de rayon 1 ~, est 
s6parable pour la topologie faible du dual. L'6nonc6 2.6 de Klee [9; p. 315] peut 
alors atre appliqu6: il existe fE  C tel que f ( x )  E]inf o e c g (x), sup o c c g(x)[ pour tout 
x de E. t~videmment in fgccg(x)=O pour tout xED,  donc f=>0 sur D. Soit xo 
un point de D \ ( -  D) : { -  xo} peut ~tre fortement s6par6 de D par un hyperplan, 
ce qui livre une forme lin6aire h appartenant ~t C telle que h(x0)>0. Ainsi 
supo~cg(Xo)>O, et partant f > 0  sur D \ ( - D ) .  Comme D n  ( - - D ) = ( B - - A ) n  
( A - - B ) = ( B n - - B ) - - ( A  n - -A) ,  il n'est pas difficile de v6rifier q u e f j o u i t  des pro- 
pri6t6s d6sir6es. 

Nous nous proposons /t pr6sent d'6tendre ces r6sultats au cas d'un nombre 
fini quelconque n(n->2) de c6nes. 

Avant cela, il nous faut d6finir la notion de s6paration vraie de n ensembles. 
Dans un espace vectoriel r6el E quelconque, nous dirons que des ensembles 
A1, A2, . . . ,An (n->2) sont vraiment sdpards s'il existe des demi-espaces ferm6s 
21, X~ . . . .  , Xn tels que AjC~,j, mais Aj(~2 rnz~j U = 1, 2 . . . .  , n) et (-'1~.=1 i~'j=O; 
si E est un espace vectoriel topologique, nous exigerons de plus que les demi- 



Sur la sdparation vraie de c6nes convexes 209 

espaees fermds 2:j soient fermds pour la topologie vectorielle de respace. Si n=2 ,  
cette ddfinition est bien dquivalente /t la sdparation vraie de deux ensembles par 
un hyperplan. Notons aussi que la sdparation vraie de n ensembles entraine leur 
s6paration au sens de [3]; d'ailleurs, nous pouvons expliciter les rapports entre la 
sdparation vraie de n ensembles et les divers types de sdparation ddfinis et exploitds 
dans [3, 4]: 

Thdor6me 4. Darts un espace vectoriel rdel E de dimension au moins ~gale 
n - l ,  pour des cellules convexes A1 ,A  2 . . . . .  A n (n->2), considdrons les quatre pro- 
positions suivantes : 

( a )  A 1 ,  A 2 . . . .  , A n sont vraiment s@ar~s; 
(b) iA 1, iA2 . . . .  , iA, sont strietement s@ar~s; 
(c) ~A1, iA2 . . . . .  iA, sont s@ar~s au sens de Klee; 
(d) fq~=l iAj=O. 

On a les implications que voici: (a)=~(b)=>(c)=~(d). De plus, ces quatre proposi- 
tions sont ~quivalentes lorsque A], A2 . . . . .  A,  sont des cellules eonvexes vraies poss~- 
dant la m~me enveloppe lin~aire. 

Preuve. (a)~(b).  Si A1, A2 . . . .  , A, sont vraiment sdpards, il existe des demi- 
espaces fermds ~ a , S 2 , . . . , Z ,  tels que A j c Z j ,  Ajozr"sj pour j = l , 2  . . . . .  n, et 

" ~ S - 0 "  bien que gdndralement l'opdrateur d'internat ne soit pas isotone j = l  J - -  ' 

[5], les relations A j c S j  et Ajq:m~?j entrainent iA j c iS j  [1; 6.1, p. 219]: les inter- 
nats des ensembles Aj sont bien strictement sdpards. (b)=,(c). Si iA1, iA 2 . . . . .  iA n 
sont strictement sdpards, il existe des demi-espaces fermds Sz, $2 . . . . .  S, tels que 
iAj=i~j pour j = l , 2 , . . . , n  et f ')~.=liSj=~; les ensembles iSI, JS2 . . . . .  i f ,  
sont des convexes non vides, proprement ouverts, distinets de E et strictement 
sdpards: ils sont done s~pards au sens de Klee [4; Thdor6me 1]; les ensembles 
iA1, iA 2 . . . .  , iA ,  le sont a fortiori. (c)=*(d). C'est dvident. 

I1 nous reste /t vdrifier l'implication (d)=,(a) lorsque A1, A2, .. . ,  A, sont des 
cellules convexes vraies qui poss6dent la m~me enveloppe lindaire. Quitte it effectuer 
une translation, nous pouvons supposer que l'origine appartient/t  tA~:tA 2 . . . .  
= t A ,= V .  Dans le sous-espace vectoriel V, l'hypoth6se (-]~=lihj=O entraine 
l'existence de demi-espaees fermds * * * S~ ,S  2 . . . . .  S, de V tels que A j o E *  

n i ,t, ( j = l ,  2 . . . .  ,n) et O#=~ ~ j = 0  [3; Thdor6me 1, p. 343]; bien entendu, comme 
�9 Aj fait office d'internat propre de Aj dans V, iAjc*~* pour j = l ,  2, ..., n. Si 
S ddsigne un sous-espace vectoriel suppldmentaire de V dans E, les ensembles 
S j = S * + S  sont des demi-espaces fermds dans E pour lesquels A j c Z j ,  A j q z ~ j  

�9 n n  i~  - 0  (pour j : l ,  2, .., n) et~ i j=l j-- " 

Remarque. La cond i t ion  ~ ' = 1  iAj =0 ne suffit pas pour la sdparation vraie 
des ensembles AI, A2 . . . .  , A,, ainsi qu'en tdmoignent de nombreux exemples. 
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Tout comme la s6paration forte de plusieurs ensembles [3, 6], la s6paration 
vra~e de cellules convexes peut ~tre exprim6e de fagon analytique en termes de 
forrnes lin6aires: 

Th6or6me 5. Dans un espaee vectoriel rdel E, soient A1, A2 . . . .  , A, (n~2)  des 
eellules eonvexes vraies. Les deux assertions suivantes sont dquivalentes: 

(a) A1, Az . . . .  , A ,  sont vraiment sdpar~s; 
(b) il existe des formes lindaires non toutes nulles fa,f2 . . . .  ,f~ sur E et des rdels 

21,22 . . . . .  2, tels que . ~ = l f j = 0 ,  .~ .= l )Vj~0,  A j C { x E E : f j ( x ) ~ ) , j }  pout" 
j = l ,  2 . . . .  , n, et 2 j > i n f f j ( A j ) E R u  {_~o} pour ehaque mdiee j de {I, 2 . . . . .  n} 
tel que f j  r  

Preuve. (a)=~(b). Soient ~1, Zz . . . . .  Z, les demi-espaces ferm6s d&ermin6s par 
la s6paration vraie des Aj. Quitte ~t renum6roter 6ventuellement les indices, on 
peut trouver un entier k de {1, 2 . . . . .  n} tel que f ~  = 1 ~Zj = 0 et 0 j ~ {1 ..... k}\{l} iZS r 0 
pour tout entier l de {1, 2, ..., k}. Darts ces conditions, il existe des formes lin6aires 
non nulles f l , f z  . . . . .  fk sur E et des r6els ).1, )~2, ..., 2k tels que z ~ = ~ f j = 0 ,  
~=12 j<=0 ,  ~j={xCE:f j (x)<=2j}  [2; 2.5, p. 286]; partant, As~Z'~j  et *Xj= 
{xEE: f j ( x )<2 j }  entra/nent i n f f j (A j )<2  s pour j = l ,  2 . . . . .  k. I1 suffit alors de 
poser fk+~ . . . . .  f , = 0  et 2k+ ~ . . . . .  2 , = 0  pour que la condition (b) soit 
satisfaite. 

(b)=~(a). Nous pouvons supposer sans restriction que fa, f2 . . . . .  fk sont des 
formes lin6aires non identiquement nulles, au contraire de f,+~, fk+2, ..., f , .  

Pour j = l ,  2 . . . .  , k, posons 2P, j={x~E:fj(x)<=~.j}.  I1 est clair que chaque 
Zj est un demi-espace ferm6 qui inclut As, mais dont la marge ne contient pas A j; 
de plus, on a visiblement ~ = l i Z 3 = O .  Pour j = k + l ,  k + 2  . . . . .  n, consid6rons 
un demi-espace ferm6 qui inelut A j,  mais dont la marge ne contient pas Aj. 
Nous avons construit de la sorte des demi-espaees ferm6s Z~, ~2 . . . . .  ~, tels que 
Aj=~j, Aj~sm~j ( j = l ,  2 , . . . , n )  et (~2=1t~j=0.  

Remarques. 1) L'implication (a):~(b) est vraie m~me si A1, A2 . . . . .  A, ne sont 
pas convexes ou ont un internat vide. De m~me, un examen attentif de la seconde 
partie de la preuve pr6e6dente montre que, pour l'implieation (b)~(a) ,  supposer 
que Aj est une cellule convexe n'est requis que pour j = k +  1, k + 2 ,  ..., n; en parti- 
culier, (b)=~(a) est v6rifi6 pour toutes parties non vides A1, A2 . . . . .  A, de E lorsque 
les formes lin6aires f~, f2, ..., f ,  de l'hypoth6se ne sont pas identiquement nulles. 

2) Dans la condition (b), on peut ne pas avoir i n f f j (A j )<2 j  pour chaque 
indice j de {1, 2 . . . .  , n}. Par exemple, dans l'espace E = R ,  soient A 1 = [ - 2 ,  0], 
A~=[--1,  1] et A3=[0, 1]: il est clair que A1, A~,A~ sont vraiment s6par6s et 
qu'il existe par cons6quent des formes lin6aires non toutes nulles fx, fz,  f3 sur 
R et des r6els 21, 22, 23 tels que ~ . = ~ f j = 0 ,  ~ = 1  2 ~ 0  et A j c { x ~ R : f j ( x ) ~ _ 2 j }  
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pour j = l ,  2, 3; toutefois, on doit avoir, / t u n  facteur positif prrs, f a - x ,  f2=0 ,  

f3-~--X, et 21=),2=)~3=0. 
Nous sommes ~t prrsent en mesure de donner des crit~res de srparation vraie 

pour n c6nes convexes; en fair, nous allons &endre nos trois premiers 6noncrs au 
cas de n ensembles: 

Th~or~me 6. Dans un espace localement convexe s~par~ E, soient A1, A2, .. . ,  A, 
(n =>2) des crnes convexes fermds de sommet O, tels que A~ soit localement compact). 
Si 0~:~ Aj est un sous-espace vectoriel de E, il existe des formes linraires con- 
tinues non toutes nulles fx, f2 . . . . .  f ,  sur E telles que ~ = ~ f j = 0 ,  f l > 0  sur 
A I \ ( - - A  O, f ~ = 0  sur AlC~--A~, fj>=O sur A~ et f y = 0  sur A j c ~ - A j  pour 
j = 2 , 3  . . . .  ,n.  

Preuve. Posons A=A~-lc~A,  ofa A est la diagonale {(X1, X2, . . . ,  Xn_x)EE n-1. 
x l=x2=. . .=x ,_ l }  de E n-l, et B=A2XAz>( . . .XA, .  

Comme E est srpar6, A est ferm6 dans E "-a, done A est localement compact; 
de plus, A n B e s t  un sous-espace de E "-1 puisque N~-=I Aj est un sous-espace 
de E. 
En vertu du throrrme 1, il existe une forme linraire f continue sur E ~-~ telle que 
f < 0  sur A ~ ( - A ) ,  f = 0  sur ( A n - - A ) u ( B n - B )  et f=>0 sur B \ ( - - B ) .  
On peut eonstruire des formes linraires continues f~, f3 . . . . .  f ,  sur E telles que 
f ( x ) = ~ = 2 f j ( x j )  pour  tout point x de la forme (x2, x3 . . . . .  x,); posons alors 

a - - - - ~ = 2 f J -  L'rgalit6 Ac~-A=A~-~c~( - -A ~ - I )nA  implique 3'1>0 sur 
A~\( - -A  0 et f l = 0  sur A, n - A  1. De plus, pour tout indice j de {2, 3, . . . ,  n}, 
{ o } x  ... x (o}  • (Aj - A j ) •  { 0 } •  ... X et { 0 } •  ... X { 0 } •  
[ A j \ ( - A j ) ] X { O } • 2 1 5  ce qui exige fj_->0 sur Aj et f j = 0  
sur Aj c~-Aj .  

Th~orrme 7. Darts un espace localement convexe s(par~ E, soient At, A2, .. . ,  A, 
(n_-->2) des crnes convexes fermds, localement compacts et de m~me sommet. Si, 

" A au contraire de chaque Aj, (]j=~ j est une varidt~ lin~aire, Aa,A2 . . . . .  A, sont 
vraiment s~par~s. 

Preuve. Nous pouvons supposer sans restriction que l'origine est un sommet 
commun des Aj. 
En vertu du throrrme prrcrdent, il est possible de construire pour  chaque indice 
j de {1, 2 . . . . .  n} des formes linraires non toutes nulles f j l ,  fj2 . . . .  , f j ,  sur E telles 
que f j j > 0  sur A j ~ ( - A j ) ,  f j j = 0  sur Ajt~--Aj, fjk>=O sur Ak pour k r  et 
z ~ = l f j k = 0 .  Posons f ~ = ~ . = l f j k  pour k = l , 2  . . . . .  n: on a bien f k > 0  sur 
Ak\ ( - -Ak) , f k=O sur A k n - A  k et ~ = l f k = ~ ' ~ = ~ . = i f j k = 0 ,  ce qui permet 
de conclure via le throrrme 5 et sa premirre remarque. 
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Si, dans la preuve du th6or6rne 6, on fait appel au th6or6me 3 h la place du 

th6or6me 1, on obt ient  une  g6n6ralisation int6ressante de l '6nonc6 2.7 de Klee [9]: 

Th6or6me 8. Dans un espace normd skparable E, soient A1, A2 . . . . .  A, (n=>2) 

des c6nes convexes f e rmds  de sommet  O, tels que AI  soit localement compact et 

" A A j=l  j e s t  un sous-espace veetoriel; il existe des f o rmes  lindaires continues 

f a , f 2  . . . . .  f ,  sur E telles que f j > 0  sur A j \ ( - A j ) ,  f j = 0  sur A j n - A j  pour 

j = l ,  2 . . . .  , n et , ~ = l f j = 0 .  En particulier, n(n=>2) c6nes de E, convexes, ferm~s,  

de m~me sommet,  dont l 'un est  localement compact et qui, au contraire de leur inter- 

section ne sont pas  des varidtds lindaires, peuvent  ~tre vraiment s~pards. 
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