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RESULTATS DU TYPE DE LERAY-SCHAUDER
POUR DES CONTRACTIONS MULTIVOQUES

MARLENE FRIGON — ANDRZEJ GRANAS

A Monsieur Jean Leray, en hommage respectueus

1. Introduction

En 1969, S. Nadler [14] a établi une généralisation du principe de contrac-
tion de Banach pour des contractions multivoques, i.e. des contractions d’un
espace métrique complet a valeurs dans ’espace de tous les sous-ensembles
fermés, bornés, non-vides de cet espace, muni de la métrique de Hausdorff.
Dans cette note, nous développons la théorie de la transversalité topologique
pour des contractions multivoques. Les notions principales de cette théorie sont
celles d’applications “essentielles” et “d’homotopie”. Il s'avére que, pour des
contractions multivoques, la propriété d’étre essentielle est invariante par ho-
motopie. Ce résultat, appelé le théoréme de la transversalité topologique et
que nous établirons 3 ’aide du lemme de Kuratowski-Zorn, nous permettra de
déduire plusieurs théorémes de point fixe, notamment des théorémes du type
de Leray-Schauder. L’approche présentée ici posséde des similitudes avec celles
développées pour les opérateurs compacts [8], les contractions univoques [10] et
les applications condensantes [12]. Mentionnons que les résultats obtenus ici sont
nouveaux, contrairement & ceux du cas univoque qui peuvent &tre déduits de la
théorie plus générale concernant les applications condensantes. Ils sont reliés &
ceux de nos récentes notes [6, 9 et 10].
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Nous incluons aussi quelques exemples d’applications de cette théorie aux
équations et inclusions différentielles dans les espaces de Banach. Dans le cas
particulier ol I'espace est de dimension finie, ce résultat' peut aussi étre obtenu &
I’aide de la théorie de la transversalité topologique pour les opérateurs compacts.
Ce n'est cependant plus le cas en dimension infinie.

2. Préliminaires

Nous établissons d’abord les notions et notations qui seront utilisées ultérieu-
rement. Nous appellerons espace un espace métrique et application une fonction
multivoque T : X — Y & valeurs Tz C Y fermées, bornées, non-vides. Lorsque
X cYetT:X — Y est une application, nous disons que z est un point fize de
T si z € Tz. Si (Y,d) est un espace, nous posons:

K(zg,r)={z €Y : d(z,z0) <r},0ollzg €Y et 7 > 0;

2Y = {ACY : A est fermé, borné, non-vide };

N(A,e)={z €Y : d(z,y) < e pour un certain y € A}, ou A€ 2¥ et e > 0;
D(A,B)=inf{e > 0 : AC N(B,e), BC N(A,&)}, ot A,B €27.

La fonction D, appelée distance de Hausdorff, est une métrique sur 2¥. Puisque
la fonction i : Y — 2Y définie par i(z) = {z} est une isométrie, nous avons
légalité d(z,y) = D({z}, {y}) pour tout =,y € Y. Il pourra parfois étre utile de
considérer 1'application T : X — Y comme une fonction univoque 7" : X — 2Y.

Soient (X,d;), (Y,ds2) deux espaces et T : X — Y une application. Nous
dirons que T est une contraction s’il existe une constante k € .[0,1) telle que
D(Tz,Ty) < kd(z,y) pour tous z,y € X. La plus petite constante k£ pour
laquelle ’inégalité précédente est satisfaite est appelée constante de contraction.

Nous dirons qu’une famille de contractions {H; : X — Y} dépendant d’un
paramétre £ € [0, 1] est une famille de k-contractions, si:

(i) D(H¢(z), He(y)) < kd(z,y) pour tous t € [0,1] et z,y € X
(i) D(Hy(z), Ha(z)) < |6(t) — #(s)| pour tous t,s € [0,1] et = € X, oi
¢ :[0,1] — R est une fonction continue et strictement croissante.

11 est clair que si {H;} est une famille de k-contractions, 'application H : [0, 1] x
X — Y définie par H(t,z) = H;(z) est continue.

3. Un théoréme de point fixe

Dans cette section, en utilisant la méthode des approximations successives
adaptée aux applications multivoques, nous établissons I’existence d’un point fixe
d’une contraction définie sur une boule et qui ne déplace “pas trop” le centre de
cette boule. Ce résultat sera utilisé dans la preuve de notre théoréme principal.
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THEOREME 3.1. Soit (X,d) un espace métrigue complet et T : K (zo,7) —
X une contraction avec constante de contraction k < 1 telle que

(3.1) dist(zo, Txzo) < (1 — k)r.
Alors T' a un point fize.

DEMONSTRATION. Nous définissons par induction une suite de points {z,}
dans K(zq,r) satisfaisant les conditions suivantes:

(3)n zn € T(zp-1);

(b)n d(zr,Zn-1) < k"1 — k)r.

L’inégalité (3.1) implique I’existence d*un point z; € T(zo) tel que d(z1, z) <
(1 — k)r. Maintenant, en supposant I'existence de points z; vérifiant (a);, (b);
pour 1 < i < 7, nous trouverons un point z,; satisfaisant (a)n; et (b)n+1- En
effet, puisque

D(Tzn,Txn_1) < kd(Tn, Tn-1) < k"(1 — k)r,

il existe Tn41 € T'(24) tel que d(Zpt1,Zn) < k(1 — k)r. Ainsi, existence d’une
suite z,, satisfaisant (a),, (b), est établie.

L’estimé

ATryp, n) < 1+ k+ ...+ EPHE*(1 - k)r

implique que {#,} est une suite de Cauchy, et donc, converge vers un certain
z € K(wo,r). D’autre part, vu que Tz est fermé et que D(Tz,,, Tz) < kd(zn, z),
on déduit que =z € Tz et la preuve est compléte. O

Comme corollaire, nous obtenons le théoréme de point fixe de Nadler pour
des contractions [14].

THEOREME 3.2. Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une
contraction. Alors T a un point fize.

DEMONSTRATION. Soit zg € X. Choississons r > 0 tel que dist(zg, T'zo) <
(1 —k)r, o k < 1 est la constante de contraction. Le théoréme 3.1 implique
I'existence d’un point fixe  de T tel que d(z, zo) < 7. O

4. Transversalité topologique

Dorénavant, par U, nous désignons un domaine (ouvert, connexe) fixé d’un
espace métrique complet (X,d). Nous notons X(U, X) ’ensemble de toutes les
contractions T: U — X et

Ko(U,X)={T € K(U,X) : = ¢ Tz pour tout z € ou}.

DEFINITION 4.1. Nous disons que T € Ko(U, X) est essentielle si T a un
point fixe. Autrement, nous disons que T est inessentielle.
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DEFINITION 4.2. Une homotopie de contractions est une famille de k-con-
tractions {H;}, pour un certain ¥ < 1, telle que tous les H; appartiennent &
Ko(U, X). Deux fonctions S et T sont dites homotopes dans Ko(U, X) 8'il existe
une homotopie de contractions {H;} telle que Hy = S et H; =T.

Nous pouvons maintenant formuler et démontrer notre résultat principal.

THEOREME 4.3 (Transversalité topologique). Supposons que S et T sont
homotopes dans Ko(U, X). Si S est essentielle alors T est aussi.

DEMONSTRATION. Soit {H:} une homotopie de contractions joignant S et
T. Considérons 'ensemble

Q ={(t,z) €[0,1] x U : z est un point fixe de H;}.

Remarquons que @ est non-vide car S est essentielle par hypothése. Afin de
prouver le théoréme, nous allons d’abord introduire une relation d’ordre sur
Q, nous appliquerons ensuite le lemme de Kuratowski-Zorn et finalement, nous
montrerons que 1’élément maximal de @, (Zo,Zo), est en fait (1,xo).

Nous munissons @ d’un ordre partiel
2(¢(s) — 9(2))

- 1—-k ’
oll ¢ est la fonction associée A la famille de k-contractions {H;}.

Nous allons montrer que @ est inductif. En effet, soit P C @ un sous-
ensemble totalement ordonné. Définissons t* = sup{t : (¢,z) € P}. Nous disons
qu’une suite {(n, z,)} est admissible si (¢n, Zn) < (tnt1, Zni1) et i, — t*. Etant
donnée une ielle suite et vu la définition d’ordre sur @, nous avons l'inégalité
2 ($(tm) = 9(tn)

1-k
Conséquemment, {z,,} est une suite de Cauchy et donc converge vers un certain
z* € U. 11 est clair qu’une sous-suite d’une suite admissible est admissible, de
méme que la “réunion” (dans un sens évident) de deux suites admissibles 1’est
aussi. De cette remarque, on conclut que pour toute suite admissible {(s,,yn)},
on a y, — z*. Or, H est continue et Hy» € Ko(U, X), d’on (t*,2*) € Q. Le
point (t*,z*) est donc un majorant de P.

Par le lemme de Kuratowski-Zorn, I’ensemble @) admet un élément maximal
(to, To) € Q et donc, zo € Hyy (o).

La preuve sera compléte si nous montrons que ty = 1. Supposons que ceci
soit faux. Alors, il existe t; € (£o, 1] tel que 0 < 2(¢p(t1) — ¢(to)) /(1 — k) =r et
K(zg,r) C U. D’autre part,

diSt(CBQ, Ht1 (1:0)) S diSt(zo, H, (Zo)) + D(Hto (:L‘o), Hy, (1:0))
< B(t1) — d(to) < (1 = Kk)r.

(t,z) < (s,y) sietseulement si ¢ <setd(z,y) <

d(2m,2q) < pour tout m > n.
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D’aprés le théoréme 3.1, il existe un point fixe z1 de Hy, tel que d(zo, ;) < r.
Par conséquent, (t1,71) € @ et (o, 7o) < (t1,21), ce qui contredit la maximalité
de (tp,z0). Nous avons donc obtenu l’existence d’un point fixe de T, ce qui
termine la preuve. O

REMARQUE 4.4. Tous les résultats obtenus jusqu’a présent restent vrais pour
des contractions 3 valeurs fermées, non-vides. En effet, il suffit d’utiliser la
distance de Hausdorff généralisée, voir par exemple [2].

5. Alternative non-linéaire

Nous supposons maintenant que X = F est un espace de Banach et que
U C E est un domaine borné. En tirant parti de la structure plus riche de E,
nous pourrons déduire quelques conséquences du théoréme 4.3.

Remarquons d’abord que la propriété d’étre essentielle pour une contraction
T’ dépend seulement de la définition de T sur la frontiére U de U. En effet, si
S et T sont deux contractions dans Ko(U, E) telles que S loav = Tlav, alors T
est essentielle si S l'est aussi.

THEOREME 5.1 (Alternative non-linéaire). Soit T : U — E une contraction
et supposons que l'origine 0 appartienne a U. Alors au moins 'un des énoncés
suivants est vérifié:

(i) il existe z € U tel que x € Tx;
(ii) il existe y € OU et A € (0,1) tels que y € A Ty.

DEMONSTRATION. Examinons la famille de k-contractions {H; : U — E}
définies par Hy(z) =tTz. Si {H;} est une homotopie dans Ko(U, E), alors, vu
le théoréme 4.3 et le fait que Hy = 0 est essentielle, ’application T’ a un point
fixe. Sinon, H a un point fixe sur la frontiére pour un certain ¢ € (0, 1. Sit=1,
I’énoncé (i) est vérifié; autrement, (ii) 1est. O

Le théoréme précédent implique que ’ensemble des applications T : E — E
telles que pour tout r > 0, T'|k(o,-) est une contraction, est contenu dans la classe
des opérateurs du type de Leray-Schauder introduite dans [9]. L’alternative de
Leray-Schauder est par conséquent vérifiée pour ces applications.

THEOREME 5.2 (Alternative de Leray-Schauder). Soit T': E — E telle que
pour tout v > 0, Uapplication T'|k g, est une contraction. Soit

Er={z € E : x € ATz pour un certain A € (0,1)}.

Alors, au moins Uun des énoncés suivants est vérifié:

(i) Uensemble E7 est non-borné;
(ii) application T a un point fize.
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DEMONSTRATION. Supposons que £ est borné et soit K(0,r) une boule
contenant £7 dans son intérieur. Le théoréme 5.1 implique 1’existence d'un point
fixe de T'. O

De D’alternative non-linéaire 5.1 découlent des théorémes de point fixe ori-
ginaux, dont le suivant.

THEOREME 5.3. Soit T : U — E une contraction. Supposons que pour tout
z € OU, une des conditions suivantes est satisfaite:
(@) 1 T(=)l = D(0,T(z)) < |l=|;
(it) |T(=)|| < dist(z, T());
(i) |T(@)] < (dist(z, T())? + o) "*;
(iv) | T(2)]| < max{||z], dist(z,T(z))}.
Alors T a un point fize.

DEMONSTRATION. 1l suffit de vérifier que AT est sans point fixe sur U pour
tout A € (0,1) et d’appliquer le théoreme 5.1. O

6. Applications

Nous présentons maintenant des exemples d’applications de I’alternative non-
linéaire pour des contractions nous permettant d’obtenir I’existence d’une so-
lution & des équations et inclusions différentielles dans un espace de Banach.
Lorsque cet espace est de dimension finie, I’alternative non-linéaire pour des
opérateurs compacts peut étre utilisée; ce qui n’est pas le cas pour un espace de
dimension infinie.

Comme précédemment, E désigne un espace de Banach. Nous notons par
C*([a,b], E) I'espace de Banach des fonctions z : [a,b] — E telles que z(*) est
continue. Il est muni de la norme

Izl = max{||zllo, ll'llo, - - -» |2® [l },
ol ||z[lo = max{||z(¢)|| : ¢ € [a,b]}. Aussi, C%a,t), E) = C([a, b], E).
6.1. Applications aux équations différentielles.

THEOREME 6.1. Soient E = H un espace de Hilbert et f : [0,7]| x H - H
une fonction continue telle que
(i) pour tout v > 0, il existe I, > 0 tel que || f(t,z) — f(t,9)| < l-||z — ¢
pour tous t € [0,7], et x,y € H satisfaisant ||z, [|y| < r;
(i) 4 ewiste 1 : [0,00) — (0,00) une fonction continue telle que
£, z)|| < ¥(||zl]) pour toust € [0,7] et x € H.
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SiT < [;° ds/(s) alors le probléme

z'(t) = f(t,z(t)), te][o,7],
z(0) =0,

posséde une solution z € C*([0,7], H).

DEMONSTRATION. Considérons la famille de problémes

{zl(t) = /\f(t’x(t))a te [O!T]’

(6.15) S0 =0

pour A € [0,1].

Soit M > 0 tel que
M ds
o Y(s)
Toute solution = de (6.1,), pour un certain A € [0, 1], satisfait ||z(t)|| < M pour
tout ¢ € [0,7]. En effet, supposons qu’il existe une solution x pour laquelle
|lz(t)|| = M pour un certain t € [0, 7]. Alors, il existe 0 < ¢y < #; < 7 tels que
lz(to)ll = 0, llz(¢1)]l = M et 0 < [|z(t)|| < M pour tout ¢ € (¢,¢;). La fonction
t — ||z(t)|| est différentiable sur (o,%1) et

(6.2 @l | = | (.2 @) | < I
Les inégalités (ii) et (6.2) impliquent que

lz(®l" < ¢(l=(®)ll)  pour tout t € (2o, 1)

T <

En divisant par 1 (]|z(¢)|]), en intégrant de £y & ¢; et en utilisant le théoréme de
changement de variable dans une intégrale, nous obtenons

-y N CCT Ay 3
Izt () Ji, ¥(ll=@) o ¥(s)’
qui est une contradiction.
Soit L une constante qui sera fixée ultérieurement. Munissons C([0, 7], H)
de la norme
2z = sup{e™**(l2()] : ¢ € [0,7]}.
Posons
U ={zeC([0,7],H) : ||lz(t)|| £ M pour tout ¢ € [0, 7]}
et considérons l'application G : U — C([0, 7], H) définie par

wa=zf@amm.

On vérifie aisément que la fonction G est une contraction de (T, || - ||) dans
(C([0,7], H),|| - l), avec L = Inr, olt lps est la constante donnée dans (i).
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D’autre part, il est clair qu’une solution de (6.1,) est un point fixe de AG. L’exis-
tence d’une solution découle du théoréme 5.1 qui s’applique bien évidemment aux
fonctions univoques. O

Nous donnons maintenant un exemple d’application & une équation diffé-
rentielle du second ordre.

THEOREME 6.2. Soit H un espace de Hilbert, et soit f : [0,1] x H? —» H
une fonction continue telle que

(i) pour toutr > 0, il existe 0 < I, < 3.78 tel que pour tout t € [0,1] et pour
z,2',y,y' € H satisfaisant ||z||, ||=’[|, [lyll. |¥']] < 7, V'inégalité suivante
est satisfaite:

15t 2,2") = £, 90l < b max{||z — yll, |2 - ¥/}
(ii) &l existe M > 0 tel que
(@, f(t,z,2) + l']|* > 0
pour tous t € [0,1] et z,z’ € H tels que ||z|| > M et (z,2') =0;
(iii) il eziste une fonction continue 1 : [0,00) — (0,00) telle que

/0“(1/¢(3))ds>1 et |f(tz ) < ()

pour tout (¢t,z,z') € [0,1] x H? tel que ||z|| < M.
Alors le probléme
"(t) = f(t,2(t),2'(¥)), te[0,1],
{ z(0) =0, z'(1) =0,
posséde une solution = € C2([0,1], H).

DEMONSTRATION. Considérons la famille de problémes

(6.3)) { z"(t) = /\f(t,’m(t)’ Z'(t)), telo,1],

pour X € [0,1].
De fagon usuelle (voir par exemple [7]), on montre qu’il existe une constante
M, telle que toute solution z de (6.3,) satisfait ||z(t)|| < Mg et ||’(¢)|| < Mo.
Posons

U ={zeCY([0,1}, H) : l=@®)ll, l'()I| £ Mo pour tout ¢ € [0, 1]}

et considérons la fonction G : U — C*([0,1], H) définie par

Gla)(t) = —t /0 ' /; " fra(r), o (r)) dr + /0 t /0 C fra(r), o (r) dr.
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De (i), on déduit que G est une contraction. Le théoréme 5.1 implique 1’existence
d’une solution au probléme (6.31) et la preuve est compléte. d

6.2. Application aux inclusions différentielles. Avant de donner un
exemple d’application aux inclusions différentielles, rappellons d’abord quelques
définitions. Soit z : [a,b] — E une fonction mesurable. Par [ : z(t) dt, nous
désignons l'intégrale au sens de Bochner de z lorsqu’elle existe; nous disons alors
que z est intégrable. Nous notons W11([a,b], E) 'ensemble des fonctions z €
C([a,b), E) telles qu’il existe v : [a,b] — F une fonction intégrable satisfaisant
z(t) —z(a) = [ : v(s) ds pour tout t € [a, b]; il s’avére alors que la fonction z est
dérivable presque partout sur [a,b], et ' = v.

Soient deux espaces de Banach F; et Eg; nous dirons qu’une application mul-
tivoque F : [a,b] X E; — E & valeurs compactes non-vides est de Carathéodory
au sens fort si:

(i) t — F(t,z) est mesurable pour tout = € Ej, i.e.
{t € [a,}] : F(t,z) N B # 0}

est mesurable pour tout ensemble fermé B C Ey;
(ii) s F(t,z) est continue (comme fonction de E; dans 2%2) p.p. ¢ € [a, b];
(iii) pour tout 7 > 0, il existe h, € L'[a, ] tel que D(0, F(t,z)) < h.(t) p.p.
t € [a,b] et pour tout z € E; satisfaisant ||z| <r.
A partir d’une fonction multivoque F : [0,7] x By — Es, nous introduisons la
fonction
T : C([0, 7], E1) — C(]0, 7], Eq)

définie par
T(z) = {’U € C([0,7], E2) : w(t) = /0 w(s)ds pour un certain
w E Ll([O, 7], E2) tel que w(t) € F(t,z(t)) p.p. t € [0, 7-]}

LEMME 6.3. Si Ey et E3 sont deux espaces de Banach séparables, By est
réflezif et si F : [0,7] x Ey — E est une fonction multivogue de Carathéodory
au sens fort, d valeurs compactes, convezes, non-vides, alors lapplication T
définie précédemment est d valeurs fermées, convezes, non-vides, et telle que

pour tous z,y € C([0,7], B1) et v € T(z), il existe u € T(y) tel que
o() — u(®)]| < /0 D(F(s,2(s)), F(s,y(s)))ds  pour toui ¢ € [0,].

DEMONSTRATION. Soit z € C([0,7], E1). En utilisant le fait que E; et Es
sont des espaces de Banach séparables et que F' est de Carathéodory, on vérifie
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aisément que ¢ — F(i,z(t)) est mesurable. Le théoreéme de Kuratowski et Ryll-
Nardzewski [13] implique qu’il existe une sélection mesurable w(t) € F(t, z(t))
p.p. t € [0,7]. Donc, puisque F est de Carathéodory, T est bien définie et a
valeurs non-vides. D'un résultat de Datko [3], on déduit que les valeurs de T'
sont convexes et fermées. Finalement, soient z,y € C([0, 7], E1) et v € T(z), i.e.
u(t) = fg w(s)ds, ol w(s) € F(s,z(s)) p.p. s € [0,7]; en vertu d’un théoréme
de Filippov (voir par exemple [1]), il existe une fonction mesurable z telle que
2(8) € F(s,y(s)) p-p. s €[0,7] et

llew(s) — 2(s)|| = dist(w(s), F(s,y(s5))) < D(F(s,z(s)), F(s,y(s)) ).
En conséquence, en posant u(t) = fg 2(s) ds, il s’avere que u € T'(y) et satisfait
I'inégalité désirée. O
Nous donnons maintenant un résultat analogue au théoréme 6.1 pour une
inclusion différentielle dans un espace de Banach.

THEOREME 6.4. Soit E un espace de Banach séparable réflexif et soit
F : [0,7] x E — E une fonction multivoqgue de Carathéodory au sens fort, d
valeurs compactes, convezes, non-vides, et telle que

(i) pour tout r >0, il existe une fonction l. € L*[0,7] telle que
D(F(t,z), F(t,y)) < L(@B)llz—yl  p-p. t €0, 7]

et pour tous z,y € F satisfaisant ||z, |ly|| < r;
(ii) i existe ¢ : [0,00) — (0,00) une fonction croissante, mesurable au sens
de Borel, et telle que

D(0,F(t,=)) < a(t)(llzll)  p.p- t€[0,7]
et pour tout ¢ € E.
SiT < [y ds/¢(s) alors le probléme
o' (t) € F(t,z(t)), pp.t€(0,7],
{ z(0) = 0,
posséde une solution z € Wh([0, 7], E).

DEMONSTRATION. Considérons la famille de problémes

(6.4,) { Z'(t) e \F(t,z(t)), p-p- t€[0,7],

pour X € [0,1]. Soit M > 0 tel que

M s
T < —

o ¥(s)
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En procédant de fagon similaire & ce qu’on a fait dans la preuve du théoréme 6.1
(pour plus de précisions, voir [7, théoréme 3.4]), on montre que toute solution z
de (6.4,) satisfait ||z(¢)|| < M pour tout ¢ € [0, 7).

Maintenant, en posant U comme dans la preuve du théoréme 6.1 et en mu-
nissant C([0, 7], H) de la norme

]| = sup{e™ Jo e ds |z (1)]| - ¢ € [0, 7]},

ol Ips est la fonction donnée en (i), il s’avére que I’application T' définie précé-
demment est une contraction de (U, || - |[+) dans (C([0,7], H), | - ||+). En effet, le
lemme 6.3 et (i) impliquent que 7' est & valeurs fermées, non—v1des, et, pour tous
z,y €U et v € T(z), il existe u € T(y) tel que

e I3 (@ g (g) — u(t)]| < o= o ) s / ha(s)lla(s) - y(s)l| ds
0

1
<o By, [ ia(s)efi b g
0
< (- Bin@iyp _y),.

En conséquence, D(T(z), T(y)) < k||z — y|l, ot k=1 — e~ Jo tm(s)ds 7.
D’autre part, il est clair qu’une solution de (6.4)) est un point fixe de AT
L’existence d’une solution découle du théoréme 5.1. O
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