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0. Introduction

L’analyse complexe s’est fortement développée au 19° siecle, en parti-
culier avec les travaux de Cauchy, Riemann et Weierstrass. Les essais de
généralisation en dimension supérieure conduisirent a la construction des
quaternions et des octonions. Toutefois, ces nouveaux objets s’avérerent
alors un peu décevants au niveau de I’analyse. Par ailleurs, de fortes li-
mitations a ce type de généralisations furent obtenues, entre autres par
Frobenius avec une classification des algebres associatives réelles de divi-
sion de dimensions finies, ou par Bott-Milnor et Kervaire avec le résultat
suivant :

Théoréme ([BM], [Ke]). L’espace vectoriel R™ posséde une opération
produit R-bilinéaire sans diviseur de 0 seulement pour n =1,2,4 ou 8.

Pour n = 4 et 8, on retrouve, entre autres, les quaternions et les
octonions.

Nous considererons seulement dans toute la suite des algebres associa-
tives. Les algebres associatives de division étant unitaires, la condition

d’intégrité dans le cas de R? est équivalente & 'existence d’un neutre
multiplicatif 1 et d’un élément i de R? tel que 1 + i = 0.
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Sachant qu’il est impossible de trouver en dimensions strictement
supérieures a 4 des R-algebres associatives de division, nous recher-
cherons des algebres réelles (associatives) ayant de bonnes propriétés
analytiques, c’est-a-dire dans lesquelles existe une théorie des fonctions
analogue a I’analyse complexe. Nous essaierons d’étendre, en dimension
supérieure a deux, le point de vue de Cauchy-Riemann sur l'analyse
complexe (fonctions dérivables et représentation intégrale).

Des conditions de Cauchy-Riemann apparaissent naturellement en su-
peranalyse (cf. [K], [R] par exemple). L’analyse sur les superespaces, dite
“superanalyse”, s’est développée dans les décennies '60 et '70, formali-
sant les superespaces des physiciens, espaces dans lesquels cohabitent
des variables anti-commutatives avec les variables usuelles. Pour un his-
torique et des références, nous renvoyons aux livres de F. A. Berezin [Be],
A. Khrennikov [K] et A. Rogers [R].

Nos résultats sont énoncés dans le cadre des superespaces. Souli-
gnons qu’en provenance de la superanalyse, nous utiliserons seulement les
définitions de superespaces et de la superdifférentiabilité ; nos méthodes
sont inspirées par celles de I'analyse complexe.

Il est a noter que, contrairement & I’analyse complexe, quaternionique
ou de Clifford, nous ne disposons pas d’un opérateur de conjugaison sur
les algebres A = Ag @ A; —ou les éléments de Ay (resp. A1) commutent
(resp anti-commutent) entre eux— et les superespaces A x A" associés
a A que nous considérons.

Nous définirons sur certains superespaces un opérateur d” de Cauchy-
Riemann dont le noyau coincidera avec l'espace des fonctions super-
différentiables (S-différentiables en abrégé).

Des conditions (4;), j = 0,1 sur A;, & mettre en parallele avec la
relation complexe 1 + i> = 0, s’imposent alors de maniére naturelle
lorsque nous cherchons une solution fondamentale de cet opérateur d”.
Plus précisément :

P
(Ap) il existe une base (eg = 1,€1,...,¢,) de Ag vérifiant Y €2 =0,
k=0
(A1) il existe une base (e1,...,¢4) de A1 et une suite finie s; =1 < 53 <
<o < Sp < Spy1 = q + 1 telles que, pour tout j =1,...,¢q, il existe
a; € Ay vérifiant €; = ajeq, si sp < J < Spq1, avec ag, = Ggy =

kr1—1
- =a,, =eg et Y ;57 af =0 pour tout k=1,...,7.

La condition (Ag) est une condition algébrique nécessaire (et suffisante)
pour I'obtention d’une solution fondamentale de notre opérateur d” opé-
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rant sur les formes définies sur Ag; quant & la condition (Ay), elle est
suffisante et “presque” nécessaire si l'on espere un caractere explicite
pour une solution fondamentale de 'opérateur d”’ sur A;.

Nous obtenons, & partir d’une solution fondamentale pour l'opéra-
teur d”, une formule de représentation des formes différentielles avec
opérateurs intégraux a noyaux K (z,y) explicites; et en particulier, pour
les fonctions :

Théoreme 0.1. On suppose les conditions (Ag) et (A1) satisfaites par
Ualgébre A = Ao & Ay. Soit D ouvert de A§ x AT* borné et a frontiére C*
et f fonction de classe C' au sens de Fréchet dans D, continue sur D
ainsi que df , alors pour tout x € D :

f@) = [ F@E@y.e) - /D &' () A K (3, 7).

oD

Nous déduisons de la formule de représentation des fonctions qS-dif-
férentiables (i.e. vérifiant d”f = 0) des propriétés de ces fonctions,
comme 'harmonicité, une propriété de gS-analyticité, un théoreme de
Liouville, ainsi qu'un résultat de gS-différentiabilité séparée :

Théoréme 0.2. Si f est une fonction définie sur un domaine D de
AG X AT 6 valeurs dans A séparément ¢S-différentiable sur D par rapport

a chacune de ses “hypervariables” appartenant a Ag ou Ay, alors f est
qS-différentiable sur D.

Et un théoreme de prolongement de type Hartogs :

Théoréeme 0.3. Sous les conditions (Ag) et (A1), si O est le bord
conneze d’un domaine 2 borné de Af x AT, avec n+m > 2, et f une
fonction qS-différentiable dans un voisinage connexe de 02, alors f se
prolonge en une fonction ¢S-différentiable sur €.

Dans une premiere partie, nous préciserons nos notations et rappel-
lerons les principales notions de superanalyse. Nous fournirons aussi
quelques exemples de superalgebres.

Dans la seconde partie, suivant le point de vue “riemannien” de ’ana-
lyse complexe, nous définirons un opérateur de Cauchy-Riemann dont le
noyau est constitué des fonctions super-différentiables en les variables
commutatives et “quasi”’-super différentiables en les variables anti-com-
mutatives.

La troisieme partie sera dévolue a la recherche de représentations
intégrales pour les fonctions définies dans un super-espace et a valeurs
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dans notre algebre. C’est dans ce paragraphe qu’apparaitront les condi-
tions (Ag) et (A1), qui fourniront une superanalyse aux propriétés éton-
namment voisines de ’analyse complexe. Les représentations intégrales
seront alors l'outil que nous utiliserons pour étudier les propriétés des
fonctions super-différentiables, ce qui fait I’objet de la quatrieme partie.
Dans une derniére partie, nous regroupons quelques commentaires sur
les conditions algébriques (Ag) et (A4;).

L’objectif de ’article n’est pas un recensement exhaustif des propriétés
des fonctions super-différentiables; il essaie de souligner une étrange
proximité, sous certaines conditions, entre l’analyse complexe et la su-
peranalyse. Ces résultats ont été partiellement annoncés dans [BoC].

Les auteurs tiennent a remercier le referee pour ses intéressants com-
mentaires.

1. Superespaces

Nous noterons A une superalgébre commutative réelle (en abrégé
CSA), dont nous rappelons ci-dessous la définition (cf. [K] ou [R] par
exemple).

Un R-espace vectoriel Zs-gradué A = Ag @ A; muni d’une fonction
parité o définie sur les éléments homogenes par o(a) = 0 (resp. 1) si
a € Ao (resp. si a € A1) devient une superalgebre si on le munit d’une
structure d’algebre associative unitaire dont la multiplication vérifie la
propriété o(ab) = o(a)+o(b) (mod. 2) pour tout couple (a, b) d’éléments
homogenes.

Le supercommutateur est défini sur les éléments homogenes par
[a,0} = ab — (=1)7(@)7®)bg (et prolongé par bilinéarité). Une super-
algebre est dite commutative si pour tout couple (a,b) d’éléments ho-
mogenes [a,b} = 0.

Nous définissons le Aj-annihilateur comme étant

J'Ali{/\EAZ)\A1:O}.

Toutes les CSA considérées ici seront de dimensions finies. Nous no-
terons (eg,e1,...,ep) une base de Ag (e est I’élément unité de A),
(€1,€2,...,6¢q) = (€p+1,€pt2,...,Eptq) une base de Aq, et définissons
les coefficients de structure (d’algebre) I' de A par

p+q
. — Tk
€ie; = i,7Ck
k=0
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pour ¢,57 =0,1,...,p+ ¢. On remarque que, d’apres la définition d’une
CSA, les coefficients T" sont symétriques en (i, ) sii ou j € {0,1,...,p},
anti-symétriques sii et j € {p+1,p+2,...,p+ q}.

On appelle superespace sur la CSA A tout R-espace vectoriel

RV™ = Af x AT,
oun,m e N.

Définition 1.1. Si U est un ouvert de R}"™ et F une application
de U dans A, nous disons que F' est superdifférentiable a droite (ou
S-différentiable) en x € U il existe des éléments gTIj(x) de A, j =
1,...,n+m tels que, pour tout h € Ry tel que  + h € U, on ait

n+m 8F
Fz+h) = F(z)+ ) 5—(@)h; +o(h),
j=1
avec limjp |0 W = 0, ou ||.|| est une norme sur l’espace vecto-
. n,m
riel R,
Nous remarquons que %(x), ce gTF(:c) sont définis de facon unique
par la condition ci-dessus, tandis que afFJr - (x),..., mali (z) sont définis

modulo A;. La condition de S-différentiabilité de F' exprime donc le fait
que F' est différentiable et que sa dérivée est définie par les opérateurs
de multiplication par des éléments de A.

Exemple 1. Si A; = {0} et Ag = Vect(eg,e1) avec g = 1 et e =
—ey, les fonctions S-différentiables sont les fonctions holomorphes et la

superanalyse est alors I’analyse complexe.

Exemple 2. (Analyse hyperbolique). Si A; ={0} et Ag=Vect(eq, e1)

— 2 _ — : ou _ 0
avec eg = 1 et (e1)” = ep, alors f = ueg+ve; est S-diff. < 7t = 5=
ou _ v
et 6(121 - 8I0'
Yo 7 3 2 2
Alors f, u et v vérifient I’équation des ondes % — gafé =0.
0 1

Remarque. Soient ¢ et 1) fonctions de classe C! sur R. Alors f: A — A

définie par f(zeo+yer) = [p(z+y)+v(z—y)leo+[p(x+y) —(z—y)]er
est S-différentiable, mais pas plus réguliere que ne le sont ¢ et 1.



8 P. BoNNEAU, A. CUMENGE

Exemple 3. Supposons A; et Ag de dimensions 6, avec la table de
multiplication suivante :

(xleof er [ea] es [eal es [ e1 | 2 |es[eaf e | c6 |

€0 € €1 €9 €3 €4 €5 €1 €2 €3 | €4 [S55) £6
€1 €1 —€p | €3 | —€2 | €5 | —€4 ISP} —E&1 | €6 | €5 | —€4 | —€3
ea | ex| es | O 0 0 0 0 0 010 0 0
e3||es| —e2 | O 0 0 0 0 0 00 0 0
€4 €4 €5 0 0 €9 €3 €3 €2 0 3 6 0
€5 €5 | —€4 0 0 €3 | —é9 £ —E3 0 €6 | —€3 0
€1 €1 £2 0 0 3 1<) 0 0 0 €9 €3 0
35 Eo | —€1 0 0 €9 | —€3 0 0 0 €3 | —€3 0
ezl es| €6 | O 0 0 0 0 0 010 0 0
€4 4 €5 0 0 €3 €6 —€g | —€3 0 0 0 0
es |l es | —ea | O 0 € | —€3 | —e3 | ea 010 0 0
g6 | €6 | —€3| 0 0 0 0 0 0 010 0 0

L’ensemble des nilpotents de Ag étant ici Vect(eq, €3, €4, €5), I'algebre
commutative Ag n’est pas semi-simple et donc n’est pas isomorphe & un
produit d’algebres [[_, L, ot L; =R ou C.

2. L’opérateur de Cauchy-Riemann en superanalyse

Soit f une fonction d’un ouvert U de R}™ = Af x A" dans A =
Ao ® Av; flz) = D00 fe(@)er + >y fori(z)er, ol fo,..., fpiq sont
des fonctions réelles.

Il sera commode, comme dans [K], d’écrire z € R} sous la forme z =
(y,0) avec y = (y1,...,Yn) € AJ et 0 = (04,..., m) € AT, Ainsi avec
Yi =D r_oYrer €Aget 05 =301 Oley

m
!
-y Z a3 0 o1 (") 10
P j=11=1
Soit f S-différentiable en x (voir la Définition 1.1) et h = (hq,..., hy,
Yoo hl) € AY x AT nous avons

— Of

n

=> gi (z)h

n

)

()erdby(h),

NE
MQ
%\Sﬁ

p
Z x)ex dyf (h) +

i=1 k=0 j

Il
—
Il
_
<
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par conséquent

Vi=1,...,n, Vk=0,...,p, g;i x)ek:gyJ}(:ﬂ),
_ _ Of (o = OF (.
Vi=1,....m, ViIi=1,...,q, aej(x)elfagé(x),

ou encore, puisque %(x) = %(z) :

Propriété. Une fonction f Fréchet-différentiable en ses variables réelles
est S-différentiable en x € A si et seulement si

(2.1) ggj;@):gyj;(a:)ek, Vi=1,....netVk=1,...,p,

et

(2.2) (%(x),7$ﬁl(x)> € Aer, ... eq):={(ac1,...,aey), a€ A},

Rappelons que %(m) est défini modulo +A;.
i

Nous sommes ainsi amenés naturellement a traiter différemment les

“variables commutatives” y1,...,y, et les “variables anti-commutatives”

O1,...,0m.

2.1. Etude dans A{}. Oublions provisoirement les variables anti-com-
mutatives et intéressons-nous aux variables y1, ..., y,. Et, d’abord, con-
sidérons le cas n = 1.

Soit f une fonction d’'un ouvert U de Ag dans A. Siy=>"1_, yrer € U,
alors f est S-différentiable en y si df(y) = 2g‘a—yf)(y) b _o €k dy” puisque,
pour tout k, %(y) = g—yf)(y)ek comme nous venons de le voir. Dans le
cas général, nous décomposerons df(y) en une partie Ag-linéaire notée
d'f(y) et un reste noté d’ f(y) :

df (y) = d' f(y) +d" f(y),

avec
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Plus généralement, si w est une forme différentielle définie dans U, a
valeurs dans A, nous définissons

w—Zekdykaw iy Ow

ay"

ow Oow
w—Zd (k—ekay)

On vérifie immédiatement que d’? = d"? = 0 et donc d"’d’'+d’'d" = 0. Une
fonction f est S-différentiable dans U si et seulement si d’ f = 0 dans U.
On généralise aisément au cas de plusieurs “variables commutatives”. Si
y=(y1,Y2,-..,yn) € Aj avecy; = > 7 _, y¥ey., on définit pour une forme
différentielle w de degré quelconque définie dans un ouvert U de Af, et
a valeurs dans A,

Ow Ow
(2.3) d w—d"w—zz ( ekayg),

i=1 k=1

U Ow - Ow
dw = Z Zek dyfa—%Q = ZdY?a—yg
i=1 k=0 =1
Remarque. Dans le cas de Ag = C, la maniere traditionnelle de définir
lopérateur de Cauchy-Riemann n’est pas la méme que ci-dessus, puisque
I’habitude est de faire éclater df en une partie C-linéaire et une partie
C-antilinéaire. Cette procédure ne peut opérer ici car nous n’avons pas,
dans le cas général, d’opérateur de conjugaison. Toutefois, I'opérateur de
Cauchy-Riemann habituel dans C et celui qui est défini ci-dessus ont le
méme noyau, I’ensemble des fonctions holomorphes. Et c’est ce qui nous
importe, puisque notre objectif est I’étude des fonctions S-différentiables.

2.2. Etude dans AT*. Occupons-nous, maintenant, des “variables non-
commutatives”, et, tout d’abord, du cas d’une seule variable anti-com-
mutative. Soit f une fonction définie dans un ouvert U de A;, & valeurs
dans A. Si 6 = Y[, 0'e; € U, f est S-différentiable en ¢ s’il existe un
élément %(9) de A tel que, pour tout [ =1,...,q, %(9) = ‘gg (0)e;.
Mais, contrairement au cas des “variables commutatives”, il n’existe,
en général, aucun moyen canonique pour déterminer le coefﬁcient multi-
plicatif %{;(9) de 'application A;-linéaire d' f(0) ; autrement dit, il n’exis-
te, en général, aucun moyen naturel pour décomposer df (6) en une partie
Ai-linéaire et un reste. Pour conserver le maximum de souplesse dans le
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choix de ces projections associées de df (), nous supposerons que nous
disposons d’une norme || || dans A (norme telle que ||zz’'|| < C||z||||z’|])
déduite d’un produit scalaire g.

Nous cherchons & définir un opérateur d” dont le noyau contient les
fonctions S-différentiables.

Nous pourrions effectuer une projection orthogonale de (%(9), ceey
%(9)) sur A(eq,...,g,) afin de définir d’abord d' = d — d”’ puis d”,
mais cela ne donne pas, en général, un opérateur d” vraiment explicite
et, partant, il semble difficile d’obtenir ainsi une solution fondamentale
explicite pour opérateur d”, ce qui sera ’objectif du paragraphe suivant.

L’opérateur d” est bien plus explicite si nous supposons satisfaite la
condition suivante :

1l existe une suite finiel=s1 <s9<-+ <8, <Sp41=¢q+1 telle que

€5 =Es 05 St 5, <J<Spt1, oU a; EA et ag, =as,=-=a,, =e€q.

(En fait a; est un élément de Ag.) Alors :

Propriété. Sous la condition (2.4) sur A1, une fonction f Fréchet-diffé-
rentiable en 6 est S-différentiable en 0 € Ay si

of of
<8081 (0)3 AR 905~ (0)) S A(Esl,. .. ’557«)
et
(2.5) %(9) = 880J; (Baj, st sk <j< Sgt1-

La plus utile des deux relations ci-dessus lorsque nous chercherons a
donner des propriétés de régularité des fonctions S-différentiables sur un
ouvert de A; sera (2.5). Nous sommes donc amenés & poser

PRI = A P
T ::kz::lj:%:+1 v <&0j_ajaesk>’
et
r Spg1—1 P

d=d-d'=> > defajaa—Sk.

k=1 j=syi
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On vérifie immédiatement que d? = d"> =0 et d'd” + d"'d’ = 0.

On généralise au cas de plusieurs “variables anti-commutatives” : Si
0 = (61,02,...,0,) € AT avec 0; = i 1(918J, on définit pour une
forme différentielle w définie dans un ouvert U de AY?,

m r Sky1—1

d'w:= dyw = ZZ Z agdaf 895’“ )

1=1 k=1 j=si

(2.6) noté d'w = i i dZy (0 695k ,

; r Sk+1—1 Ow
Pom o =33 S (5 ).

=1 k=1 j=sr+1

2.3. Cas général. Enfin, dans le cas d’un superespace R} = Al x A"
sur la CSA A, un élément = de R"™ est noté = (y,0) = (y1,Y2, - - -, Yn,
01,...,0m) € AT x AT avec y; = ?:0 yfej et O, =1 0lep.

Nous pouvons définir Popérateur de Cauchy-Riemann d” dans R}
en posant d” = d] + dy, ol dy et dy sont définis en (2.3) et (2.6) :

m r Skr1—1 9
01 =33t ey )X S (- ).

i=1j=1 I=1k=0t=sr+1

3. Solution fondamentale de d” et formule de
représentation intégrale

Si D est un ouvert de R borné et a frontiere lisse, si f est une forme
différentielle continue dans D et de classe C' dans D, nous cherchons
une représentation intégrale de f, c’est-a-dire nous essayons d’écrire

flx)= f(u)K(u,x)—/ d”f(u)K(u,ac)—l—d"/ fw)K(u,z), wzeD.
oD D D
Soulignons que les formes différentielles intervenant, a coefficients a
valeurs dans A, sont des formes en les coordonnées réelles y], w 1', i =
Loooon, j=0,...,p, 00 7l i=1,....m £=1,...,q de z = (y,0),
u= (U},’T) €A x Ay =~ RN, on N = n(p + 1) + mgq, et les intégrales
sont ainsi définies sans ambigu'l'té.



A MI-CHEMIN ENTRE ANALYSE COMPLEXE ET SUPERANALYSE 13

Une telle représentation intégrale peut s’obtenir des lors que K est a
coefficients localement intégrables sur R""™ x R et que nous avons en
termes de courants d” K (u,z) = [A], olt [A] est le courant d’intégration
sur la diagonale A = {(z,z) : z € RY™} (voir [HP1], [HP2] par
exemple). Un noyau K (u,x) vérifiant cette derniere égalité est appelé
noyau fondamental de I'opérateur de Cauchy-Riemann d”.

Plus précisément, soit ¥: D x D — R définie par ¥(u,z) = u—z.
Alors [A] = W*([0]), o1 [0] est le courant d’évaluation en 0 € R{""™. Donc
dy K (u,z) = [A] s'écrit aussi djQ(z) = [0] si I'on pose K = ¥*Q;
chercher une formule de représentation intégrale pour d” appelle donc &
rechercher une solution fondamentale pour I'opérateur d”.

3.1. Solution fondamentale de d”’. Comme dans le paragraphe pré-
cédent, nous allons d’abord supposer que f est une forme en y € Ag
(donc m = 1 dans un premier temps) et fixer les variables 6 € A7,
Dans le cas Ay = C, une solution fondamentale de d’Q) = [0] est Q =
Zj;z Mais pour p > 1, notre algebre commutative Ay n’est pas integre
(cf. [BM] ou le théoréme de Frobenius classifiant les algebres réelles
associatives de division de dimensions finies). Nous n’avons pas non plus
de conjugaison sur Ag comme en analyse complexe ou quaternionique, et
un noyau résolvant de type Bochner-Martinelli n’est pas envisageable.

Nous devons chercher une solution fondamentale sous une autre forme.
Nous munissons Ay d’une norme euclidienne || || pour laquelle (ey, ..., ep)
est une base orthonormée (avec eg 1’élément unité). Nous sous-entendrons
souvent les symboles A dans les formes différentielles et utiliserons les
notations :

(3.1) dyt = dy° - dy* "ty dyP, et pour i < j:
dyidyl = dy° - - dy* " tdyt - dy? Ty T dyP.

Lemme 3.1. Soit Q(y) = HUAH%’ ou A(y) = fzo(—l)iAi(y)d/y\i est

une p-forme a coefficients A;(y) a valeurs dans A et polynomes (en les
variables réelles y°, ... ,yP) homogénes de degré k et vérifiant d’Q = 0

hors de 0. Alors
40 = ( / d”A) « [0].
lyll<1
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Preuve: Soit ¢ € C§°(Ag) une fonction test. Remarquons que pour tout
i=1,...,p:dy’ ANdyY = 0; nous avons

@0, 6) = (1P, = (- P+l< > (52 g“‘é)dy>

i=1

A; Oy Oy 0
/Znynw(a 80>d o

Y
p
. A; 380 390) 0
= — lim . dy” - - - dy?
e \yn>e; lylle** < oy oy
. V' Aidy'  Aseidy” .
= — lim | = (d"Q)p
. l( 2 Tt e ) #] < ¢
1 p
- iﬂ%w/lyl_s (Z — Asesdy )
P . o~ —
= ( [y -, dy0> #(0)
lyll=1%=4

P A, DA,
= ¢ dy® - - dyP (0
/|y|s1 (Z 3 5 | ' dye0)

i=1

- ( / d“A) (0),
lyll <1

en utilisant d”A =d"(30_, A; (jg;l) pour la derniére égalité. O

Ainsi, grace a ce lemme, pour obtenir une solution fondamentale
pour d’, nous allons chercher Q(y) = H;\I(ﬂl avec A(y) p-forme & coef-
ficients & valeurs dans A et polynémes homogenes de degré 1 telle que
nyHSI d" A soit inversible.

Nous considérons

- kA
\pﬂ Z ' D =

k=0

Tyl

oll b;? €ANetx =3 "_,y"er. Nous allons choisir les éléments bf de A de
fagon a obtenir d”Q = 0 hors de 0. -

Nous pourrons choisir librement les bf puisque d”(¢(y)dy°) = 0 sur
un ouvert U C Ag deés que ¢: U C Ag — A est R-différentiable sur U.
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Par un calcul direct :

" P b;—ejb? Yeo — 1% En ki .
4 = Ziﬂ_(p‘i‘l)iﬁz%y dy’dy* - - - dyP.
=l W &
L’égalité d”’) = 0 s’écrit donc
o p+1 | S
30 ey PSS - 3 | <o
i=1 yiIr | i=k=o =1 k=0
c’est-a-dire
p » »
j oy p+1 0)
> (1) —eiby) - TWE | 7@ 2D egb Z
=1 =~ =

p
+> 4% (bo Zekbj>+ > ylyteh 4+l | =o0.
j=1

1<j<k

Il faut donc annuler le polynéme obtenu en multipliant par ||y||? le pre-
mier membre, ce qui donne :

0= p ekbl€7 i=12,...,p,

(3.2) b§+bjz : Jk=1,....p, j#k,
bg:— P exb) = +1Z LB —exd?), j=1,...p

Notons b = 72£=1 ekbg la valeur commune des b;, j=1,...,p. La

premiére ligne de (3.2) permettra de définir b9 quand nous connaitrons

les bi La deuxieme ligne donnera bi quand nous connaitrons b;? pour
j < k. Compte tenu de ces deux lignes :

p
ZekZelbl Zekelbf Zekbk Zekelbl Zekelbl
k=1 I=1

k=1 k<l <k

p
Z exb — Zekel bl + b)) = —bZek,
k<l
ou encore
p
(3.3) by e =
k=0

Alors trois cas se présentent.
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Si Zi:o e? n’a pas de diviseur de 0, nécessairement b = 0 et donc
fl\ml\Sl d’A =0 : nous n’avons pas de représentation intégrale.

Si ZZ:O e? non nul a des diviseurs de 0, on prend pour b I'un de ces
diviseurs et alors fl\xl\ <1 d"A est non inversible : nous n’avons pas une
bonne représentation intégrale.

Enfin, si A vérifie la condition (Ag) suivante :

P
(Ap) il existe une base (eg = 1,e1,...,e,) de Ay vérifiant Zei =0,
k=0
nous prenons pour b un élément inversible de A, par exemple b = ey,
et choisissons b;‘? =0sj#k 1<j<p; nous déduisons alors du
lemme 3.1, puisque fl\rllﬁl d"A = (p+1)eg Vol(B(0, 1)), ot Vol(B(0,1))
est le volume de la boule unité de Ag :

1 P ) R —
= ~1)7(y%e;+yeq) dyi byy® dy°

est une solution fondamentale de d” dans Ag.

Nous allons choisir les b en sorte que d’Q2 = 0, ce qui simplifiera d’une
part certains calculs d’autre part la formule de représentation intégrale ;
ceci conduit & b8 =eg et b’g = —e¢ si k > 1. La forme dY = ZZ:O e dy®
est en facteur dans A et nous obtenons, avec les notations (3.1) :

Proposition 3.2.

1
Qo= d d Od J
0= (o 1) Vol (B( Hyllp“z Wty (Ze’“ y) e

k=0
est une solution fondamentale de d” dans Ag.
Exemples. La condition (Ag) est vérifiée dans les exemples 1 et 3. Elle
ne l'est pas dans le second exemple (ce serait d’ailleurs en contradiction

avec la proposition 4.3 du paragraphe 4).

Remarque. La condition (Ap) sera toujours supposée vérifiée dans la
suite.
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Cherchons maintenant une solution fondamentale pour 'opérateur d”

défini sur A;. De facon & disposer d’une expression explicite pour d”, nous
supposerons satisfaite la condition (2.4); par conséquent, nous avons :

r Sk+4+1— a
Z Z d93 <697 ajagsk>.

k=1j=sr+1
Nous munissons A; d’un produit scalaire en supposant que (e1,...,€&q)
est une base orthonormée, notons || || la norme associée, et cherchons

une solution fondamentale de la forme :

r Spy1—1

°=2. 2 ”deinenq

k=1 j=si

On calcule d’Q hors de 0, et I'on note dV = df' A --- A df?; comme
d"(¢(y,0) d9*) = 0 sur tout ouvert U sur lequel ¢ est R-différentiable,
nous pourrons choisir arbitrairement les blSk :

r Sp+1—1

! . _ Sk
40 = IIHII‘ZZ > (v -agpy) av
k=1j=sr+1
T Sk+1_ q
s I nl
Y X @) (S
k=1j=sr+1 =1
donc
r Skp1—1
0| 2areav = o2y - (v —azb)
k=1 j=sr+1
r Spr1—1 r Sk+1—1 )
—a| =20 X b4, Y (@)%
k=1 j=sp+1 k=1j=sp+1
Spr1—1 Sprp1—1
g Do | ab o+ Y ab
SEp<Sp/ j=sr+1 J=sp+1

o Skpip1—l sk+1—1 )
XS e (S )

k=1k'=1j=s;/+1 l=sp+1

+ Z 070" (b% + )
j<k
JrkF#S1,..
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La nullité de d”Q hors de 0 s’écrit donc :

WY bl =0, sijAk jetk¢ {s1,....s};
Sk+1—1 )
bt = Z ab];
l=si+1
Sk+1—1 Sk/ 417
Z a;bi + Z a;bi*, pour k # k';
Jj=sr+1 J=spr+1
r Sk+1—1 4 4 Sko+1—1
Z Z b-—ajbj.’“):qbg.:—q Z ajb;k", pour tout kg €{1,...,7}.
k=1j=sK+1 J=sky+1

La troisieme ligne est une conséquence des deux premieres; en effet :

Sk+1—1 Sk/41— Sk+1—1 Sp/p1— Spry1—lspp—1
Sk’ Sk J
E ajb ;T E ajb E E ajalb + E E ajarb
Jj=sk+1 Jj=s,+1 Jj=sk+1ll=s,/+1 J=spr+11l=sr+1

Skr1—1 Spryp1—

Z Z aja(b] —|—bl)

J=sk+1lil=s,/+1

D’apres la quatrieme ligne tous les bg sont égaux a une constante b € A.
Des lors, la derniere égalité de celle-ci s’écrit, en tenant compte de la
seconde ligne :

Sp41—1 Sgpr1—1
b=— E ajalbf:fg ajal(bé-erJ g a2b Vk=1,...,r;
Jl=sk+1 j<i j=skp+1

c’est-a-dire :

5k+17

(3.5) b Y al Vk=1,...,r

_Sk

La premiere égalité de la quatrieme ligne nous conduit de méme a (3.5).

On veut, tout comme dans Ag, que b soit un élément inversible de A,
afin d’obtenir une bonne formule de représentation intégrale ; nous som-
mes ainsi amenés a imposer & A1, en tenant compte de (2.4) la condition
suivante :
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(3.6)

(A1) il existe une base (e1,...,¢4) de A1 et une suite finie s; =1 < 59 <
- < 8p < Sp41 = q+ 1 telles que, pour tout j =1,...,¢q, il existe
a; € Ao vérifiant €; = ajesk si sp < jJ < Sgt1, AVEC A5, = Gg, =

- =as, =eg et Zsk“_ 2- =0pourtout k=1,...,r

J=5k
Des lors que la condition (A;) est satisfaite, nous pouvons écrire une
solution fondamentale explicite pour I'opérateur d” sur A; ; par exemple,
prenant b = eq et bf =0sij # k, j,k > 2, nous obtenons comme
candidat :
(3.7)
r Sp+1—1

1 _ . U _
o _1\i—1l/pj Sk . [ s
7qul(B(O71)||9quZﬂ > (=1 (@leo+60%ay) dbT+y b, dO).

j=sp+1 =1

Nous imposons de plus, comme dans I’étude concernant Ay, d’'Q2 = 0, ce
qui conduit a choisir pour tout k£ = 1,. 1 b3k = eo; bék = —ay si
sk<l<sk+1,b —Obll<skousk+1<l

Nous obtenons alors, avec ces choix, le noyau suivant :

r Sky1—1

J 1ipj Sk
g Vol(B o1||@||qZ 2, () Weo 0% ay)

k=1j=s+1
S}c+1—1 /\
X ( > agd9€> dsrdbs.

L=sy

(38) Q=

Pour vérifier qu’il 8’agit bien d’une solution fondamentale de d”’ dans A1,
nous devons étudier la singularité en 0, ce qui se fait de fagon identique au
cas de Ay, a l’aide de l’analogue du lemme 3.1 (voir aussi, ci-dessous, la
démonstration dans A§ x AT*, dont le cas présent est un cas particulier).

Exemple. Sil’'on prend Ay = £1Aq, alors la condition (A;) se ramene
a la condition (Ag) si l'on pose ¢; = e1€;_1.

Remarque. La condition (A;) sera supposée satisfaite dans toute la suite.

Désormais, il reste & chercher une solution fondamentale pour d” défini
sur un superespace R = Af x AT". Nous supposons toujours satisfaites
les conditions (Ag) et (A1) en sorte que I'opérateur de Cauchy-Riemann
sur R est défini comme en (2.7).
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Nous allons utiliser les résultats précédents obtenus pour Ag et Aj.
Notons

w(y,) =dy; - - dy; ::dy?/\~-~/\dyf, pouri=1,...,n
AO;) =dB}---dff, pouri=1,...,m;

)

n(yi) = > (=1 (ye; + yleo) dYidy, - dy] " dyl ™ - dy?,
j=1
pouri=1,...,n, ou dY; =Y h_, exdyr;

r Sk+1—1

Z Z (07e + 0% a;) dZy(0;) d6)} - --

k=1j=sr+1 . .
S doT Ao de? T deT . ag?,

pour i=1,...,m, ou dZ;(6;) = sl dot, k=1,...,r;

l=sy
/\ (00)-

£>3

Comme les formes différentielles dY; et dZj(6;) définies dans (3.9) sont
a coefficients dans Ay, nous avons :

dY; NdY; =0, Vi=1,...,n, et
dZp(0;) NdZy(0;) =0, Vi=1,....m, Vk=1,...,r

Tenant compte de la condition (Ag) (cf. (3.4)), nous pouvons écrire
pour tout 1 =1,...,mn:

dn(yi) = d"n(y:) = (p + 1)eow(vi) et
dexHQ An(yi) N\ wi) \ AO)
j=1 =1
(3.10) i

1 n m
=5d;’i(|lw|\ ) An(y:) \ wlys) /\ MO
j=1 =1

J#i

2.
= (1) Dy e V.
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Tenant compte de (A1) (cf. (3.6)), nous obtenons pour tout ¢ = 1,

dv(0;) = d"v(0;) = qeoA(0:)

et
1 n
Sdllell® Av() A\ wly) \ M6n)
(3.11) o 7
1 n
= 5di Ilel?y A v(0:) N\ wu) A\ A
j=1 04
= (—1)rae D+ D)1, 2¢q qV.
Posons :
. A .
A= Z( )(p+1) /\ w(y;) /\ A(0e)
i=1 j=1 =1
J#i
Gr2) ML) A w) A A6
=1 Jj=1 =1
045
n p —_ .
= dY;i Y (=) (yleo + ye;)dyddy!
i=1 j=1
m Spr1—1 —
£33 az0) Y] (1) (Beo + 03 ar)do;* doY,
i=1 k=1 L=sp+1

ou l'on a noté, en accord avec (3.9) :

—

dyddy! =w(y) - w(yi—1)dy; - - dy! " 'dyl -

(3.13) e dyfw(yia) - @(yn)A(O1) - AOm);

4038 = (1) - () A(B1) -~ A(Bi1 )6} -
.detaettt ..

A A
~dOIN(0ix1) - A(Om).

Nous déduisons des calculs (3.10) et (3.11) précédents
(3.14) d"A=dA =

(n(p+1) + mq)ey dV;
(3.15)

dQY=d"Q=0 hors de {0}.

21
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Il reste maintenant a étudier la singularité de Q; remarquons que les
coefficients de (2 sont de classe C*° hors de 0 et localement intégrables ;
si ¢ = p(y,0) est une fonction C> & support compact sur R}, alors,
en notant N =n(p+1) +mgq :

(@' 6) = ()N (@,d"p) = (~)¥(Qdg) = (<) lim [ QAdy

e=0J)jz|1>e

= — lim d(Qp) d’apres (3.15)

=0 |zl 2e

1 -
- lim — A
b eV /|m|—e v

_ nm@/ i car ||A]| < [[z]]
€ \

et, en tenant compte de (3.14) :
(3.16) (@9, 0) = (n(p + 1) +mq) Vol(B(0,1))eo ¢(0).
Par suite, Q := [(n(p + 1) 4+ gm) Vol(B(0,1))] "2 est une solution fon-

damentale pour opérateur d” dans R{"™.

Remarque. On vérifie aisément, grace a (3.10), (3.11) et (3.12) I’égalité
au sens des courants d’Q2 = 0.

Nous pouvons résumer les résultats de ce paragraphe dans le théore-
me 3.3 suivant. Rappelons que les conditions (Ag) et (A1) sont définies
n (3.4) et (3.6), opérateur d” sur Ay x A" en (2.7).

Théoreme 3.3. Si Ay vérifie la condition (Ag) et Ay la condition (Ay),
Vopérateur de Cauchy-Riemann d” dans RY™ admet une solution fon-
damentale Q0 donnée par :

p —
c(n,m,p.q
o)== Zdnz Y (yleo + yie;)dyfdy]
(3.17) W .
+ZZde 3~ co-+07*ar) Ao dot | |
i=1 k=1 l=sp+1

—

ot N =n(p+ 1)+ mgq, c(n,m,p,q) = —(NVol(B(O7 1))) , dy? alyz et
doskdo¢ étant définis en (3.13).
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3.2. Formule de représentation intégrale pour les fonctions (et
les formes différentielles). Soit D un ouvert de R} borné & frontiere
lisse, soit W: D x D — R}™ définie par ¥(z,2’) = x — 2’. Définissons,
avec les notations (3.9) et (3.13) :

(3.18)
K(z,z') = ¥*Q

_ C(’I’L, m,p, q) Z(dn _ leI)

[l — 2|V | 4
1=1

X

M=

(17 (g — y'D)eo + (19 — y'D)es)d(y? — y'D)dly] —y'd)

<.
Il
—

r

"
NE

dZ(0; — 0';)
=1
-1 _—
— 0')eo+ (03" —0"3 ) ) (055 —0'5F)d(6! — 0'))

s
Il
_

k

X
w
=
Mt

l:SkJrl

Les coefficients de K sont de classe C'*° hors de la diagonale A de
RY™ x RY™ et localement intégrables sur Ry™ x R"™. Le noyau K
vérifie au sens des courants, si 'on pose d = d, +dy et d”" =d, +dl/ :
d"K(z,2') = d"V*Q(x) = ¥*d"Q = 0] = [A] et

(3.19) dK (2',x) = U*dQ = [A].

Précisons ce que nous entendons par bidegré d'une forme. Toute forme
différentielle en les N variables réelles y/, 1 <i<n, 0 < j < p, et 0,
1<i<m, 1< j<gq, peut s’écrire de maniére unique en fonction des
1-formes (dites de bidegré (1,0)) de 'ensemble

§F={dY,i=1,...,n}u{dZ;(6;),i=1,....,m, k=1,...,r}
et des 1-formes dites de bidegré (0,1) appartenant & 'ensemble
ﬁ:{dyf,Z:l,,n,jzl,,p}
U{del,i=1,....mL=1,...,q, L #s,,Vk=1,...,r}.

Une forme f de degré d est dite de bidegré (a,d—a) si dans chacune de
ses composantes apparaissent exactement a 1-formes appartenant a §.



24 P. BoNNEAU, A. CUMENGE

Corollaire 3.4. Sous les hypothéses du théoréme précédent :

(a) Si f est une fonction de classe C' dans D, continue sur D ainsi
que df , alors, pour tout ' € D, nous avons :

f(a') = Mawﬂ@f/wwmAMam.
oD D

(b) Plus généralement, si f est une forme de degré d de bidegré (a,d—
a), de classe C* dans D et continue sur D ainsi que df, nous avons
pour tout ¥’ de D :

Fa) = | F@)K g (@,2') + dl/wf VA K (z,2)

NWﬁj@K@f)

ot K(q,4—q) désigne la composante de K de bidegré (a,d—a) en x'.

Comme nous utiliserons uniquement le résultat du (a) dans la suite
de ’article, nous reportons en appendice la preuve du (b).

Preuve du (a): Nous en proposons ici une preuve élémentaire. 11 suffit,

vu la régularité des intégrales, de prouver ’égalité au sens des distri-

butions. Supposons f de classe C*° dans D ; soit g(z’) une N-forme de

classe C™ & support compact dans D, ot N est la dimension de R"™
D’apres (3.19), nous avons hors de A :

dy o [f(2) K (2,2")g(2")] = df (2) A K (2,2")g(2").
Or K(z,z")g(z") = L(z,z")g(z") avec
(3.20) L(z,2') = ¢(n,m,p,q)||z’ —z|| VB,

oll, avec les notations (3.9) et (3.13),

n p
B= Zin Zbi7j(yi,yz dyz dy!

Sk 1
+ZZde i B (63, 6,63 B,
i=1 k=1 l=sk+1

les b; ; et les By, étant des fonctions a valeurs dans A (cf. la défini-
tion (3.18) de K).

Pour tout £ =1,...,n:dY; AB =0 et pour tout £ =1,...,m, k =
1,...,7:dZ(0;) A B =0, par suite d'f(z) A L(z,z') = 0.
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Nous avons donc hors de A :
dy 2 [f(a:)K(:zc7 m')g(az’)] =d"f(z) NK(z,2")g(x).

Par la formule de Stokes, nous obtenons pour 0 < e < 1 :

[ t@r@) - [ @)
ODXxD w.z'eD

— [ @) AK (e, g(a).
lz—z'(|>e

Puisque K (z,2")g(2’) = L(z,2')g(2"), nous avons :

Je = Ax’—mH:g f(x)K(x,x’)g(x’)

z,2' €D

_ o TN z)B(z, z’ z’
= (NVol B(0,1)) ¢ A)(/@B(fﬁ)f( )B(z, ))g( )

= (NvolB(o,l))’ls*N/D (/83(0 )f(x’+w)21(w)> g(a"),

otl A est défini en (3.12).

Raisonnant alors comme dans la preuve de (3.16), nous obtenons
lim. o Je = [, f(2')g(z’). Une régularisation standard permet de con-
clure. O

Notations. Lorsque n =1 et m = 0 (resp. n = 0 et m = 1) nous noterons
(321) KO = \I’*QO (resp. Kl = \IJ*Ql),
ou Qo et 1 sont définis dans la proposition 3.2 et en (3.8).

4. Quelques propriétés des fonctions gqS-différentiables

Une application f Fréchet-différentiable sur D domaine de A§ a va-
leurs dans A est S-différentiable si et seulement d”f = 0 sur D. Nous
avons déja vu, au troisieme paragraphe, que la situation n’est pas tout
a fait la méme lorsque les variables sont dans A;.

Définition. f: D C A} xAT* — A est quasiment S-différentiable (¢S-dif-
férentiable en abrégé) si elle est Fréchet-différentiable sur D et telle que
d’'f=0sur D.

Si f est S-différentiable, alors elle est gS-différentiable. Sim = 0, f est
S-différentiable si et seulement si elle est qS-différentiable.
On suppose toujours vérifiées les conditions (Ag) et (Aq) sur A.
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4.1. Une formule de représentation intégrale sur la frontiéere
distinguée 99 P d’un polydisque.

Proposition 4.1. Soit D un ouwvert de Ag ou Ay ; si une suite (fi) de
fonctions ¢S-différentiables sur D converge vers f uniformément sur tout
compact de D, alors f est ¢S-différentiable sur D.

Ce résultat se démontre de facon classique des lors que 'on peut
valider une différentiation sous le signe somme. Et ce fait découle des
estimations |D® Ko (z,y)| < ||z — y||~*!=? uniformément en = € G € Q
ouvert relativement compact dans D et y € D \ Q.

L’estimation analogue |D*K;(z,y)| < ||z — y||71*I=9+! donne le ré-
sultat lorsque D C Aj.

Proposition 4.2. Soit P:H;’ilmAj(aj; ), o chaque Aj, j=1,...,n,
(resp. j =n+1,...,m) est un polydisque de Ay (resp. A1) ouvert non
vide. Si f est continue sur P et séparément ¢S-différentiable sur Q C
AZ x AT avec P CSQ, alors pour tout x=(y,0)=(y1,---,Yn,01,-..,0m) €
P :

(4.1)

f(y,&): f(’LUl,...7U)n,T17...,Tm)HKo(’LUj,yj) H Kl(Tj,ej).
o P j=1 j=n+1

On déduit tout d’abord aisément de la proposition 4.1 que y;
flar, ... a;-1,Yj,--.,an,b) est gqS-différentiable sur A; dés que a; €
AN, Vi#jetb €A, Vi=1,...,m (et mutatis mutandis pour 6;
f(a, bl, ey bj_1,9j, ceey b,n))

Nous pouvons écrire, en supposant n # 0, par exemple

f(y17°"7yn7617"' 79m) = f(w17y27'"7y’na917'"70m)K0(w17y1)~
0A4

Puisque yo — f(w1,y2, - -, Yn, ) reste qS-différentiable pour wy € A,
on peut itérer le processus, et appliquer le théoreme de Fubini (f étant
continue sur P).

4.2. Harmonicité; un théoréeme de Hartogs de gS-différentia-
bilité séparée. Etablissons tout d’abord quelques propriétés (harmo-
nicité, principe du maximum) qui sont les analogues en super-analyse de
propriétés des fonctions holomorphes.

Proposition 4.3. Soit D un domaine de A x AT*. Si f: D — A est
qS-différentiable sur D, alors elle est harmonique sur D, donc R-analy-
tique sur D.
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Preuve: Soit un polydisque P = []7_, P;(a;,7;) H;”Zl P;(bj,0i) € D de
frontiére distinguée 9y P. D’apres (4.1), pour z = (y,0) = (y1,.- -, Yn,

91,...,97”) S %P,

f@) = fw.0) = | f0 [T Kolz) [T 51(G.0))-

P j=1 j=1
Pour tout z; € 9Pj(aj,7;), (resp. tout {; € OP;(bj, pj)) le noyau Ko(z;,y;)
(resp. K1((j,0;)) est Fréchet-C>sur {y; /||y;—a;||<r;/2} (resp. {0;/]|0,—
bill < p;j/2}) et on a, pour tous les multi-indices o et §;, avec ces
conditions sur z;, (j, y; et 0; :

. 8
1Dy Ko (2, y;)ll + 1Dy K1(G5,05)| < Cte(ry, pj)-

On déduit alors de (4.1) que f est de classe C>° au sens de Fréchet
sur %P. Nous avons

2 2
Vi=1,....,n; Vk=0,...,p; of _9 ( 3f> 2 O°f

= — (& =e
a2 oyt \ Fayd ) Fa))e

0*f 0 f
Vk,se <k<spt1 % :az g
0(05)? 2(63)?
Comme > }_, €7 = Zi‘fi ap = -+~ = Y{_, aj = 0, f est harmo-
nique. O

Remarque. En utilisant I'hypoellipticité du laplacien, nous aurions pu
prouver I’harmonicité de f sans avoir recours a une représentation inté-
grale.

Une fonction f séparément holomorphe par rapport a chaque va-
riable z; de C", j = 1,...,n, sur un domaine Q2 de C" est holomorphe
sur 2 sans autre hypothese de régularité globale sur f mais ce théoréeme
de Hartogs n’est plus valable pour les fonctions R-analytiques. Nous
déduisons toutefois de la proposition 4.3 et d’un résultat de P. Lelong [L] :

Théoréme 4.4. Une fonction f définie sur un domaine D de A x AT* a
valeurs dans A, séparément qS-différentiable sur D par rapport a chacune
de ses variables appartenant a Ag ou Ay, est qS-différentiable sur D :

Preuve: La fonction f est séparément harmonique en les variables y; €
Ag ~ RPFL j =1,...,net 0; € Ay ®RY, j =1,...,m au voisinage
de tout point de D donc est globalement harmonique en (yi,...,Yn,



28 P. BoNNEAU, A. CUMENGE

01,...,0,,) dapres [L, p. 561] ; par suite elle est de classe C* au sens de
Fréchet sur D d’ou le résultat d’apreés la définition (2.7) de d”. O

Corollaire 4.5. Soit f une fonction ¢S-différentiable sur un domaine D
de A§ x AT et a valeurs dans A. Si f admet (en norme) un mazimum
local en un point de D, f est constante sur D.

Preuve: On déduit de I’harmonicité des composantes f; de f= Zgﬂ fiej
que la fonction continue ||f||?> est sous-harmonique, donc localement
constante des qu’elle admet un maximum local. D’ou le résultat puis-

qualors 0 = Al|f||? 2228+q|vfj|2- L

Remarque. La présence de diviseurs de zéro interdit la généralisation de
théoremes de type zéros isolés ou application ouverte.

Si 'on considere la CSA Ag de l'exemple 3 et la fonction f S-dif-
férentiable d’une variable y appartenant & Ay définie par f(y) = yes,
I'ensemble des zéros de f contient entre autres {e3z + <2, n € N*} et par
ailleurs f(Ag) = Vect(es, e3) est non ouvert dans Ap.

4.3. Analyticité. Pour j =1,...,m et ; = > 1 #%e; notons :
q
Z(0;) = ab)
i—1

et, pour tout k=1,...,r:

Sp41—1
(4.2) Z(0))= Y Oia:
1=Sg

Une fonction f gS-différentiable sur D C AjxAT* est donc analytique réel-
le en les variables (y9,... 97, ..., v8, ... yB, 08, ..., 00 ..., 0L ... 09).
En fait, une fonction gS-différentiable possede une propriété d’analy-
ticité bien plus forte puisqu’elle est localement développable en série
entitre des variables y1 = Y h_o yNex, Yo, .-y Un, Z1(01), ..., Zp(01), . . .,
Z10m)y - Zr(0m).

Proposition 4.6. Soit f: D C Aj x AT* = A une fonction ¢S-diffé-
rentiable sur D. Pour tout (b,3) = (b1,...,bn,f1,...,Bm) € D, il existe
r > 0 et des scalaires Ay y € A, ou I et J = (J1,...,J,) sont des
multi-indices de N™ et (N™)" respectivement, tels que pour ||y; — b;|| <
r,j=1...,n, et ||0; —B;|| <r, j=1,...,m, nous ayons avec les
notations (4.5) :

43) [0 = > Anily=b"(Z0-8)" - (Z.(0-8)"

I,J1,..Jr
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avec absolue convergence de la série. De plus :
U112 |1
e .8,
oylo(Z,10)7r ---9(Z,.0)r

Le développement (4.3) est valable sur tout polydisque P de centre (b, )
relativement compact dans D. Réciproquement, toute fonction de la for-
me (4.3) est ¢S-différentiable sur le domaine de convergence de la série.

(4.4) Iy J AL =

Nous avons noté :
(y=0)" =y =b1)" - (yn = ba)™, si I = (in, ... 0n) € N
210 = B) = (24061 = B1), -, Zu(Om — Bm) )
olt Zx(0;) est défini en (4.2). Si J = (ji,...,75") € N,

-m

- (zk(em - 5m))”" et

jl

(Zk(9 - /3))Jk = (Zk(91 - 51)) '

BIEl IR

A(Z10)7x - 5(9?)@ OO ’

Remarque 4.7. Un théoréme de Gadea-Munoz (cf. [GMu]) établit que
pour une R-algebre commutative A de dimension finie, I’égalité entre
I’espace des fonctions A-différentiables sur D ouvert non vide de A™ et
celui des fonctions A-analytiques sur D (au sens de notre proposition)
est réalisée si et seulement si A est une C-algebre. Notre proposition 4.6
est-elle en accord avec ce résultat de [GMu] lorsque m = 0 et donc,
A = Ap algebre commutative? Oui, et nous prouvons dans la section
suivante que la condition (Ag) implique pour Ay d’étre une C-algebre.

(4.5)

Lemme 4.8. Soit f: Ay — A un polynéme en les variables réelles
(y°,...,yP) a coefficients dans A ; f est gS-différentiable si et seulement
si f est un polynéme en la variable y = Z?:o yjej.

Preuve: 1l suffit de prouver la condition nécessaire pour les polynomes
homogenes car la partie homogene d’ordre k d’un polynéme S-différen-
tiable est gS-différentiable. On raisonne par récurrence sur le degré d.

Sid =1, f est R-lindaire (& une constante pres) et S-différentiable
donc de la forme f(y) = ay + f(0), ot a € A.

Soit f polynéme homogene en les variables réelles (3°,...,%7) de
degré d > 2 et S-différentiable. En tant que polynéme, f est lisse au
sens de Fréchet, et 'on a pour tout k£ =0,...,p et pour tout j :

°f _ 0 (0N _, 0 (9.
dyioyk — oyk \ oy ) T oy0 \oyk )’
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les % sont donc S-différentiables, homogenes de degré d — 1, donc, par
récurrence, il existe b € Ay tel que E?Tftv = b(y)? ! et % = epb(y)?1;
par intégration f(y) = fol df (ty)y dt = %(y)d. O

Lemme 4.9. Soit f: Ay — A un polynéme en les variables réelles
(0%,...,09) a coefficients dans A ; f est qS-différentiable si et seulement
si f est un polynome en les variables Z1(0), ..., Z.(0).

Preuve: La condition est clairement suffisante. On raisonne encore par
récurrence sur d pour la preuve de la nécessité de la condition. Pour un
polynéme homogeéne de degré d = 1, le résultat découle de la définition de
la gS-différentiabilité. Il est aisé de vérifier la qS-différentiablité de azfj
pour j = 1,...,7r si f est homogene de degré d > 2; par hypothese de
récurrence

To= X @) @)

ki4-+k.=d—1

ou b]k €A, j=1,...,r. Dou le résultat en appliquant la formule de
Taylor et les relations % = ak% pours; <k <sjyi,k=1,...,¢q. O

Lemme 4.10. Soit f: Ag x Ay — A un polynome de degré d en les
variables réelles y°, ... ,yP,0%,...,09; f est qS-différentiable si et seule-
ment si f s’écrit sous la forme :

d

fwo)= " > Axy®(Z0)
|K|=0
K=(ko,k1,...,kr)

ot A € A,V K € N'+1,

k1

(2:(0)"

Et nous avons un énoncé analogue pour un polynoéme a valeurs dans A

< var : réolles 7,0 p 0 1 q 1
en les variables réelles y7, ..., y1, .-, Yn,-- Y0, 01,...,01,...,0,,,...,0%.
La preuve du lemme s’effectue par récurrence sur le degré du polynéme

et repose sur les deux lemmes précédents.

Retour a la proposition 4.6: Soulignons ici que, en dehors de la diago-
nale, le noyau reproduisant Koy(x,y) des fonctions S-différentiables sur
un domaine de Ay est lisse au sens de Fréchet, mais n’est pas S-ana-
lytique ; nous ne pouvons donc pas raisonner exactement comme dans
le cas holomorphe de une ou plusieurs variables, méme pour passer du
cas n = 1 au cas n quelconque. Et la méme remarque vaut pour le
noyau K.
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La ¢S-différentiabilité (sur le domaine de convergence de la série)
d’une fonction admettant un développement de type (4.3) découle du
lemme 4.10.

La preuve de (4.3) et (4.4) sous I'hypothese de gS-différentiabilité
étant un peu longue et technique, nous la reportons en appendice. [

Inégalités de type Cauchy. Lorsque f est continue sur P (ou seule-
ment bornée en norme sur P) et gS-différentiable sur P = []; A;(aj;75),
elle est de classe C*° au sens de Fréchet sur P et on peut prendre
les dérivées dans la formule (4.1) pour ||ly; — a;|| < 7;/2 pour tout
J=1,...,net||0; —any;|| <rny;/2 pour j=1,...,q.

of _ Of oy o181 f .
oy, — o7 U BZe 0 T By o) Nous ob-

Rappelons que
tenons :
Proposition 4.11. Pour f ¢S-différentiable sur un polydisque P =

n+m _
Aj(aj;r;) et continue sur P, nous avons :
=1

6|I\+|J1\+~--+|Jr|f
(10 H oyLo(Z1(0))7r ---0(Z,.(0)) 7~ (a)‘

<crngy,...,J, Sup ||f||r7[IaJ1,u.,Jr]7
P
0l ¢1,3y,..,, ~ TiLe - ol lorsque min([1], [ 1], [ :]) = +o0.
Nous avons noté pour I = (i1,...,i,) et Jp = (j¥,...,jk), k =
15- N
rot e (Tn+1)_j11_'“_jf . (Tn+m)_j}ﬂ_...—j%.

Nous déduisons de ces inégalités et de la proposition 4.6 un résultat
de type Liouville :

Corollaire 4.12. Une fonction qS-différentiable et bornée en norme
sur Ay x AT est constante.

4.4. Un théoreme de prolongement de type Hartogs-Bochner.
Gréace a la formule de représentation intégrale des fonctions qS-différen-
tiables donnée par le corollaire 3.4 et aux propriétés de I'opérateur d”,
nous obtenons :

Théoreme 4.13. Sous les conditions (Ag) et (A1), si OQ est le bord
conneze d’un domaine 1 borné de Afj x A", avec n+m > 2, et f une
fonction ¢S-différentiable dans un voisinage connexe de OS2, alors f se
prolonge en une fonction qS-différentiable sur Q.
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L’opérateur d” et le noyau K vérifient hors de la diagonale de R :
d'KO (w,z) = —d! KW (w,z), ot KU)(w,x) désigne la composante de
degré j en z et n(p+ 1) +mg — 1 — j en w du noyau K. Par suite,
si Dy, D, sont des domaines & frontiere de classe C' par morceaux,
Dy € Q& DyavecdD; C V,j=1,2,0uV est un voisinage ouvert de 952
sur lequel f est gS-différentiable, les fonctions F; = faDj fw)KO(w, z),
j = 1,2 sont gS-différentiables respectivement sur Ry"™ \ dD; et sur
R}™ \ dDs. Supposant par exemple n # 0, en appliquant le corol-
laire 4.12 a la fonction (y1,a’,b) € Ag x Ag_l x AT — Fy(y1,a’;b) pour
chaque (a’,b) tel que Ag x {(a’,b)} N ID; = (), on montre ensuite, par
prolongement analytique, que la fonction Fj est nulle sur la composante
connexe non bornée de D. Par suite, la fonction Fy est gqS-différentiable
sur () et prolonge f. La preuve du théoreme est alors analogue a celle
du Kugelsatz de Hartogs-Bochner donnée dans [LiMi] par exemple.

5. Commentaires sur les conditions (Ag) et (A1)

Nous avons déja souligné, des 'introduction, que la condition (Agp)
est nécessaire et suffisante si 'on veut obtenir une solution fondamentale
pour l'opérateur d” opérant sur les formes différentielles définies sur un
ouvert de Ay, n > 1.

La nécessité de conditions algébriques pour obtenir une représentation
intégrale de fonctions satisfaisant une équation § f = 0 pour un opérateur
différentiel § défini sur un certain type d’espaces peut paraitre & premiere
vue surprenante mais elle est “raisonnable” et dépend de 'opérateur
étudié 6.

De telles conditions algébriques ont été, par exemple, mises en éviden-
ce par J. Ryan dans [Ry]; dans cet article auteur obtient comme condi-
tion nécessaire et suffisante pour ’obtention d’une formule “généralisée”
de représentation intégrale de type Cauchy le fait que A contienne une
sous-algebre complexe isomorphe & une algebre de Clifford de dimension
finie.

Soulignons que tant dans [GMu] (cf. remarque 4.7) que dans [Ry],
deux articles ou des conditions de nature algébrique découlent de ré-
sultats d’analyse, les auteurs ne se placent pas dans le contexte de la
super-analyse.

Que peut-on dire d’une super-algebre A telle que Ag vérifie (Ag) ?

L’algebre donnée au premier paragraphe par sa table (cf. exemple 3)
apparait comme une C-algebre (notons que dans ce cas Ag = CQg By, ol
By est la sous-algebre réelle monogene (donc associative et commutative)
engendrée par I’élément b = e, de polyndme minimal X3, et A = C ®g
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B, ou B est une sous-algebre réelle de A admettant pour base comme
R-espace vectoriel (eq, €2, €4,€1,€3,64))-
En fait, on peut démontrer :

Proposition 5.1. Toute super-algebre A réelle unitaire de dimension
finie telle que la sous-algébre Ay vérifie la condition (Ag) posséde une
structure de C-algébre compatible avec sa structure de R-algebre.

Preuve: Dans une CSA A, la sous-algebre Ay est contenue dans le centre
de A, par suite la proposition découle des deux lemmes suivants :

Lemme 5.2. Toute algébre A réelle commutative unitaire de dimension
finie et vérifiant (Ag) posséde un élément a tel que a®> = —1.

D’apres le théoreme principal de structure de Wedderburn pour les
algebres associatives de dimensions finies (cf. [A] ou [Pi] par exemple),
la R-algebre A est une somme directe (de sev) A =S SN, ou N est le
radical de A et S une sous-algebre semi-simple de A isomorphe & A/N;
S étant commutative est isomorphe & un produit Hj’:l K;,oun K; =R
ou C; le neutre multiplicatif e de A appartient & S'; en effet, e =0 + v
avec 0 € S et v € N'; on déduit de I'idempotence de e, I’égalité o2 = o,

puis 2 = v, d’ou ¥ = 0 par nilpotence de v.
S’il existe une base (e, e1,...,¢e,) de A telle que e+ Y 1_, i = 0 avec
pour tout k =1,...,p, ex = b+ g, ol by, € S et v € N, nous obtenons

légalité e+ > ¥ _, bi = 0, et cette derniere égalité est possible seulement
si tous les K; sont égaux a C.

Nous avons, en identifiant S et H‘;:l K; pour simplifier les notations,
e=(1,...,1) € S; il suffit de choisir a = (i,...,7) pour conclure.

Lemme 5.3. Si A est une algébre réelle unitaire, d’unité e, de dimension
finie possédant dans son centre un élément ¢ tel que 1> = —e, alors A est

une C-algeébre.

Le cas dimg A = 2 étant immédiat, supposons A de dimension n > 2.
On construit alors une suite strictement croissante de sous-espaces Vi
stables par multiplication par ¢, avec

Vo = Vect(e, ), ..., Vi = Vect(e, t,b1,tb1, ..., b, tby)

(en effet, si z ¢ Vi, la famille (e, ¢, by, by, ..., bk, thi, 2, 12), est R-libre).
Nécessairement n est pair et si n = 2p + 2, A = V,,. Posant alors pour
A=a+if € Cetx € A: \x = ax+ [z, A peut étre regardée comme une
C-algebre, I’application (z,y) € A — xy devenant C-bilinéaire puisque ¢
commute avec tous les éléments de A. O
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En ce qui concerne la condition (Aj), qui n’a pas été utilisée dans
la preuve de la proposition 5.1, signalons que le résultat d’analyticité
énoncé dans la proposition 4.6 est d’autant plus intéressant que les Z(6;)
regroupent un plus grand nombre de variables réelles 0;-“.

Ainsi dans l'exemple 3, a condition de bien choisir les “tranches”
€sjr++1Es;.1-1, 1 < j <, il n’apparait pas dans le développement (4.3)
uniquement des Z(0;) faisant intervenir seulement deux variables réelles.
Plus précisément, puisque €164 = e5 # 0, il n’existe pas d’élément n € Ay
tel que Ay = nAg; donc nous devons déterminer deux “tranches” mini-
mum.

La condition (A;) est vérifiée puisque A; = &1 Vect(ep, e1,e4,€5) +
£4 Vect(eo, el) ; posant as, =eg, a5, = €1, As; —€4 €t az, =e5, nous avons
alors Z(0) = Zi:l 0% as, . Remarquons également que Vect(eq, e1, €4, €5)
n’est pas une sous-algebre de A ; donc a fortiori les “tranches” de Aj ne
sont pas nécessairement associées a des C-algebres.

6. Appendice

6.1. Preuve du corollaire 3.4(b). Toute forme différentielle & coef-
ficients & valeurs dans A en les N = n(p + 1) + mq variables réelles yf ,
1<i<n, 0< 3 <pet 95, 1<i<m, 1< 5 <q peut donc s’écrire de
maniere unique en fonction des 1-formes de I’ensemble

§={dY;,,i=1,...,n}U{dZ;(6;),i=1,...,m, k=1,...,r},

que nous dirons 1-formes de bidegré (1,0) et des 1-formes dites de bi-
degré (0, 1) appartenant a ’ensemble

O={dy!,i=1,....,n,j=1,...,p}
U{dél,i=1,....mL=1,...,q, L#s,,Vk=1,...,7}.

Une forme homogene f de degré d sécrit f = Zmr:r%r I, ou pour

chaque multiindice I, la forme f7 est de bidegré (|I|,d—|1|) ; chaque com-
posante Z\Ilzk f1 est une forme “pure” de bidegré (k,d — k). Les formes
N6;) = dZ,(6;)d6? - - 0>~ dZ,(0;)d6:> - - - dZ,.(0;)dos T - dh? sont
de bidegré (r,q — r) et les formes w(y;) = dY;dy}---dy? sont de bi-
degré (1, p). Notons que le noyau K (z, ') est de bidegré total (i.e. rela-
tivement & (z,2)) (n +mr, N —n —mr — 1). On désigne par K, g la
composante de K de bidegré (a, 8) relativement & la variable o’ avec la
convention K, _1) = 0.

Montrons en un premier temps la formule suivante : si f est une forme
de degré d de classe C*> dans D continue ainsi que df sur D, nous avons
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pour tout ' € D :

(6.1) f(a') = f(x)K(x7x’)+(—1)d_1/jj df (x) A K (x,2")

(225

+ (—1)dd/D F@)K (2,2).

11 suffit de tester f contre une forme g(z’) de degré N —d, de classe C*°
a support compact dans D. Calculons :

[ @K @)
9(DxD)

g(a) f(x) K (z,2')

/8Dx/ X Da+(—1)ND_, x8D,

= (=N x’ 2)K(x, 2
—(-1) /Dg< [ r@E @)

_ / [dg(a') £ (@)K (2, 2)
(6.2) bxD

()N g (a)df (@)K (z,2') + (—1)Ng(a!) f()[A]
_ (_1\N—d+1 7 " T x,x'
—(-1) /Dg< ) /Df()K( )
+(~1)N-d /D o) /D df () K (2,2")

I /D o) ().

En identifiant les membres de droite de la troisieme et des dernieres
lignes de (6.2), on obtient (6.1).

Si f est une forme de bidegré (a,b), en égalant dans (6.1) les compo-
santes de bidegré (a, b), nous obtenons la formule du (b) du corollaire. [

6.2. Preuve de la proposition 4.6. Si f: D C Ag — A est ¢S-diffé-
rentiable sur D, elle est réelle analytique et pour tout a € D, il existe
des réels r > 0 tels que

(6.3) f(y) = Z ay(y® —a®)o .. (yP —aP)ir, ot ay € A,
J=(jo,-,jp) ENPFT
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avec absolue sommabilité pour |y* — a*| < 7. Chaque composante ho-
mogene de la série étant S-différentiable, d’apres le lemme 4.8 il existe
pour tout k£ € N un élément ¢ € A tel que

ST sy’ —a) e ( — ) = aly— o)
|J|=k
J=(jo,---»Jp)
d’ol par associativité des familles sommables :

oo

(6.4) f) =Y exly — a)F,

0

avec convergence en norme de la série pour ||y — a|| < min; r;.
En dérivant terme a terme le second membre de (6.3), on obtient,
puisque eg est le neutre de A, en tenant compte de (6.2) olt nous avons

Ck = Q(k,0,...,0) *

ok f
ooy @) = ek
soit encore
ak
aiy{(a) = k'Ck

Remarque. Tout revient donc & dériver terme a terme (6.4).

Soit f qgS-différentiable sur D C Ay, n > 2; pour alléger ’écriture
supposons n = 2 et notons w et y les deux variables appartenant a Ag.
Au voisinage d’un point (a,b) € D :

fw,y)= > Ans@=a®)- - (wP—a?)’r (y°—b°)70- - (yP—bP)Pr

I,JenNrt!
I:(i07---7ip)7
J=(J0,---»dp)

=> D wt=a®)o- - (wP—aP)’r| (y0=b0)%0 - (yP—bF)e
J I

avec sommabilité pour ||w — a|| < r, |ly — || < p.

Par propriétés des séries entieres, pour tout J fixé, la famille (W, 7 (w’—
ao)’:(’ o (wP — ap)if’)l est sommable, de somme Y~ (Zm:k 1,0 (w —
a)io ... (wP — aP)%); f est S-différentiable sur D, et donc la somme
S n,s(w® —al)io - (wP —aP)ir est S-différentiable sur {w, ||w—al| <
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r}; appliquant le lemme 4.8 aux composantes homogenes de cette som-
me, nous obtenons

Z [Z g, g (w — a)’“} (y° = b0)o ... (yP — bP)r

JeNr+1 [ k=0

= ch)J(w — a)k(yo — bo)jo c(yP — bp)jp
Jk

f(w,y)

avec Cr,J = Y(k,0,...,0),J -

Les familles (cg, 7 (y° —b°)90 - - - (yP — bP )77 (w — a)k)J sont sommables,
mais (w — a)® peut étre diviseur de zéro lorsque k # 0, et nous devons
justifier, pour tout k£ € N*| la sommabilité de (Ck»’J(yO — 0o (yP —
w)i)

Nous avons (w — a)f = (w® — a®)*eg + 3’5 la famille (cx,s(y° —
bOYIo ... (yP—bP)Ip (wo—ao)keo)']
(ch,s (y°—b0)do ... (yp—bp)jp).] des que w° # a® ce qui est toujours vérifié
pour un w proche de a convenablement choisi. Les sommes ) ; ¢, (0 —
bOYJo ... (yP—bP)Ir étant S-différentiables, on conclut grace au lemme 4.8 :

est sommable et il en sera de méme pour

flw,y) =" Ape(w—a)*(y =)', avec Ape =o,...0),¢0)-
£k=0

Et 'on obtient par dérivation :

8€+kf
WAL,y = ———————
e = Grayray
soit encore
6£+kf
Al - 4
f.k‘.Ak’g awkaye (a,b).

Soit f gS-différentiable sur un domaine D C Af x AY"; supposons
n = m = 1, le cas général étant analogue. La proposition 4.3 permet
d’écrire au voisinage de (a,) € D :

(6.5)
Fw0)= > rsP—a)o--- (yP—a) (0 =B (07— BT)

I=(ig,...,ip)ENPT!
J=(j1,---»Jq) EN?

- (Z 1,5(6 =) <9q—6q>”> (y—a®)- - (yP—a?)".
J

I
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Pour tout multi-indice I € NPT la série > ; vy (01 —pB1)7r - - - (61— 9)Ia
est absolument sommable, de somme Y72 (37 ;1 y1,7(0"—=B1)7t - (09—
[%)7a ; par qS-différentiablité de chaque partie homogene dans cette série,
on déduit du lemme 4.9 Pécriture suivante de f au voisinage de (a, §) :

f(y,0) = Z Z L (koo o) (2100 — 5))k1 (2000 - 5))1%

I \ki,.. k.€N

X (4 =) (= @),

OU O (ky .. kp) = VI, (jay 000,50y s0ree0sGer 0, s0) -

On vérifie, comme précédemment, la sommabilité de chaque famille
(ar s (50— 0)i0 - (yP—aP)in) 151 kg 4+ -+ Ey # 0; choisissons f =
B4y MeEsys Mo Téel, 0 < mp < 15 alors (Zl(ﬁ—ﬁ))kl e (Z,.(G—ﬁ)) =
Nt ... pkreq est inversible ; la famille (O ky ks (Zl(ﬂ—ﬁ))kl (20—
5))/% (yo 7(10)20 e (yP 7ap)lp)1:(io,.i.7ip)
suffisamment petits, il en est de méme de (041,(1c1,...,lc,,.) (y? —a®)io ... (yP —
ap)ip)l. Chaque somme ), (al’(klw’kr)(yo —al)o .. (yP — ap)ip)l est
S-différentiable, ainsi que ses composantes polynomiales homogenes, il
découle du lemme 4.8 le développement cherché :

étant sommable pour 7y, ..., 7,

F0 =" Y Auxly—a(Z0-8)" (20— 8)",

avec A,k = Q(1,0,...,0),K -
Dérivant terme & terme dans (6.5), on obtient ensuite par unicité du
développement en série entiere :
3u+k1+-~+krf
OO - 0(6%)

8M+k1+"'+k'rf

kel kp Ay k) = - (a, B)

- Qyro(051 )k - .. 9(Gsr)kr (a,B).

L’avant-derniére assertion de la proposition découle de (4.4), de la pro-
position 4.11 et du théoréme de prolongement des fonctions analytiques
de variables réelles. O
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