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SUR LA THEORIE DU POTENTIEL DANS LES
DOMAINES DE JOHN

ALANO ANCONA

Abstract

Using rather elementary and direct methods, we first recover and
add on some results of Aikawa-Hirata-Lundh about the Martin
boundary of a John domain. In particular we answer a question
raised by these authors. Some applications are given and the case
of more general second order elliptic operators is also investigated.
In the last parts of the paper two potential theoretic results are
shown in the framework of uniform domains or the framework of
hyperbolic manifolds.

Introduction

Dans leur travail récent [AHL|, H. Aikawa, K. Hirata et T. Lundh
ont étudié la compactification de Martin d’un domaine de John de R¢.
Ces auteurs ont en particulier établi —cf. [AHL, §6]— un principe de
Harnack au bord “faible” (essentiellement 1’énoncé du Théoreme 3.1 ci
dessous, & quelques modifications pres) et ont montré que pour un tel
domaine €2, I’ensemble des points minimaux sur la frontiere de Mar-
tin de  qui sont associés (en un sens naturel, cf. [AHL]) & un point
& € 9Q donné est fini, de cardinal N(¢) majoré par un entier Ng ne
dépendant que de d et de la constante de John de  (voir un énoncé
plus précis dans [AHL]). Dans le présent article, on se propose d’abord
(Sections 2 et 3) de retrouver par des méthodes directes élémentaires
—proches de notre travail [An3]— 'inégalité de Harnack au bord sus-
mentionnée de [AHL] puis de répondre positivement & une question
laissée ouverte par ces auteurs : on a Ne < m si £ € 92 admet pour
chaque R > 0 assez petit un systéme de m points dominants sur dB(a, R)
[voir la Section 1 pour les définitions]. Ce qui résulte suivant les méthodes
de [An3] d’une inégalité de Harnack au bord “forte” basée sur ces points
(inégalité conjecturée dans [AHL]) et précise le lien entre la géométrie
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de Q et sa compactification de Martin. La Section 4 est consacrée a la
démonstration de cette inégalité qui est obtenue en étendant par une
récurrence convenable I'argument déja utilisé pour les domaines de Den-
joy dans [An3] et en s’inspirant d’un travail de A. Lomker [L6m] sur la
frontiere de Martin des domaines multisectoriels. L’approche adoptée ici
fournit en outre des énoncés souples et bien localisés (cf. les Sections 5
et 6 ol sont décrites certaines conséquences des inégalités de Harnack
au bord obtenues). La Section 6 donne en termes des arcs de John dans
Q plusieurs formulations utiles du principe de Harnack au bord pour le
cas des domaines intérieurement uniformes.

Dans la Section 7, on examine le cas de la théorie du potentiel relative
a un opérateur elliptique d’ordre 2 assez général. On montre que les
résultats obtenus pour le Laplacien s’étendent a de tels opérateurs sous
des hypotheses d’uniforme régularité des domaines envisagés en utilisant
des résultats de [An7]. Nous ignorons ce qu’il advient lorsqu’on omet
cette hypothese —peut-étre artificielle— et que 'opérateur n’est pas
supposé formellement auto-adjoint.

Les Sections 8 et 9 sont consacrées a deux types de résultats pour le
cas (tres spécial) des domaines uniformes. Elles sont & ce titre un peu
disjointes de ce qui précede.

Dans la Section 8, on établit, dans le sillage de [Doo], [LMT] et [AC],
une version du théoreme de limite radiale de Littlewood pour les do-
maines (intérieurement) uniformes; ici un argument nouveau est intro-
duit pour éviter ’hypothese —requise dans [AC, §A.1]— que la densité
capacitaire du complémentaire du domaine est strictement positive.

Dans la Section 9, on établit, en application d’une des formes du prin-
cipe de Harnack au bord et pour le cadre d’'un domaine intérieurement
uniforme, ou pour celui d’'un opérateur elliptique du second ordre sur
une variété riemannienne complete hyperbolique, le caractere quasi-mé-
trique de l'inverse du noyau de Naim, résultats partiellement annoncés
dans [An8, pp. 131-132] (cf. aussi [An9]) et répondant & une question
de Kalton-Verbitsky [KV]. Indépendamment, W. Hansen a établi cette
propriété de quasi-métrique pour un domaine uniforme [Han|. L’argu-
ment ici est basé plus explicitement sur des considérations de géométrie
hyperboliques et est bien adapté au cadre de la théorie du potentiel sur
une variété hyperbolique.

Remerciements. Je remercie Hiroaki Aikawa qui m’a transmis les ver-
sions préliminaires de [Aik], [ALM], [AHL] et m’a signalé le probleme
soulevé en [AHL, Remark 2.2 et Remark 6.1]. Je lui dois aussi une lec-
ture attentive d’une premiere version de la preuve du principe de Harnack
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“fort” de la Section 4 et des commentaires sur cette preuve. Je remercie
également le referee pour de nombreuses et tres utiles remarques.

1. Quelques définitions et lemmes élémentaires
préliminaires

1.A. Rappelons d’abord la notion d’arc de John [MS] qui sera centrale
dans la suite. Dans tout ce qui suit, on notera si £ est un domaine de R?
et si # € Q (adhérence de Q dans RY), éq(x) (ou méme §(z) s'il n’y a
pas d’ambiguité sur ) la distance d(x, 092).

Définition 1.1. Soit 7: [a, 3] — Q un arc rectifiable dans Q et soit ¢> 0.
On dira que 7 est un c-arc de John de © (ou encore un c-arc de John
unilatere dans ) si

da(v(t)) > clong(V|(a.n)-

On dira qu'un point A de Q peut étre joint & un point B de Q
par un c-arc de John de €2, §’il existe un c-arc de John de 2 d’ori-
gine A et d’extrémité B. Evidemment ici les roles de A et B ne sont pas
échangeables en général. Le mot unilatere pourra servir ici a souligner ce
fait et & éviter toute confusion avec les arcs uniformes ou arcs de John
bilatéres dans Q) utilisés dans les Sections 6 et suivantes.

La reformulation élémentaire (et plutdt évidente) suivante des iné-
galités de Harnack en termes d’arc de John nous sera tres utile. Soit
v: o, B] — Q un cg-arc de John (cy > 0) de ouvert 2 de R, issu de
A € Q et aboutissant a B € €). Soit aussi ¢g > 0.

Proposition 1.2. Soit P un point de RY tel que d(P, A) > £qq(A),
d(P,B) > €9 dq(B), soient U = {z € Q; d(z,7) < egda(A)} et h une
fonction harmonique positive sur U \ {P}. Il existe une constante C =

C(co, €0, %,d) > 1 telle que

C~'h(A) < h(B) < Ch(A).

En particulier, la validité des inégalités de Harnack entre A et B n’est
pas mise en cause par ’éventuelle proximité de P et «; le point P peut
meéme étre un point de ’arc 7.

Démonstration: On peut supposer a = 0, ¢g < 1, la paramétrisation
7 intrinseque (i.e. t = long(vjo4) pour 0 < t < ), et donc § = £ :=
long(~y) > 0.

Pour tout ¢t € [0,¢], on a d(y(t),Q°) > Lcoda(A) (distinguer ¢ <
260(A) et t > 200(A)). Donc, quitte & remplacer € par min{eo, £}, on



348 A. ANCONA

alU = {z € R%d(z,7) < coda(A)} (e d(z,7) < eoda(A) = z € Q).
Notons aussi que £ < g '60(B) = L(co, %) x dq(A).

Choisissons alors des points tg = 0 < -+ - < ty_1 < ty = £ de [0, {] tels
que d(v(t:),y(ti+1)) = $56a(A) pour i < N — 2, et d(y(tn-1),7(tn)) <
$500a(A); évidemment (N —1)x 75 < L. Supprimant les t; € {1,..., N —
1} tels que d(y(tj),P) < 530a(A), on obtient une nouvelle subdivi-
sion ) < t) < --- < t, = £ de [0,/] telle que m < my = 1+
1 d(4(t) () < 2ba(A) pour 0 < i < m et d(2(#),P) >
550a(A) pour i < m. Si d(y(t;),P) > %da(A), les inégalités de Har-
nack ordinaires dans la boule B(v(t}), %da(A)) donnent ¢! h(y(t})) <
h(v(tii1)) < eh(y(t)) avec ¢ = c(d). St d(y(t}),P) < Fda(A), le
lemme élémentaire suivant appliqué & la boule B(P,52dq(A)) donne
T h(y(t)) < h(v(th4q)) < ch(y(t])) avec ¢ = ¢(d). Comme m < my,

on a bien C~h(A) < h(B) < C h(A) avec C = C(co, 80, 325, d). O

EEl

Lemme 1.3. Soit h une fonction harmonique positive sur la boule époin-
tée B(0,1)\ {0} de R?, soient a, 8 € B(0,1/2) tels que |al,|B] > ¢ > 0.
Alors ¢ h(a) < h(B) < ch(a) pour un réel c = c(d,e) > 1.

Remarquons que la Proposition 1.2 admet 'amélioration “automa-
tique” suivante.

Proposition 1.2bis. Soient U = {z € Q; d(z,v) < e0da(A)} et s une
fonction surharmonique positive sur U qui est harmonique dans V =
{z € U; min{d(z, A),d(z, B)} < g0da(A)}. Il existe une constante C =

C(co, €0, %,d} > 1 telle que

C~1s(A) < s(B) < Cs(A).

Par la représentation de Riesz de s dans U, s est somme d’une fonc-
tion h harmonique positive dans U et du potentiel p(.) = fU\V Gz (.) du(zx)
ou G, désigne la fonction de Green de pole x dans U et ou u désigne la
mesure —As. Appliquant la Proposition 1.2 a h et chacune des G, on
obtient la double inégalité voulue. O

1.B. Passons maintenant a deux lemmes simples liés a ’existence d’arcs
de John dans €.

Lemme 1.4. Soient Q un ouvert de R?, a € R? et U une composante
connezxe de B(a, R)NQ, R > 0. Supposons que pour un ¢y > 0 tout point
de B(a,R/4) N U puisse étre joint ¢ un point de Q\ U par un cy-arc
de John de Q. Alors, tout point x de B(a, R/4) NU peut étre joint & au
moins un point de U N dB(a, R/2) par un cy-arc de John de U.
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En effet, si 'arc rectifiable : [0,4] — Q joint z € B(a,R/4)NTU a
y € Q\ U et est cp-John dans €, il existe ¢y € (0,¢] minimum tel que
7(to) € 9B(a,R/2) (sinon ([0,£]) C U). Alors 70 = 7vj0,,] est tracé
dans U et pour 0 < t < tg, on a B(v(t),cot) C QN B(a, R). Donc
B(vy(t), cot) C U et o est cp-John dans U. O

Lemme 1.5. Soient Q un ouvert de R?, a € R4, R >0,0<n <1, tels
que chaque point z € B(a, (1—n)R)NQ puisse étre joint a (au moins) un
point de Q\ B(a, R) par un co-arc de John dans  issu de z (co > 0). Il
existe alors une famille finie {A;}1<j<m de points de dB(a, R) N telle
que : (i) on a m < mg pour un entier mo = mo(d, co,n), (i) da(A4;) >
ncoR pour 1 < j < m et (i) chaque © € B(a, (1 —n)R) NQ peut étre

joint a l'un des A; par un % -arc de John dans €.

Preuve: Voir aussi la trés semblable Proposition 2.1 de [AHL]. Soit K
lensemble (qu’'on peut supposer non vide) des traces sur B(a, R) des
co-arcs de John joignant un point de B(a,(1 — n)R) N Q & un point
dans Q \ B(a, R). Par construction, pour chaque z € K, on a dq(z) >
neoR. Soit {A;}1<j<m un ensemble maximal de points de K tel que
d(Aj, Ax) > conR/4 pour j # k. Les boules B(A;,ncoZ) étant deux a
deux disjointes et contenues dans B(a, (1 + con)R), on a m < mg =
(4 meo) (5% + 1.

D’apres les hypotheses, un point donné z € B(a, (1 — n)R) N peut
étre joint & au moins un point y € K par un cp-arc de John v de Q;
comme d(y; 0Q) > conR un calcul simple montre que choisissant j tel
que d(y, A;) < R, I'arc 4 obtenu en complétant v par le segment
orienté [y, A;] est £-John dans Q. D’oti I'énoncé. O

On voit d’ailleurs qu’on peut aussi dans le Lemme 1.5 imposer
d(Aj, Ax) > R pour j # k. Dégageons pour finir cette partie la
notion suivante (trés proche de la Définition 2.1 de [AHL]) suggérée par
le Lemme 1.5.

Définition 1.6. Soient U C Q, {A4;}i<j<m un ensemble fini de points
de € tel que chaque point z € U puisse étre joint & (au moins) un des A;
par un cg-arc de John dans 2 issu de z, ¢g > 0. On dira alors que
{A;}i<j<m est cp-dominant pour U dans €.

1.C. Soit Q un domaine de R? et soit 92 = 0\ Q la frontiere de Q vis &
vis d’une compactification  de Q. Il sera utile de disposer d’une notion
adéquate d’annulation au bord (cf. [An3, p. 221] ou [AHL] pour une
notion parallele mais distincte pour le cas ol Q est Padhérence dans R4U
{o0}). Cette notion n’interviendra pas avant la Section 5.
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Définition 1.7. Soit u une fonction sur € et soit A € 99Q. On dira
que u s’annulle sur A (au sens intrinseque et relativement a la compac-
tification Q) gl existe s surharmonique positive sur  (distincte de la
constante +00) telle que |u| = o(s) le long du filtre des (traces sur )
des voisinages de A. On écrira alors u = 0 sur A.

Remarques 1.8.

1.

(Principe du minimum). Si u est sous-harmonique sur € telle que
u4 s’annulle (au sens intrinseque) sur 92 alors u < 0 sur  (car
u < s pour tout £ > 0).

Si u est bornée au voisinage de A C 9Q et si A est de mesure
harmonique nulle dans Q (i.e. 'enveloppe de Perron supérieure H ,
est nulle) alors u = 0 sur A.

3. Siw est nulle sur 4; C o0, j=1,2, alors u = 0 sur A; U As,.

4. Soit u > 0 sur le domaine €2 et soit zg € 2 fixé. Pour que u soit

nulle sur A € 99 il suffit que pour tout € > 0 on ait u < s+ p au
voisinage de A, pour une fonction s surharmonique positive dans €
telle que s(zg) < € et un potentiel p sur 2 (i.e. p est surharmonique
dans ) et la plus grande minorante harmonique de p dans € est
nulle, [Brd4]) : en effet, en remplagant p par une réduite (ref. [Br4],
[Her]) IAEIS}\K dans 2, avec K compact assez grand dans 2, on voit
qu’existe s’ surharmonique > 0 dans  telle que u < s’ au voisinage
de O et s’ (20) < 2e. Prenant alors s/, associée & e, = 27" on voit
que 0 = > -, 5, est surharmonique (0 # +o00) dans Q et que
u = o(c) le long du filtre des voisinages de A.

En particulier tout potentiel s’annulle sur 0. Inversement si s est
surharmonique positive, nulle au sens intrinseque sur o9, alors s
est un potentiel. Cela se déduit aussitot du principe du minimum
du 1.8.1 ci-dessus.

Exemples 1.9. (a) Sionprend Q=0 (I'adhérence ordinaire dans R%U

{o0}), st u: @ — Ry est bornée au voisinage de A C 9 et si
u tend vers zéro en tout point £ € A hors d’un ensemble polaire,
alors u = 0 sur A. On retrouve ici la notion d’annulation au bord
utilisée dans [An3], [Aik], [ALM].

Si s surharmonique positive sur €2 est nulle sur la partie A de 59, si
F C Q est tel que FNIQ C A, alors la réduite régularisée u = ﬁf
de s sur F dans Q est un potentiel (dans 2). En effet, si o est
surharmonique positive sur 2 telle que s = o(o) au voisinage de
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A dans , si —pour € > 0 fixé— L est 'ensemble (relativement
compact dans Q) L:={z € F; s > eo},ona

PEF —~ PF\L | PL PL
RF < RINE 4 RE < co + R!
ou ESL est un potentiel puisque L est relativement compact dans €.

On en déduit par le 1.8.4 ci-dessus que }A%SF est nul (au sens in-
trinséque) sur 9Q. Le 1.8.5 dit alors que R est un potentiel.

2. Un premier controle de la fonction de Green

Cette partie est consacrée a la preuve du Théoréeme 2.1 suivant. La
majoration qui y apparait est 'analogue du Lemme 5.3 de [AHL]. Elle
étend le Lemme 7.1 de [An3] dont on reprend le mode de démonstration.
Ce type d’estimation trouve son origine dans [Car] et [HW1], [HW2].
Voir aussi [Tay], [Anl], [An2], [CFMS], [JK].

Soient a € R? et Q un ouvert de Green de R? dont la fonction de
Green sera notée G. On notera aussi G(z,y) = G, (z) pour (x,y) € Q.

Théoréme 2.1. Soient R > 0, cg > 0, et soient A1,..., A, des points
de 0B(a, R) NS tels que chaque point z € B(a, %R) N puisse étre joint
a au moins l'un des A; par un co-arc de John dans Q issu de z. On a
alors

(2.1) Go(y) < CY_Ga(4))
j=1

pour tout = € OB(a,3R) NQ et tout y € 0B(a,3R) N Q. Ici C =
C(d, Co) > 0.

L’hypothese est donc que {4;}1< <, est co-dominant pour QNB(a, R)
dans Q [cf. la Définition 1.6]. Dans les paragraphes 2.A et suivants on
verra des formes plus générales de (2.1) mais qui en résultent facilement.

Remarques 2.2. (1) Par le principe du maximum, I'inégalité (2.1) s’étend
aux y € Q\ B(a, &) et aux = € B(a, £) N Q.

(2) Quitte a remplacer ¢g par ¢ = %co, on peut aussi apres suppression
de certains des A, supposer que d(A4;, Ag) > cog pour j # k
et donc m < mg(e,d) : st J C {1,...,m} est maximal tel que
d(4;, Ag) > cog pour j,k € J, j # k, alors {A,},cs convient.
[Cf. la fin de la preuve du Lemme 1.5.]

Pour établir le Théoreme 2.1, on va passer par un énoncé plus tech-
nique.
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Proposition 2.3. Soient R > 0, a € 09, ¢g > 0, mg > 1 et soit
pour chaque n > 0, une famille {A} }1<j<m, de points de 0B(a,2""R)
co-dominante pour QN B(a,2 " 'R) dans Q. Alors pour x € § tel que
So(z) =d(z,a) et 0 <bo(z)<E, ona

(2'2) Gz(y) < CZGI(AJ)

pour tout y € OB(a, R) NQ. Ici A; = AY et C = C(d,co) > 0.

Preuve de la Proposition 2.3: (a) Observons d’abord la majoration plus
faible suivante : pour z € € tel que 271% < §(z) < 2%, n > 2, et
6(x) = d(z,a), on a

(2.3) Ga(y) < Cn ZD: Ga(4;)

pour tout y € dB(a, £ R) N avec une constante C,, = Cp(d, o) dépen-
dant de n, d et ¢p.

En utilisant l'existence d’'un cg-arc de John dans (2, issu de z et
d’extrémité A;, (pour un jo convenable), et & l'aide des inégalités de
Harnack de la Proposition 1.2 (appliquée & la fonction x — G, (y) qui
est harmonique sur 2\ {y}), on obtient

Ga(y) < Cp Ga,, (),

avec C, = Cj(d,co). Par le principe du maximum, on a G, (y) <
sup{G a,, (2); d(Aj,,2) = {5R}. Une nouvelle utilisation des inégalités
de Harnack de la Proposition 1.2 nous donne a partir de la une constan-

te C2 —dépendant de n, d et co— telle que
(2.4) Ga,, (y) < O Ga(Aj))
et donc (2.3) avec C,, = C}: C2.

(b) Notons C,, = Cp(d, ¢o) la plus petite constante C,, ne dépendant
que de n, ¢g et d telle qu’on ait la majoration (2.3) chaque fois que les
hypotheses de la Proposition 2.3 ont lieu. On a en particulier sous les
hypotheses de la Proposition 2.3,

(2.5) Go(y) < Cn Y Ga(AD)
j=1
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pour n > 2, p > 0, 27P " IR < §(z) = d(x,a) < 27P7"R, et y €
0B(a,2 P71 R) (en remplagant R par 2 PR A p fixé et en considérant les
systémes de points {A§+q}1§j§m0, q>0).

(¢) Il suffira pour établir la Proposition 2.3 de montrer que les én sont
bornés uniformément par rapport a n. A cette fin, on adapte la méthode
du Lemme 7.1 de [An3] qui porte sur les domaines de Denjoy lipschit-
ziens. ~

Sin > 3, on a pour W%R <d(z) < #R et par définition de C,, la
majoration

mo
1

j
pour y € Q\ B(a, 1 R).
Joignant chacun des A} a I'un des A} par un co-arc de John dans €,

une utilisation des inégalités de Harnack (sous la forme de la Proposi-
tion 1.2) nous donne une constante ¢’ = ¢(cg, d) telle que

mo

(2.7) Go(2) < dC Y Ga(A9)
j=1

pour tout z € Q\ B(a, 1 R).

Prenons maintenant y € 9B(a, £ R)NSY et un co-arc de John : [0, 4] —
Q (en paramétrisation intrinséque) joignant y & 'un des Ag, soit A?O ;
onadonc a 'R < /¢ <aR, a = a(cp). Considérons ensuite pour un
1 > 0 petit qu’on fixera ultérieurement, ’ensemble fermé (pseudo tronc
de cone de sommet y(nf) et d’“axe” 7|pe,¢ —Cc’est une “carotte” dans la
terminologie de [Val], [NV]—,

F= {F(y(t),%o(t—nﬁ))}cfl.

nl<t<{

Notons y, = vy(nf) le “sommet” de F et introduisons l'ouvert U =
QN (B(yy, &)\ F). Si hy est la solution du probleme de Dirichlet dans U
pour la donnée frontiere 1pnoy G, et si hy est celle correspondant a la
donnée frontiere lonpp(y,r/10)\F Gz, les hj sont harmoniques positives
dans U et G, = hy + ho dans U puisque G, = 0 sur 0f2.

Par la définition de hg, le principe du maximum et U'inégalité (2.7)
ci-dessus, on a

ha(y) < ¢ Cy iGm(A?) iy (33 (ym %) \F>
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olt 1y (OB(yy, &) \ F) est la mesure harmonique en y de dB(y,, &£)\ F
dans B(yy, &)\ F (elle Vaut 0siy € F). Par le Lemme 2.4 ci-dessous on
a py (0B(yn, 2£)\ F) < 5% si on choisit n = n(c, co, d) assez petit, choix
(indépendant de n) qu’on fixe désormais. Alors,

ZG

D’autre part pour tout z € F, les inégalités de Harnack et la Proposi-
tion 1.2 nous donnent (une fois n > 0 fixé comme ci-dessus) que G (z) <
" G4(4;,) pour tout z € OF N B(y, &) avec ¢’ = '(cp,n,d) > 0. Et
hi(y) < " G (4jy). N _

On aboutit ainsi & la majoration : Cp,41 < %C’n + ¢ pour tout n > 0.
Mais alors CN’nH < max{é’n, 2¢"} et donc én < K :=max{Cy,2c"}. Ce
qui acheve d’établir la Proposition 2.3. o

l\DI»—A

On a utilisé, comme dans [An3] (cf. le Lemme 6.3), le lemme bien
classique suivant. Une preuve est indiquée pour la commodité du lecteur.

Lemme 2.4. Soient c € (0, 1) et F un fermé de la boule ouverte B(0,1).

Supposons que pour tout n>1 il existe z,, tel que |z, | =5 et B(xy,c27") C
F. Alors la mesure harmonique i de 0B(0,1) dans B(O 1)\ F vérifie

wu(x) < C|lz||* pour z € B(0,1)
ot o = a(d,c) € (0,1) et C =C(d,c) > 0.

Preuve abrégée: On observe d’abord que la mesure harmonique v de
0B(0,1) dansw = B(0,1)\B(mo, §), mg € 0B(0, ) vérifie v(z) < (1—¢)
pour z € B(0, 3). Ici ¢ = £(d, ¢) > 0.

Posons p,, := sup{u(2); |z| = 27"}. En combinant Iobservation pré-
cédente et le principe du maximum on obtient que pp+1 < (1 — €)pn.
Dot pip, < (1 —&)" =27"% ot @ =: —log(1 — ¢) et le résultat : p(x) <
20| ] 0

On déduit maintenant de ce qui précede le Théoreme 2.1.

Preuve du Théoréme21 (a) Prenons x € 9B(a,R/4) et supposons
d’abord que dq(z) < 5. Soit a € 8Q tel que d(z) = d(z,a’). Par le
Lemme 1.5, il existe pour chaque R’ < 4 des points A(R’) sur BB(a R),
1 <j <mgy =mop(co,d), tels que de tout point z € QﬂB( oy B on puisse

faire partir un ¢-arc de John de Q d’extrémité I'un des A’(R’). Par la
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a/R

Proposition 2.3 et le Lemme 1.5, on a alors pour tout y € 2\ B(a', £5),

(28) ) <O Gu(A) < 03 Galdy)

si A} = A’(4). La deuxiéme inégalité vient des inégalités de Harnack de

la Proposition 1.2 : a I’aide de ¢p-arcs de John dans € joignant chaque A;-

a l'un des Ag, soit Aj,, on trouve que G(A}) < c1 > Gu(4j,) et
1<k<m

mo m
dOIlC Z GI(A;) S mo C1 Z Gx(AJ), C1 = Cl(d, Co).
j=1 j=1
(b) Reste & considérer le cas de € B(a, &) tel que §(z) > . Ici &
l'aide d'un arc de John « joignant = & I'un des Aj;, soit A;,, et a I'aide
des inégalités de Harnack (en particulier celles de la Proposition 1.2) on
obtient

Gult) < sup { G (2); dle,) = 3o} < €Gals) < e Gl

ou 2z’ est un point de v appartenant a 9B(x, WRO> et ¢ = ¢(d), ¢ =

c(d, cp). Ce qui donne I'inégalité du Théoréme 2.1. O

2.A. Extension du Théoréme 2.1. On peut facilement déduire du
Théoréme 2.1 une extension a la fois plus souple et plus satisfaisante.
Donnons nous une partie fermée F de 2 et un systeme {4;}1<j<m de
points de  qui est ¢o-dominant pour Fj, := {x € Q; d(z, F') < p} dans Q
et tel que c1p < da(4;) < cl_lp pour 1 < j < m®. Alors pour = € Q\F,
ety€ Fona
(2.9) Ge(y) <C > Gal(A))
1<j<m

pour une constante C' = C'(d, ¢p,c1) > 0.

Notons p/ = %p. D’apres le principe du maximum il suffira d’établir
I'inégalité (2.9) pour les x € 0F, N Q. On peut aussi supposer que
d(xz, Ar) > cip pour 1 < k < m. Par le Lemme 1.5, il existe alors une

2
famille { A" }1<j<m, de points de dB(x, {5)NQ qui est ¢ -dominante pour
QN B(z, 45) dans , mg = mo(d, o), et telle que §(A) > FL. D’apres le

Théoreme 2.1, on a Gx(y) < C ZO Gz(A}), ¢ = c(d,co) > 0. Mais pour
i=1

Jj=

chaque j, I'utilisation d’un cg-arc de John A;-Akj et la Proposition 1.2

() Alors chaque point 2 € F (et méme chaque x € F),) est & distance d(x, A;) majorée
par cglcflp d’un des A;.
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nous donnent que Gz(A;-) < Ge(Ay,), ¢ = (d,co,c1), 1 < j < my
(noter qu’on peut supposer que d(x, Ag) > %2 pour 1 < k < m). Dot
la conclusion voulue. O

2.B. Notons aussi une forme duale de (2.9). Sous les mémes hypotheses
qu’en 2.A ci-dessus, on a

(2.10) Go(y) <CY Ga,y)
=1

pour une constante C' = C(d, cg, ¢1) > 0. Pour le voir on pourra observer
d’abord qu’il suffit d’apres le principe du maximum d’établir (2.10) pour
y € QNOF,, p' = %p. Pour la méme raison on peut aussi supposer
x€dFy, p'= %p. Mais, pour x et y de cette forme, on a

Gely) = Gy(x) <C D Gy(4))

1<j<m

d’apres le résultat du 2.A, en y substituant Q N OF,» a F et § a p
(permuter aussi les roles de x et y).

On peut enfin observer que dans les hypotheses du 2.A sur F' et les A;,
et si U et V sont deux composantes connexes distinctes de Q\ F),, on a
encore en application immédiate de (2.9)

(2.11) Ge(y) <C > Gul(A))

1<j<m

pour x € U et y € V avec C = C(d, cp,c1) > 0.

3. Le principe de Harnack au bord dans 2. Une forme
tres faible

On montre maintenant —en adaptant une méthode bien connue
([Anl, pp. 189-190], cf. aussi [An2], [CFMS], [JK], et la Proposi-
tion 7.2 de [An3] trés voisine de la suivante)— que les majorations
de Théoreme 2.1 conduisent presqu’automatiquement a des majorations
bien meilleures du point de vue du comportement au bord.

Notons aussi que le théoreme suivant est a peu de choses pres le
Lemma 6.2 de [AHL] qu’on obtient donc ici par une autre voie. On
désigne toujours par G la fonction de Green d’un domaine greenien )
de R?.
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Théoréeme 3.1. Soient R un réel > 0, a € R? et soient Ay,..., Ay,
(otm > 1) des points de dB(a, R) NQ tels que chaque z € B(a, 3R)NQ
puisse étre joint a au moins l'un des A; par un co-arc de John de Q issu
de z. On a alors

(3.1) Ge(y) SCRY™? Y Ga(4))Ga,(y)

1<j,k<m

pour tout = € OB(a,3R) NQ et tout y € 0B(a,3R) N Q. Ici C =

O(d, Co) > 0.

Remarques. 1) Ici x et y jouent des rdles plus symétriques que dans
les inégalités de la Section 2. Remarquons qu’ici encore, par le
principe du maximum, les inégalités se prolongent au cas ol x €
B(a,sR)NQ et oty € Q\ B(a, 3 R).

2) Pour d = 2 le résultat obtenu sera en réalité un peu plus précis que
P’énoncé ci-dessus. (Cf. le 3.2.)

Preuve: Par le Théoreme 2.1 (cf. le 2.A) et le principe du maximum, on
apour y € Q\ B(a, &)

G:(y) <c w(y)

i G.(Ar)
k=1

olt 11 désigne la mesure harmonique de dB(a, £)NQ dans V = Q\B(a, &)
et ¢ = ¢(d, ¢p) une constante positive. Or, si g, est la fonction de Green du
point y dans V' —prolongée par zéro hors de V—, le Laplacien au sens des
distributions Ag, de g, coincide avec la mesure harmonique de y dans V'
diminuée de la masse de Dirac en y. Donc pu(y) = Agy(0B(a, R/4)) et
pour d(y,a) > %

() 1= [ Bp) g2 o< [ 18619, a2 [ |1A6()[G-(0) 2

si p € Cf°(R?) est positive, égale & 1 sur B(a, R/4) et de support
inclus dans B(a, 3). Avec le choix ¢(z) = ®(£52) (P correspondant au
casa =0, R=1), il vient

ply) SCR™2 sup  Ga(y).

2€B(a,2E

Mais d’aprés le Théoréme 2.1 (cf. le 2.B) et puisque y € 0B(a, £), on a
pour z € B(a, g),
G.(y) =Gy(z) < c Z Ga,(y)
1<j<m

ou ¢ = ¢(d, ¢p). Et la proposition s’ensuit. O
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Remarques 3.2. Quitte & supprimer les A; “inutiles” (i.e. qui ne sont

co-connectés a aucun z € QN B(a, 22)) on peut supposer §(A;) > coZ
pour j = 1,...,m. De plus comme dans le Lemme 1.5, quitte a encore

supprimer des A;, on peut supposer m < mg(d, co). Alors :

(i) Sid > 3,onaC;' < R¥72G4,(z) < Cy sur 9B(Aj, 2R) pour
tout j, avec Cy = C1(d) ; donc hors de B; = B(A;, 2 R), R*"2G, est
équivalent en taille (avec des constantes ne dépendant que de d) au
potentiel capacitaire m; := Rfj —ou la réduite est relative a Q— de la
boule B; dans 2 (7; est aussi la mesure harmonique de B; dans Q\ B;).
Et pour z, y comme dans I’énoncé, on a la majoration (ot C' = C(d, ¢p))

(3.2) Ge(y) <C D Ga(A)m(y)

1<j,k<m
C’est “la bonne” majoration puisque par le principe du maximum ['iné-
galité opposée (avec une autre constante C) a également lieu, y compris
sid=2.

(ii) Dans le cas d = 2, G 4; n’est pas uniformément bornée (indépen-
damment de R) sur 0B(Aj,co&) en général et (3.1) est peu précise
(si on ne fait pas par exemple d’hypotheése sur I’épaisseur en capacité
de B(a, R) \ ). Néanmoins on trouve la “bonne” estimation en repre-
nant plus soigneusement la preuve ci-dessus. Observons par exemple que
si QN B(a, £) # 0, Q contient une boule B(b, aR) avec [b—a| = $(1/4+

1/8)R = &R, o = £- min{co, 1} (utiliser un co-arc de John z//\lj de Q,
z € QN Ba, %)) et V= Q\ Bla, %) est contenu dans Q' = Q\
B(b, §R) C €. De plus (exercice facile) €', {A;}1<j<m et R vérifient
les hypotheses du Théoreme 3.1 sur Q, {A4,}1<<m et R —avec un nou-
veau c¢p—. En reprenant les inégalités (x), et en notant G’ la fonction de

Green de €, on obtient grace au 2.B et en passant par G’,

(33) u(y)<C sup g.(y)<C sup  GLH)<CC Y G4y
ZGB(G,%) zGB(a,%) 1<j<m

avec C" = C(d, o).

Comme R?\ (' contient B(b, 2aR), on a G'y, < C"sur dB(Aj;coR/8)
(pour une constante absolue C” > 0) et Gy < C”ﬂ'j_sur O\B(A;;coR/8)
(rappel : m; est le potentiel capacitaire de la boule B(A;, coZ) dans Q).
Finalement, on obtient que pour € QN B(a; £) et y € Q\ B(a; §)
(3.4) Go(y) <C > GalAp)m(y)

1<j,k<m

avec C' = C(d, cp) > 0.
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Observons maintenant en vue de la suite la variante suivante du
Théoreme 3.1.

Corollaire 3.3. Placons-nous dans les hypothéses du Théoréme 3.1 en
supposant de plus que 0g(Ar) > LR, pour 1 <k <m, et notons m, :=
REP* le potentiel capacitaire de la boule By := B(Ay, 2 R) dans ). Pour
chaque n € (0, %) il existe une constante C' = C(n,co,d) > 0 telle que

(3.5) Go(y) <C > GalA)) mily)

1<j,k<m
pour tout x € B(a, 7R) N et tout y € 0B(a,nR) N .

Démonstration: () 11 existe d’apres le Lemme 1.5 des points Al €
0B(a,2nR)NQ, 1 < k < mg = mo(co,d), tels que chaque point de
B(a,3nR/2) N Q (supposé non vide) puisse étre joint & un Aj par un
2-arc de John de Q et §(A4}) > 2R pour 1 < k < m. Par le théoreme
précédent
Go(y) SCRT™? Y~ Ga(A)Ga(y)
1<j, k<mo

pour z € B(a,nR/4) N, y € 0B(a,nR) et une constante C' = C(co, d).
Comme chaque A}, peut étre joint & un A; par un cp-arc de John de Q
et comme 0(A;) < 5(A,) + R < (1 + 2¢5'n1)8(A},) la Proposition 1.2
dit que pour une constante ¢’ = ¢/(¢p,d,n) on a

Go(y) SCCRT2 D7 GalA))Ga, ().
1<j, k<m
Ce qui —au moins si d > 3— donne le résultat puisque G4, < cmy
sur Q\ B(Ay, @ R). Des adaptations faciles (cf. les Remarques 3.2 et la
Proposition 1.2bis) étendent (3.5) au cas d = 2. O

4. Le principe de Harnack au bord dans (2. Forme forte

Le but ici est d’établir un principe de Harnack a la frontiere plus
précis que le précédent, ce qui résoudra le probléme soulevé dans [AHL,
Remark 2.2]. Il apparait dans [An3] (cf. Définition 2.3) ou il est établi
pour les domaines de Denjoy lipschitziens. Il est appelé dans [AHL] (cf.
Lemma 6.3) “principe de Harnack au bord faible” contrairement a la
terminologie adoptée ici. L’idée va étre d’étendre la méthode de [An3|
(propre au cas N = 2 et reprise d’ailleurs dans [ALM]) a l'aide d’une
récurrence inspirée par le travail de Lomker (voir [Lom, p. 37 et sui-
vantes]).

(2)On pourrait aussi tout simplement reprendre en adaptant la preuve du cas n = %
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La proposition clef. Considérons un domaine de Green U de R?, un
point a € R%, des points Aj € 0B(a,R)NU, 1 < j < N, et supposons
qu’on ait la propriété P(T') suivante pour une partie T' de {1,...,N}?
contenant la diagonale {(j,7); 1 <j < N} :

“Pour tout n € (0,3), il eziste e = e(n,T') € (0,3) tel que

P(I) GY(z,y) <er > GY(x,4;)GY(Ar,y)
(4,k)er

pour tout x € U N B(a,enR), tout y € U \ B(a,nR) et une
constante cr = cr(n) > 0.”

Ici N est un entier > 1 et on a noté GUY la fonction de Green de U.
On a alors la propriété clef suivante.

Proposition 4.1. Si (jo, ko) €T, jo # ko, et si I =I'\{(jo, ko), (ko,jo)}
la propriété P(I") a également lieu avec (n,I") = e1e2, ot g1 = &(n,T)
et eg = (e, ). On peut d’ailleurs prendre cr/(n) = 3(cr(e1n) +cr(n)).

Démonstration: On peut supposer Aj, # Ag,. Notons 1 = ¢(n,T), g2 =
e(e1n, T') et définissons g := 162 = e(n,T') x e(e1n, T).
Introduisons (comme pour le cas N = 2, cf. [An3]), les ouverts
Uj, = {2 €U; GY(A},,2) > GY(Ag,,2)} et
Uk, = {2z €U; GY(4,,2) < GY (A, 2)}.

On peut supposer z € Uj, N B(a,son) puisque U C Uj, U Uy, et
que le cas * € Uk, N B(a,eqn) est bien siir semblable au cas ot = €
Uy N Blacon. i

Soit F' = dU;, N B(a,e1nR)NU et soient p = Rgu et g, = G, —p, ol
la réduite (ref. [Br4] ou [Her]) }A%gu est relative au domaine U. Notons

que g, est la fonction de Green de péle z dans V := U \ F prolongée par
zéro hors de V. Si y € 0B(a,e1nR) NUj,, alors puisque y € Uj,

GU(xv Ajo) GU(Ako ) y) < GU(xv Ajo) GU(AjO ) y)a
et aussi, puisque z € Uj,,

GY (z, Ak,) GY (Ajy,y) < GY(x, Aj,) GY (45, y).
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Ainsi, pour y € Uj, \ B(a,e1mR), on a d’apres ’hypothese (avec ' = e17)
et ce qui précede,
9:(1) SGY(y) <1 > GY(A))GY(Ar,y)
(3,k)er
<3Cl Z GU GU(Aka )

(4,k)er”

(4.1)

ol ¢1 = er(e1n).

Dong, par le principe du maximum, et puisque le bord dans V = U\ F’
de Uy, NV est contenu dans U \ B(a,£1nR), 'inégalité (4.1) entraine que
pour tout y € U,

(4.2) 9:(y) <3cr Y GY(A)) GY(Ax,y).
(4,k)er”

D’un autre coté, si z € F et siy € U\ B(a,nR), en utilisant & nouveau
Ihypothese (cette fois pour 1) on a,

GY(y) <er Y. GY(z,4;)GY(Ax,y)
(3,k)er

<2 Y GY(2,4;) GY(A,y),
(7,k)er”

puisque GY(z, A;,) = GY(z, Ag,) et donc
GU(Zv Ako) GU(Ajov y) = GU(Zv Ajo) GU(Ajov Y);

(4.3)

noter aussi que
GU(Zv Ajo) GU(AIC(N y) = GU(Zv Ako) GU(Akov y)

Ici co = er(n).
En intégrant par rapport & z I'inégalité (4.3) contre la mesure —Ap
associée & p dans U, on obtient en observant que p < GY,

ply) <2c2 Y p(A;) GY(Ax,y)
(3,k)er”

<2c Y. GY(x,4;)GY(Ay),

(4, k)T’

(4.4)

pour y € U\ B(a,nR). Finalement en ajoutant (4.4) et (4.2) (qui a lieu
pour tout y € U \ B(a,nR)),

(4.5) GY(z,y) <3(ca+c1) Y, GY(z,4;)GY (A y),

(4,k)er’
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pour tout z € U N B(a,gonR) et tout y € U \ B(a,nR). Ce qui acheve
la preuve de la proposition clef. o

Corollaire 4.2. Soient U un ouvert de Green de R?, a € R4, R > 0 et
{A;}1<j<n vérifiant Uhypothése P(Tg) avec To = {1,...,N}?, cr,(n) =
cf{)]{d’2 et e(n) = %. 1l existe g = €9(N,d), 0 < g9 < % et C =
C(cp,, V) tels que

N
(4.6) GY(z,y) <CR"*> GY(x,4;)GY (4;,y)

j=1
pour x € OB(a,eoR) NU ety € 9B(a, Z)NU.

En combinant avec le Théoreme 3.1, on obtient une premiere forme du
principe de Harnack au bord “fort” sous les hypotheses du Théoreme 3.1.

Corollaire 4.3. Soient Q un ouvert de Green de R%, R un réel > 0, et
soient a € R% et Ay,..., A, des points de OB(a, R) N tels que chaque
point z € B(a, %R) N Q puisse étre joint a au moins un des A; par un
co-arc de John de Q issu de z. On a alors

Go(y) SCRY™? > G.(4;)Ga,y)

1<j<m
pour tout z € B(a, £)NQ et touty € dB(a, £)NQ. Ici C=C(d, co) > 0.

Preuve: D’abord, quitte & réduire I’ensemble des A; et & remplacer cg
par co/2, on peut supposer que d(A;, Ay) > co& et donc m < my(co, d).
Une application directe du Corollaire 4.2 et du Théoreme 3.1 donne
ensuite que

(47) Coly) S CLET2 S GulA}) Gty ()

1<j<m
pour z € 0B(a,eR) N, 0 < e =e(d,mg) < 1,y € IB(a, R) NQ et
une constante C7 = C1(d, cp, mg) > 0.

En particulier, si € 9B(a, %) N Q est tel que §(x) < 5%, sia €
0N est tel que d(z) = d(a’) et si {A]}1<j<m, est un systeme de points
de 9B(a’, £) dominant pour B(a’,3R/16) N (cf. le Lemme 1.5) on a
pour tout y € dB(a, &) C Q\ B(d, &),

(4.8) Guly) <CLRI2 D" Go(A)) Garly)
1<j<mo

en appliquant (4.7) a U, le point a’ € OU, R’ = R/4 et les A’. En utilisant
ensuite (comme dans la preuve du Théoréme 2.1) la Proposition 1.2 et
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des arcs de John joignant chaque A;- aun Ag,ona GE(A;-) < cGy(Ag;),
G(A},y) < cG(Ayg,,y) pour des k; convenables et une constante ¢ =
e(d, ¢, e). On en déduit I'inégalité voulue :

Ge(y) S PCLRY™? D" Go(A))Ga,(y), c=c(dco,0).

1<j<m

Siz € 9B(a, )N est tel que d(z) > &, les inégalités de Harnack de la
Proposition 1.2 et I'existence d'un arc cp-John joignant x & I'un des A;
donnent directement G.(y) < CoGa,(y), C2 = Ca(d,co,€), et aussi
RI72G(z, Aj) > C3, C3 = C3(d, co,€) pour au moins un j, 1 < j < m.
Donc

Go(y) < CaC3 R™2 )" Ga(A)) Ga, (y). O

1<j<m

L’énoncé suivant est équivalent au précédent pour d > 3 mais il est
plus précis pour d = 2 (voir la fin de la Section 3).

Théoreme 4.4. Soit Q un ouvert de Green de RY, soient Ay, ..., An,
des points de dB(a, R)NQ, a € RY, R > 0, tels que chaque point z €
Bl(a, %R) N Q puisse étre joint & au moins l'un des A; par un co-arc de
John de § issu de z. On a alors

Ge(y) <C > Gu(A))m(y)

1<j<m

pour tout x € B(a, &) N Q et tout y € dB(a, $R) NQ. Ici m; = RlBj
désigne le potentiel d’équilibre de B; = B(A;, co%) dans Q (i.e. la mesure
harmonique de OB; dans Q\ Bj) et C = C(d, co) > 0.

Remarque. Comme avant (cf. le 1.B), quitte & jeter des A; inutiles, on
peut supposer en outre §(A;) > CO% On peut aussi en supprimant encore
certains Ay, supposer que d(A;, Ay) > co§ pour 1 < j # k < m —quitte

3 <o
a remplacer ¢y par 3.

Preuve: Supposant d = 2, on adapte facilement la preuve précédente, en
utilisant le Lemme 4.5 suivant qui assure qu'il existe C' = C(d, ¢g) tel
que si Z; € OB(Aj,coZ) pour 1 < j < m, on a Ga,(Z) < CGa,(Z)
pour 1 < k, ¢ <m, C =C(d, ).

On voit alors que le (3.5) du Corollaire 3.3 peut se réécrire sous la
forme

Go(y) SCO'> Ga(A;)) G(Ar,y)
7,k
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avec  =max{G(4;,Z;); 1<j<m, d(Z;,A;)=“E} <C~'min{G(4;.Z;);
1<j<m,d(Z;,A;) = 9B}, C = C(d, cp), C = C(d). Le Corollaire 4.2
avec le raisonnement de la proposition précédente donne maintenant
G.(y) <CO' > Gz, A)) G(A;,y)
1<j<m
pour z € QN B(a, &), y € 0\ B(a, £) avec une nouvelle constante C' =

C(d, cp) (on utilise d’ailleurs encore le Lemme 4.5). On achéve en notant
que par le principe du maximum Gy, (y) < 07;(y). O

Lemme 4.5. Soient U un ouvert de Green de R? et B(a, p), B(b, p) deux
boules contenues dans U et telles que d(a,b) < cp. Alors on a pour
a' € 0B(a, %), v € 0B(b, ),

CT'G(b,V) < G(a,d') < CG(bY)

ot, C =C(d,c) et ot G désigne la fonction de Green de U.

Preuve: Pour d>3, il est bien classique que cq(1—2279)p>~% < G(a,a’) <
cap®>~?% ol ¢g4 ne dépend que de d. On peut donc supposer d = 2, cas ol
on a de méme la minoration uniforme G(a,a’) > czlog(2) = ¢, mais ot
G(a,d’) n’est pas uniformément borné indépendamment de U. Comme
par les inégalités de Harnack on peut choisir arbitrairement ' € 9B(b, §)
et ' € 0B(a, %), on peut aussi supposer que a,a’ ¢ B(b', 5).

Dans U, = U\ B(V,%), on a G, = g, + H ol g, est la fonction
de Green de pole a dans U, et ou H est la solution du probleme de
Dirichlet dans U, pour la donnée frontiere f = G, sur dB(V, %) et
f=0sur 9U,NOU. On a g, < ¢’ sur dB(a, §) —on peut se ramener a
Us =R?*\ B(V, %) et & p = 1— avec ¢ = /(c) > 0, et aussi G(a,b’) <
¢ G(b,b') (inégalités de Harnack et principe du maximum). Donc

Ga(d') < (1+G(a,b)) < 1+ GO, b)) < (c&fl—l—c/) G(b,v). O
5. Autres formes du PHF. Premieéres applications

5.A. On va d’abord énoncer d’autres formes, plus naturelles et éven-
tuellement plus commodes, du Théoreme 4.4. Commencons par I’énoncé
suivant ot pour F C R? on note F,, := {z € R%; d(z, F) < n}.

Théoréme 5.1. Soient Q un ouvert de R%, F un fermé de Q, 1, co,
c1 des réels > 0, ¢y € (O,%), cr > 1etA;, 1 < j < m, des points
de Q tels que : (i) c;'n < 8(A;) < e pour 1 < j < m et (i) chaque
point de Fy,, N Q peut étre joint & au moins un des Aj; par un co-arc de
John de Q. Notons m; := Rfj le potentiel d’équilibre dans Q de B; =

B(A, an) C Q.
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Alors pour toute fonction h harmonique positive sur 0 qui s’annule
sur F,y NOQ (au sens intrinséque relativement a Q cf. le 1.C) on a

(5.1) h(z) < C Y h(Aj) mi(x)
j=1
pour x € F, avec une constante C = C(d,co,c1) > 0 indépendante

de n. Donc, pour toute suite finie {h;}1<j<m de fonctions harmoniques
positives sur ) et tout x € F, on a

N
(5.1) h(z) < O’Z ]Z((“Z) hi(x), C'=C'(d,co,c1).

Remarque 5.2. Notons que les inégalités “opposées”
h(z) > C~'h(A;) mj(x), pour z € Q et une nouvelle constante C, sont
immédiates par Harnack et le principe du maximum.

Preuve: On peut supposer  Greenien (sinon h, les m; et les h; sont
constantes) connexe et F' # (). On notera G la fonction de Green de €.

(a) Montrons d’abord que pour x € 9F;, , N2, on a pour tout y € F,
(5.2) Ga(y) < OZGE(AJ)WJ(ZJ)
j=1

Posons p = %77 et observons que d’apres les hypotheses et le Lem-
me 1.5 on peut trouver des A} € 9B(x, {5) NQ, 1 < j < mg = mo(co, d)
tels que chaque point de B(z, i—g) N ) puisse étre joint & 'un des A;- par
un -arc de John de 2 (d’apres le Lemme 1.5). Par le Théoreme 4.4 on
a donc pour y € QN IB(x, £),

(5.3) Go(y) <C > Gu(A)m(y), C=Cldco)
1<j<mo
ou 7} désigne le potentiel capacitaire de B} = E(A;-, L) € Q dans Q.

A Paide des inégalités de Harnack de la Proposition 1.2 et comme dans
la démonstration du Corollaire 4.3 et du Théoreme 4.4 (cf. aussi le 2.A),
on voit qu’on peut remplacer les A et les 77, 1 < j < mo, par les Ay et
les i, 1 < k < N, quitte a multiplier la constante C' par une nouvelle
constante (dépendant de ¢;, ¢y et d). Dot le (5.2).

(b) Prenons alors la fonction harmonique positive h de 1’énoncé et
considérons sa réduite (relativement & Q) p = RF" ot F' = F, /. Cette
réduite p est un potentiel de Green dans  [cf. le 1.8] de mesure associée
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(dans Q) p := —Ap portée par OF' NQ et on a p = h sur F. Il découle
alors des inégalités (5.2) (en intégrant en = contre u) que

(5.4) hy) < CD_h(A;) m5(y),

pour tout y € F. Mais par les inégalités de Harnack ordinaires, on a
m; < ch;/h(A;) sur B(A;j, p). Donc par le principe du maximum (7; est
un potentiel sur ), m; < ch;/h(A;) sur Q\ B(A;, p), et en combinant
avec (5.4) on obtient I'inégalité (5.1°) de 1’énoncé. O

On peut donner une version un peu plus fine du Théoreme 5.1, basée
sur la distance accessible dans 'ouvert Q de R?. Cette distance d, =
d<} est définie par la formule

(5.5) d}(z,y) = inf{diam(C); C partie connexe de Q, z,y € C}

pour z,y € Q (ref. [Brl], [BV1], [ALM] pour des utilisations en théorie
du potentiel). On considére maintenant, pour F C {2, les ensembles
ouverts Fy' = {x € Q; di(z, F) <n}, n > 0.

Théoréme 5.3. Soient F un fermé de Q, n un réel > 0, ¢o € (0,3),
a1 >1etA;, 1 <j<m, des points de Q tels que : (i) 01_177 <4(4;) <
c1n pour 1 < j < m et (i) chaque point de F,? peut étre joint a un
des A; par un co-arc de John de 2. Si h est harmonique positive sur )

telle que h|ng soit nulle sur F_,?ﬂaQ, sij désigne le potentiel capacitaire
de B(Aj,m/4c1) dans Q alors pour tout x € F

h(x) < CZ h(A;j) mj(x)

avec une constante C = C(d, co, c1) > 0 indépendante de 7.

Comme ci-dessus, on a facilement I’estimation opposée :

h(z) > C~1 3" h(Aj) mj(z) sur Q pour tout x € Qet C = C(d, co, ¢1) as-
i=1
sez grand.

Preuve: On va se ramener au résultat précédent. Considérons x € F', la

boule B(z, R) avec R = 15 et la composante connexe V' de B(z, R) N {2

contenant z. Par construction on a V C Fik.

Choisissons des points A} € VN 9IB(x, R/2), 1 < j < m = m(co,d),
tels que tout point de V N B(z, R/4) puisse étre joint a I'un des A
par un ¢-arc de John dans V' (voir les Lemmes 1.4 et 1.5). On peut

aussi supposer d(A’;,0V') > coR/8. Par le théoreme précédent [appliqué
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alouvert V, au fermé B(x, %)QV de V, aux points A’ et auréel ) = % >
0] on a h(z) < CY7T, h(A%) ' (x) ot 7} désigne le potentiel capacitaire
de B(Aj, cog). Les inégalités de Harnack de la Proposition 1.2 le long

d’un arc de John joignant chaque A;- a un Ay donnent alors le résultat
voulu. O

Remarques 5.4.  a) L’énoncé ci-dessus admet une version (qui se dé-
duit de (5.2)) utilisant la fonction de Green : sous les hypotheses
du théoreme précédent sur 2, F' et les A;, et si G est la fonction
de Green de Q, on a pour tout z € '\ F,?

G(y) < CZGx(Aj)Wj(y) < OZPij(Aj) Ga;(y), VyeF,

ol pj_l =max{Ga,(2); 1 <j <m, d(4;,2) = z-}.

b) On peut remplacer & droite p; par n%=2 quitte & éventuellement
perdre, dans le cas d = 2, un ordre de grandeur.

5.B. Passons maintenant, en suivant des méthodes bien connues
(ref. [An3]), & des applications du Théoréme 4.4 (et des variantes pré-
cédentes) a la frontiere de Martin ([Mar|, [Nai], [HW1], [HWZ2]). On
va d’abord énoncer un résultat général, dans l’esprit de [An3].

Soient (2 un domaine et zy un point de référence fixé de . Pour
F partie fermée de Q telle que 29 ¢ F, notons by (F) la réunion des
composantes de Q \ F ne contenant pas z, et b_(F) la composante
de Q\ F contenant zo. Disons ici qu'un filtre F sur £ est un bout de §2
§’il existe une suite {B,},>1 de parties fermées de Q, zo ¢ B,, telle
qu’on ait, posant w, :=by(B,) : (i) By C w, et donc w,, C w,, si p > v,
(i) pour tout compact K de € il existe v > 1 tel que K C b_(B,),
(ili) {wy}u>1 est une base du filtre F. Ces définitions sont empruntées
a [An3].

On dira que {B, },>1 est un acces du bout F. On notera aussi Hf :=
{u e Hy(Q); Vv >1, hyy, est nulle sur 9U, N 9N} ou U, :=b_(B,) et
H4 () := {h: Q — Ry; h harmonique dans Q}.

Définition 5.5. Soient F un bout de 2, N un entier > 1 et ¢y > 0.
Disons que F est cp-John d’ordre N s’il existe un acces {B,} de F avec
pour chaque v > 1 les propriétés suivantes : (i) il existe N points AJ, € Q,
1 <j < Nete, >0 tels que tout point de [B,]? peut étre joint & I'un
des AJ par un co-arc de John de Q, (ii) coe, < 6(AJ) < ¢yle,, et
(i) (B2, 11 [B,IS, = 0 (done B, [B,JS =0, V> )
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Théoréme 5.6. Soient Q C R? un domaine de Green et F un bout de
qui est co-John d’ordre N. Alors le cone H}L_- est de dimension finie Nx,
engendre par N minimales sur Q) et 1 < Ny < N. De plus, si_on note

={¢ e K¢ € HEY, ona F ={VNQ; V voisinage dans Q de F}.

Ici et dans la suite on note —selon l'usage— Q le compactifié de

Martin de ©, 00 = Q\Q1la frontiere de Martin Q et K, = lim £l
zell), z—x ’

la fonction harmonique positive (ou noyau Martin) associée a x € e
(xo étant pris comme point de normalisation).

Preuve (Indications rapides): On reprend assez directement les argu-
ments de [An3, partie 2]. (a) Si hhy,...,hy sont N + 1 éléments
de H+ on a par le Théoréme 5.3 et le principe du maximum : h(z) <
N h(A7
C Zg 1p. ((AJ))
dante de v. Une répétition de 'argument de [An3, pp. 223-224] montre
alors qu’étant donnés N + 1 éléments, Hj;, I'un d’entre eux est majoré
par C fois la somme des autres et que par conséquent H} admet un
ensemble générateur ayant au plus N éléments. De plus les inégalités
utilisées montrent que H;f- est fermé. Le cone HJ}C est donc engendré par
ses génératrices extrémales et vu la définition de H} ces génératrices sont
aussi extrémales dans H (€2). D’ou la premiere assertion de 1’énoncé.

hj(z) pour tout « € b_(B,) et une constante C' indépen-

(b) Soit A harmonique positive dans 2, limite d’une suite de potentiels
G(.,2r)
G(Io,zk) ?
en utilisant le Théoreme 5.3)

normalisés hg(.) = Zk € wy,, Yk 1 00. D’abord, on a (toujours

N
x) < Cth(Af;) G,i(x), z€b_(By)
pour v > v. Faisant tendre k vers 4+co on obtient que
N .
r) <CY WA} Gy (), xeb (B,
=1
ce qui montre que h € HJ}C.

G(.,z)
G(Io,zk)

(c) Inversement si h € H () est limite d’une suite hy(.) =

avec des zj appartenant tous & un méme b_(B,_1), on aura

N
x) < Cth(A,{) G,i(T), T E€wy.
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Si h € Hf alors h = 0 sur 99 (frontiere dans Ed) et h = 0 ce qui est
absurde. (|

En application, considérons d’abord le cas de la frontiere de Martin
d’un domaine € qui est de John au voisinage d’un point frontiére. Voir
aussi [AHL].

Plus précisément, disons que le point frontiere a € 02 de 'ouvert 2 C
R? est un point frontiére de Q de type John d’ordre inférieur ou égal
Uentier N >1,s’il existe co € (0, 3 ), une suite { R}, },>0 de réels>0 tendant
vers 0, une famille {A}},>01<j<n de points de Q tels que (i) coR, <
6(A%) < co ' Ry, (ii) tout point = € QN B(a, coR,) est origine d’un co-arc
de John dans € d’extrémité I'un des A?, 1<j<N.

D’autre part, pour F partie de la frontiere (dans Ed) Q) du do-
maine ©, notons H () le cone des fonctions harmoniques positives
sur  qui s’annulent (au sens intrinseque, cf. le 1.C) sur 9Q \ F.

Le Théoreme 5.6 a alors la conséquence suivante. La preuve sera
laissée au lecteur.

Proposition 5.7. Si ) est de Green et si a est un point frontiere de )
de type John d’ordre < N, alors le cone HF () est engendré par N’ mi-
nimales, 1 < N’ < N. Le filtre des traces sur Q des voisinages de a
dans R? est identique & celui des traces sur Q des voisinages dans Q de
F, = {z € 0Q; K, € H}(Q)}.

On peut d’ailleurs facilement étendre ce qui précede aux points fron-
tieres accessibles de Q. La frontiére accessible 0,2 du domaine € est,
par définition, ’espace o \ Q, ol o désigne le complété de l'espace
métrique (£, d,). Il est clair que I'identité se prolonge en une projection
continue 7: 2% — Q telle que 7(8,Q) C Q. On notera B, (£, p) la boule
ouverte de centre £ € 9,0 et de rayon p dans (Q",d,) et Hzr Q) ={he
H4(Q); o5, g,y = 0 sur O(2\ B.(&,71)NOQ, ¥ r > 0} (frontieres
relatives & R%).

Disons que le point & € 9,92 est John d’ordre N s'il existe § € (0, %),
co > 0, une suite {R,}n>1 de réels > 0 tendant vers zéro et pour
chaque n > 1 une suite {AX}1<<n de N points de 9B,(£, Ry,) N
qui soit ¢o-dominante pour B, (€, SR,) dans Q.

Proposition 5.7bis. Si Q est de Green et si & € 0,82 est de type John
d’ordre < N, alors H;(Q) est engendré par un ensemble de N’ harmo-
niques minimales, 1 < N’ < N. Le filtre des traces sur Q0 des voisi-
nages de & dans Q, est identique a celui des des voisinages dans Q de

Me = {¢ € 0Q; K¢ € M ()}
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Mentionnons —en vue de la Partie 8— le théoreme de type Fatou-
Doob, facilement disponible ici a I'aide d’arguments standards (cf. [BD]
et [An1]). Soit £ € 0,92 et soit T C Q de la forme T = |J,,»; Tr avec
T, = {z € Q; 6(x) > edu(x,€), epn < do(2,€) < Bpn}, olt {p,} est une
suite de réels > 0 décroissant vers 0 et 0 < ¢ < .

Théoréme 5.8. Supposons que pour chaque m > 1 il existe A, €
OB, (&, pn) N Q qui soit co-dominant pour Ba (&, Bpn) N Q dans Q (co,

B € (0,3) réels indépendants de n). Soit X le point minimal de a0
associé a & par la Proposition 5.7bis et soient u, v des fonctions har-
moniques positives sur ). Si le rapport 3 admet une limite fine £ € Ry
u(z)

im o)
2€T, dg (2,X)—0

en X, alors { =

Indications. On montre d’abord que pour B = B(x, %pn) ,no> 1,
reT,,ona Rﬁx (x0) > 1 Kx(x0) = ¢1 avec ¢; indépendant de x et n.
Une utilisation de la Proposition 1.2 ramene au cas ol d, (&, z) = €py, ;
or, dans ce cas le Théoréme 5.3 (avec N = 1, F' = 0B, (&; Bpn) voir aussi
le 5.4) donne que ¢ 'K, (A,) < Kx(A,) < cK,(A,). La Proposition 1.2
montre ensuite que ¢ 'K, < Kx < cK, sur OB avec une nouvelle
constante c. Donc, par le principe du maximum, RIE;’; > c 'K, sur Q\ B
et le résultat voulu.

On en déduit qu'une suite de boules B,, = B(zy, $0(2y)), zn € Ty,
n > 1, n’est pas de réunion effilée en X, puisque I'effilement en X entraine
que nlingo RIE;T; = 0 uniformément sur tout compact de €.

Une fois ce dernier point établi, le raisonnement standard de [BD]
(ou [An1]) donne le résultat voulu.

5.C. Cas des domaines de John. Utilisation de la distance
géodésique.

Dans cette partie Q est un ouvert de R, borné et ¢y John relative-
ment & un systéme fini {A;}1<j<m de poles (ou centres) A; € Q, m > 1,
co > 0. Cela signifie que chaque = € Q est l'origine d’un cg-arc de John
de  d’extrémité 'un des A; (ref. [AHL]). Si Q est connexe, € est alors
John de centre tout point de {2 mais sa constante de John ne peut étre
controlée a I'aide de cg, d, le diametre de Q et les distances 0o (A4;).

Rappelons que la distance géodésique d, dans Q (ref. [Va2]) est ob-
tenue en posant, pour (z,y) € €,

(5.6) dy(z,y):=inf{long(v); v: [0, €] —Q arc rectifiable joignant = a y}
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(si © est non connexe d, et d, ne sont pas exactement des distances
puisque dg(z,y) = dqo(x,y) = +00 pour z et y dans des composantes dis-
tinctes de Q). Evidemment do < dg, mais d’apres un résultat de Vaisala,
il existe C' > 1 tel que dy < C'd, (cf. [Va2, §3.3 et §3.4]). En particulier
Q, coincide avec le complété géodésique Q, (le complété de (£2,d,)) et
la frontiere accessible J,€2 coincide avec la frontiere géodésique 9,2 =
a,\ Q.

Notons que le diametre géodésique de chaque composante de €2 est
borné : chaque x € € peut étre joint a un A;, j = j,, par un arc 7
dans Q de longueur inférieure & Cy := ¢; ' (A;). Il s’ensuit d’ailleurs que
v admet une reparamétrisation 7: [0,1] — Q qui est C;-lipschitzienne.
Plus généralement, tout co-arc de John de Q, (on convient que §(x) =0
pour x € 0,Q2) d’extrémité A; admet une reparamétrisation 7: [0,1] —
ﬁg qui est C lipschitzienne. On en déduit la compacité de ﬁg.

Lemme 5.9. Le complété géodésique (ou accessible) (Qg,d,) est un es-
pace métrique compact.

Preuve: L’ensemble K des co-arcs de John 7: [0,1] — €, C;-Lipschitz et
d’extrémité un des A;, est compact pour la topologie de la convergence
uniforme sur [0, 1]. Et 'image de K par ’application continue v — (0) €

Q4 contient ) et est compacte dans 2. O

Revenant & la compactification de Martin Qde ), la Proposition 5.7bis
admet le corollaire suivant (comparer [AHL, Theorem 1.1]). On note
0192 la partie minimale de la frontiere de Martin de €.

Théoréme 5.10. L’identité se prolonge en une surjection continue
7 Q — Qg Si & € 0y = 0,2 admet un systéeme de référence de moins
de N points, on a 1 < #(r~1(£) N1 Q) < N.

Exemple 5.11. Si chaque point £ € 9,42 admet un systeme de référence
d’ordre N = 1, l’application canonique m: 2 — ﬁg est un homéomor-
phisme et chaque point de 92 est minimal.

6. Domaines intérieurement uniformes et principe de
Harnack au bord

6.A. Rappelons d’abord une définition de I’ “uniformité intérieure”
(ref. [Va2], [Va3], [BV2], [AHL|, [BHK]).
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Définitions 6.1.  a) Soit v: [, 5] — Q un arc rectifiable dans I'ou-
vert Q de R? et soit ¢ > 0. On dira que v est un arc c-uniforme(®
(ou ¢ John bilatere) dans §2 si

(i) da(y(t)) > cmin{long(y|(a,q), long(vjje,5)} pour a <t < f3,

et si de plus
(ii) dg(v(@),v(B)) = clong(7).

b) Le domaine € est intérieurement uniforme s’il existe ¢ > 0 tel que
pour chaque couple (a,b) € 92, il existe un arc c-uniforme dans 2
joignant a a b. On dira alors que € est c-intérieurement uniforme.

Remarque. Si 2 est borné et intérieurement uniforme au sens ci-dessus,
il est ¢; John pour une constante ¢; = ¢1(f2) > 0 et par [Va2, Theo-
rem 3.4] on a d, < dy < Cd, avec C' = C(2) > 0. Dans la définition
ci-dessus de l'uniformité intérieure de 2 on peut donc remplacer (ii) par :

(i) da(y(@), ¥(B)) = clong(y).

6.B. Voici maintenant une caractérisation de 'uniformité en termes de
propriétés géométriques analogues a celles de I’énoncé du Théoreme 4.4
avec N = 1. Soit 2 un domaine de R%; pour ¢ € Q, et r > 0, on
notera By (&, r) la boule ouverte de centre ¢ et de rayon r dans (,,d,)
le complété de (9, d,).

Proposition 6.2. Supposons Q) borné et la propriété suivante ou Ry,
co, B sont des réels > 0, et 3,co € (0, %) spour & € 040 et 0 < R <
Ry, il existe A € (By(&,R) \ By(&,BR)) N Q tel que chaque point z €
By(&, B*R) N2 peut étre joint a A par un co-arc de John dans §). Alors,
Q est intérieurement uniforme.

Une réciproque est donnée plus loin dans la Proposition 6.4.

Démonstration: a) Soient x,y € tels que d(z,y) < dy(x,y) < 32Ro/10,
5(y) < 3(x).

Sid(z,y) < 26(x), le segment [z,y] est un arc 1-uniforme de longueur
d(z,y) = dg(x,y) dans Q.

Sid(z,y) > 16(x), fixons £ € 9,02 tel que dg(z,€) = §(z), posons R =
B~2(dg(x,y)+6(x)) < 3872dy(z,y) < R et considérons A € (By(€, R)\
By(&,BR)) N Q avec la propriété de 1'énoncé. On a z, y € B, (&, 3°R) et
il existe des cp-arcs de John 1 et o joignant respectivement x et y
a A (donc de longueurs majorées par ¢y 'R < 3¢y 137 2dy(x,y)). L’arc T

(3)On devrait dire plus précisément “arc c-intérieurement uniforme”.
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obtenu par concaténation de y; et ;' est un arc de John (bilatere)
dans €2 pour la constante écOBQ.

b) Supposons d,(z,y) > 3% Ro/10. D’apres Phypothese sur €, il existe
des cp-arcs de John 71, 2 joignant x et y respectivement a des points X,Y
de Q tels que 6(X),5(Y) > B Ry, 3 =min{3?, co(8—3?)}. Soit F une par-
tie maximale de K := {z € Q; §(z) > 'Ry} dont les points soient mu-
tuellement & distance> 13’ Ry ; en particulier #F < [diam(£2)]¢/[3' Ro]“.
En prenant X', Y’ € F tels que d(X, X’),d(Y,Y’) < %ﬁ/Ro, un arc rec-
tifiable —ne dépendant que de X’ et Y’'— joignant X’ et Y’, et les
segments [X, X'], [Y,Y’] on joint X et Y par un arc de longeur ma-
jorée par une constante Cy(€2) et & distance de Q¢ minorée par une autre

constante. En ajoutant les arcs v; et v4 !, on obtient un arc c-uniforme
de Q avec ¢ = ¢(Q). O

Lemme 6.3. Soient P,Q € Q et B > 0 tels que P € By(Q,[5(Q)). St
v est un arc C-uniforme dans Q joignant P ¢ Q, 0 < C < 1, alors vy est
un co-arc de John issu de P dans Q pour co = min{C, %5’102}.

Preuve: Notant ¢ la longueur de «, on a £ < C~'d,(P,Q) < fC15(Q).

—

Soit X un point sur vy tel que le sous-arc vx = X@Q de v soit de lon-
gueur inférieure a %E (sinon la C-condition de John est entrainée par
le caractéere C-uniforme de l'arc). Si la longueur de vx est minorée
par +6(Q), alors §(X) > $46(Q) > 2371C?¢ d’apres I'uniformité de .
Si au contraire long(yx) < 36(Q), on a d(X,Q) < 36(Q) et 6(X) >
16(Q) = $371CL. Dans les deux cas, on a §(X) > 287 'C?long(y). O

Proposition 6.4. Soit Q un domaine borné et c-intérieurement uni-
forme dans R?. Si Ry > 0 est assez petit, on peut pour chaque 3 > 0
trouver un réel co = co(3,€) > 0 tel que : si & € 930 et 0 < R < Ry, il
existe A € 0By (&, R)NQ qui est ¢o-dominant pour By(€, BR)NQ dans 2.

Preuve: Comme §g < %diam(Q) = %AO sur Q, pour z,y € Q on a

Ldg(z,y) < sup,cq 0(2) < $A¢ et Q est de diametre géodésique inférieur
a ¢ 1Ap. Donc d’aprés le Lemme 6.3, si on fixe une boule B(xq, Ry)
contenue dans €2, I'ouvert 2 est ¢ John de centre xg pour un ¢ > 0
convenable.

Soient £ € 9482, 0 < R < Ry, et A le premier point d’intersection d’'un

c-arc de John {xg de Q avec 0By4(§, R). On a §(A) > cR et pour = €
By(§,BR),onax € By(A, (1+ ()R). L'uniformité de © et le Lemme 6.3
fournissent un c-arc de John joignant x a A avec une constante ¢y =
Co(ﬁ, Q) > 0. O
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En particulier, on voit que le Théoreme 5.10 redonne un résultat
de [ALM] (cf. aussi [Aik]) : si © est borné et intérieurement uniforme
la compactification de Martin {2 est équivalente & la complétion (£, d,).

Remarque 6.5. Si Q) est en outre uniformément régulier ce dernier ré-
sultat découle de [An3], [An5] et [BHK]. En effet si g5 est la métri-
que pseudo-hyperbolique g (dz) = dqa(x)~2|dz|?, x € €, 'espace métri-
que (£, gp) est d’apres [BHK] complet, géodésique et Gromov-hyper-
bolique et sa compactification visuelle est équivalente a la complétion
géodésique Q. L'opérateur L = 63 A est adapté sur (€2, gs) (au sens de
[An3], [An5]) et comme ) est uniformément régulier (cf. [And]) L + ¢
admet une sursolution > 0 finie dans 2. La théorie de [An5] et 'adapta-
tion [An6, Chapter 5] (cf. aussi [BHK]) donnent alors le résultat. Voir
aussi [BV1].

6.C. Dans toute la suite de cette Partie 6, Q) désigne un domaine borné
et intérieurement uniforme de R% de constante d’uniformité notée cq. On
va répertorier des formes du principe de Harnack au bord dans ce cadre,
formes associées a la donnée d’un arc de John (bilatére ou unilatere) qui
semblent naturelles et utiles (cf. les Sections 8 et 9). Commengons par
le corollaire suivant du Théoreme 5.3 et de la Proposition 6.4.

Corollaire 6.6. Soient £ €0,Q, B(xo,r0)CQ, R>0 tels que dy(&, z0) >
R + rg et soit A le premier point d’intersection d’un co-arc de John

(unilatére) Exo de Q@ avec OBy(€, R).
Alors, si0 < 3 < <1, siz,y € Netdy(&,x) < PR, dy(&,y) > OR,
on a

G(z,y) < (A2 G(a, A) G(A,y)
pour une constante ¢ = ¢(Q, co, 4, 8) > 0.

Preuve: D’apres la démonstration de la Proposition 6.4, le point A est
c1-dominant pour B, (&, (26 — f')R) N dans Q avec ¢ = ¢1(£, co, 0).
Appliquant le Théoreéme 5.3 (cf. les Remarques 5.4) & F' = 0By (€, BR)NQ
etn=(8—0)Ravec N=1et A; = A, x € B(&, 5'R), on obtient que

Gu(2) < cd(A)T2GL(A)Ga(2), ¥ 2 € OBy (&, BR)

avec ¢ = ¢(Q,¢o, 3 ,8) > 0. D’ou assertion par le principe du maxi-
mum. O
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Proposition 6.7 (Principe de Harnack au bord associé & un arc de
John). Soit T un co-arc de John joignant le point P au point Q dans Q).
Supposons que d(P, Q) > cod(P). On a alors
G(P,R) < cd(Q)"?G(P,Q)G(Q, R)

pour tout R € Q tel que dy(R, P), dg(R,Q) > Bde(P,Q) (8 >0) et une
constante ¢ = c(cop, cq, 5,d) > 1.

Preuve: On pourra appliquer le Théoréme 5.3 (variante des Remar-
ques 5.4) avec F = {P,Q}, z =R,y =P, n = [dy(P,Q) et N =1, en
notant que par le Lemme 6.3 chaque point de F,? peut étre joint a @
par un cq-arc de John dans 2, ¢; = ¢1(co, cq, 8, d). O

Remarque 6.8. En fait —sous les mémes hypotheses sur P, Q et R— on
voit que plus précisément

¢ Gp(Q)mo(R) < Gp(R) < cGp(Q) mq(R)
avec ¢ = ¢(co, ¢, 3,d) > 0, si g désigne le potentiel d’équilibre dans
de B(Q, £6(Q)). La minoration découle facilement du principe de Har-
nack (pour R € 9B(Q, 36(Q))) et du principe du maximum.

Corollaire 6.9 (Principe de Harnack au bord le long d’un arc uniforme).
Soient T' un arc c1-uniforme joignant les points P et Q) dans et 0 <
g0 < 1. Pour A €T tel que P,Q ¢ B(A,£00(A)) on a

G(P,Q) < C16(A)"? G(P, A)ma(Q) < C28(4)""* G(P, A) G(A, Q)
ot Cj = Cj(cq, c1,e0,d) et ot ma désigne le potentiel d’équilibre dans
de B(A,%6(A)).

Preuve: On a

¢IG(A, A)ma(P)ma(Q) < G(P, A)ma(Q) < cG(A', A)ma(P)ma(Q)
siA' € OB(A, &2(‘4)) pour une constante ¢ = ¢(d) (principe du maximum
et Harnack). On peut donc supposer (par symétrie) que A appartient &
la moitié de I" qui contient Q. Le sous arc IV = QA est un ci-arc de John

(unilatere) et

dg(P,Q) = c1long(I') > c1dy(Q, A) > T 6(Q) =e16(Q)
0
(en notant que 0(Q) < §(A) +d(Q, A) < (1+¢,1)d(Q, A)).
Aussi dg(P, A) > €0d6(A) > gpc1dy(Q, A). La Proposition 6.7 (cf. la
Remarque 6.8) appliquée a I’arc IV donne alors le corollaire. O

C1

M D’apres le Lemme 6.3, pour P,Q € Q donnés, il existe un tel arc I’ avec ¢p =

co(B; ca) si dg(P, Q) < B5(Q).
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Observons ici qu’un sous-arc “pas trop petit” d’un arc uniforme dans €2
est aussi uniforme. Une preuve de 1’énoncé (certainement standard) sui-
vant est incluse pour la commodité du lecteur.

Lemme 6.10. Soient I' un arc C-uniforme de 2 et X,Y € I tels que
d(X,Y) > €6(X), 0 < e < 1. Le sous-arc I délimité par X et'Y est
C’" uniforme dans Q pour une constante C' = C'(e,C) > 0.

Preuve: D’abord d(X,Y) > ed(Y) —¢ld(X) —46(Y)| > (V) —ed(X,Y)
d'ot d(X,Y)> $£-4(Y). Donc d(X,Y) > &' max{5(X),d(Y)} o e’ = 1%
Notant P et @Q les extrémités de I' —X étant entre P et Y le long

de I'— et £ la longueur de I', on peut supposer que X appartient a la
moitié de I issue de P (sinon échanger X et Y'). Alors si long(PX) > &1/
(ol &1 > 0 sera fixé dans la suite), on a dg(X,Y) > e§(X) > eCeil et a
fortiori, dy(X,Y) > Ceeq long(I"). On regle de méme le cas ot Y appar-

tient & la seconde moitié de T' (celle d’extrémité Q) et ou 1ong(YAQ) > el

Si long(PX) < e14, distinguons deux cas : (a) si Y appartient &
la premiére moitié de I', on a dy(X,Y) > £'§(Y) > C¢'long(IV) et
long(I") < C~'¢/ "' d,(X,Y), (b) si Y appartient & la deuxiéme moitié
deT et silong(YQ) <erf,onady(X,Y) > d,(P,Q)—2e1£ > (C—2e1)¢
et le résultat avec 1 = %. O

On en déduit 'amélioration suivante du Corollaire 6.9.

Corollaire 6.11 (Principe de Harnack au bord le long d’un arc uni-
forme). Soient T' un ci-arc de John bilatére dans Q2 et g > 0. Si X,

Y, Z sont trois points se succédant dans cet ordre sur I' et tels que
X,Z ¢ B(Y,e00(Y)), Z ¢ B(X,e00(X)), on a

G(X,Z2)<Cié(Y)2G(X,Y) 1y (Q) < C26(Y)I2G(X,Y)G(Y, Q)

ou C; = Cj(cq,c1,e0,d), § = 1,2 et ot my désigne le potentiel capacitaire
de B(Y, Z4(Y).

6.D. Pour finir on va donner deux autres conséquences simples du prin-
cipe de Harnack au bord qui serviront dans la Partie 8.
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Proposition 6.12. Soit I' un cy-arc de John joignant le point £ € Q,
au point X € Q. Supposons que d(X,£) > 36(€) (3(€) =0 si & € 9,0)
et que §, X ¢ B(xo,70), 0 <19 < (x0). On a alors

¢ EKx(Q) £ Ke(Q) < e Kx(Q)

pour tout Q € Q tel que dg(Q,€),dy(Q,X) > Bdy(¢,X). Ici K est le
noyau-Martin de Q0 normalisé en xg, et ¢ est une constante > 0 ne
dépendant que de d, (3, cq, co et To_l diamgy ().

Preuve: On supposera pour alléger d > 3. Prenons ¢’ € T arbitrairement
proche de € mais distinct de €. Par la Proposition 6.7 (cf. Remarque 6.8)
on a avec une constante ¢ = ¢(cq, 3, co, d)

X)) G X) G(X,Q) S G(€,Q) < ed(X) T G(¢, X) G(X, Q)
81 dg(Q,§),dq(Q,X) > Bdy(€, X). En divisant par G(&', x¢), on obtient
(6.1) ¢ 16(X)"2Ke(X) G(X, Q) < Ker(Q) <e0(X)* 2 Ker (X) G(X, Q).
En faisant QQ = xp, on a
(X)) K (X)) G(X,m0) <1< ed(X)? Ker(X) G(X, x0)
ot ¢ dépend de plus de ro x diamy(2)~!. En divisant par ces dernieres
les inégalités (6.1) on a bien
P Kx(Q) < Ke'(Q) <  Kx(Q),

ou ¢ = ¢(cq, ¢, B, d, 1"0_1 diam,(€2)). Il ne reste plus qu’a faire tendre £’
vers £ pour obtenir le résultat. O

Corollaire 6.13. Soient £ € 9,9, y € Q\ B(xo,70) (ou B(z,m0) C )
tels que r:=0(y) > cdy(€,y) et soit h harmonique positive sur £, nulle
sur 9gQ\ T ou T = 9,02 N By(&, ¢ tr). Alors
G hE) Gy )
h(zo) = Gy(o) h(zo)
pour tout x € Q tel que dg(x,T) > cr et dy(z,y) > cr. Ici C est une
constante ne dépendant que de d, cq, ¢ et diam,(2)/ro.

Par la représentation de Martin h est barycentre des K,, z € T :=
By(&, ¢ 1r)Nd,Q relativement & une mesure de Borel positive finie sur T.
Il suffit donc de vérifier 'assertion du corollaire pour h = K, z € T.

Or, dy(z,y) < clr+dy(€,y) < 2¢75(y). 1l existe donc un c;-arc de
John joignant z & y dans Q, ¢; = ¢1(cq, ¢) (’apres le Lemme 6.3). Par la
Proposition 6.12, on a donc que pour x comme dans I’énoncé cgle(:v) <

Gy(x
Gy((mo)) < oK, (z). O
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Corollaire 6.14. Soient g € Q, rg < d(zg) et e > 0. Siz € Q\
B(zo,70), £ € 048 sont tels que 6(z) > e1dy(&,x), ou 0 < e1 <1, alors
pour tout y € Q\ B(z,e10(z)) on a

(6.2) Ka(y) < cKe(y)

pour une constante ¢ = ¢(,e1,z9,79)) > 0.

Par le principe du maximum, il suffit de montrer (6.2) pour y €
0B(z,£16(x)). Mais I'inégalité découle dans ce cas de la Proposition 6.12.
O

7. Extension a des opérateurs elliptiques du second
ordre plus généraux

7.A. Tout ce qui préceéde s’étend sans difficulté particuliere et a l'aide
d’arguments bien connus, a des opérateurs elliptique a structure diver-
gence sur {2 de la forme

(71) Lo’u = E @(aij@ju)

1<i,j<d
ol {ai;}1<ij<a est une matrice symétrique positive a coefficients réels
mesurables et uniformément bornés sur € tels que

(7.2) e Y &< Y a@&g <t Y &

1<i<d 1<i,j<d 1<i<d

pour tout (z,€) € Q x R? et pour une constante 9 > 0 convenable.
On se contentera ici de renvoyer aux méthodes de [CFMS], [An3]| (voir
aussi [An1] pour des opérateurs & structure non divergence). On pourrait
d’ailleurs rajouter a Lo un terme d’ordre 0 de signe variable (moyennant
quelques précautions) et LP pour un p > d/2.

Un point important est que contrairement au cas ou 2 est lipschit-
zien [Anl], la symétrie de Ly joue un role essentiel pour étendre les
arguments de la Section 4 (passage au principe de Harnack au bord
fort) et la question se pose de savoir si on peut se passer de cette hy-
pothese de symétrie apparemment artificielle. Par contre, pour N =1 la
symétrie n’est pas nécessaire pour ’extension des résultats précédents,
les résultats de la Section 4 devenant superflus.

On va remarquer ici que sous des hypotheses supplémentaires sur €2,
on peut se débarasser de ’hypotheése de symétrie en combinant [An7] et
ce qui précede. Rappelons ([An4]) que € est dit uniformément régulier
s’il existe B > 0 tel que pour tout a € 0N et tout r > 0, la mesure
harmonique classique (i.e. relative au Laplacien) de B(a,r) NQ° dans la
boule B(a,r) est supérieure ou égale & § sur 9B(a,r/2); Q est dit alors
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[F-uniformément régulier. Si cette condition a lieu pour un a € 92 donné
et un B > 0 on dira que €2 est S-uniformément régulier en a, ou encore
que R\ Q est de densité capacitaire supérieure ou égale 4 3 en a.

Théoreme 7.1. Soit Q un ouvert borné, uniformément régulier et de
type John dans R%. Soit L un opérateur de la forme

L(u) = Lo(u) + B.-Vu + au

ou B est un champ de vecteurs mesurable sur §) tel que §'~%°|B| < C
sur QO®) pour des constantes C > 0, g9 > 0 et ot o est une fonction
mesurable négative sur Q telle que 6°~°|a| < C. Alors lidentité de )
se prolonge en une application continue surjective m: (AZL -0 ou QL
désigne le compactifié de Martin de Q relativement a L. Si § € 0,0 est
John d’ordre < N, l’ensemble des points minimauz ¢ tels que w(¢) = &
est fini de cardinal majoré par N.

Démonstration: Par le Théoréme 9.1’ et la Proposition 8.4 de [AnT], la
L-compactification de Martin s’identifie canoniquement a celle relative
a Lo. D’ou le résultat par les remarques précédentes, et en fait un résultat
plus précis que celui annoncé. Notons que par le Théoréme 9.1’ de [An7)
la fonction de Green de L est uniformément équivalente a celle de Ly. [

En fait on peut a l’aide du Théoreme 9.1” de [An7] étendre tous les
résultats des Sections 4 et 5 a opérateur L de I’énoncé précédent (au
lieu du Laplacien ordinaire) & condition de se limiter & des domaines
bornés et uniformément réguliers. Pour le voir montrons un analogue du
Théoreme 5.3. On suppose ici que 2 est un domaine borné dans R? et on
suppose toujours que Lg, B et « vérifient dans (2 les mémes hypotheses
que dans le Théoreme 7.1 précédent.

Théoréme 7.2. Soit R un réel, 0< R<1, et soient a €02 et Ay, ..., An
des points de OB(a, R)NQ tels que chaque point z € B(a, %R) NQ puisse
étre joint a au moins l'un des A; par un co-arc de John de §2 issu de z.
Supposons aussi que ) est e-uniformément régulier en chaque point de
90N B(a, 3R), pour un € > 0.

Alors pour toute fonction L-harmonique positive h sur Q nulle sur
o0 N B(a, %R), on a

h(z) < CyRY™2 > h(A;)Ga,(z)
1<j<m

pour tout x € OB(a, &) N Q. Ici G désigne la fonction de Green de L
dans Q et Cy = C1(d, C,ep,€,¢9) > 0.

(5) Comme précédemment & = & désigne la distance au bord dans .
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Rappelons que quitte & modifier ¢y peut supposer que d(A4;, Ax) >
LR pour j # k [cf. la Remarque 2.2 (2)] et aussi 6(4;) > coR. On
suppose dans la suite que ces inégalités sont vérifiées.

Convenons de noter, si v: [, 8] — Q est un ¢g-arc de John de 2 issu

de vy(a),

v, = U B(W(t)v%olong(”na,t]»

a<t<p

= {z € Q; 3t € o, I] tel que d(z,7(t)) < %0 long(ﬂy[a)ﬂ)} .

L’ensemble V, est un ouvert qu’on peut appeler le ¢g/4 cone de John
associé & y. Soit U la réunion des cy/4 coénes de John V,, lorsque «y par-
court I'ensemble des cp-arcs de John de €2 joignant un point de B(a, %R)ﬂ
Q a I'un des A;. On vérifie aisément que U est c-John pour I'ensemble
de poles {A;}1<j<m et que B(a, 3R)NQ C U C B(a,c ' R) N pour un
¢ =c(d, co) > 0 assez petit.

En général, U n’est pas nécessairement uniformément régulier et il
faut encore modifier U pour passer a un ouvert V a la fois John (re-
lativement aux A;) et uniformément régulier. Considérons les cubes de
Whitney suivants : notons R’ = c4—§3 et disons qu’un cube @ est bon s’il

est maximal parmi ceux de la forme @ = ] [%R’, kj;url R, k; € Z,
1<j<d

v entier > 4, et vérifiant 2Q C U, Q \ B(a, 2R) # 0 —on 2Q est le
cube de méme centre que ) et homothétique de @ dans le rapport 2—.
Notons qu'un bon cube contient au plus un A; et que les bons cubes
recouvrent U \ B(a, %R).

A chaque bon cube Q associons un sous cube (fermé) Q' de la fagon
suivante : si le cube @y de méme centre que ) et homothétique de
celui-ci dans le rapport % est tel que 2QQp ne contienne aucun A4;, on
prend Q' = Q. Sinon @’ est I'un des sous cubes obtenus en divisant Q
en 9¢ cubes de méme taille, Q' étant de plus disjoint de 2Qg et Q' C 7Qo.

Soit alors V I’ouvert obtenu en enlevant a U tous les cubes Q' associés
aux bons cubes. On peut alors vérifier que : (a) V est ¢-John d’ensemble
de podles {4;hi<j<m, ¢ = (e, d) > 0 et (b) V est S-uniformément
régulier pour une constante 8 = B(d,e,¢o) > 0. Le (b) découle du
Lemme 7.4 ci-dessous; la preuve facile —mais fastidieuse— du (a) sera
omise ici.

Maintenant par ce qui précede, les résultats de [An7] (cf. la Re-
marque 7.3 ci-dessous) disent que L et Ly ont dans V des fonctions
de Green G et G équivalentes, i.e. C{lGo <G << CyGydans V x V
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avec Cy = Cq(d, C, eq, co,€). Il sensuit qu'il existe hg, fonction Ly har-
monique sur V, nulle sur 9V N B(a, 2R) telle que Cy?ho < h < C?hy
dans V. Comme Lg est symétrique, on a d’apres le Théoréme 4.4 (étendu
a LO)?
ho(x) < ca R > ho(A;) Go(x, Aj)
1<j<m

pour tout = € dB(a, Z)NQ avec ¢q = 04(d C,¢e,¢0,co). Donc finalement
<c

h(z) < caCs R > h(A;) Gz, 4;)

1<j<m
pour tout € B(a, £) N Q. O

Remarque 7.3. Dans [An3], le Théoreme 9.1’ est établi pour un do-
maine e-uniformément régulier et ¢y John par rapport a un péle. Mais
le résultat et la preuve s’étendent au cas d’un ouvert qui est John par
rapport & une famille de m points de Q (avec une constante de com-
paraison ne dépendant que de m, ¢y, € et des constantes de description
des opérateurs elliptiques considérés); on observera que le Théoreme
XX de [An3] s’étend sans difficulté particuliere si on remplace la dis-
tance d(m) = d(O,m) au point O € M par d(m) := inf{d(O;,m); 1 <
j < N}, ou {Oj}1<j<n est une famille finie de points de référence
dans M.

Lemme 7.4. Soit K C OU un fermé tel que R\ U soit de densité

capacitaire > ¢ en chaque a € K. Soit {C;}icr une collection de cubes

fermés contenus dans U et tels que V := U \ | J;c; C; soit ouvert et :

(i) chaque cube C; est de coté £(C;) > ed(x;), ot x; est le centre de
Ci (ici 0= 5U)7

(i) pour chaque x € U tel que 6(z) < ed(x; K), il existe i € I tel que
d(z,z;) < e to(x) et £(C;) > ed(x).

Alors, V' est uniformément régulier pour une constante a=ca(d, &) >0.

Remarque 7.5. La condition (i) entraine que pour chaque a € C; on a
8(a) < VAdL(Cy) + 8(z;) < (Vd+e 1) UCy) et £(C;) > €'6(a) si e =
(Vi +e 1)t

Preuve: Prenons a € ® := 9V, p > 0 et notons B = B(a, p). Il suffira de
montrer que la mesure harmonique p de ® N B dans B en un point b €
dB(a,e1p) NV est > ¢(d,e) > 0 pour un &1 € (0, 1) & choisir en fonction
de . En effet, on a alors pour d(a,b') = 3p, u(t)) > c(d,e) x 53:2:1

1

sid >3 (resp. > c(d,e); llsgg;‘ sid=2).
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Si a € K, ou plus généralement si d(b,K) < 4, il n’y a rien a
démontrer d’apres 'hypotheése sur la densité capacitaire en chaque o’ €
K deRIN\UCRY\V.Siae€dU\K et db,K)> 2, on a puisque
o(b) <e1p

B(b,2e716(b)) C B(a,2(e '+ 1)e1p) C B
si 2(e7! + 1)e; < 1; alors, par 'hypothése (ii), B contient le centre x;
d'un C; de coté £(C;) > 6(b). La mesure harmonique dans B(b, 2e715(b))
de C; est > a(e) au point b et a fortiori u(b) > a.

Ainsi R?\ V est de densité capacitaire > o/(¢) > 0 en tout a € 9U.
Considérons maintenant le cas ott a € 9C; pour un i € I. Si §(a) < §
on a B(a,p) D B(d, %), a € 9U et, puisque R? \ V est de densité
capacitaire > o'(g) en a/, on a p(b) > /. Si p < 45(a) (et a € 9C;
pour un ¢ € I), 'hypothese (i) et la Remarque 7.5 donnent que £(C;) >
g'é(a) > Ez/p; donc p(b) est minoré par la mesure harmonique dans

B(a,p) d’'un cube contenant a et de coté > % p, évaluée en un point

de 0B(a,e1p). Il s’ensuit que u(b) > C; avec Cy = C1(d, &) > 0. O

8. Une version du théoréme de limite radiale de
Littlewood

Pour alléger, on se limite dans cette partie et la suivante a la théorie
du potentiel par rapport au Laplacien. Les résultats s’étendent sans dif-
ficulté au cas de la théorie du potentiel associée a un opérateur ellip-
tique Ly comme en Section 7 (et donc aussi & un opérateur L comme
dans le Théoréeme 7.1 dans le domaine ) envisagé lorsque celui-ci est
uniformément régulier).

8.A. Soit  un domaine borné et intérieurement uniforme de R et soit
0402 = Q4 \ Q sa frontiere accessible. Fixons un point de réference z €
et un réel ro > 0 tels que B(xg,2rg) C .

On se donne une partie E de 9,2 et un champ non tangentiel de
base E, c’est & dire ici la donnée d’une partie borélienne (ou seulement
analytique au sens de Souslin, cf. [Bou]) T' de Q \ B(zg,79) et d’une
application 7: I' — FE telles que

(i) 7 est lipschitzienne (Q et E étant munis de d),

(ii) 6(z) > c1dy(z,§) pour z € T, £ = w(z) € E et une constante
c1 >0,

(ili) € € 7= 1(¢) (adhérence au sens de d,) pour tout £ € E.

Puisque 7 est continue et I' analytique, I’ensemble F est aussi une
partie analytique de 9,€2. Une facon naturelle de produire de tels champs
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est donnée par la notion suivante, due pour 'essentiel & Zhao [Zha] et &
I'origine de la définition ci-dessus.

Exemple 8.1 (Les champs de rayons non tangentiels). Soit E C 9,8 bo-
rélien et soit v: Ex(0,1) — Q\B(zo, ro) une application Borel-mesurable
vérifiant les conditions suivantes pour un ¢ > 1 :

(i) d(v(¢.1),09) = =1 dy(v(¢, 1), ) pour (¢, 1) € E x (0,1),
(i) [y(¢t) = (¢ 8)] = ¢ dg(¢,¢') pour ¢, ¢ € B, et t, s € (0,1),
(iii) ¢ = }1_1}(1) (¢, t) pour tout ¢ € E.

Sion pose I' = {y(&,¢); £ € E, t € (0,1)} et si on définit 7: ' — E
par la formule m(y(§,t)) = &, alors le couple (I',7) est un champ non
tangentiel de base E.

8.B. Notons w(zy,.) la mesure harmonique dans Q de z( (relativement
a la compactification géodésique Q, ou ce qui revient au méme a la
compactification de Martin (AZ) L’existence de wy, est établie en général
dans [Brl], [Br2], [Br3] et il est bien connu (cf. [Br3]) que cette me-
sure coincide avec I'unique mesure de probabilité p,, sur 9,2 telle que
J Ke(z)dpg,(¢) = 1,V 2 € Q —si K désigne le noyau Martin de
relatif au point de normalisation zy—. Donc fagﬂ Ke(z)w(zo,d() =1
pour tout x € €.

Pour L partie compacte de Q on notera aussi w(xg, L) la mesure har-
monique de L dans € au point zy. C’est aussi la valeur en zy de la
réduite RE (relative & Q) (ref. e.g. [Brd], [Her]).

8.C. On se propose de montrer, dans le prolongement des méthodes
de [AC, §A.1], que pour toute s surharmonique positive dans Q la li-
mite limger—1(¢), g—e 5(¥) = L existe pour wy,-presque tout § € E. Le
point crucial est d’établir I'inégalité de projection de type Doob ([Doo],
[LMT]) suivante. La preuve qui suit s’inspire toujours de [Doo] (cf. aussi
lexposé dans [LMT)) et est parallele a celle de [AC, §A.1]; néanmoins
un nouvel argument permet ici d’éviter ’hypothese d’ uniforme régularité
de Q. Pour d’autres méthodes (et des résultats antérieurs) voir [Da2]
pour € Lipschitzien et [Zha] pour 2 NTA.

Théoréme 8.2. [ existe C > 0 tel que pour tout compact L C T, on a :
w(zg, (L)) < Cw(xg, L).

Preuve: Fixons (comme dans [LMT]) une mesure de Borel positive u

sur L dont la projection (1) soit exactement la restriction de w(zo,.)

a m(L) (Vexistence de p se déduit facilement du théoréme de prolonge-
ment de Hahn-Banach appliqué & f — [ g(z)w(zo,dx), f =gom, g €
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C(n(L)), voir [LMT]). Considérons le potentiel p(y) = [, K.(y) du(x),
y € Q, (rappelons que K désigne le noyau Martin de Q normalisé en
xo) et montrons qu’on a p < ¢ sur L pour une constante ¢ indépendante
de L.

Pour y parvenir on part de la decomposition p = p; + ps ot

pily) = / Ko(y)du(e), poly) = / Ko (y) du(z).
LNB(y,36(y)) L\B(y,346(y))

Pour estimer p notons que si d(z,y) > 16(y) alors 6(z) < d(z,y) +
6(y) < 3d(z,y) et d(z,y) > £6(x). Donc, d’apres les inégalités de Har-
nack au bord disponibles ici (voir le Corollaire 6.14), on a, pour € T’

et y € Q\ B(z, %5@)),

pour une constante ¢ = ¢(Q, T, 7) > 0.
A partir de (8.1), on obtient

(82)  paly) <c / K oy (y) da(z) = / K)otz d) < o

ou on a utilisé la propriété w(u) = w(xo,.) sur 7(L) et 'identité
fagﬂ K¢(y)w(zg,d¢) =1 (cf. le 8.B).

Pour estimer p;, introduisons un domaine borné V' contenant la fer-

meture de €2 et observons la majoration : K, (y) < c% pour x € I'N

B(y1,6(y)), G (resp. Gy) désignant la fonction de Green de € (resp. V)
—mnoter que par les inégalités de Harnack G(zo,y) < ¢, G(zo,z)— si ¢
a été fixée assez grande. Comme la projection 7: I' — 04§ est lipschit-
zienne, on a Gy (z,y) < cGy(n(y), m(x)) (quitte & agrandir la constante

¢) —en convenant ici que pour z,z" € Qg, Gy(2,2') := Gy (u,u’) ou
u, u' sont les projections naturelles de z, 2’ dans Q. En effet, z — u
est 1-lipschitzienne de (Qg,d,) sur @ muni de sa métrique ordinaire et
ctu — WP < Gy(z,2) < eylu —/|>~? pour 2,2 € Q, et une
constante cy > 1 (avec des modifications standard si d = 2). Donc,

1

n) < g | oy O )

A

(8.3) .

G(z0,y)

ol ¢; et co sont des constantes positives (ne dépendant que de Q, T" et ).

IN

/ Gy (m(y), z) w(xg, dz),
7[B(y,55(1))]
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Considérons maintenant la fonction
h:z— / Gv(n(y),z)w(z,dz), = €.
7[B(y,55(v))]

Cette fonction h est harmonique positive dans §2 et s’annulle sur 9,2

hors de m(B(y, 6(y)), donc sur 9,9 hors de By(m(y),cé(y)) pour une
constante ¢ > 0 assez grande (puisque 7 est Lipschitzienne). De plus
la valeur en y de h est majorée par Gy (n(y),y) : en effet, pour toute

fonction surharmonique s sur V on a s(y) > [, os(z)w(y,dz) par le
g

principe du maximum (ou par la définition méme de w). Et h(y) est donc
aussi majorée, si d > 3, par cGv (v, y) < ¢ Gy(y'), ¥’ € 0B(y,36(y))
(avec de nouvelles constantes ¢ > 0); d’ou h(y') < ¢Gy(y’) (par Harnack
quitte & modifier encore c¢). Par les inégalités de Harnack au bord du
Corollaire 6.13, on obtient alors que h(zg) est majoré par ¢ G(xg,y) =
cGy(z0), ¢ :=c(Q,T,7) > 0.

A ce point on a montré, compte tenu de (8.3)etsid >3, quep(y) <c
pour y € L et une constante ¢ = ¢(2,I", 7). Le principe du maximum dit
qu’en fait on a dans €2 tout entier

p(y) < ¢ R (y),

ol Ef désigne la réduite (régularisée) dans € de la fonction constante 1
sur L, c’est & dire le potentiel capacitaire de L dans €.

En prenant maintenant y = xg et en observant que p(zg) = ||u|| =
w(zo, m(L)), R¥(xg) = w(wo, L), on obtient finalement la conclusion du
théoreme dans le cas d > 3.

Le cas d = 2. ’argument ci-dessus semble difficile a adapter pour d = 2.
On peut néanmoins déduire ce cas de celui de la dimension 3 de la
maniére suivante. Formons Q := Q x (=2,2) et posons Zo = (x0,0),
L =T x[-1,1], #(z,t) = (x(z),t) pour (z,t) € T'. On montre aisément
que Q) est intérieurement uniforme (pour un résultat général pour les
domaines produits voir [BSt]) et que 9,0 s’identifie naturellement &
(02 x [2,2]) U (2 x {—2,2}). Aussi (T, 7) est un champ non tangen-
tiel dans Q de base E := E x [—1,1]. De plus, pour K compact de €,
w(xo, K) > @0(Zg, K x [—1,1]) (ot @ désigne la mesure harmonique rela-
tive a Q) et, pour L compact de 04€) on a, comme on va voir, que pour
une constante ¢ > 0 indépendante de L

(8.4) w(xo, L) < c&(Zo, L x [-1,1]).
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Appliquant alors le Théoréme 8.2 & Q et 7, on obtient w(zq, 7(K)) <
Cw(zp, K) pour tout compact K C I' et une constante C' indépendante
de K, soit le Théoreme 8.2 pour d = 2.

La majoration (8.4) peut se déduire d’'un théoreme de Cranston-
McConnell [CM] propre & la dimension 2. Soient {X;} un mouvement
Brownien plan issu de g et {Z;} un mouvement Brownien réel indépen-
dant. Si T désigne le premier temps de sortie de X de €, il existe
d’aprés [CM] une constante absolue a > 0 telle que E(T' | Xp € L) <
a|Q| —ot [Q| = [[, dzdy et X7 est vu comme point de la frontiere ac-
cessible 9,0—. Donc P,(T > M | Xr € L) < £]Q] = 1 si M = 20|Q|.
On en déduit, si ¢y := P(supgeg<as |Zs| < 1),

P( sup |Z|<1,T<M,Xrp€lL)
0<s<M

8.5 =P( sup |ZJ| <1)P(T <M, Xy €L)
(8.5) 0<s<M

> FP(Xr € L),

Ainsi &(Zo, L x [~1,1]) = P(Xr € L,supser|Zs| < 2, |Z7] < 1) >
PP(Xr € L) = Fw(xo, L). O
A)

Corollaire 8.3. Pour tout borélien A deT', on a w(xg, 7(A)) <cw(xzo,

En effet T est une partie analytique de R? et (A) est donc analytique
comme image continue de A. En particulier, 7(A) est wy,-mesurable
(ref. [Bou]). D’autre part il existe un prolongement lipschitzien 7 de =

sur la fermeture F de T' dans ©, et X — C(X) = w,, (7(X)), X C F,
est une capacité de Choquet sur F. Par le théoreme de capacitabilité de
Choquet on a w(w(A)) = sup{w(nw(K)); K compact C A} et le corollaire
résulte alors du Théoreme 8.2.

Théoréme 8.4 (Propriété de Littlewood). Pour toute fonction surhar-

monique positive s dans ), la limite “radiale” lim s(x) = £
z—¢,z€m=1(()
existe et est finie pour wg, presque tout ¢ € E.

La preuve montre que comme on doit s’y attendre, { — f¢ est une
densité (sur E, relativement a w,,) de la mesure représentative sur 9,2
de la plus grande minorante harmonique de s dans ).

Par le théoreme de Fatou du 5.8, il suffit de montrer que si s est
un potentiel dans  (la plus grande minorante harmonique de s est

nulle), on a lim s(x) = 0 pour wy, presque tout ¢ € E. Pour
z—¢, z€m—1()
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un ¢ > 0 fixé, considérons 'ensemble A = {z € Q; s > ¢} et posons
Ap = An{z; §(z) < 1} pour n € N*.

Quand on fait croitre n vers +oo, la réduite }A%f” décroit vers une
fonction harmonique h > 0 dans 2. Comme h < fif" < ]?Zf‘ < %s et
que s est un potentiel, on doit avoir h = 0 et li_)m ]?214" (xg) = 0. Du
Théoreme 8.4 on déduit alors que nlgrolo Wao (W(A:))Oo: 0. Ce qui signifie

exactement que pour wg, presque tout ¢ € 9,8, on a s(z) < esiz €
71(¢) et 6(z) < L pour n > N(¢,e). D’olt le Théoreme 8.4.

9. Sur le caractére quasi-métrique de I’inverse du noyau

de Naim
9.A. Dans [KV] (voir p. 3488) Kalton et Verbitsky ont soulevé la ques-
tion de savoir si, étant donnés un domaine de Lipschitz 2 de R? de fonc-
tion de Green G et un point xo € €, la fonction dy(z,y) = %
(Iinverse du noyau de Naim 0 de Q relatif au point de référence xb € Q,
cf. [Nai]) possede en général la propriété de quasi-métrique, c’est a dire
que

(9.1) do(x,2) < C(do(z,y) + do(y, 2))

pour tout (x,y,2) € (Q\ {zo})? et une constante C = C(Q,z¢) > 0
convenable. Dans [K'V], Kalton et Verbitsky ont d’ailleurs établi (9.1)
pour Q assez régulier et dans [An8] (cf. pp. 131-132) une réponse po-
sitive & la conjecture (et une extension au cadre des variétés Gromov-
hyperboliques) était annoncée. Indépendamment W. Hansen [Han] a
également établi cette conjecture pour les domaines uniformes et les puis-
sances fractionnaires du Laplacien. Nous renvoyons également & [Han)]
pour une riche bibliographie sur la question et des applications.

On se propose dans cette section de décrire notre preuve de (9.1)
pour un ouvert uniforme(® ou une variété hyperbolique. Comme celle
de Hansen, elle s’appuie fortement sur la propriété de Harnack au bord.
La différence est qu’ici on s’appuiera d’autre part tres explicitement sur
I’hyperbolicité de Q2 pour la métrique quasi-hyperbolique ; en particulier
la propriété s’étendra a tout opérateur elliptique adapté et faiblement
coercif sur une variété hyperbolique (ref. [An6]).

5(1))
4 )
B(y, #), B(z, %) soient deux & deux disjointes. Les cas restants se traitent faci-

(6)On montre ici (9.1) pour x, y, z ¢ B(xo, %6(1‘0)) tels que les boules B(x,

lement par un examen élémentaire indépendant du principe de Harnack au bord.
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9.B. Un cadre général. On se donne un espace métrique complet,
géodésique et Gromov-hyperbolique (M, d) (voir e.g. [BS]) et on se donne
aussi une fonction G: M x M — R? vérifiant le principe de Harnack a
linfini suivant (ot C' désigne une constante réelle > 1) : pour Y appar-
tenant & un segment géodésique [X,Z] de M (i.e. [X, Z] est un arc de
longueur minimum joignant X & Z dans M) on a

(PHI) CrGX,Y)G(Y,2) < G(X,2) < CG(X,Y)G(Y, 2)

ou C = C)y désigne une constante réelle > 1 (indépendante des points
et du segment géodésique considérés). On suppose aussi que :

(i) G(x,y) < CG(z',y) si d(z,2'),d(y,y’) < 1 (propriété de Har-
nack),

(i) & < G(x,y) < C pour (z,y) € M x M et d(z,y) <1,

(ili) G(z,y)G(y,z) < C pour tout (x,y) € M x M.

Bien entendu sous I’hypothese (i) la condition (ii) revient (& modifi-

cation de la constante C' pres) a & < G(z,z) < C pour tout z € M.

Noter aussi que (PHI) = (ii) et qu’on ne suppose pas la symétrie de G.

On fixe un point de référence O € M et on pose : é(x, y)= %

pour (z,y) € M.

Remarque 9.1. Pour les applications a la fonction de Green G d’un
opérateur elliptique du second ordre sur une variété hyperbolique M
(resp. sur un domaine intérieurement uniforme borné 2 de RY) on pren-
dra G(z,y) = G(z,y) si d(z,y) > 1 et G(z,y) = 1 si d(z,y) < 1
(resp. G(z,y) = 6(x)*2G(z,y) si d(z,y) > $6(z) Ao(y), G(z,y) =1si
d(z,y) < 1 6(x) Ad(y), ot § = b est la distance au bord dans ). Dans
ce dernier cas, on substituera a la métrique usuelle la métrique pseudo
hyperbolique de 2 (cf. le C plus loin).

Outre (PHI) on utilisera I'ingrédient géométrique suivant ainsi qu'une
autre propriété caractéristique de la géométrie hyperbolique explicitée
plus loin.

Lemme 9.2. Si X, Y et Z sont des points de M tels que d(Y,X) =
d(Y, X, Z]), alors d(X,[Y, Z]) < ¢ oti c = ¢(M) est une constante > 0.

Cette propriété est assez claire si M est I’espace hyperbolique Hy(—1).
Pour le cas général voir par exemple [An6, 2.6, p. 82]. O

Comme dans [An8|, il découle alors facilement de (ii) et de (PHI) que
si H = H(X,Y) est un point du segment geodesique [X,Y] & distance
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minimum du point de référence O fixé dans M, on a

¢! ~ c

9.2) _ _ <O(X,Y) < = _
G(0, H) G(H,0) G(0, H)G(H,0)

pour une constante ¢ = ¢(M, C) > 1. (Voir [An8, fin de la Section 2].)

9.C.

1. Propriété de quasi-métrique pour 6. Soient maintenant XY, ZeM
et soit K = H(X,Z) un point de [X, Z] & distance minimum de O. La
propriété des “triangles fins” (caractéristique de ’hyperbolicité au sens
de Gromov, cf. e.g. [BS] ou [An6, §6]) dit qu’il existe une constante Ry =
Ro(M) telle que

(9.3) d(K,[X,Y]U[Y, Z])) < Ro.

Donc ou bien d(K, [X,Y]) < Ry ou bien d(K, [Y, Z]) < Ry. Supposons
qu’on soit dans le premier cas et soit K’ un point de [X,Y] & distance
de K majorée par Ry. Soit aussi H = H(X,Y'). Par (9.2) et Harnack (i),
on a pour une constante ¢; = ¢1(M,C) > 1,

GO, KNG(K',0) <0(X,Z2)" <cG(O,K"G(K',0).

A Taide du Lemme 9.2, (i) et (PHI), on voit que G(O,K’) est uni-

formément de l'ordre de G(O, H) x G(H, K’) ou encore (par Harnack)
du méme ordre que G(O, H)G(H, K). Utilisant les équivalences simi-
laires pour G(K’,0) et tenant compte des estimations (9.2) de (X,Y")
on obtient

cglé é(XLY) <O(X,Z) < cy= é(XlY) ,
(H,K)G(K,H) G(H,K)G(K,H)

pour une constante ¢g := co(M, C'). Utilisant la propriété (iii) on obtient
alors

0(X,2)>C 7 ey (X, Y) = c30(X,Y).

De méme si d(K,[Y, Z]) < Ry, on trouve 8(X,Z) > ¢30(Y, Z). Ainsi
dans tous les cas l'inégalité de quasi-métrique suivante a lieu :

(9.4) 074X, Z) < ¢ 'max{0"1(X,Y), 071, 2)}, c¢=c(M,C)>0.
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2. Application auz fonctions de Green d’opérateur elliptiques sur des
variétés hyperboliques. Soit M une variété Riemannienne complete de
dimension d > 2 qui est Gromov-hyperbolique et & géométrie bornée au
sens que les boules B, = B(x,rp) sont uniformément bilipschitziennes &
la boule unité de R? pour un r¢ > 0 fixé. Plus précisément, on suppose les
hypotheses de [An8, Chapter 1] remplies. Soit £ un opérateur différentiel
du second ordre de la forme Lu = div(AVu) + B;.Vu + div(Bau) + Vu.
Ici A est une section de End(T'(M)) telle que pour tout £ € TM,
(AE,€) > C7¢]|? et [|Az]] < C ol x est le point base de £ et C' un
constante > 0. De plus B; et By sont deux champs de vecteurs mesu-
rables uniformément bornés sur M et V une fonction mesurable uni-
formément bornée sur M (on pourrait considérer des conditions moins
restrictives du type || B1|| e (5,) + | Ball Lo (B,) + IV | La(B,) <C avec p > d,
q > d/2). On suppose en outre que L est faiblement coercif, c’est & dire
qu’il existe g9 > 0 tel que £ + gy admette une sursolution locale stric-
tement positive. On sait qu’alors £ admet une fonction de Green G
vérifiant le principe de Harnack & l'infini suivant (ref. [An6], [An5]) :
siX)Y,ZeM,Ye[X,Z]etsid(X,Y),d(Y,Z) > 1 alors

clGX,)Y)G(Y,Z2) <G(X,Z) < cG(X,Y)G(Y, Z)

pour une constante ¢ = ¢(M) > 1. De plus ¢! < G(X,Y) < ¢ pour
d(X,Y) = 1. Il s’ensuit (compte tenu de Harnack) que la fonction

G(X)Y) = 1axy)>1 G(X,Y) + Lyx vy<1
vérifie la condition (PHI) du 9.B. 1l est clair aussi que le (i) du 9.B est
vérifié pour C assez grand (propriété de Harnack pour £ et son adjoint
formel). Observons enfin la propriété suivante.

Lemme 9.3. [l existe des constantes strictement positives ¢ et a > 0
telles que

G(X,Y)G(Y, X) < cem@dXY)
pour X,Y € M.

Preuve: On peut se limiter au cas ot d(X,Y’) > 1. Fixons € > 0 tel que
4e < gq et donc tel que £ + 4e soit encore faiblement coercif. Notons G
la fonction de Green de £+ tI. On sait [An5], [An6] que la faible coer-
civité et les hypotheses de géométrie bornée impliquent que G(Z, Z") <
ce PUZZ)GE(Z, Z') pour certaines constantes ¢ > 0, § > 0 (et tout
(Z,2') € M?). Fixons X’ € M tel que d(X’,X) = 3. Comme L + 2¢
est faiblement coercif G?¢(X, X’) < ¢ pour une constante ¢ = ¢(L,¢)
([An5, Proposition 7]). En utilisant ’équation résolvante, les inégalités
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de Harnack et les hypotheses de géométrie bornée on en déduit :
GE(X,Y)G(Y,X') <cG*(X,X") < =, L),
et donc (avec Harnack)
GX,Y)G(Y,X) < GX,Y)G(Y,X') < ¢ e 2PdXY)

pour de nouvelles constantes positives ¢} et ¢5 ne dépendant que de L.
O

Le lemme précédent assure en particulier que G vérifie le (iii) du 9.B.
Le théoréme suivant résulte alors du 9.B et de [An8].
Théoréme 9.4. Fizons Xo € M et posons dz(X,Y) = %
pour X,Y € M. Alors dj est quasi-symétrique et vérifie l'inégalité de
quasi-métrique, i.e. il existe C' > 1 tel que

dg(X, Z) < Cmax{dyg(X,Y),dg(Y, 2)}
pour tout (X,Y,Z) € M3.

La quasi-symétrie du noyau 6 = defl découle de (9.2) (cf. [AnS]).
L’inégalité de quasi-métrique découle du 9.C.1 et (9.4). O

Un examen de cas, assez fastidieux et omis ici, permet de montrer par
ailleurs 'inégalité de quasi-métrique (9.1) [i.e. pour l'inverse du noyau
de Naim 6] pour les triplets (X,Y, Z) tels que

min{d(X,Y),d(Y, Z),d(X, Z),d(X, Xo),d(Y, Xo),d(Z, Xo)} < 1.

Pour ces cas, on utilise uniquement le principe du maximum et les
inégalités de Harnack & toutes les petites échelles (i.e. uniformément
pour les boules B(x,r), x € M, r < 1). Avec le Théoreme 9.4, ces
vérifications donnent la propriété de quasi-métrique pour dg = 6~ ! en
toute généralité.

3. Le cas des domaines intérieurement uniformes bornés. On suppose
maintenant que €2 est un domaine borné et intérieurement uniforme
dans R?, d > 3. Soit zo € Q.

8A. On va d’abord considérer le cas d’un opérateur elliptique d’ordre
deux sur R? de la forme L(u) = div(A(Vu)) ott A(x) = {aij(z)}1<ij<d
est une matrice symétrique a coefficients mesurables uniformément bor-
nés sur R? telle que (A(x)E, &) > co|€]|? pour tout € € RY et une cons-
tante cg > 0 convenable.
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Munissons 2 de la métrique pseudo-hyperbolique dy, i.e. |dz|, =
% pour z € Q. D’apres [BHK, Théoreme 3.6], (£2,d;) est Gromov-
hyperbolique et tout segment géodésique de (€2,d},) est un arc intérieu-
rement c-uniforme de Q, ¢ = ¢(2) > 0 (ref. [BHK, p. 11]). D’autre part,
si on pose G(x,y) = 64 2(y) G(z,y) si dn(z,y) > 1 et G(x,y) = 1 si
dn(z,y) < 1, alors par le (PHI) du Corollaire 6.11 (dont on a dit qu'’il
s’étend & lopérateur L considéré ici, cf. le 7) G vérifie les conditions
énoncées en 9.B. On en déduit que I'inverse du pseudo noyau de Naim

ds(z,y) = W est une pseudo-métrique.

3B. Si on suppose de plus  uniformément régulier (au sens de [An4])
on peut envisager des opérateurs elliptiques bien plus généraux. Ainsi si
L est de la forme Lu = div(AVu) 4+ B.Vu+ Vu avec A comme en Cl1 et
B, V mesurables sur Q tels que §||B||+§2|V| < C sur Q et (pour alléger)
V <0, on sait que £ = §2L est un opérateur adapté et faiblement coercif
sur (€, dr) [An7]. Donc le B s’applique (ici on n’utilise pas les résultats
de [Aik] ou ceux du §6, mais le principe de Harnack & l'infini de [An6]).

Il s’ensuit que la fonction dj associée a la fonction de Green modifiée G
de L est une quasi-métrique.
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