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CONTINUITE DU SPECTRE DANS LES ALGEBRES
DE BANACH AVEC INVOLUTION.

BERNARD AUPETIT

Let A a complex Banach algebra with an involution. If the
spectral radius is submultiplicative on the set of hermitian
elements the spectrum is continuous on the set of normal
elements. From this we conclude that the set of hermitian
elements with real spectrum is closed in the set of hermitian
elements, which generalizes a result of B. Yood.

Soit A une algebre de Banach complexe munie d'une involution
x -> x*. On denote par H et N les ensembles des elements hermitiens
(c'est-a-dire verifiant JC=JC*) et des elements normaux (c'est-a-dire
verifiant XJC* = JC*JC), par p le rayon spectral. Plus loin nous
designerons par A Γalgebre obtenue de A par adjonction d'une unite si
A n'a pas d'unite, avec la norme ||JC + λ 1|| = ||JC || + |λ| et Γinvolution
(JC + λ 1)* = JC* + λ̂  1 et A = A si A a une unite.

DEFINITION 1. On dit que p est sous-multiplicatif sur H s'il existe
a > 0 tel que ρ(ab)^aρ(a)ρ(b) quels que soient a et b dans H.

Etant donnes deux ensembles compacts Kλ et K2 de C, la distance
de Hausdorff δ(KuK2) est definie par:

„ K2) = Max (sup d(JC, K,), Sup d(x, K2)) oύ d(x, K)

= Inf I JC — y I.

DEFINITION 2. La fonction JC \-+ Spx est dite continue si elle est
continue pour la distance de Hausdorff.

Pour tous les details-concernant cette definition voir Newburgh [2].

THEOREME. Si p est sous-multiplicatif sur Γensemble des elements
hermitiens alors x\-^Spx est continue sur Γensemble des elements
normaux.

Demonstration. A la rigueur en raisonnant dans A /Rad A, ce qui
ne change pas le spectre puisque Spx = Spx en appelant x la classe de JC,
on peut supposer que Γinvolution est continue (ces resultats bien
connus sont tous deux cites dans [5]). Supposons le spectre non
continu sur N, alors il existe JC normal et xn normaux qui tendent vers JC,
quand n tend vers Γinfini, ainsi que e > 0 et λ0 E Spjc tels que:
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Ao — Λ I > e pour tout Λ E Spxn, quel que soit n entier.

Premier cas. Si Λo = 0, alors comme λ()?i Spxn,xn est inversίbίe
done A admet une unite et p(x"n

]) = ρ(x*~])< 1/e puisque:

Sp x ~s "= I — j A E Sp xn

Alors wπ = xnx* est inversible et tend vers u = xx *. On a
(MΠ - u)u~ι et w; ! hermitien done,

qui tend vers 0 quand n tend vers Γinfini done d'apres le lemme 1.4.18 de
[3], u est inversible a droite. En raίsonnant avec u'n

ιu on obtient que u
est inversible, done JC inversible, ce qui est absurde.

Deuxieme cas. Supposons λ(, ^ 0 et plaςons nous dans A, alors
1 -(x n /λ 0 ) tend vers 1 -(x/λ 0 ) . Comme Γinvolution est supposee con-
tinue dans A elle est continue dans A, done l-(x*/Λ0) tend vers
1 - (jc*/λ"o). Si A E Sp(xjλo) alors λ λ 0 E 5pxπ done | AA0 — λo | > e ainsi:

Sp[l-g)~l = {-
Λo/ I J

d'ou:

pi-

Par un raisonnement identique:

A o J IA o ~ .

iAoJ
6

A ESp
λoί

"ii'-ϊ

Posons un = (i-ϊa)(]-Xj>
\ Λo/ \ Λ0

x t commutent on obtient:

M = ( l — τ - l ( l - - r - ) . Comme xn et
Ao

Uol2

6

Posons un = \ + hn oύ hn est hermitien dans A. L'inverse de un est
hermitien dans A done de la forme vn + μn 1. Mais de:
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( 1 + h n ) ( μ n l + Vn) = ( μ n \ + Vn)(l + h n ) = \

on obtient que μn = 1.
Pour n assez grand de faςon que \\u - un | |< 1 alors:

u = un + u-un = unU + u~n\u -un)] = un[\+{\ + vn)(u ~un)}
(2)

= un[l + u-un +vn(u -un)]

= un[l + vn(u-un)(\ + u-uny
i] (l + u -un)

or (u - un)(\ + u - un)'x = ΣΓ=0( ~ \)k(u - un)
k+ι est dans H, qui est ferme

puisque Γinvolution est continue. Comme p est sous-multiplicatif, sur
H on obtient:

( 3 ) p ( v n ( u -un)(\ + u- uny
]) ^ a p ( v n ) p ( ( u - u n ) ( ί + u - u n ) ] ) .

Mais vn=un

]-l done d'apres (1), • p(ι?n)^ 1+(|λo |2/€2) de plus
ρ((u - un)(\ +u - un)~ι) tend vers zero quand un tend vers w, done
d'apres (2), (3) et le Lemme 1.4.18 de [3], u est inversible, d'oύ 1 - (x/λ$)
est inversible, ce qui est contradictoire.

REMARQUE 1. Sans modifier la demonstration on voit que le
spectre est continu sur Γensemble des JC tels que p(xx*) g

REMARQUE 2. En reprenant la demonstration, il est possible de
prouver que si p est sous-multiplicatif sur une algebre A, pas
necessairement involutive, alors p est continu sur tout A. En fait, dans
ce cas Λ/RadΛ est commutative (voir [1]).

Voici quelques corollaires qui decoulent immediatement du
theoreme.

COROLLAIRE 1. Si p est sous-multiplicatif sur H et si β >0,
Γensemble des elements normaux dont le rayon spectral est inferieurou
egal a β est ferme dans N.

COROLLAIRE 2. 5/ p est sous-multiplicatif sur H, Γensemble des
elements hermitiens dont le spectre est reel est ferme dans H.

COROLLAIRE 3. (B. Yood [6]) SΊl existe y > 0 tel que p(x) ^ y\\x ||

quel que soit x & H alors Γensemble des elements hermitiens dont le
spectre est reel est ferme dans A.
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Demonstration. D'apres [4], Γinvolution est continue, done H est
ferme dans A. De plus si a, b E H on a:

^y p(a)p(b)

et on applique le corollaire precedent.

REMARQUE 3. On peut aussi demontrer le resultat de B. Yood a
Γaide des resultats de Newburgh [2], citέs dans [3] p. 37.

COROLLAIRE 4. 5/ A est une algebre symέtrique alors le spectre est
continu sur Vensemble des elements normaux.

Demonstration. Cela rέsulte du fait que p est sous-multiplicatif
sur H. En utilisant la sous-additivite de p sur N on peut aussi montrer
que Γenveloppe convexe du spectre est uniformement continue sur N.

QUESTIONS. Est-il vrai que si p est sous-multiplicatif sur H alors le
spectre est uniformement continu sur N (toujours au sens de la distance
δ)? Queues sont les algebres involutives telles que p soit sous-
multiplicatif sur HI

* Pendant le delai de revision de ce travail Γauteur n'a rέsolu
completement aucun de ces deux problemes. Cependant pour la
premiere question il a pu prouver que Γenveloppe convexe du spectre
est uniformement continue sur H parce que p est sous-additif sur H.
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