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ALTERNIERENDE PRODUKTE
IN FREIEN GRUPPEN

GERHARD ROSENBERGER

1* Einleitung. A. In [7] and [8] untersucht H. Zieschang das
Problem, wann zwei alternierende Produkte in freien Gruppen
verwandt sind. Bei Anwendungen und konkreten Problemen tritt
aber oft die allgemeinere Frage auf:

Sei G freie Gruppe vom Rang n ^ 1 mit den freien Erzeugenden
ax, , an und

P(au , αn) = α?1 αj*[αp+1, ap+2] [an^, an] e G

ein alternierendes Produkt in G. Sei X Untergruppe von G vom
Rang m ^ 1 und P"(alf •• , o j e ί fur ein a i> 1. Wie lafit sich X
durch P(alf , αΛ) beschreiben? Diese Frage wurde beispielsweise
schon zum Teil beantwortet in [5] (der Fall p •= n) und [7] (der
Fall p = 0). Hier geben wir eine vollstandige Ant wort auf diese
Frage.

Im zweiten Teil der Arbeit finden die Ergebnisse zu dieser Frage
Anwendungen bei der Behandlung gewisser Untergruppenprobleme
von freien Gruppen und bei der Beschreibung von Erzeugenden-
systemen einer Klasse von Gruppen. Insbesondere losen wir fur eine
Klasse von Gruppen mit einer definierenden Relation das Isomorphie-
problem in dem Sinn, daβ wir in endlich vielen Schritten entscheiden
konnen, ob eine beliebige Gruppe mit einer definierenden Relation
zu einer Gruppe dieser Klasse isomorph ist oder nicht.

B. Diese Arbeit verwendet die Terminologie und Bezeichnungs-
weise von [4] und [9]. Es bedeute: [α, b] = aba~λb~ι den Kommuta-
tor von a,beG (G Gruppe). <•••;•••) die Gruppenbeschreibung
durch Erzeugende und Relationen. (ft, , βk) den groβten gemeinsa-
men Teller von ft, - -, βk e N (k ^ 1).

2* Uber Gleichungen in freien Gruppen* Sei G = (αx, , an\)
(n ^ 1) freie Gruppe vom Rang n mit den freien Erzeugenden
alf , an und

•P(«i, , a>n) = αΓJ an

pp[ap+1, ap+2] [an_lf an] 6 G

ein alternierendes Produkt in G mit 0 ^ p Sn, at^l fur i — 1, , p.
Sei {xlf , xm) c G (m ^ 1) und X die von den xlt , xm erzeugte
Untergruppe von G. Sei y~ιP%a19 « , α j | / e l fur ein a Φ 0 und
yeG.
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SATZ 1. Es tritt einer der folgenden Fdlle ein:
( a) Es gibt einen freien Ubergang von {x19 , xm) zu einem

System {ylf , ym} mit yι = zPβ(alf , an)z~\ β > 0 und zeG, und
β ist die kleinste positive Zahl, fur die eine Beziehung
y~ιPβ(al9 , an)y eX fur ein y eG gilt.

(b) Es ist m ^> n, und es gibt einen freien Ubergang von
{x19 •••,&»} zu einem System {y19 , 2/J mit yi = zaVz~\ 1 ^ 7έ < at.
Ίi\at (i = 1, ••-, p), y, = za5z~ι (j = p + 1, •••, w) ^^ώ ^ e G .

Beweis. Es trete nicht der Fall (a) ein. Wir konnen annehmen,
daβ kein zu {ajj, , xm) frei aquivalentes System {ylf ", yq) ein echtes
Teilsystem{?/!, ,yg}besitztmitq<mxιndy-1Pa(aί,- ,αj?/ e (ylf ,2/β>
fur ein α^O und 2/eG. Wir dϋrfen also im folgenden voraussetzen:
m ist in diesem Sinn minimal mit dieser Eigenschaft, und {x19 , xm}
ist insbesondere schon ein freies Erzeugendensystem von X.

Im folgenden sei a die kleinste positive Zahl, fur die eine
Beziehung y~ίPa(au , an)y eX fur ein y eG gilt. Wir dϋrfen y — 1
annehmen—eventuell nach Ersetzen von xt durch yxty"1.

In G sei die freie Lange L und eine geeignete lexikographische
Ordnung relativ zu den Erzeugenden alf , an eingefϋhrt. Wenden
wir die klassische Nielsensche Kϋrzungsmethode auf {xlf —-,xm} an,
so erhalten wir schlieβlich ein System, das der Nielsenschen Eigen-
schaft bzgl. L genϋgt, d.h. in dem kein Element und kein Inverses
eines Elementes von einem anderen mehr als die Halfte kϋrzt, keine
zwei ein anderes ganz kϋrzen (vgl. [10, S. I. 12]). Das neue System
erzeugt dieselbe Untergruppe von G wie {xu •• ,α?m}. Wir konnen
nun annehmen, daβ schon {x19

 m

 9xm} die Nielsensche Eigenschaft
bzgl. L hat. Wir schreiben nun jedes x[, e = ± 1 ; als frei gekϋrzten
Wort in au -—,an. Dann bleibt in jedem frei gekϋrzten Produkt
in xίf , xm fur jedes x\, e = ± 1 , mindestens ein Symbol ungeandert
an der Stelle erhalten, an der x\ auftrat, wenn man fϋr die xlf , xm

ihre frei gekϋrzten Worte in a19 , an einsetzt und relativ zu αlf , α^
frei kϋrzt. Fϋr jedes xt zeichnen wir eine solche standhafte Stelle
aus und nehmen fϋr xiι die entsprechende Stelle mit dem inversen
Zeichen. {xίf •••,&«} genϋgt einer Gleichung

(2.1) Π XV. = W(xlf 'xj = Pa{au .. , an) ,
3 = 1

ε5 = ± 1 , eά = ej+1 falls vd = vj+λ.

Beh. (2.2). Es ist α = 1.

Beweis von (2.2). Angenommen a ^ 2. Da der Fall (a) nicht

e i n t r i t t , ist W(x19

 # , ^ m ) kein primit ives Element in (x19 « , ^ m > .
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Nach [1] ist W(xlf

 # ,#w) eine echte Potenz in X. Das ist ein
Widerspruch zur Minimalitat von a. Also ist a — 1.

Sei nun a = 1. Fur p — n folgt die Behauptung aus Satz 1 von
[5]. Fur p = 0 folgt die Behauptung aus Satz 2 [5]. Sei nun
1 <; p < n.

Es gebe nun in (2.1) zwei verschiedene Indizes j , i{l <̂  j < i ^ ί2)
mit i;,- — !;< = it, vh-φ k fur j < h < i und e,- — e<. Sei ohne Ein-
sehrankung εά = ε, = 1. Wir wollen zeigen, daβ i = £ — 1 und xk zu
einer Potenz von einem au(l ^ ^ ̂  V) konjugiert ist. Sei a\, ε — ± 1 ,
eίne standhaf te Stelle von xk. Es bleibt a\ beide Male stehen. Daher
tritt in (2.1) nicht xiι auf, denn das standhafte Zeichen von xiι ist
ajε, und in (2.1) kann das standhafte Zeichen aje nicht auftreten,
wenn das standhafte Zeichen a\ zweimal auftritt. Insbesondere ist
1 ^ λ S P und ε = 1. Es ist xk — uaβ

λv, wobei das frei gekϋrzte
Wort von u bzw. v in alf •••,a%nicht mit Potenzen von aλ endet
bzw. beginnt. Weiter ist

Π xεΛ%k = ua{v( Π x
μ=j+l μJ \μ=j+l

= uaβ

λ'(aa

λ* α?p[αp+1, ap+2] . . K_x, αjαfi αJAτO
a αΓ' i; ,

δ ^ 0 .

Da in P(αx, , αΛ) zwischen zwei Zeichen aλ keine anderen αv

auftreten, ist δ = 0. Dann ist j = i — 1 und % ist zu einer Potenz
von ax konjugiert (Wegen der Minimalitat von m, und da (a) nicht
eintritt).

Wir haben also:
Tritt in (2.1) ein xά mindestens zweimal mit dem gleichen Ex-

ponenten auf, so ist dieses x3- zu einer Potenz von einem at(l^i^p)
konjugiert.

Da der Fall (a) nicht eintritt, erhalten wir gleichzeitig: Jedes
xj9 das in (2.1) vorkommt, tritt dort entweder mindestens zweimal
mit dem gleichen Exponenten, d.h. ist zu einer Potenz von einem
α*(l ^ i ^ p) konjugiert, oder genau einmal mit dem Exponenten
+ 1 und genau einmal mit dem Exponenten — 1 auf.

Sei r(0 ^ r ^ m) die Zahl der xj9 die in (2.1) mindestens zweimal
mit dem gleichen Exponenten auftreten, und sei s(0 ^ s ̂  m) die
Zahl der xjf die in (2.1) genau einmal mit dem Exponenten + 1 und
genau einmal mit dem Exponenten —1 auftreten.

Indem wir unwesentliche und iiberflussige Elemente entfernen,
kδnnen wir anehmen, daβ jedes x5 in (2.1) auftritt, und wir bezeichnen
das neue System flϋchtig mit den gleichen Symbolen. Damit ist
1 <̂  r + 8 — m (Die nachfolgenden Uberlegungengen zeigen m = n).
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Beh. (2.3). Es ist r = p.

Beweis von (2.3). Angenommen r < p. Dann gibt es ein
diiX ^ λ, ̂  p), fur das kein #v zu einer Potenz von diesem aλ konju-
giert ist, etwa αx. Dann liegt in der abelsch-gemachten Gruppe ein
d[, 7 ^ 0 , in der von den α2, - * ,α Λ erzeugten abelschen Gruppe.
Das ist aber ein Wider spruch dazu, daβ die abelsch-gemachte Gruppe
freie abelsche Gruppe vom Rangn ist.

Also ist r ^ p. Es ist auch r ^ p, denn fiir r > p sind zwei
verschiedene &,- zu einer Potenz desselben aλ(l ^X ^ p) konjugiert,
und das steht im Widerspruch dazu, daβ das System {xlr -- ,xm}
Nielsensche Eigenschaft hat und (2.1) geniigt und jedes xd in (2.1)
auftritt. Also ist r — p.

Aus der Nielsenschen Eigenschaft von {x19 ",xm} folgt nun,
daβ wir—eventuell nach einem geeigneten freien Ubergang und
Umnummerierung—

Xi = a\\ 1 £ Ίt < at , Ίi\θLi fiir i = 1, - , p

annehmen konnen.
Damit haben wir Satz 1 auf die folgende Situation zuriick-

gefϋhrt: {xp+1, -—,xm} genΐigt einer Gleichung

(2.3) Π xeΛ = K+i, ^P+2] * [a>n-i, α»] , εd = ±1 ,

s i = ε i + 1 falls vά — vj+1, in der jedes xά(p + 1 ^ j ^ m) genau einmal
mit dem Exponenten + 1 und genau einmal mit dem Exponenten
— 1 auftritt (es konnen noch Erzeugende a*(l S i ^ p) in den Worten
Xj(p + 1 ^ i ^ m) auftreten). Es ist m ^ ny da sonst in (2.3) die
Zahl der standhaften Zeichen groβer als 2(n — p) ware, d.h.

L([ap+1, ap+2] - [αΛ_x, αn]) = 2(w - p) ^ ί2 - 1 ^ 2(w - p) + 1

ware. Andererseits ist m ^ ^ (vgl. [5] und [2]).
Also ist m = n = r-i-s~p + s.

Analog wίe beim Beweis von Satz V. 2 von [10; pp. V. 6 und
V. 7] zeigt man nun aber: Es gibt einen freien Ubergang von

{αί1, , αί», xp+1, , xm}zn{al\ , ar

p», ap+1, , α j .

KOROLLAR 1. Sei (a19 •• ,ct3)) ^ 2. Ist φ ein Endomorphismus
von G, der P(aly , an) festlaβt, so ist φ ein Automorphismus von G.

Beweis. Wir setzen yι = φ{a^) fiir i = 1, , w und betrachten
die von ylf * ,yn erzeugte Untergruppe Y von G. In Y gilt



ALTERNIERENDE PRODUKTE IN FREIEN GRUPPEN 247

Analog wie bei Lemma 1 von [5] ergibt sich wegen (au ,ap) ^ 2,
daβ es keinen freien Ubergang von {ylf •••,»„} zu einem System
fa, --•> zn) πiit zι = P(alf , α j gibt. Nun folgt die Behauptung
aus Satz 1.

3* Anwendungeru

SATZ 2. Sei G — (a19 , an;)(n ^ 1) /reie Gruppe vom Rang n
mit den freien Erzeugenden alt , an. Sei {xlf , xm] c G(m ^ 1)
wwώ X die von xίf , xm erzengte Untergruppe von G. Es gebe
u19 , uk 6 X mit

uξi uβ

k

k = αf1 α^[αJ ) + ι, α ^ ] [a,,.!, an] ,

Λ ί ^ l ί i = 1, « ,p), 2 ^ ^ ( i = 1, "'fk

Dann gilt.
( a ) Es ist m ^ nt und es gibt einen freien Ubergang von

{xu - —, xm} zu einem System {yu , #m} mί£ yt — ap, 1 ^ 7 t < α*>
7<|α<(ΐ = 1, , p), |/i - αXi = p + 1, , n).

( b ) 1st p = n, so ist k ^ n.
( c ) Ist p < n, so ist k ^ n + 1.

Beweis. X ist als Untergruppe einer freien Gruppe vom Rang
n auch freie Gruppe. Es ist q — R a n g X ^ m, da I von xlf , xm

erzeugt wird. Sei {yίf -—,yq} ein freies Erzeugendensystem von X.
Nach Lemma 1 von [5] gibt es keinen freien Ubergang von {ylf •••, yq}
zu einem System {z19 , zq) mi t zt = a?1 aa

pp[ap+1, ap+2] [an_lf an],

Damit gilt nach Satz 1:
Es ist q^n, und es gibt einen freien Ubergang von {yu , yq}

zu einem System {zlf , zq} mit s< = α[% 1 ^ 7* < aif 7<|α<(i = 1, , p),

«i = «i (i = p + l, •••, w).
Insbesondere ist k ^ w. Zu zeigen ist noch: Fur p < n ist

jfc ^ n + 1.
Sei nun p < n. Angenommen k = n.
Dann gibt es einen freien Ubergang von {ulf , uk} zu einem

System {αί1, , ar

9*f ap+ι, , aj mit 1 ^ 7< < α t, 7<|«i(i = 1, , p).
Wir konnen also ohne Einschrankung p = 0 annehmen (andern-

f alls f iigen wir die Relationen αL = = ap = 1 hinzu).
Sei nun p = 0. Es ist uί1 uβ

k

k = 1 in der abelsch-gemachten
Gruppe, und das ist ein Widerspruch dazu, daβ diese freie abelsche
Gruppe vom Rang n — k ist. Also ist k ^ n + 1.

KOROLLAR 2. J^s mogen die Voraussetzungen von Satz 2 gelten.
Ferner sei aύ Primzahl fur i = 1, , p . Dann gilt:
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1st m = n, so ist {xlf , xm) freies Erzeugendensystem von G.
1st m ^ n, so ist X = G.

BEMERKUNG. Wir haben damit eine einfache notwendige und
hinreichende Bedingung dafϋr, wann ein System {xly , xn) c G ein
freies Erzeugendensystem der freien Gruppe G vom Rangw ist.

KOROLLAR 3. Seien G und X wie in Satz 2. Es gebe uu , uk e X

mit φ uβ

q«[uq+1, uq+2] [uk-lf uk] = αfi ap[ap+i, ap+2] [an_lf an]

0 ^ p ^ n , a i ^ l ( i = l,>--,p),0^q^k, 2 ^ βά (j = 1, - , q) und

(A, •• , / 9 g ) ^ 2 .

Dann ist m^n, insbesondere ist k ^n, und es gibt einen freien
ΐfbergang von {xίf , xm} zu einem System {ylf , ym] mit yz = α;%
l^Ύi< au Ύilat (i = 1, , p), 2/, = α, (i = p + 1, , n).

Ist cti Primzahl fur i — 1, , p, so ist sogar X = G.

Indem wir analog wie beim Beweis von Satz 13 und Satz 24 von

[4] vorgehen, erhal ten wir:

SATZ 3. Sei

K= (s1} •••, 8m, a19 ••-, α Λ | s [ i = ••• = s >

= 8, sm(aΐi α;*[αp + 1, ap+2] [αΛ_x, an])r = 1>

mΐί 7< ^ 2, αy ^ 2, 7 ^ 1, m ^ 2, w ^ 2, 0 ^ p ^ ^ . /si {xίf , »„+„_!}

ein Erzeugendensystem von K, so gibt es einen freien Ubergang
von {xlf , #w+m_1} 2;̂  einem System {sfj, , βf;-}, αlf , α j mit
Vi e {1, , m}, ^ < < vTO+1 (/αίis m > 2) Md 1 ^ A < αVt,

Indem wir mit ahnlichen, verfeinerten Methoden wie in [6]
vorgehen, erhalten wir:

SATZ 4. Sei H ^ (alf ,an,blf ,6m | W(alf ,αJ7(6 l f ,6m) -
1> miί Tr(a!, , a J = (a?1 a;*[ap+1, ap+2] [<*„_„ a,])r, 7(6^ , bm) =
(δf1 δί«[&,+1, 6ff+J ••[&-!, 6J)δ, a*^2, Λ ^ 2 , 7^2, 3^2, n ^ 2 , m ^ 2 ,
O ^ p ^ ^ , O ^ g ^ m oder aέ ^ 2, 7 ^ 2 , n ^ 2, 0 ^ p ^ %, m ^ 1,
<5 = 1, g = 0. Ist {xl9 •••,«.+«} e w Erzeugendensystem von H, so

gibt es einen freien Ubergang von {xlf , xn+m} zu {alf -—,anf

b» •••,&.}.

Die Methode von Whitehead liefert nun (vgl. [3, Satz 1] oder
[6]):

KOROLLAR 4. Sei H wie in Satz 4 gegeben. Dann ist das
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Isomorphieproblem fur H losbar in dem Sinn, daβ wir in endlich
vielen Schritten entscheiden konnen, ob eine gegebene Gruppe mit
einer definierenden Relation zu H isomorph ist oder nicht.

Ahnlich wie in [3, Satz 2 und Satz 3] folgt nun:

KOROLLAR 5. Sei H wie in Satz 4 gegeben. Dann gilt:
( 1 ) H ist eine Hopfsche Gruppe, d.h. jeder Endomorphismus

von H auf H ist ein Automorphismus von H.
(2) Jeder Automorphismus von H wird von einem Automor-

phismus der freien Gruppe von Rang n + q induziert.
(3 ) Die Automorphismengruppe von H ist endlich erzeugt.

Fiir δ = 1 und q ^ 1 erhalten wir:

SATZ 5. Sei H = (alf ,an, blf -,bM\W(alf ,an)V(blf , 6 J =
1> mit W(alf , an) = (αf1 aϊ*[ap+1, ap+2] [ α n _ u aJ)r, F(&i, •••,&«) =
δf1 H<[bg+1, bg+2] - [6 m _ x , 6 W ] , α 4 ̂  2, β 3 ^ 2, 7 ^ 2, α ^ 2, m ^ 1,
0 ^ p ^ n, 1 <; q ^ m. Ist {xίt , ccw+w} em Erzeugendensystem
von H, so gibt es einen freien Ubergang von {xlf , xn+m\ zu einem
System {alf - ,an,bίf , bt-lf W, bi+ί, , bqy bq+1, , bm) fiir ein i
(l^i^q) mit (ΎU βt) = 1 und 1 ^ 7< ̂  hβi

Fiir δ = 1 und 7 = 1 gilt Satz 3 von [6].
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