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QUELQUES PROPPIETES DU COUPLE D’ESPACES
VECTORIELS (L'm/H=*, H~)

JACQUES CHAUMAT

Let H” be a W* closed subalgebra of L”(s) with identity.
We generalize here some classical properties of the couple of
linear vector spaces (L!(m), L”(m)) to the couple (L'(m)/H"*,
H”). We obtain, for instance, a characterization of weakly
relatively compact subsets of L!(m)/H”* analogous to the
Dunford-Pettis theorem. To this end, we assume a legitimate
hypothesis on the peak sets of H”.

1. Soit (S, Y, m) un espace de probabilité et H™ une sous
algébre de L>(m) = L~(S, ¥, m) fermée pour la topologie faible étoile
[i.e., topologie a(L~(m), L'(m)] et contenant les constantes.

Notons H** I’orthogonal de H* dans L'(m), ||.]l; et |.|l. les
normes usuelles dans les espaces L'(m) et L”(m), et || || imuer la
norme quotient dans L'(m)/H>*.

Pour une fonction g de H® considérons 1’élément Tg de L‘(m)/
H=+ défini par (Tg, ¢’) = Sgg’dm pour toute fonction ¢’ de H™.
Remarquons que, si ||gfl.=1 alors ||g|}=[T9|;' wm/u=> =gl
En conséquence, T est une application linéaire continue, injective et
d’image dense de H* dans L'(m)/H"*.

Notons M le spectre de Gelfand de 1’algébre uniforme L~(m),
muni de la topologie de Gelfand. Alors, la transformation de
Gelfand est un isomorphisme isométrique de L%(m) sur l’algébre
& (M) des fonctions continues sur M a valeurs complexes; 7 désigne
la transformée de Gelfand, d’une fonction f de L*(m). L’algébre
H> s’identifie 4 une sous algébre, H®, de & (M), fermée pour la
norme de la convergence uniforme et contenant les constantes. Une
forme linéaire ! sur L~(m), continue, peut étre représentée, de
maniére unique, par une mesure | borélienne, réguliére, bornée sur
M, vérifiant, pour toute fonction f de L*(m), Sfdf: {f,1>. En
particulier, pour toute fonction s de L'(m), la mesure hAm se repré-
sente sur M par la mesure iﬁn, et on a, pour toute fonction f de
Le(m), Sfdm = thdm; de plus, il est facile de voir que la mesure
h/;% est absolument continue par rapport a la mesure #; on écrira
h/ﬁb = Em; réciproquement une mesure sur M, absolument continue
par rapport a la mesure 7, peut s’écrire h/ﬁz avec h dans Li(m).
[voir [8] pages 17 — 19 et [7] pages 158-160].
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DEFINITION 1. Un sous-ensemble fermé G de M est un ensemble
pic pour H> si et seulement si il existe une fonction ¢ dans H®
vérifiant §(x) = 1 pour x dans G et |§(x)| < 1 pour z dans M\G.

DEFINITION 2. Une suite bornée {f,}..v dans L'(m)/H*' est
d’interpolation si et seulement si, pour toute suite {a,},.v de nom-
bres complexes, bornée, il existe une fonction g de H> telle que
{fuw 9> = a, pour tout n.

THEOREME 1. Soit (S, X, m) un espace de probabilité, et H une
sousalgebre de L™(m) contenant les constantes, fermée pour la topo-
logie faible étoile. Supposons que tout sous-ensemble K de M, fermé,
de 1 mesure nulle, soit inclus dans un ensemble pic de H™ de
mesure nulle. Alors, pour toute partie K de L'(m)/H**, les pro-
positions suivantes sont équivalentes:

(1) K est faiblement relativement compacte;

(2) K est bornée et, pour tout ¢ >0, ¢l existe 6 > 0 tel que
geH®, |lglle =1 et || Tgllirmmu=r = 0 implique subsex | {f, 0| = &

(3) limg.io[Supsex (inﬁg:e(Hojo”f — Tgllztm/a=+)] = 0;

(4) K est bornée et nea contient aucune swite d’interpolation.

Notons pour K un sous ensemble borné de L'(m)/H™* et ¢ >0
W(HW, K, 5) = Sup {l <fy g> i’ feK’ g9 eHm”g”w -—<_.- 1 et ” IwgllLl(m)/Hm-L é €
N(H>, K) = lim._,9(H>, K, ¢)}. Cette limite existe car la fonction
e—N(H>, K, ¢) est croissante et positive. [voir la preuve du Thé-

oréme 6 de [14]].

THEOREME 2. Dans les hypothéses du théoréme 1, étant domné
un sous-ensemble borné K de L'(m)/H™*, il existe un sous ensemble
borné K, de L'(m) tel que K,/H** = K et n(H*, K) = n(L*, K).

THEOREME 3. Dans les hypothéses du théoréme 1, tout espace

de Bamach B dont le dual est H” est isométriquement isomorphe @
L'(m)|H>*.

Pour illustrer les théorémes donnons quelques exemples.

2. Exemples.

(1) H*” = L”(m). Montrons que ’hypothése sur les ensembles
pics est satisfaite: si E est un fermé de M de 1 mesure nulle, il
existe une suite {E,},.y d’ouverts fermés de M telle que:

(i) KE,.,CFE, pour tout entier n;

(ii) ECE, pour tout entier u;
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(iii) lim,_.., W(E,) = 0.

Puisque E, est un ouvert fermé de M, il existe un sous ensemble
F, de S, mesurable et dont la fonction caractéristique X, vérifie:
X,(x) =0 pour z dans M\E, et X,(®)=1 pour z dans K, La
fonction g de L~(m) définite par g = 3,72 2*X, pique sur G =
{xe M: g(x) = 1}. De plus m(G) = 0 et G contient E.

Le Théoréme 1 (équivalence des assertions (1) (2) et (3)) est une
reformulation du théoréme de Dunford-Pettis caractérisant les sous-
ensembles faiblement relativement compacts de L'(m) [voir [1] page
294, [8] pages 120 et 430 et [11] page 239]. Le Théoreéme 2 est vide.
Le Théoréme 8 décrit une propriété bien connue de L (m) [10].

(2) H* = H=(D). H>(D) est l'algébre des fonctions holomor-
phes et bornées dans D = {z: |z| < 1}. La mesure m, est la mesure
de Lebesgue sur T = {z:|z]| =1}. II est bien connu [13] que l'on
peut considérer H*(D) comme une sous algébre de L~(m,) fermée
pour la topologie faible étoile et contenant les constantes. L’hypo-
thése sur les pics est vérifiée du fait d’un résultat de E. Amar et
A. Lederer [2]. Rappelons que H>=* est le sous espace de L'(m,),
H!, des fonctions dont les coefficients de Fourier, d’indice négatif
ou nul, sont nuls. Le Théoréme 1 précise alors le théoréme de M.
Mooney qui affirme que L'(m,)/H; est faiblement sequentiellement
complet [17]. Les idées développées dans ce travail se rattachent a
la preuve que donne E. Amar [1] du théoréme de M. Mooney. Citons
une troisiéme preuve de ce théoréme par V. P. Havin qui obtient
aussi des résultats proches du Théoréme 1 dans ce cadre [12]. Les
Théorémes 1 et 2 donnent un raffinement d’un résultat obtenu indé-
pendamment par F. Delbean [5] et S. V. Kisliakov [16]. Ils mon-
trent qu’un sous ensemble relativement faiblement compact de
L'(m,)/H; est le quotient par H; d’un sous ensemble faiblement
relativement compact de L'(m,).

Le Théoréme 3 a été obtenu dans ce cas par P. Wojtaszezyk
[19] [voir aussi [3]]. La preuve donnée ici du Théoréme 3 s’inspire
largement de ses idées.

D’autres propriétés de L'(m,)/H; comme espace de Banach sont
largement étudiées par A. Peleynski dans [18].

(8) H>*= H>(U). Considérons I'ouvert U obtenu en enlevant
au disque D un nombre fini de disques fermés deux 4 deux disjoints
et inclus dans D; notons H>(U) ’algébre des fonctions holomorphes
et bornées dans U. La mesure m, est la mesure linéaire normalisée
sur la frontiére topologique de U. Il est bien connu [[8] p. 150]
que H=(U) peut étre considérée comme une sous algébre de L~ (m,),
fermée pour la topologie faible étoile, et contenant les constantes.
Le fait que tout fermé de M, de 7, mesure nulle, soit inclus dans
un ensemble pic de H” de M, mesure nulle est une conséquence
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immédiate du résultat de E. Amar et A. Lederer [2], précédemment
cité, et du Corollaire 12.8, page 59 dans [8].

(4) Signalons le travail de I. Cnop et F. Delbaen [4]. Ils
montrent qu’une large famille d’algébres uniformes et de mesures
satisfait les hypothéses du Théoréme 1 sur les ensembles pics. F.
Delbaen obtient pour cette famille une forme faible du Théoreme 2
[5].

Ce travail se compose de deux parties. Dans la premiére partie,
on démontre les Théorémes 1, 2 et 3. Dans la deuxiéme partie, on
montre sur un exemple que les conclusions des Théorémes 1, 2 et 3
subsistent alors que 1’hypothése sur les ensembles pics n’est plus
entiérement satisfaite.

3. Premiere partie.

LEMME 1. Soit {f,},cn ume suite bornée dans L'(m)/H** et f
une forme linéaire continue sur H=, adhérente d la swite {f,}pcv
dans le dual H®" de H® pour la topologie oc(H™, H*). On peut
prolonger f par une mesure (t sur M. Considérons la décomposition
de Lebesgue de la mesure pt par rapport a la mesure M: ft = hin +
Y. Supposons qu’il existe un ensemble pic E de m mesure nulle et

une fonction | de H*, |||, <1, tels queg ldpe, = 0.
E

Alors, pour toute constante C > 0, il existe une sous swite de la
swite {folpens {Gptnenr, €t ume suite {t,},.v de fonctions de H* telles
que:

(i) [{gy to] = C27'pour p + 1;

(ii) ‘<gi, t> — S Zdys] =< C27% pour tout i;

~ E

(i) S lt.@)| =1 + 27 pour tout i et tout x de M;

(iv) |t,(x) — 1] + [E,(@)| =1 + 100 x 27" pour tout wm et tout x
de M.

Preuyve. (a) Premiére étape. Soit £ un ensemble pic et & une
fonction de H= telle que k(1) = E et |k(x)| < 1 pour tout x dans
M\E.

Pour chaque entier n, considérons un ouvert R, simplement
connexe, a frontiére I', réguliére et vérifiant les propriétés suivantes:
1 appartient a I", et 0 appartient a R,, R, est inclus dans {z: |z| <
1}n{z =2 + 1y: —27"/1000 < x < 1, —27"/1000 < y < 27"/1000} et R,.,
est inclus dans R,. Soit @, une fonction continue de {z: |2|<1} dans
R,U T, holomorphe dans {z:|z| <1} et vérifiant @,00) =0 et
@;'(1) = {1}. [On peut choisir une transformation conforme.]

Remarquons que pour chaque couple d’entiers (p, ) la fonection
®,ok" appartient & H” et pique sur K.
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Montrons par récurrence qu’il existe une suite d’entiers positifs
{n:}iemo et une suite {V,},.y décroissante de voisinages ouverts de
E telles que

(i) Nien V.= E;

S .
(ii) Iq)i/o@f(w)] < (1/1000)27* pour x € M\V,_;
(iii) |@;ok™(x) — 1| < (1/1000)2* pour xz € V;
T~ T~

(iv) 2| Dokmi(x) — @yyiok™+(x)| <1 4 277 pour x e M.

Notons, pour chaque entier n, W, = {zxeM: |k(z) — 1| < 2-*};
clairement W, est un ouvert contenant £ et N,.v W, = E.

Commencons la récurrence:
pour ¢ = 0, posons V,= M.
pour i = 1, posons n, = 1 et V, = {w e M: |Bok() — 1] < 2-/1000).
Les assertions (ii) et (iii) sont vérifiées. Du fait du choix de @, V,
est un ouvert contenant E, et V,C V..

Supposons la construction faite jusqu’a 1’étape 7, >1. On a
Sup,. Mmoll?(x)! <1 car |k(x)| <1 pour tout z de M\E, et V, est
un ouvert contenant E. Choisis/sons\un entier m,., strictement plus
grand que 7, en sorte que |®@,.,ok" o (x)| < (1/1000)2~%+' pour « dans
M\V,. Cela est possible car @,., est continue et @,.,(0)=0.
Posons

— 1 ‘
Vighs = Waa 0 Vo {0 € M2 [000k™1(0) — 1] < 220 |
1000
On a V., contient E et est inclus dans V,; les assertions (ii) et (iii)
sont vérifiées.

La construction donne imr/néiiatement que [ien Vi=E. 11
reste a évaluer: E,(x) = 375 |9,0k"(x) — @,4,0k™+(x)| pour chaque x
de M.

Prenons p = 1:

si « appartient 4 E, E(x) =0

si « appartient a V,\V,, on peut écrire:

/\ /\ . o\

E(x) = |@,0k™(x)| + |@0k™(x) + >i5. Le troisiéme terme de
cette somme se majore par 1/1000 en utilisant 1’assertion (ii); le
premier terme se majore par 1 et le deuxiéme par 1/1000.

Si « appartient a V,\V,., avec i, =1 on peut écrire:

i0—1 -y 4
E(x) = gl + ([@y 0k () — @y ri0k™ 0 ()|

/\” /n\ +o0
T 1Piao k™ (@) = Dyrook ™ (@)]) + 3 .

1=ig+2

Le premier terme se majore par 2/1000 en utilisant l’assertion (iii);
le troisiéme terme se majore par 1/1000 en utilisant 1’assertion (ii).
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Pour le deuxiéme terme, on remarque que

(0 k(@) — 1] < —L, que |6, ok oz < L
o 1000’ foss 1000

/ﬂ\ . ~
[et que @, ok™ o+ (x) appartient 2 R, U T, ;

on peut alors le majorer par 1 + 1/100.]

Les estimations pour les autres valeurs de p se font de la
méme facon.

Dans la suite, pour alléger les notations, on notera kj = @;0k™.

(b) Deuxiéme étape. Considérons la suite {l;};em.; de fonctions
de H= définie par I, =1 X k]. Cette suite est bornée et on a

(i) lim,.. I,(x) = 0 pour tout z de M\E;

(ii) lA,-(x) = lA(oc) pour tout x de E.

Soit » un entier. Puisque f, appartient & L'(m)/H=*, il existe
une mesure , sur M absolument continue par rapport a la mesure
i et telle que Sg?d)ap = {f» 9> pour toute fonction ¢ de H*”. Puis-

A

que E est de # mesure nulle, on a:

(iii) lim,., {f, l;>) = 0 pour tout entier p.

Puisque {;, /> = §l:d;1 = Sfihdm + S iid)us + S id/J.,, on a

() limg Ly £ = | Tdsi, . ”\E :

(¢) Troisiéme étape. EOn va construire une sous suite {l; },.~ de
la suite {{;};eme et une sous suite {f, }..~ de la suite {f,},cn Vvérifiant

(1) 1<{fp Ly | = 279(C/1000) dés que k=j — 1;

(i) ]( Fo b — SEid;e, < 2-9(C/1000) dés que k= j .

On procéde par récurrence de la maniére suivante: du fait de
I’assertion b(iv) il existe un entier 4, tel que l i [ — SE ldp, | <
(C/1000)2-'. Du fait du choix de f il existe un entier p, tel que:
<o L) = iy 31 = (C/L000)2. Alors |<fyy L) — | 112, < C/1000.
Supposons que ’on ait construit {l, }o<.<n €t {fp,}osnsy €n sorte que:

Fsj—1
(in)  1<fom L] < 279(C/1000) pour J0 <k < N;
0j=N
k=g
(i) [ L = |, Tdpe, | = 274(C11000) pour J0 <% < N
0<j<N

i) [<Ly, £> = | lap| = 274C/1000) pour 0= 5 =< .

I1 existe, du fait des assertions b(iii) et b(iv) un entier 7y,
strictement plus grand que iy et tel que [{f,,, l;,.,> | < (C/1000)2-"+

IN+1
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pour tout k, 0 <k < N et l(l,.NH, - SEZd”“ < 2-W+(C/1000). Du

fait du choix de f, il existe un entier py., strictement plus grand
que py tel que [<ly;, ) — {foyin Ly = (C/2000)2-Y+ pour tout
entier 7, 0 <7< N+ 1. Alors on a:

(oo U = | 1] S 1<y £ = | 1] + [y U = <Ly £

c 4 9-(+D c < c 2-7
2000 2000 — 1000 ’

IA

o-i

pour tout entier j, 0 < N + 1.

(d) Quatriéme étape. Posons g, =f, et ¢, =1,  —1I,. En
utilisant les assertions c(i) et c(ii), on obtient les assertions (i) et
(ii) du Lemme 1. De l’assertion a(iv), on déduit l’assertion (iii) du

Lemme 1.
L’assertion (iv) du Lemme 1 est une conséquence immédiate de
la construction des fonctions %.: elles sont presque a valeurs réelles.

4, Comme application du Lemme 1, on a le corollaire
suivant.

COROLLAIRE 1. Sous les hypothéses du Théoréme 1, pour toute
suite bornée {f,}uen de L'(m)/H™*, ou bien on peut extraire une suite
d’interpolation, ou bien elle est faiblement relativement compacte.

Preuve. (a) Considérons ’adhérence .# de la suite {f,},.~ dans
H>. 8i Z est inclus dans L'(m)/H** la suite {f,}..~ est faible-
ment relativement compacte.

Si & n’est pas inclus dans L‘(m)/H>*, considérons un élément

fde #\Li(m)/[H"*. Il existe une mesure ¢ sur M telle que Sﬁdﬂ =

{g, f> pour toute fonction g de H>. Dans la décomposition de
Lebesgue de la mesure # par rapport & la mesure #: ¢t = hih + 4,

-\
la mesure 2, n’est pas orthogonale & H*, sinon hi# représenterait
aussi la forme linéaire f pour H®, qui appartiendrait alors a4 L'(m)/
H=,

Soit I, une fonction de H* telle que a = Slld‘u, # 0. Puisque la
mesure /, est singuliére par rapport i la mesure i, il existe un
fermé F de M de # mesure nulle tel que S [1,1d| ¢, < |a|/2. Du

M\F

fait de I’hypothése sur les ensembles pics de H=, il existe un fermé
G de M contenant F et de 7 mesure nulle. On a:
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=] -
G

S Ld,
M\G

<, J0ldlml
M\G

IA

e

done Safld/xs #* 0.

(b) On peut alors appliquer le Lemme 1. On obtient, pour
toute constante C > 0, une sous suite {g,},.x de la suite {f,},.~ et
une suite bornée {t,},.v de fonctions de H* telles que

(i) [<g, to| = C27% pour p +# i;

(ii) [{g;, t;> — 1] < C27* pour tout entier 7;

(iii) S5 |t(x)| = K pour tout = de M, [la constante K ne
dépendant pas de C].

(¢) Soit {a,},.y une suite de nombres complexes telle que |a,|=<
1 pour tout entier m. Considérons alors la suite de fonctions de
H®, {A,.)ney définie par A, (x) = S, at(w). Puisque |4,.@)| =

"ola;||E(x)] £ K la suite est bornée. Soit A, une fonction de
L”(m) adhérente a la suite {4, ,}..v pour la topologie faible étoile.
La fonction A, appartient & H™ et pour toute fonction % de L'(m),
il existe une suite strictement croissante d’entiers {n.},.~ telle que
lim, ... |4, hdm = |4dam. or (4, pim = A, .dim et 1a suite
{ﬁa,%}n.e v converge ponctuellement et de maniére bornée sur M vers
la fonction 3% a,f,(x). Done \Ahdm = 3% af@)dhm. En con-
séquence A, est unique et pour tout entier p {g,, 4.0 = >i% @.{g,,
t,>. Pour un choix convenable de C on obtient alors que, pour toute
suit {a,},.~y de nombres complexes vérifiant |@,| < 1 pour tout entier
n, il existe une fonction A4, de H™ telle que

(1) Al =K

(ii) [|{ga, Aey — a,| < 1/2 pour tout entier p.

(d) Pour obtenir le fait que la suite {g,},.v est d’interpolation
et conclure la preuve du corollaire, on utilise maintenant un argu-
ment standard [[15], Lemme 1]. Rappelons-le: soit s = {s,},.x une
suite bornée de nombres complexes; notons |/s|l. = sub,en|s.|. 1l
existe une fonction B, de H® avec [|B,|l.. £ K||sll. et sup,.v|<{ga,
B) — s,| £1/2]|s||.. Considérons la suite s* = { — {g,, B + Su}luex-
Il existe une fonction B, de H* avec || B,||<K/2]|sll. et sup,c~|<{g.,
B, + B,> — s5,| < 1/4]|s|l... On construit ainsi, par récurrence, une
suite {B,}..y de fonctions de H> telle que ||B,|l.. < K2 | s]|l.. et
SUP,en | {9p -1 By —8,] < 27"||s||l... Alors la fonction B = 3= B,
appartient & H™ et vérifie {g,, B) = S, pour tout entier p.

REMARQUES. Les deux assertions du Corollaire 1 sont contradic-
toires: en utilisant le théoréme d’Eberlein-Smulian [[7] page 430] on
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a que, si la suite {f,},.~ est relativement faiblement compacte, de
toute sous suite de la suite {f,}..v On peut extraire une suite faible-
ment convergente; ce qui est clairement contradictoire avec la
premiére assertion.

Comme conséquence immédiate du Corollaire 1, on a le fait que
L'(m)/H>* est faiblement séquentiellement complet.

5. Pour un sous ensemble K borné de L'(m)/H®‘, notons K
I’ensemble des formes linéaires continues sur H>, adhérentes a K
pour la topologie o(H>*, H*), notons K l’ensemble des mesures sur
M représentant les éléments de K par rapport & H= et, notons K,
I’ensemble des parties singuliéres des mesures de K par rapport 3
la mesure 7.

On a alors le lemme suivant:

LEMME 2. (Sous les hypotheses du Théoréme 1)

7", K) = sup {|{ Fae.

,FeH"IfIl.S1 et peRl) .

Preuve. On utilise les idées développées dans le Lemme 1.
(1) 11 est évident que

7(H=, K, ¢) = sup “ S Fdp

, FeH”, |[flle =1, I Tf 1l amnm=s
<c¢ et yeK’} )

Soit ¢, la partie singuliére, par rapport a la mesure 7, d’une
mesure /¢ dans K. Alors, du fait que tout fermé de 7 mesure nulle
est inclus dans un ensemble pic pour H* de % mesure nulle, il
existe une suite {f,},.yv de fonction de H* telle que [|f.ll. =<1,
NTfullsimpaer = 1/n et lim, .., Sﬁf%dm = Sgd/z, pour toute fonction
g de H>. En conséquence 7(H®", K) = sup {'Sﬁdys , 9e H”||g]l.=1

et p, € IZ’S}.

(2) Pour l'inégalité dans I’autre sens, on utilise une idée voisine
de celle de M. I. Kadec et A. Pelcynski [voir la preuve du Thé-
oréme 6 de [14]].

(a) De la définition de n(H>, K) il existe une suite {f,},.~ dans
K et une suite de fonctions de H™, {g,}.cn, telles que

(1) lgalle =15

(i1) | Tgallsrimm=r = 1/m;

(iil) lim, s {fa, gu> = NH", K). N

(b) Considérons une mesure £t adhérente a la suite {§,df,m},cn
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pour la topologie vague sur M. Du fait de I’assertion (iii) on a
Sldﬂ — n(H>, K).

Remarquons que si p(H>, K) =0, on a rien & démontrer. Sup-
posons donc que N(H=, K) = 0.

Clairement, et en prenant au besoin une sous suite de la suite
{gu}uen, du fait de P’assertion (ii) on peut supposer que:

(ii’) il existe une suite croissante de sous ensembles, mesurables
de S, {E,}icn, telle que 1 — m(E,) < 1/2% et la suite {g,}..v converge

uniformément vers 0 sur E,.
En conséquence, si h est une fonction de L”(m), on a

A A A~ A N

ShEkdpe = lim ShE’andfnm — lim S hg, fudm = 0
n——+00 n—+o JE,

car la suite {g,}..~ converge uniformément sur E, et la masse totale

de la mesure f,m est bornée indépendamment de =. [E, désigne

par abus d’écriture la fonction caractéristique de l’ensemble E,,

c’est une fonction de L™(m)]. D’ol SE’deI =0 pour tout k. La

fonction E, est la fonction caractéristique d’un ouvert fermé de I,
noté E, (par abus d’écriture), et on a: E,., D E, pour tout % et
lim,_ .., W(E,) = 1.

En conséquence, la mesure g a son support inclus dans un
fermé de 7 mesure nulle.

(¢) Appliquons le Lemme 1.

Il existe une sous suite de la suite {f.g.luen, {fn@i}nen, €t une
suite de fonctions, {l,};cy, vérifiant:

(i) {folp L] =27 dés que p # i;

(ii) |{figs l:> —7(H", K)| = 27° pour tout ¢;

(i) 3=, |T(®)| <1 + 2% pour tout = de M et tout p entier.

Montrons que lim,...sup,.;|{f, gl:y| = 0(iv). Supposons le
contraire. Il existe @ > 0 et deux suites d’entiers, {®,}.cn €t {To}ucns
telles que: lim, .., = +, 1, #p, et |{f,, 9,0, )| > a pour tout
entier n. Remarquons que la suite {p,},.y n’est pas bornée car pour
p fixé, du fait que lim, +. || 70|l ztm/m>t = 0 on a lim,_., {f,, gl =
0. On peut done supposer que lim, .., p, = + co.

Considérons, pour chaque entier =, la fonction &, = 7,9, 1, +
9s,ls, OU 7, est un nombre complexe de module 1.

On a pour tout = de M |h,(2)| = lfiﬂ(x)] + [Z,,n(x)}. Donc en
utilisant ’assertion (iii)(c) on obtient, pour tout g > 0, il existe n,
tel que » = %, implique ||A4,|l. =1 + 8. D’autre part

limn—"l’ooH Th*n”Ll(m)/Hwi = O .

Caleulons {f,,, k) = {fo,, Va9, li,) + {fo,s 9,ls,0; donc pour un 7,
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convenable, on a [{f,,, k)| = N(H", K) + a/2. Ce qui contredit la
définition de n(H=, K).

En conséquence, en prenant une sous suite au besoin, on peut
supposer que (iv’) [{f,, gl.)| = 27° pour ¢ = p.

(d) Considérons pour chaque p la fonction k, définie par k, =

7= g,l; [voir la preuve du Corollaire 1]. C’est une fonction de H”

telle que ||k,/l. =1+ 27?. De plus lim, .|| Tk,|ltmmer =0 et
I{fi by — N(H", K)| = 35, 27% = 277,

Soit £, une mesure sur M vaguement adhérente a la suite

{ fgn}new et sa décomposition par rapport a la mesure #: t, = hn+
A~ ~ N
., On a lhlskpd)u —(H", K)| <277 et lim,,amgkp(x)hdm ~0

done lim,_.., Sﬁpdﬂl,s-—:?](H = K). Ce qui conclut la preuve du lemme.

REMARQUE. Considérons la suite {l,f;};cy d’éléments de L'(m)/
H>* construite dans la preuve du Lemme 2. On a 7(H®, {l,f}icn)=
7(H", K). De plus, puisque les fonections I, vérifient | T (%) — 1] +
[l(x)] <1+ 100 X 2% pour tout entier ¢ et tout x de M [Lemme 1
(iv)] on peut montrer comme dans (¢) que N(H=, {(I; — 1)fi}ien) = O.
Ce résultat est la “version H*” du lemme de M. I. Kadeec et A.
Pelczynski [[16] Lemme 3 et le preuve du Théoréme 6 de [14]].

6. Preuve du Theoreme 1. L’équivalence de (1) et (4) est une
simple conséquence du Corollaire 1 et du théoréme d’Eberlein-Smulian.

(2) implique (1). Raisonnons par ’absurde; si K n’est pas faible-
ment relativement compacte, ou bien K n’est pas bornée et l’asser-
tion (2) est fausse, ou bien K est bornée, et par application du
théoréme d’Eberlein-Smulian on peut construire une suite {f.}..x de
fonctions de K dont l’adhérence dans H>* n’est pas incluse dans
L'(m)/H>*. Comme dans la preuve du Corollaire 1 et en utilisant la
construction du Lemme 1, on montre qu’il existe une sous suite
{b,},.n de la suite {f,}..y et une suite bornée {a,},.y de fonctions de H*
telles que [<b,, a,)|=c¢>0 pour tout entier » et lim,_... || Ta,||110m) 2%+ =0;
ce qui contredit I’assertion (2).

(4) implique (2). Pour cela raisonnons par l’absurde. Remar-
quons que non (2) signifie que »(H=, K) > 0. En utilisant le Lemme
2 puis la preuve du Corollaire 1 on construit dans K une suite
d’interpolation.

L’équivalence de (2) et (3): elle a été obtenue dans un cadre
trés général par A. Grothendieck [[11] pp. 296-298]. 11 obtient
aussi le fait que (3) implique (1).

7. Preuve du Theoreme 2. On utilise le Lemme 2 et une
idée de F. Delbaen et S. V. Kisliakov.
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(a) Pour chaque f dans K considérons une mesure ft; sur M
telle que [[£4/] = [ fllimm=+ et ggdﬂf = (f, 9> pour toute fonction
g de H”. Ecrivons la décomposition de Lebesgue de ¢, par rapport
a m:py = h;\m + ., [voir le paragraphe 2]. On a que g, —~f7;7, est
une mesure orthogonale a ﬁ\‘” dont la partie singuliére par rapport
a la mesure 7 est g,. De I’hypothése sur les ensembles pies, il
vient que p, est orthogonale & H>. Alors du fait de la construction
de ¢ on a |[#¢]l=0. Considérons K, = {h;, fc K} c’est un sous
ensemble borné de L'(m).

(b) Pour chaque f dans K, il existe une fonction g, de H~
vérifiant ||gs|l. =1 et {f, 95> = || fllstm/m>:. En conséquence et du
fait de la construction de la fonction h;, la mesure h;g;m est une
mesure positive et |g;| =1 p, presque partout. Notons K, = {hsg
pour f dans K}. De la définition de 7(-, -) on a (L=, K,) = n(L~,
K)) et n(L”, K,) = 7(H", K).

(c) Utilisons le Lemme 2 pour évaluer 7(L~, K,). Pour tout
e >0, il existe une mesure g sur M adhérente a K, pour la topologie
a(L™*, L”) et dont la partie singuliére p, par rapport a la mesure m
vérifie ||, ]| = 9(L”, K;) —e. Du fait de ’hypothése sur les ensem-
bles pics de H=, il existe F un ensemble pic de H= vérifiant % (E)=

0 et H dys~gdys <c.

Rerflarquons que la mesure g est positive car les éléments de
K, sont positifs, d’ou: H ar, — l|pll | £ ¢ et ]S dyp,| =n(L>,K,) — 2.
Considérons une fonctionEl de H*® qui pique sur EE Pour n=n,, on a
e
entier #, if existe un élément f, de K tel que

< e. De la définition de la mesure g, pour chaque

S S P
Hl”dﬂ — Slngf%dhf”m‘ <e.

N
Ce qui donne H 1"gs dhy m I = (L=, K,) — 4e. Remarquons que les
fonctions I"g,, appartiennent a la boule unité de H®. De plus
lim, .+ [[ T"9s,) [ltm/m=t = 0. Done p(H®, K) = n(L", K,) — 4e. Ce
qui termine la preuve du Théoréme 2.

8. Remarques sur la preuve des Theoremes 1 et 2. (a) Ii
est possible de démontrer 1’équivalence de (1) et (4) dans le Théoréme
1 pour un sous espace vectoriel H* de L*(m), fermé pour la topo-
logie 'faible étoile et tel que tout fermé de M de % mesure nulle
soit inclus dans un ensemble pic pour H* de % mesure nulle [voir
[8] Lemme 12.4, pape 57, pour une définition convenable des ensem-
bles pics pour un espace vectoriel de fonctions et pour avoir une
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idée des modifications a apporter dans la preuve de 1’équivalence].
Cela montre que, dans le Théoréme 1, seule “(1) implique (2)” utilise
le fait que H” est une algébre contenant les constantes.

Est-il possible d’améliorer la preuve du Théoréme 1 sur ce point
et d’obtenir alors le Théoréme 1 pour de “bons” sous espaces
vectoriels de L*(m)?

(b) Un théoréme trés général de H. Rosenthal et L. Dor [6]
dit que d’une suite bornée d’un espace de Banach, ou bien on peut
extraire une suite faiblement de Cauchy, ou bien on peut extraire
une suite équivalente 4 la base canonique de I,. Il suffit alors pour
obtenir I’équivalence de (1) et (4) de démontrer que L'(m)/H™* est
faiblement séquentiellement complet.

(¢) Du fait de la remarque précédente, on peut se poser la
question suivante: les propositions (1), (2), (3), (4) ne sont elles pas
équivalentes dés que L'm)/H"* est faiblement séquentiellement
complet? L’exemple qui suit prouve qu’il n’en est rien. La mesure
m, est la mesure de Lebesgue plane restreinte au disque unité ouvert
du plan complexe D et H* est 1’algébre des fonctions holomorphes
bornées dans D. Clairement, ’espace L'(m,)/H*=* est isométrique-
ment isomorphe i 1’espace L'(m,)/H; défini dans le deuxiéme exemple.
C’est une conséquence du Théoréme 3 on peut le voir aussi directe-
ment: si on munit H(D) de la topologie z de la convergence
uniforme sur tout compact, on voit que L'(m,)/H, et L'(m,)/H*=*
sont le dual H™ de H>(D). et que ce dual est un sous espace
vectoriel fermé du dual H* de H*(D) muni de la topologie de la
convergence uniforme sur D. On en déduit que L'(m,)/H** est
faiblement séquentiellement fermé. Considérons dans H*™' la suite
{fu}nen définie pour chaque entier n et chaque fonction g de H™ par
{f. 9> = le coefficient de 2" dans le développement de Taylor 3a
I’origine de la fonetion g. Clairement cette suite converge faible-
ment vers 0 et pour tout entier =, {f,, 2") =1 et || T(@")|| 1my/m>t =

S|z“|dm3 < 2x/(n + 2). Ainsi (1) n’implique pas (2). En fait, dans
ce cas, c’est la seule implication fausse dans le Théoréme 1.

9. Preuve du Theoreme 3. On reprend la preuve donnée dans
[19] pour le cas de l’algébre des fonections holomorphes bornées dans
le disque unité ouvert du plan complexe, et on en modifie un peu
la fin.

(a) Donnons d’abord un lemme utile dans la preuve du théoréme.

LEMME 3. Soit f une fonction continue sur un compact X et
telle que

(i) Iflle=1
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(ii) E={xeX:fx)=1}={xeX:|f|(x) =1}
801t {Ut,}.en ume suite de mesures sur X telle que
(i) |l =1
(v) lim, ... S Fdp, = 1.
Alors pour tout voisinage W de E
(1) tim, | dlp] =0
X\w

(2) lim,,_.ngw dp, = 1.

Preuve. Remarquons une conséquence évidente de (i) et (ii):
Sup,e x| f(®)] < 1. Alors en utilisant (iii) on a:

<

< sup If(w)lg al.
rzeX!W w

x\

+ | rde,

|, fde.

+ |, dlmls @ r@ -0 diml+1.

[ rae.

En utilisant (iv) on obtient lim,_.., S d|,] =0, ce qui prouve (1).
x\w
Soit e > 0. Notons V.={xe X:|f(x) —1| <e}. On a

T R
< ||, ., a=pan

+Sstan|#nl§e+ Hfd#,,—-l’ +2§ AR

fde,

SX\VEHW

+ |\rdpm -1 +

X\VeNWw

Du fait de (1) et de (iv) on peut choisir n», tel que n = n,
implique ap, — 1 , < 2¢ ce qui prouve (2).
w
(b) Preuve du Théoréme 3.

Soit b un élément de B. Comme forme linéaire sur H* il
existe une mesure ¢ sur M telle que ||¢|| = ||b]| et Sfdpt = <b, f>

pour toute fonction f de H”. Eecrivons la décomposition de Lebes-
gue de la mesure ¢ par rapport 4 la mesure : ¢t = hit + f,. Pour
conclure la preuve, il suffit de montrer que ¢, est orthogonale a

H=*. En effet, la mesure hdi vérifie Shfdm=<b, f> pour toute fone-
tion de H*, par conséquent [|bd|| + |||l = ||b]| = ||hdi®||, donec

L, = 0.
Raisonnons par l’absurde. Si la mesure g, n’est pas orthogonale

a H=, il existe une fonction g de H" telle que S@dﬂs # 0. D’aprés
la construction de p, et ’hypothése sur les ensembles pics de H=,
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il existe F' un ensemble pic de H* tel que lg gdp,| > 0. Soit f une
F

fonction de H” qui pique sur F. Alors H artdy, | = ﬁdﬂs' >0
S F F
et lim, . Shf"gdm = 0, donc pour % assez grand |[<b, gf™)| =
N
Hﬁf"d#‘ >1/2 S gdp, | > 0. Considérons une fonction k& de H~<
F

adhérente a la suite {gf"},.y pour la topologie o(H*, B). Soit « un
homomorphisme de H® qui est un point pic généralisé [[8] pages
52-60] et tel que w(f) # 1.

Remarquons que H® ne sépare pas nécessairement les points de
M; définissons donc la relation d’équivalence R: x et y dans M sont
équivalents et on note xRy si et seulement si pour toute fonction f
de H” on a f(w) = f(y). Alors l’espace quotient M/R peut étre
identifié & un sous-ensemble fermé du spectre de H> contenant tous
les points pics généralisés. De plus 1’application quotient R est
continue.

Pour ¢ > 0, considérons V, ’ensemble des homomorphismes ¢ de
H~> veérifiant |p(k) — (k)| < ¢ et o(f) # 1. Puisque + est un point
pic généralisé, il existe une fonction I, de H* telle que () =1 =
I[1.]], |@(l)|<1/2 si @ n’appartient pas & V, et [o(l.)|<1 si |p(l)|#=1.

Considérons R~(V,). C’est un ouvert de M disjoint de F: c’est
le sousensemble des « de M vérifiant |k(x) — v(k)| < ¢ et f(w) == 1.
On a [(x) =1=|l|l. pour tout = de Ry}, |l(2)]<1/2 si =
n’appartient pas & R-(V.) et |l (@) <1 si | l.(2)] 1.

Il existe une suite d’éléments (b,),.y de B et une suite de mesure
{ftheen sur M telles que lim, .. by L) =1, [|b]| = Izl =1 et

tdp, = (b, t) pour tout entier n et toute fonction ¢ de H™. On
peut appliquer le Lemme 3 au voisinage R~'(V,). Calculons:

9 = b 1 = |20) — |E@)ape,

< vt — |, k@del+ 1] ke,
<lvol[1 - dm |+ [ @) — e,
e, o dle

< el [r=1_  de

+ SM\R_I(VE) d]#ni} te ;

d’otli, pour n assez grand, |p(k) — <(b,, k)| < 2¢.

De plus, on a (b, k) = lim, ... <b,, gf?> = 1impq+w§g Frdp, —
S gd,; d’ou puisque R-Y(V.) est disjoint de F, pour = assez grand
b, k5] < e. On en conclut que |(w(k)>] < 3s. Done (k) = 0.
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Cela montre que % est nulle pour tout point pic généralisé de
H~=, vérifiant (f) # 1. Considérons alors la fonction k(1 — f); elle
est nulle sur tout point pic généralisé donc elle est identiquement
nulle: [|[k@A — f)|l. = 0. Or F est de 7% mesure nulle, donc la fone-
tion 1 — f est non nulle m presque partout, ce qui implique que %
est nulle m presque partout. En conséquence, ¥ =0 ce qui con-

tredit le fait que |<b, gf*>| > 1/2‘S gdp, | > 0 pour n assez grand.

Deuxieme partie

10. Le propos de l’exemple suivant est de montrer que 1’on
peut obtenir les Théorémes 1,2 et 3 quand I’hypothése sur les
ensembles pics n’est pas tout-a-fait vérifiée.

Pour cela, on utilise I’étude faite par L. Zaleman [20] et par
T. W. Gamelin et J. Garnett [9] de l’algébre H> des fonctions
holomorphes bornées sur un ouvert particulier du plan complexe,
ayant une infinité de trous.

Soit U un ouvert du plan complexe C obtenu en enlevant au
disque 4, = {z€C: |z| < 1} une suite de disques 4, = {z€C: |z—x,|<
r,}, pour m = 1,2, ---, centrés sur le demi axe réel positif, s’accu-
mulant en 0, deux a deux disjoints et vérifiant 3.2 /2, < + co.
On dira que U est un ouvert de type L.

Notons m la mesure de Lebesgue sur le bord de U, bU. Le
bord de U se compose du point 0, des cercles I', = {zeC: |z, — z|=
r,} et du cercle I', = {zeC:|z| = 1}.

PROPRIETE 1 [20]. Chaque fonction f de H” a des limites mon
tangentielles m presque partout qui définissent une fonction f* de
L>(m) vérifiant:

@) [[f*lle = subser [ F @) = [ fllz ~

(b) f* appartient d Ualgebre H (R(U), m) adhérence dans
L=(m) pour la topologie faible étoile de ’algébre R(U) des fractions
rationnelles d’une variable complexe d pdles hors de U (I’adhérence
de U dans C).

(¢) UVapplication T de H= dans HT(R(U), m), définie par
T(f) = f*, est un isomorphisme isométrique de H* sur H*(R(U), m)
qui transforme les suites bornées convergeant ponctuellement sur U
en suites convergeant pour la topologie faible étoile.

(d) Pour chaque fonction f de H®, il existe une suite {f,},cn
de fonctions de R(U) telle que

[[fn”U = ”f”U’

{fulnen converge vers f ponctuellement dans U,

{fulwen converge vers f* ponctuellement m presque partout.
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Ces propriétés permettent d’identifier H® et H=(R(U), m) et
montrent que H® est le dual de l’espace vectoriel L'(m)/H*(R(U),
m)*. On utilisera la méme notation pour désigner une fonction f
de H> et “ses limites non tangentielles” f* dans L*(m), la méme
notation pour désigner H> et H(R(U), m).

Un homomorphisme de 1’algébre H™ joue un roéle particulier:
I’homomorphisme “distingué” ¢, défini comme suit:

Considérons la mesure dm,{) = 1/2ix (1/{)d{ sur le bord de U.
Elle est, du fait que >)/= 7./x, < + oo, finie et absolument continue
par rapport a la mesure m. Pour une fraction rationnelle f on a
S fdm, = £(0); en conséquence 1’application ¢, de H* dans C définie
par f— S fdm, = @(f) est un homomorphisme de ’algébre H> con-

tinue pour la topologie faible étoile. Remarquons que c¢’est I'unique

prolongement a H* continue pour la topologie faible etoile de I’évalua-

tion au point 0 pour les fractions rationnelles a poles hors de U.
On note H>(0) 1’idéal des fonctions de H> nulle sur ,.

PROPRIETE 2 [9]. Soit {#,}..y une suite de mesures dans L'(m)
qui converge, pouwr la topologie vague des mesures sur U, vers une
masse ponctuelle (éventuellement nulle) au point 0. Alors ou bien
la suite {ft,}.en converge en norme (H=(0))* vers 0, ou bien on peut
en extraire ume suite d’interpolation powr H™. [(H(0))* désigne
le dual de H*=(0)].

On note M le spectre de L”(m), M, le spectre de L*(m/I" )m/I,
désigne la restriction 4 I", de la mesure m], et M, le sous ensemble
de M formé des homomorphismes @ de L (m) vérifiant o(f) = f(0)
pour les fonctions f continues sur dU. On a M= (U, M,)U
M, U M,.

PROPRIETE 3. Si F est un fermé contenu dans une réunion
finie de M,, n=1,2, -+, +co, alors il existe un ensemble pic G de
-\

H= contenu dans cette réunion finie, contenant F et de m mesure

nulle.
[Voir I’Exemple 3 du premier chapitre.]

On note M= le spectre de H™ et My ’ensemble des homomor-
phismes ¢ de H™ vérifiant @(z) = 0. 11 est clair que la restriction
a H® d’un homomorphisme de M, appartient & M;°, et que 1’homo-
morphisme distingué ¢, appartient a M.

PROPRIETE 4. Soit ¢ >0, 1 > >0 et V un wvoisinage de 0.
Alors il existe un voisinage W de 0, contenu dans V et un opéra-
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teur linéaire L de H>(0) dans H*(0) vérifiant
RS ~
(1) LMy = fIM;
(ii) [L(f)@) — f@)| = ellfll. pour « dans WNU;
(i) L@ < 0l flle pour « dans U\V;
iv) LA e = 1]l

Preuve. T. W. Gamelin et J. Garnett [9] prouvent la proposi-
tion suivante: soit ¢ >0, 1 > 6" > 0 et V' un voisinage de 0. Alors
il existe un opérateur linéaire L' de H=(0) dans H=(0) et un
voisinage W' de 0 contenu dans V' vérifiant:

=~ A~

(iy L’(f)/-lwooo = fIM;;

(it)" |L'(f)@) — f(@)] < ¢l fl.. pour & dans WNT;

(i) |L'(f)@)| = 9|l f|l. pour & dans U\V;

iv) (N lle = 1001 f]l...

On utilise alors une idée de E. Bishop [voir [8] le Théoréme 11, 1
et sa preuve]. Choisissons 0 < s < 1 suffisamment prés de 1 en sorte
que 100 — 1 + s(6 — 100) < 0. Choisissons une suite {¢,},.y décrois-
sante de nombres réels strictement positifs, convergeant vers 0, et
telle que ¢, = ¢/2 et ¢,,(1 —s*) + s%(100 — 1 + s(6 — 100)) < 0 pour
tout entier =.

On construit une suite convergeante d’opérateurs linéaires de
H=(0) dans H*(0), par récurrence, de la maniére suivante:

ETAPE 0. Posons V' =V, ¢ =¢, et 6 =0. On obtient en
utilisant la proposition un opérateur L; et un voisinage W, inclus
dans V' satisfaisant (i)’ (ii)" (iii)’ et (iv)".

ETAPE 1. Posons V'= W, N{z: 2| <1}, ¢ =¢ et ¢ =0. On
obtient un opérateur L! et un voisinage W/ inclus dans W7 N {z: [2|<
1} satisfaisant (i)’ (i)’ (iii)’ et (iv)’.

Supposons la construction jusqu’d 1’étape ». Posons V' = W.N
(z:]12) <1/(m +1)}. & =¢,4, et 8’ =05. On obtient un opérateur

'.. et un voisinage W,,, contenu dans W, N {z:|z]| < 1/(n + 1)} et
satisfaisant (i)’ (i)’ (iii)’ (iv)'. ‘

Considérons L = (1 — s) /= s’Lj. C’est une série normalement
convergente d’opérateurs de H>(0) dans H>(0).

Les assertions (i) (iii) (iv) s’obtiennent comme dans le Théoréme
11.1 [8].

Montrons 1’assertion (ii). Pour cela considérons un entier =, tel
que 101(1 — s) 333,41 8" < &/2. Alors si xe€ W, on a

I L(f)@) — f@)] =1 — S)gsilLé(f)(x) — f(@)]
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or doo
<A =95 fll + @ —s) >, 101 f]l..
i= 2 ng+1

sellflla.

A~

PROPRIETE 5. M, est un fermé de i mesure nulle mais 1l

A~

S
n’existe pas de pic G de H* de 7 mesure nulle contenant M,.

Preuve. Utilisons un résultat de L. Zaleman [20]. L’homomor-
phisme distingué @, a une mesure représentative portée par M,.
Supposons qu’il existe une fonction g de H"™ telle que [|gll. =1,
g =1 sur M, et |g| <1 m presque partout sur bU. Alors @g)=1

et H g(O)dm(Q) I < 1, ce qui est absurde.
On a les Théorémes suivants:

THEOREME 1'. Soit U un ouvert de type L.

Alors, pour toute partie K de L'(m)/H™*, les propositions
suivantes sont équivalentes:

(1) K est faiblement relativement compacte;

(2) K est bornée, et, pour tout € >0, il existe 6 > 0 tel que
geH”, [lgll. =1 et [[Tg||p1mmer = 0 implique sups.x |{f, 9| = &;

(3) limg.i. [supsex (infglreH"" I f = Tollsima=+)] = 0;

191leo=C
(4) K est bornée et me contient aucune suite d’interpolation.

THEOREME 2. Soit U un ouvert de type L. Alors, étant donné
un sous ensemble borné K de L'(m)/H>*, il existe un sous ensemble
borné K, de L'(m) tel que K,/H** = K et 7(H*, K) = n(L*, K,).

THEOREME 3'. Soit U un ouvert de type L. Alors, tout espace
de Banach B dont le dual est H® est isométriquement isomorphe a
Li(m)/H=".

11. Une bonne representation des elements de L'(m)/H>'.
Soit f un élément de L'(m)/H=*; il existe une fonction % dans L'(m)

telle que, pour toute fonction ¢ de H* on ait (f, ¢g) = Skgdm. On

peut considérer f comme une forme linéaire continue sur H<>(0).
Alors il existe une mesure g, sur M telle que || #s|| = sup {|<f, 9>l,

9 H>(0)]lgll. =1}, et Sgdﬂf = {f, 9> pour toute fonction ¢ de
H=(0).
PN
La mesure v, = 7 + ((f, 1 — Sdﬂf >m0 est une mesure sur M
qui vérifie Sﬁdvf = {f, 9> pour toute fonction g de H*. Considérons
la décomposition de Lebesgue de la mesure f, par rapport a la
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S N
mesure Mm: ty = hym + f,. La mesure v, — km étant orthogonale

I

A\
a H=, du fait de la Propriété 8, pour chaque entier » la re-

striction de la mesure g, & M, est orthogonale a ﬁ\”; la construction
de la mesure #; donne que p,/M,=0; le méme raisonnement vaut
pour M.. La mesure g, — k/q;z est orthogonale a H<(0); la Pro-
priété 4 montre que la mesure p, restreinte i la fibre M, est

N

orthogonale a la I:/I}"(O); la construction de la mesure f, donne
1/ M, = 0.

Ainsi on a construit une “bonne” mesure représentant la forme
lindaire f de L'(m)/H>':v, = hym + << £ — Shfdm>m0=kfdm. On
I'utilisera plusieurs fois dans la suite.

Puisque H®(0) est fermée pour la topologie faible étoile pour
chaque élément f de L(m)/H=*, il existe une fonction g, de H>(0)
vérifiant [|g/]l. = 1 et {f, g,> = sup {|<f, 9>|, € H*(0)||g|| = 1}. En
conséquence, du fait de la construction de la mesure f;, on a

nghfdm = Slhfldm ’
done g;h; = |hs|m presque partout et |g;| =1 p; presque partout.

12. Preuve du Theoreme 1'. Considérons un sous ensemble
K borné de L'(m)/H>* et pour chaque f de K sa bonne représenta-
tion kym.

LEMME 3. Si K est faiblement relativement compact, alors
n(L*(m), {ks, feK}) =0.

Preuve. Remarquons que {( f, L>—\hdm, f eK} est borné dans
C, en conséquence 7N(L=(m), {k;, f € K}) = p(L>(m), {hys, f € K}). De
plus 9(L=(m), {hs, f €K} =9(L>(m), {|hs], feK}) =nL(m), {hsgs,
feK).

Supposons a = N(L=(m), {ks, f € K}) non nul et utilisons le lemme
de M. I. Kadec et A. Pelczynski [16]. Il existe une suite de sous
ensembles mesurables de bU, {E/},.y, deux a deux disjoints, et une
suite {f.}iexy d’éléments de K telles que: lim, ... SE gshsdm = a et
{hs1 — Xg)}lien est relativement faiblement compia.ct dans L‘(m).
[X,, désigne la fonction caractéristique de I’ensemble E..]

Considérons une mesure p sur M vaguement adhérente a la

/\ 3 . - o\
suite {gshs,Xgm}ien. C’est une mesure positive singuliére par rap-
port a la mesure 7% et non nulle: gldp = a.
Supposons qu’il existe m», n =1, 2, ---, 4+, tel que la restric-
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tion /M, de ¢ 4 M, ne soit pas nulle. On peut alors, en utilisant
la Propriété 3 et les idées développées dans la preuve des Théorémes
1 et 2 construire une sous-suite de la suite {h;X;}..x qui est
d’interpolation pour H>*. En conséquence K n’est pas faiblement
relativement campact, car {i,(1 — Xj )}y est faiblement relative-

ment compact dans L'(m) donc dans L'(m)/H>* et {(f, 1) — Xh,dm,
feK} est borné dans C.

On peut done supposer, en prenant au besoin une sous suite,
que la suite de mesures {h;Xzm},.y converge vaguement sur bU
vers une masse ponctuelle au point 0.

Appliquons la Propriété 2. Ou bien, on peut extraire de la
suite {h; Xy };.y une suite d’interpolation pour H* ce qui est absurde
comme précédemment, ou bien, la suite {h;X;m},.y converge en
norme vers 0 sur H>(0), et il existe un entier 7 tel que

sup ( l S hs, Xz 9dm

, geH(0) et ||gll. < 1}

<L et Slhi[XEidm > %"_

Alors, il existe une fonction I de L'(m) telle que \|l|dm < a/2
et g(l — hs,Xp,)gdm = 0 pour toute fonction g de H*(0). On a

it + Rt = Xalgdm = [y, X, + 1,1 = Xi)lgdm
= Shfigdm = {for O
pour toute fonction g de H>(0), et
S]l + 1 — Xg)|dm < S 11]dm + g[hfi[(l — Xg)dm
<L 4 \Ihal@ = Xepdm <([hs,ldm.,

ce qui est absurde du fait de la construction de la fonction 4;,.
Cela conclut la preuve du lemme.
Signalons deux corollaires immédiats.

COROLLAIRE 2. K est faiblement relativement compact dans
L'(m)|H"* st et seulement si {k;, f € K} est faiblement relativement
compact dans L'(m).

COROLLAIRE 3. Si¢ K est faiblement relativement compact dans
L'm)|H=* alors n(H*, K) = 0.
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La preuve du Théoréme I’ se déduit des Corollaires 2 et 3 du
Lemme 3 en utilisant les résultats de A. Grothendieck [11] et H.
Rosenthal et L. Dor [6] déji cités.

Remarquons que l'on peut aussi obtenir une preuve directe
(n’utilisant pas le Théoréme de H. Rosenthal et L. Dor) de ’équi-
valence des Propositions (1) et (4) du Théoréme 1’ en utilisant les
idées développées dans le Lemme 3.

13. Preuve du Theoreme 2'. Considérons un sous-ensemble K
borné de L'(m)/H"* et pour chaque f de K sa bonne représentation
leym. Alors 7(H®, K) = n(L(m), {k;, f € K}).

Preuve. De la définition de 7(-, -) on a 0=79(H", K) < 7(L"(m),
{k;, f€K}). SinL>(m), {k;, feK}) =0 le résultat est démontré.

Supposons a = P(L7(m), {k;, f € K}) > 0. Suivons la preuve du
Lemme 3. On obtient une suite de sous ensembles mesurables de
bU deux a deux disjoints {F},.y et une suite d’éléments {f.};.y de

K telles que limeS g hdm = a et {hs (1 — X;)hey relativement
faiblement compacte dans L'(m). En conséquence, et du fait que
{(f, 1 — Shfdm, feK} est borné dans C, il suffit de montrer que

a= ‘O(HW’ {hleEZ}ze\)
Notons pour chaque entier = strictement positif D, = {zeC:

2] £1/n}. En prenant, au besoin une sous suite, on peut supposer

que pour chaque n, la suite {S gfihfidm} converge vers «,. La
E;NDy,

suite {«,}l..v est décroissante et a valeurs positives. Notons a, =

lim,_ .., a,. Quitte a extraire encore une sous suite, on peut sup-

poser que

lim ng%hanEﬂXD%dm =aq,.

-0
Considérons dans L'(m) les deux suites suivantes:

S, ={l,.= gfnh’anEn<l - XDn)}nEN
S, = {l2,n = hf,,,XEnXDﬂ}ne.\' .

Soit £¢, une mesure sur M adhérente vaguement a la suite S,.
C’est une mesure positive portée par un fermé de 7 mesure nulle
[voir la preuve du Lemme 2(b)] et vérifiant SX'Dkd;tl =a, —a, On
en déduit que lim,_.. sup,.xy <Sl1,nXDkdm> = 0.

Pour ¢ > 0 donné, il existe %, tel que

sup <Sll,nXDkOdm> <cet SX’D% dp, <e.

neN
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Remarquons que le support de la mesure (1 — X’Dko);zl est un fermé
de 7 mesure nulle inclus dans une union finie de M,, n =1, ---,
+oo. Il existe donc un pic G de 7 mesure nulle supportant la
mesure (1 — X’Dko)m, et inclus dans une union finie de M,, n=1, ---,
4+ oo, Soit g une fonection de H™ qui pique sur G. Il existe un
entier p et un entier k, > k, tels que, on ait:

< ¢, Hg XDko ”oo =e et ng HLl(m) =e.

(e — |

Puisque o — a, = S dp, = S(l — kao Yy, = (¢ — ;) —e. On obtient

que lg rdp, — (o — ao)‘ < 2¢. De la définition de #, on peut trouver
une suite d’entiers {n;};,.y strictement croissante telle que

Igll,,,jg"dm —(a—ay| =3¢.

On a S]lmldm = ngﬂl“dm avee |lgs, llo =1 et g, appartient 3
H>(0). En utilisant la Propriété 5, pour » assez grand, il existe
une fonction g, de H=(0) vérifiant 'ng”lz,,,dm — g;lz,%dm‘ < e (car

la mesure [,,m est portée par le disque D,), ||g.(1 ——kal)Hoo =,
gulle <1 + ¢ et ||goll;im = ¢. En conséquence, on 2

< 2.

’Sg;lz,ndm — Q,

Considérons alors la fonction g,, + g”gfn pour j assez grand.
C’est une fonction de H*®(0) Verlﬁant 19, + g”gfn lo =1+ 2¢ et

llgn; + 9749 ?|| z1my = 26, done || T(gn; + 9749 ") | ptmym=t <2. De plus,
on a

IS(g;j +9°9s, s, Xp, dm — at = lsg;jlz,,,jdm - a

+ Igg"gf,,jlz,n,dm] + lSy”ll,n,-dm — (@ —ay)

+ Hg;jll,njdm l

< 2 + s§u11{) S{kf]dm + 2¢ + [e§u1? g[lcfldm + @+ s)e] .
Ce qui achéve la preuve du Théoréme 2.

14. Preuve du Theoreme 3'. Soit b un élément de B. Comme
forme linéaire sur H>=(0), il existe une mesure g sur M telle que

blla=e = |1 22]] et Sgd;z: (b, g> pour toute fonction g de H=(0).
Ecrivons la décomposition de Lebesgue de ¢ par rapport a la mesure
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m: ¢ = b + p,. Pour conclure, il suffit de montrer que g, est
orthogonale a H™(0).
Supposons le contraire. Il existe une fonction g de H=(0) telle

que Xﬁd#s # 0.
Ou bien, il existe un “entier” =, n =1,2, ---, + o, tel que

S gdge, # 0
My

et on peut répeter ’argument de la preuve du Théoréme 3.

Ou bien, gdp, # 0. En utilisant la Propriété 4, on construit
une suite {g%}ﬂioe v de fonctions de H>(0) vérifiant §,/M, = §/M,,
lg.lle = K, lim, .+, SuD,cu, |Gu(x)| =0 pour k=1,2, -+, +co. On
conclut alors comme dans la preuve du Théoréme 3 en étudiant la

suite {g,}.cn-

Note de Uautewr. Récemment T. Ito a montré que tout sous-
espace fermé de L'(m) est le prédual isométrique unique de son dual.
[On Uniqueness of Preduals. Notices Amer. Math. Soc., 25 (1978).]

On peut en obtenir la généralisation suivante.

THEOREME. Dans les hypothéses du théoréme 1, tout sous-espace
fermé de L*m)/H** est 'unique prédual isométrique de son dual.

Un résultat analogue peut &tre aussi obtenu pour les ouverts
de type L.
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