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QUELQUES CLASSES DE COBORDISME NON ORIENTE
REFUSANT DE SE FIBRER SUR DES SPHERES

A. DIDIERJEAN

Conner and Floyd introduced the problem of finding which cobor-
dism classes can be represented by the total space of a bundle over a
given sphere. We consider here the case of cobordism classes with di-
mension smaller than the double of the dimension of the given sphere.

1. Introduction. Dans I’étude du probléme posé par Conner et Floyd
([2]), & savoir, quelles sont les classes de cobordisme non orienté qui se
fibrent sur des spheéres, apparait deux types de conditions nécéssaires.

En plus de conditions de relations sur les nombres caractéristiques
([1], [4]), intervient une condition naturelle d’existence d’applications
dont la fibre théorique a une homologie finie ([3]).

Si les premiéres de ces conditions nécessaires permettent de donner
des résultats, parfois complets, dans le cas des spheres S¥, k < 8 ([21,
[1], [5], [4]), ce deuxieme type de condition épuise le cas de toutes
petites fibres sur des grandes spheéres ([3]).

Dans ces deux cas les algebres 4*(w), introduites par R. E. Stong
([6]) et utilisées dans [3] et [4] s’averent un outil trés utile. Ici, utilisant
une démonstration de R. E. Stong!, on démontre que pour toute classe
de cobordisme non nulle, pour toute variété X de cette classe et toute
application f: X — Sk, la fibre théorique de cette application f a une
homologie non finie si p < (k —2)/2.

Enfin, au moyen d’une algebre A* reliant les classes de la fibre a
celles de I’espace total du fibré considéré, des résultats partiels sont
donnés pour p < k.

Dans ce qui suit, seul le cas “non orienté” étant considéré, H*( )
désigne la cohomologie 4 coeffiscients dans le corps Z/2Z, la lettre @
désigne les classes de cobordisme non orienté, N, le groupe formé de
ces classes.

Je tiens a4 remercier vivement le Cinvestav. de I'LLP.N. de Mexico
pour son acceuil durant I’année scolaire 1986/87.

IDans [3], la Proposition 2.4, enonce par erreur etait en fait non demontree. La demonstra-
tion de ce resultat, presente ici, m’a ete envoye par R. E. Stong.
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2. Quelques propriétés des algebres de classes caractéristiques in-
variantes par cobordisme. Pour toute classe de cobordisme w € N,
A*(w) désigne son algebre de classes caractéristiques “invariantes par
cobordisme”, construite comme suit ([6], [3]):

Pour toute variété X de la classe w, on considere 1’idéal des classes
caractéristiques n’intervenant que dans des nombres caractéristiques
nuls de la classe w:

I'(w) = {a e H(G,)/sil < n, VB € H*(G,), f"(aB) =0}

ou G, désigne la grassmannienne des plans de dimension # de R* et
f+ X — G, une application classifiante du fibré tangent de la variété
X. Alors:

A*(w) = H*(Gn) /I’ ().

L’algébre A*(w) est une algébre de Poincaré avec action de ’algebre
de Steenrod ([6]) et s’identifie pour toute variété de la classe w a un
quotient de la sous algébre de ses classes de Stiefel Whitney. En par-
ticulier si pour un cran k, 4“(w) # 0, pour toute variété X € w, on
aura HK(X) # 0.

PROPOSITION (2.1). Soit w € Npy, avec p < (k — 2)/2, ou
p = (k.— 2)/2 si p est impair, si pour tout j, p+ 1< j< k-1,
on a, A/(w) =0, alors w = 0.

Démonstration (R. E. Stong). Dans un premier temps on démontre
que sous les hypothéses précédentes, I’algebre 4*(w) est engendré par
les seuls éléments wy, ..., Wyy ;.

-Si 2p + 2 < k soit v la classe de Wu de w dans 4*(w). Comme
A*(w)=0pour p+1< j<k—1,o0na:

V=1+"'+V[(k+p)/2]=l+"'+vp+l et Wp+2="'=wk—2=0'

Orw, =3, i=q Sqi(v i), J < p+ 1, les seuls €léments éventuellement
non nuls sont donc obtenus pour g <2j <2p + 2.

Comme de plus k > 2p + 2, la seule classe w, qui peut étre non
nulle pourg>p+1est wy_; pour k — 1 =2p+2.

Alors wy_y = Wypyy = Sq”*! (vp41) = v2,, est bien un élément de
’algebre engendré par wy...wpyy .
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-Si 2p+2 =k et p est impair, les seules classes w, éventuellement
non nulles pour g > p + 1 sont wy_; et wy = wy,,,, et 'on a:

wi_1 =Sa?(vp11) = Sa' Sa? 7! (v,41), car p est impair
Or Sq” ! (vpy1) € 4%? = AF"2 =0, douw,_; =0
Wi = Sq”*!(vp41) = v3,, est bien dans l'algebre engendré
par les classes wy...wp.

Pour terminer il faut démontrer que les conditions de nullité pour
AJ(w) et la petite valeur des degrés des générateurs Wy, implique la
nullité de tous les nombres caractéristiques de la classe w.

-Si 2p +2 < k — 1 pour tout nombre caractéristique de w,
wil---w7\, on considere wi' --- w?;| un diviseur de degré o = ) js;
le plus grand possible, avec a < p + 1.

Alors tout multiple de la forme wf' e w;”;'l -w; est nul, car il appar-
tient 4 A%t (w)=0pour p+1<a+i<2p+2<k-1.

-Si 2p +2 = k — 1 le seul nombre caractéristique n’ayant pas de
diviseurs dans la tranche nulle pour 4/(w) est (w,4)%. Dans ce cas
I’algebre A* est engendrée par le seul élément w,,; et donc vy = v, =
=V =0, vy = wpyy.

Ainsi (Wp11)? = (vp11)° = qu+l(W,2;+1) = [Sq(p+l)/z(wp+l)]2 sip+1
est pair et zéro autrement.

Or pour p + | pair AGP+3/2(w) = 4*+P)/2(¢y) = 0. Tous les nom-
bres caractéristiques de w sont donc bien nuls.

-Si 2p + 2 = k, les seuls éléments de A*(w) qui peuvent étre non
nuls sont wp, w1 et (wpiy)?.

Le seul nombre éventuellement non nul de w est donc wp, - (Wy41)%.
Ainsi dans 4*(w) on a:

W1=W2="'=Wp—l=0’ V1=V2=-..=Vp_1=0, etvp:‘Wp.

D’out wp(w,41)% = Sq?((w)?) = 0 par la formule de Cartan, lentier p
étant impair. ) 0

Si 4 présent f: Xkt? — Sk est un fibré C® de fibre F, connexe, la
classe de son espace total X dans le groupe de cobordisme Ny, (resp.
de sa fibre F dans le groupe N,) sera noté [X] (resp., [F]).

Pour p fixé, si I" désigne une partition de I’entier n, parmis des
entiers inférieurs 2 p, w!" le monome correspondant 4 cette parti-
tion, ’ensemble de ces monomes {w!"} constitue une base du module
H"(Gp).
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P . 1 .
Pour 1 < p, on définit le module des monomes w!' n’intervenant
que dans des nombres caractéristiques nuls si ces nombres sont de la
! .« e o
forme w!” . w!*, le monome w!' divisant le monome w!’. Soit plus
précisement:

T (X)) = {a € H!(G,)/si | < p, VB € H**P~(G,), B dela
forme g = w!"™" . wl*, %+P(aB) = 0}.

Et soit 4" ([X]) = H*(G,)/T" ([X]).
La variété X étant fibré sur la sphere S, l'algebre 4*([X]) est
engendré par les seules classes de Stiefel Whitney wy,..., w,. Ainsi

Pinclusion I'([X]) € T (LX]), pour / < p, nous donne:

PRrOPOSITION (2.2). Pour | < p, on a la surjection naturelle:

A(X]) - 4 (X)) = 0.

Au travers de ’algebre Zl, il est possible de relier les algebres A* de
la fibre et de I’espace total du fibré considéré:

ProprosITION (2.3). Si p < k, tout morphisme naturel d’inclusion
d'une fibre F = f~1(syg) C X, induit pour tout j < k un morphisme
surjectif: A

AJ([F]) — 4’([X]) = 0.

Démonstration. D’une part la suite exacte de Wang du fibré précé-
dent nous assure que le morphisme 4/: H/(X) — H/(F), induit par
inclusion A4: f~1(sy) C X est une injection pour j < k.

D’autre part, le fibré tangent de la variété X se scinde en:

T(X) = Te(X) ® f*T(S¥),

ol Ts«(X) désigne le fibré tangent “le long des fibres” du fibré X, et
f*T(S*) I'image réciproque par I’application f du fibré tangent 4 la
sphere Sk.

Ainsi, toute application classifiante du fibré 7T (X) dans la Grass-
mannienne Gp, 7: X — Gp, induit le diagramme commutatif suivant:

H*(G)p)
(1) /N
H'X)  —  H'(F)
La réstriction 7/ de lapplication 7 & la variété F est en effet une

application classifiante du fibré tangent 4 F, ceci par construction du
ﬁbré TSk (X )
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Désignons par SW*(X) (resp. SW*(F)) 'image du morphisme t*
(resp. T*/).

La classe totale de Stiefel Whitney W(T(S*)) de la sphére étant
égale 4 1, SW*(X) est bien la sous algebre de ’algebre H*(X), en-
gendrée par les classes de Stiefel Whitney de la variété X.

Pour j < k, le morphisme A/ étant injectif et le diagramme (1)
étant commutatif, la restriction de A4/, notée 4//, a SW/(X) est un
isomorphisme.

11 suffit 4 présent de vérifier que I’application composée suivante:

swi(F) H07, swix)y — 4 (X)) — 0

passe bien au quotient, c’est 4 dire, vérifier que I'idéal I/ ([F]) s’envoit
sur O pour p < k.

Or pour j = p < k, le morphisme (4//)~! est un isomorphisme.
Pour tout o € I/([F]), a n’intervient que dans des nombres car-
actéristiques nuls de la variété F. D’ou la classe (h//)~!(a) n’inter-
vient que dans des diviseurs de degré p nuls des nombres caractéris-
tiques de la variété X. Le choix de I'idéal T*([X]) nous assure du
résultat précédent. O

3. Quelques applications dont la fibre théorique a une homologie non
finie. Pour toute application f: X — Sk, L r désigne la fibre théorique
de cette application, la variété est supposée de dimension p + k. On
dira que I’espace L, a une homologie non finie si pour tout entier N
il existe un entier n > N tel que on ait H,(L;) # 0.

ProrosiTION (3.1). S’il existe j, p+1 < j< k —1, tel que H;(X)
soit non nul, alors pour toute application continue f: X — Sk, la fibre
théorique de f a une homologie non finie.

Démonstration. La variété X étant de dimension k + p, la suite
exacte de Wang de la fibration de Serre associée 4 f, dont Ly est la
fibre nous donne:

Pour i>k+p H;_(Ls)~H;(Ly)
i<k H;_(Ly) ~ Hi—1(X).

Ainsi si pour p+1 < j < k-1 Hj(X) # 0, pour tout entier m
on a:

Hj+m(k—1)(Lf) ~ HJ(X) # 0. O
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Soit w € Ny, ,, la non nullit¢ du groupe A/(w) entraine la non
nullité¢ du groupe de cohomologie H’/(X) ~ Hy,,_;(X) pour toute
variété de la classe de cobordisme w. Ainsi on a:

THEOREME (3.2). Soit w un élément du groupe de cobordisme Ni, .
S’il existe j, p+1 < j< k—1, avec A/(w) # 0, alors pour toute variété
X de la classe w et toute application continue f de la variété X dans
la sphere S*, la fibre théorique de f a une homologie non finie.

Ce théoreéme et la Proposition (2.1) du paragraphe précédent nous
donne:

PROPOSITION (3.3). Soit @ € Ny p, @ #0. Si p < (k—2)/2 ou si
p = (k = 2)/2 pour p impair, pour toute variété X de la classe w et
toute application continue f: X — Sk, la fibre théorique de f a une
homologie non finie.

PROPOSITION (3.4). Soit w € Ny p, @ # 0 et l'entier k + p vérifiant
l'une des conditions suivantes:

(@) k+p=255>2k>2"14+1et A(w) =0 pour 0 < i <2572

b)k+p=5255>0k>521+1et A (w) =0 pour 0 < i <25
Alors pour toute variété X de la classe w et toute application continue
f: X — Sk, la fibre théorique de f a une homologie non finie.

Démonstration. Dans [6], Théoréeme 2, R. E. Stong montre que si
k+p=2¢etA(w) =0pour 0 < i <22 ousik+p=2752cet
Al(w) =0 pour 0 < i <25, w est la classe de (P,)%”" dans le premier
cas, celle de (P(1.2))% dans le second. On désigne par P, le plan
projectif réel et par P(1.2) la variété de Dold de dimension 5.

Le nombre caractéristique W12 est non nul pour le plan projectif,
d’ou le nombre wj,_, de la variété (P,)*”' est non nul. Le groupe
A¥7'([P37']) étant ainsi non nul, le résultat dans le premier cas résulte
du théoreme précedent. D’autre part le nombre caractéristique w, w§
du générateur de Dold P(1.2) est non nul. Ainsi le nombre wy -
w3, est non nul pour la variété P(1.2)¥. De la méme maniére que
précedemment, le résultat découle dans le deuxiéme cas de la non
nullité du groupe 42" ([P(1.2)%]). O

4. Quelques classes de cobordisme refusant de se fibrer sur des
spheres. Revenant au probleme de Conner et Floyd précédent, la
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Proposition (3.3) nous donne le résultat suivant:

PROPOSITION (4.1). Si w € Ny, p, p < (k—=2)/2 ou p = (k —2)/2
pour p impair, alors la classe w se fibre sur la sphére S* si et seulement
si elle est nulle.

Utilisant la Proposition (3.4) et les modules A’ construits au para-
graphe 2, on peut énoncer le résultat partiel suivant pour p < k:

THEOREME (4.2). Soit f: X — Sk un fibré C*®, connexe, de fibre
une variété compacte F. Soit w la classe de cobordisme de la variété
X, on suppose que la classe w et 'entier k + p vérifient les conditions
suivantes: _

(@) k + p impair, p < k, A (w) = 4 (w) pour 0 < i < 25 avec:
k + p < inf{(s + 5)25*!, N(s)} ois

N(s) = { (s + 1)2*2 + 1 pour s pair,
(s 4+ 2)25+2 pour s impair

(b) k+ p pair, k+p #25et 5-25, p<k, Al(w) = A4 (w) pour like
0<i<?2aveck+ p< 2513

() k+p=255>2k>221+1, A (w) = 4 (w) pour 0 <i<257?

d k+p=5-255>0k>5-25"+1, Adi(w) = 4 (w) pour
0<i<2s.

Alors si la classe de cobordisme de la variété F est nulle, la classe de
cobordisme w de 'espace total du fibré est aussi nulle.

Démonstration. Pour p < k par la Proposition (2.3), si [F] = 0,
on a A/([F]) = 4'(w) = 0, pour i < k. D’ou, sous les hypotheses
de la proposition précédente, les groupes A‘(w) seront nuls pour les
conditions sur 'indice i données précédemment.

Les cas (a) et (b) sont alors une conséquence immédiate des résultats
de R. E. Stong ([6], Théoremes 1 et 2). Les cas (c) et (d) découlent de
la Proposition (3.4). o

REMARQUE (4.3). Pour des indices i < p, la condition A4'(w) =
Z’(w) est liée a ’existence, pour la classe w, de nombres caractéris-
tiques non nuls ne provenant pas d’un produit de monomes de degré
p et de degré k.

En particulier, si tous les nombres caractéristiques non nuls de la
classe w sont divisibles par un monome de degré p, pour tout i < p

on aura P'égalité 4'(w) =4’ ().
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COROLLAIRE (4.4). Soit w et k + p vérifiant les hypotheses du
théoreme précédent, et X une variété connexe de la classe w. Soit
f: X — Sk une application C* telle que I'image réciproque d’une
valeur réguliere soit une variété bord.

Alors f est cobordante d une fibration C*® connexe, si et seulement
si la classe w est nulle.

REMARQUE (4.5). Dans le Théoreme (4.2) et le Corollaire (4.4),
I’hypothése de connexité du fibré est nécessaire pour utiliser les
algébres 4*. Il n’est donc pas possible de se ramener au cas d’un
fibré de fibre une variété bord par un procédé de réunion disjointe.
Cependant on a le corollaire suivant:

COROLLAIRE (4.6). Sous les hypotheses du théoreme précédent, si de
plus le fibré considéré f: X — Sk possede une section s: S¥ — X, telle
que le fibré normal d s(X) dans X soit trivial, alors la classe de f dans
le groupe de cobordisme Ny, ,(S*) est égale d celle de la projection
F x Sk — Sk,

Démonstration. Pour pouvoir se ramener aux hypothéses de la
proposition précédente, il nous faut un fibré C* connexe, de fibre
la somme connexe de deux exemplaires de la variété F, fibré qui soit
cobordant 4 la réunion disjointe des fibrés f: X — Sk et F x Sk — Sk,
Si f a une section dont le fibré normal est trivial, la construction
de R. L. W. Brown ([1], Lemme 5.1) nous donne le fibré connexe
cherché. |
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