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REMARQUES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
OPERATIONNELLES

Par

JacqQues Louis LIONS

Introduction

On considére I’équation (différentielle opérationnelle)

*) M O+ Aut) = @),

avec #(0) donné, ou les A(#) forment une famille d’opérateurs non bornés
dans un espace H de Hilbert.

Des résultats assez complets sont connus lorsque les domaines D (A(%))
des A(f) sont indépendants de t, et cela méme lorsque H est un espace
de Banach; Cf. [1], [10], [11]. Si l'on fait des hypothéses sur les A(?)
impliquant que l'on peut, dans un sens ou dans un autre, définir les
puissances A(#)® de A(#), 0<0< 1, et si I'on suppose que pour un 6 con-
venable, les domaines D(A(t)®) des A(t)® sont indépendants de t, alors la
théorie est également dans un état assez satisfaisant; [9] pour le cas ou
H est un Hilbert, [2] pour le cas Banach-Pour le cas hilbertien, et 6=1%,
cf. [3], [6], [7].

Lorsque les A(#) sont des opérateurs différentiels, D(A(#)) étant défini
par des conditions aux limites, on a montré dans [8]-avec H=L*Q);
le résultat est trés probablement encore vrai, mais non démontré, si
H=L*Q), 1< p< oo, p==2-que “souvent” D(A(?)?) est indépendant de ¢
pour @ assez petit, mais on a également donné des exemples ol D(A(2)%)
dépend de ¢, quel que soit ¢. Il est donc nécessaire de développer une
théorie pour (*) lorsque D(A(#)) et D(A(#)®) quel que soit 6, 0< 0<1,
dépendent effectivement de f.

Cest ce qui est fait dans [5], [6] chap. VII, lorsque H est un espace
de Hilbert, en supposant que la “partie principale” de A(t) est auto-
adjointe et dépend différentiablement de t (dans un sens convenable).

Dans [4], M. M. Kato et Tanabe ont donné des conditions suffisantes
pour que le probléme soit bien posé, H étant un espace de Banach;
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appliqués aux espaces de Hilbert, les résultats de ces auteurs généralisent
[5], [6] en ce que notamment on ne suppose plus la partie principale de
A(t) auto-adjointe.

Dans l'article présent, nous complétons, dans le cas ou H est un
espace de Hilbert, les résultats de M. M. Kato et Tanabe en éliminant
une grande partie des hypotheses de différentiabilité en t. Plus précisément,
si les A(¢) sont des opérateurs différentiels, notre résultat est valable en
supposant les coefficients de A(#) seulement mesurables et bornés en t;
par contre les conditions aux limites stables doivent dépendre de facon
une fois différentiable de t (pour que I’hypothése (1.3), N° 1, soit satis-
faite; Cf. [6]). L’existence dans le théoréme 1.1 demeure vraie sans
cette hypothése ; il est trés probable que l'unicité reste encore vraie aprés
affaiblissement considérable de cette hypothése, mais nous n’avons pas
pu améliorer les hypothéses de différentiabilité en # dans notre démons-
tration.

Le N° 1 énonce les hypothéses et le résultat dont la démonstration
occupe les N° 2 et 3.

1. Enoncé du reésultat

Soient K et H deux espaces de Hilbert, K H, K étant séparable
et dense dans H, l'injection de K dans H étant continue. Si u,ve K
(resp. f, g€ H), on désigne par ((u, v)) (resp. (f, £)) leur produit scalaire;
ol = ((w, )", | f|=(F, /)"

Pour chaque t€ ]— oo, T], T< o, on se donne un sous-espace V()
fermé dans K; on suppose que V(¢) est dense dans H. On se donne
également une forme a(f; u, v) sesqui-linéaire continue sur K, vérifiant:

(1.1) pour tout u, v€ K, la fonction ¢ — a( ; u, v) est mesurable et bornée
sur (0, T);

(1.2) il existe A et «, @ >0, indépendants de #, tels que
Re a(t;v, v) +M|v|*Z>afjp]’, pour tout vE V(2).

On fait maintenant une hypothése de régularité sur les V(t); si P(¥)
est le projecteur orthogonal dans K sur V(¢), on suppose que

(1.3) pour tout u€ K, ¢t - P()u est continue dans K,
W[ PE+h)u—P@)u]l— P (t)u dans K faible, t—P’(#)u étant
faiblement continue dans K ; enfin, ||P’(¢)|| (=norme de P’(¢) dans
L(K; K))<c”

1) De facon générale, L(X; Y ) désigne '’éspace des applications linéaires continues de X
dans Y.
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On désigne par L*(0, T; K) (resp. L*(— o, T ; K)) I’espace des (classes
de) fonctions de carré sommable sur (0, T) (resp. (—oo, T)) a valeurs
dans K; si u€ L0, T; K), sa norme sera

([ 1oirat)”

On désigne ensuite par L?(0, T; V(¢)) le sous-espace (fermé) de
L*(0, T; K) des classes de fonctions u€ L*(0, T ; K) telles que u(¢) € V()
p-p. on £.

Si u,veL*0, T; V()), la fonction #—a(f;u(t),v(t)) est dans L'(0, T).”

Ceci posé, nous pouvons énoncer le

Théoréme 1.1. On suppose que (1.1), (1.2), (1. 3) ont lieu. 1! existe
alors une fonction u et une seule dans L*0, T ; V(t)), telle que

e [ et u), p6) - @), pe)1dt = [ (), p@Nat -+, 2O)

pour toute @ telle que

1.5) pel*0, T; V@), ¢ = gtf €eL*0, T; H), »(T) =0.

Dans (1.4), f est donnée dans L0, T ; H) et u, dans H.

En fait, 'existence de « est déja démontrée dans [6], chap. IV, et
cela, sans I’hypothése (1.3). Le point nouveau est donc l'unicité, dont la

démonstration occupe les N° 2 et 3.

2. Lemmes

Soit V(¢) T'anti-dual de V(¢); si f€ V(t) etve V(t), (f, v) désignera
la valeur de f en v; si f€H, (f,v) au sens précédent coincide avec le
produit scalaire de f et v dans H; il n’y a donc pas confusion de nota-
tions. Si u € V(¢), la forme antilinéaire

v — ((, )

2) Montrons la mesurabilité de la fonction t—a (¢; u(t), v(¢)). Pour ¢, V€K, a(t; ¢, V)
=((B®) ¢, V), B(t)e L(K, K), et a(t; u, v)=((A@) u, v)) pour u, vEV(), A€ L(V();
V(#)). On a: a(t; P(t) e, P(t)¥) =((A@) P(t) ¢, P(£) ¥))=((A@) P(t) p, ¥))=((B(¢) P(¥)
o, P(t) 9)), d'ou A(t) P(t)=P(¢) B(t) P(¢); de meéme A*(t)P(t) =B*(t) P(t)e L(K; V(). .
On a: a(t; u(t); v(@))=((A@D) u(t), v(¢))), et il suffit (K étant séparable) de montrer que
t— ((A@)u(t), ¢)) est mesurable pour p&€K. Or ((A@) u(®), ¢))=((A@®) u(t), P(t)¢))
=((u(t), A*(t) P(t)p)) et il suffit de montrer la mesurabilité de A*(¢)P(¢)¢, donc de
(@) P(t) @, ¥))=((P() B*(t) @, ¥))=((B*(t) P(t) ¢, P(¢)¥)) et il suffit de montrer la
mesurabilité de B*(¢) P(¢) ¢, donc de (B*(t) P(2) ¢, ¥v))=((P(t) ¢, B(t) ¢)), et finalement de
B(t)y donc de ((B@) Y, ¢))=a(t; ¥, ¢), fonction mesurable par hypothése.



134 J. L. LionNs

est continue sur V(¢), donc
(u, v)) = (A(t)u, v), A(D)ue V() ,

ce qui définit A(¢) € L(V(¢); V(t)), isomorphisme de V(¢) sur V(¢). Pour
chaque p=0, A(f)+p est un isomorphisme de V(¢) sur V(¢)"; on pose:

@2.1) (A@B)+p) " = M, p).
Si 'on pose
2.2) ((u, 0))o = ((u, V) +p(w, V),

alors, pour f€ H et ve V(£), on a:
(f) U) = ((M(t» P)f) v))P .

Lemme 2.1. On a:

(2.3) pIM(, p) =1, pllM(, p)I|<1,”
2.4) pM(t, p)f — f dans H lorsque p— +o, feH,
(2.5) pM(t, p)f — f dans V(t) lorsque p— +oo, feV(2).

Démonstration. Soit pM(¢, p)f=wu. Alors
A@)+p)u = pf
d’ou
llull*+plul® = p(f, u)

d’ou |u|<|f] ce qui montre la premiére inégalité (2. 3).
Si feV(#), alors A@)u=p(f—u)€ V() donc

[A@)ul*+pllull* = p(f, A@)u) = p((f, u))

d’ou ||#||<||fl| ce qui montre la deuxiéme inégalité (2. 3).
Montrons (2.4). Supposons d’abord que fe€ D(A(#)); alors

u=pA@R)+p) ' f=f—A@)+p) AR f
d’ou
Iu—flé%lA(t)fl ;

ceci montre (2.4) lorsque f € D(A(t)); comme D(A(f)) est dense dans H
et que l'on a la premiére inégalité (2.3), (2.4) en résulte.

3) | |=norme dans L(H; H), ||| =norme dans L(V(#); V(£)).
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Montrons enfin (2.5). Pour les mémes raisons que ci-dessus, il suffit
de le montrer pour f& D(A(#)*?); alors A(#) f€ V() et

u—f = —M(E, p)A@)f
donne l—fI< - IA@ 7]
d’ou le résultat suit.

Lemme 2.2. Pour f, g€ H, la fonction t—(M(t, p)f, &) est une fois
contindment différentiable dans 1— o, T]; on a:

(2.6) % (M(2, p) f, & = (P’ ()M, p)f, 8)+(f, P'(H)M(E, p)8)
— (M, p) f, P'$)M(E, p)g))e— (P (M, p) f, M(Z, p)8))s -

Démonstration.” Ecrivons M(#) au lieu de M(¢, p). On a:

2.7 (M@®—-M@s) S, g) = (PO—P)M®@) f, &)+ (f, (P(H)—P(s))M(s)g)
—((M (@) f, (P(&)—P(s))M(s)8))o— ((P(#)— P(s)M(2) f, M(s)g))s -

On vérifie que ¢— M(¢)f est continue dans K fort, de sorte qu’en
divisant (2.7) par {—s et faisant tendre #—s vers 0, il vient (2. 6)

Lemme 2.3.> On a:

@8 0| L we, p)| < o teo

Démonstration. Ecrivons ici M au lieu de M(#, p). On déduit de
(2.6) que

@9 |(&M)1, &) <IPOMS 121+ 171 1Pt)Mgl -+ 2,171 [ Mgl

dt
+p | Mf| | P (t)Mg| +p| P'(£)Mf| | Mg|.
Mais
| P'OMS| < ol |POMS || < cclllMSIL

méme chose pour P’(f)Mg, de sorte que (2.9) donne

4) L’identité (2.7), qui permet de simplifier beaucoup une démonstration antérieure, m’a
été signalée par M. T. Kato.

5) Cas particulier du Théoréme 7.1 de [4]; notons que l'on pourrait remplacer I’hypo-
thése (1.3) par I'hypothése (K-2) de [4].
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@100 [(9) 7. )| <e.IMFI 1]+ 1 £1 |IMgll+1IMy 1| | Mgl
+p M| [1Mgl+plI M1 | Mg)).

Or (cf. (2.3) [Mf|_<_—’1)—[ FI. Par ailleurs, si u=Mjf, alors

awumw=UM)®m|mg%m anwg%vv
donc

@.11) lmm<ﬁm
et (2.10) donne ]((gtM) £ g)\_<_c2p—1/2; Fllgl, p—> +o0, dott (2.8).

Lemme 2.4. On a:
(2.12) K<¢% Mt p)> ", u)‘ < c.p Y\ul| |u) pour tout uecV(t).

Démonstration. On écrit encore M pour M(t, p) et P’ pour P/(f).
On déduit de (2.6) que:

((% M) “, u) — 2ReX,—2ReX,—2ReX, ,

ou
X, = (P’"Mu, w), X,= ((P'"Mu, Mu)), X,= p(P'Mu, Mu).
Mais
X, = (P'A@)""MA(t)*u, u)
donc
| XN ZIPOAR) w) |u], w= MA®#)"u.
Or '

| P'()A@R) " w | < el [P (OAR)w|| < cicll [A[#)w]| = ccslw|  donc
| X, 1< e, | MA@)?u| |u| < c,p7t |A@) Pul || =c.p™ |ull |u].

Puis
| X, | <||P'Mul| || Mu|] < c,||Mul|*.

D’aprés (2.11), on en déduit
| Xa| < cpul?,
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Enfin X,=p(P’A(t)"">"MA(t)"*u, Mu), donc

| X1 << peics | MA() #u| | Mu| < peicop™ [ M) ulp™" lu| = c,p7"|ull |u]
ce qui, joint aux majorations obtenues pour X, et X, donne (2.12). c.q.f.d.
Pour poursuivre, introduisons /es déﬁnitz‘ons suivantes :
WY(— oo, T; H)= {uluELz(—oo T, H), UeLH(—oo, T; H)} gtﬁ est
calculé au sens des distributions dans ]—oo, T[ a valeurs dans H; c’est
un espace de Hilbert pour la norme

(1. (wer+ g )a)"

W%(_OO» T;H)= {ulué W'(—oo, T; H), w(T) = 0} o .
W-'(—oo, T; H) = anti-dual de Wi(—oo, T; H).

Lemme 2.5. L’application wu— M, p)u est linéaire continue de
W'(—oo, T; H) (resp. Wi(— oo, T; H)) dans lui méme.

Démonstration. En effet

d _ (dM du S
(ﬁ(Mu) = (dt) +M(dt> et d’aprés les Lemmes 2.1 et 2.3

IM|<p™, ‘ ‘<czp“’2
Lemme 2.6. L'application u— M(t, p)u du Lemme 2.5 se prolonge

par continuité en une application linéaire continue, encore notée u— M(Z, p)u,
de W (—co, T; H) dans lui méme.”

Démonstration. Soit u, v€ Wi(—oo, T; H); soit Mu la fonction
t— M(t, p)u(t) ; considérons Mu comme un élément (Wi(—oo, T; H))Y =
W-(—oo, T; H); alors
T T
(Mu, 0) = e, pyuce), oenat = | o), Mct, pot)at = @, M),

d’ot1 le Lemme, le prolongement étant identique a I’application transposée

6) Si u€ W-i(—o, T; H), u est p.p. égale a une fonction continue dans |—oo, T] a
valeurs dans H, fonction encore notée u, de sorte que la condition “u(7)=0" a un sens. Ou
encore: W§(—oo, T; H) coincide avec I’adhérence dans W?'(—co, T; H) des fonctions identi-
quement nulles au voisinage de T.

7) Noter que Wi(—oo, T; H) est dense dans W-1(—oo, T; H).
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(ou adjointe).
Lemme 2.7. Pour u€ L(— o, T; H), on a:
d . du  (d
2.19) @ (M, pyu) = M, p) P (L M, ) )u
ou M(t, p)g—? est pris au sens du Lemme 2.6.°

Démonstration. La formule est vraie pour u € W'(—oo, T; H); puis
on passe a la limite, en utilisant les Lemmes 2.5 et 2. 6.

Lemme 2.8. Soit g€ L— oo, T; H), identiquement nulle au voisinage
de T, telle que

M, p) £e L¥(—oo, T; H)."
D'aprés (2.13), %(M(t, p)g) € L(—oo, T; H); on a:
@1t [ {(aw, M, ) 9)+(% M, p9), g)}dt = 0.
Démonstration. Puisque g est nulle au voisinage de T, on a:
Mg = M(t, p)ge Wi(—oo, T; H) et donc
(2.15) (" (% g, g)ar = —(" (Mg, %)ar.

Soit «,,=a,(¢) une suite régularisante; on a:

[" (Mg, %)at = tim.|" (MCgxe,), %)at = tim.|" (gxe,, MIE)ar ™

at at
- | (& M)

ceci, joint a (2.15), montre (2. 14).

3. Démonstration du Théoréme 1. 1.

Soit u# satisfaisant a (1.4) avec f=0, u=0.

8) Noter que ddlEW (—oo, T; H).

9) M, p) ﬁ a un sens, car ?;tie W-1(—oco, T; H) et Lemme 2.6.

10) Car M est définie sur W-1(—co, T; H) par transposition et g*a, appartient a
W(l)(—"x’) T; H)'
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3.1. Remplacant # par exp (kf)u et choisissant %k convenablement, on
peut supposer que (1.2) a lieu avec

A= —("g/sa)

(c; étant la constante intervenant au Lemme 2. 4).
Soit par ailleurs U le prolongement de # par O pour £<0; si ¢ est
donnée avec:

(1) $eL—oo, T; V), ¢ =% e1(—wo, T;H), §(T)=0,
alors

(3.2) [ tatt; v, sen-we, #enat=o.

On va montrer que dans ces conditions U=0.

3.2. Commencons par montrer que (avec les notations du N° 2),
(3.3) MG, p) %(Z] € L(—oo, T; H) ¥
Pour cela, considérons, pour @€ Wi(—oo, T; H):
_ (T dU _ . )
X = S ((M(t, P) 5’ ¢>dt = produit scalaire entre

M, p)—~ EW ' (—co, T;H) et e Wi(—c0, T; H);
il suffit de montrer que
T . 1/2
(3.4) Xi<a (| 1p@)at)
Or (cf. Lemme 2. 6)

- (40, e

ol
Mp(=t— M@, p)p(t)) = v € Wi(—oo, T; H)

(cf. Lemme 2.5). Donc
x= =" wo, wanat.
Mais (cf. (2.11))
DIl = [[(A@)+p) PO < ™| (D) |

11) Mz, ,o) == a un sens; cf.®
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donc Y€ L*(—,T; V(#)); on peut donc prendre o=+ dans (3.2) et

x= =" att; s, vyar
d’ou

Xi<a(|” voira) " <aer ([ 1p@1at)”

d’ou (3.4) et le résultat désiré.

3.3. Choix de ¢ dans (3. 2).
Soit 6,,(¢) définie par:

0, )= (1 pour t<T—-2/m,
1—m[t-(T——2-)] pour T—2<t<T—1,
m m m

0 pour > T—l.
m

Posons :
3.5) Us(t) = M(2, p)U)
et enfin
(3.6) (&) = b p(t) = POR(DU(?) .

Grace a (3.3) et au N° 2, et puisque 6,(7T)=0, on peut prendre ¢
donnée par (3.6) dans I’équation (3.2). Il vient:

X, +Y,+Z,=0
ou

X, — Re ST pa(t; 0,U, 0, U)dt ,

Y, = —Re ST p0,.0.(U, Uyt ,

Z, — —Re S:p((ﬁmU), ‘%(GMUP))dt.

D’aprés le Lemme 2.1 et la définition de U, (et le théoréme de
Lebesgue) :
(3.7) X, > X = Re ST a(t; 6,U, 0, Udt

lorsque p— oo.
Grace au point 3.1 on a:
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3.9) x=ea | 0.0irdt+ e | 16,01t .
Encore d’aprés le Lemme 2.1,
(3.9) Y, Y = —ReST 0,0, | U(t)|*dt >0.

Posons maintenant
6, U=g.
Appliquant le Lemme 2.7 :

Z,,=—-pReS:<g,%(Mg))dt —pReS (g,( )g+Mdg dt .

D’aprés (3.3), on est dans les conditions d’application du Lemme 2. 8,
donc

22, o[ (e ) [ o () (4 00, )]

vaut :

2z~ (& (5 )e)
d’ou, d’aprés le Lemme 2.4 :

2Z.1< e | llel 1)1 at
donc

a (7T 2 2 T 2
ZI< G [ lewirat e | 1a@) 1 at
de sorte que, avec (3.8) et (3.9) on en déduit :

0 =lim (%+Y,+Z) > 2 (" o, U)rdt.

proo

Donc 0,,U=0 et ceci quel que soit m, donc U=0, ce qui achéve la
démonstration du Théoréme 1. 1.
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