SUR UNE CONJECTURE DE KRULL EN
THEORIE DES VALUATIONS

P. RIBENBOIM*

Dans cette note, nous étudions les anneaux d’integrité primaires et com-
pletement intégralement clos. Krull [1] a posé la question suivante: est-ce qu’un
anneau d’integrité primaire et complétemente intégralement clos est nécéssaire-
ment un anneau de valuation?

Nagata [2] a répondu 2 cette question par la négative, en exhibant un ex-
emple d’anneau d’integrité primaire, completement intégralement clos, mais non
de valuation. La démonstration que 'anneau de son exemple possédait effective-
ment les propriétés indiquées présentait néanmoins des lacunes non ftriviales a
remplir. Ainsi, Pauteur a dedié une note [3] a I’élucidation de ces derniers points
et a ’établissement de quelques propriétés plus précises satisfaites par cet anneau.

Malgré cette réponse négative a la conjecture de Krull, on pourrait né-
anmoins chercher des conditions supplémentaires pour qu'un anneau d’integrité
primaire, completement intégralement clos, soit un anneau de valuation. Ces
conditions portent sur la structure de I'idéal premier unique de I'anneau et ont
nature topologique.

Il est bien connu que si A est un anneau d’integrité avec unité, ayant un
seul idéal premier p non trivial qui est principal, alors A est I'anneau d’une
valuation discréte. Nous remplagons le fait que p soit principal par la condition
moins forte “p est la réunion d’une suite croissante d’idéaux principaux” et
determinons des conditions sur des telles suites pour assurer que A soit un
anneau de valuation. Ces conditions font intervenir la notion de puissance 2
exposant réel d’'un idéal principal, qui avait été déja considérée dans un cas
distinct par Samuel [4].

La Proposition 1 n’est rien d’autre qu’un cas particulier d’'un théoréme
récemment obtenu par Krull [5]. La Proposition 1 est employée pour la démons-

tration de la Proposition 2, qui dit: soit A un anneau d’integrité primaire,
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completement intégralement clos, dont Iidéal premier p est la réunion d’une
suite croissante d’idéaux principaux At,; si tout idéal principal de A est “asymp-
totiquement” une puissance (i exposant 7éel) des idéaux At#, (dans un sens
qui sera précisé) alors A est un anneau de valuation.

Quant a la Proposition 3, elle dit en gros: si, avec les hypothéses préce-

dentes, la suite (A#,) est “bien choisie” de fagon que

(C) la suite a une “largeur” nulle
(D) elle définit une topologie rendant continue la multiplication d’idéaux
principaux,

alors A est un anneau de valuation.

Naturellement, toutes les conditions indiquées sont aussi nécéssaires pour
que A soit un anneau de valuation.

Nous terminons P’article en faisant des commentaires qui montrent en par-
ticulier que les conditions introduites sont naturelles et d’aucune fagon super-

abondantes.

§ 1. Rappel des définitions et résultats

Tous les anneaux considérés sont supposés des anneaux d’intégrité avec
unité. Parmi les idéaux premiers, on exclut I'idéal nul et I’anneau lui-méme.

Si K est le corps des fractions de l'anneau A, un élément x € K est dit
Dresque entier sur A quand il posséde la propriété suivante: il existe ¢ € K,
non nul, tel que ax” € A quelque soit # entier positif. Un anneau A est com-
pletement intégralement clos quand il contient tous les éléments presque entiers
sur A. Tout anneau complétement intégralement clos est intégralement clos,
mais non réciproquement.

Un anneau (d’intégrité avec unité) A est dit primaire quand il posséde un
seul idéal premier p; alors, le complémentaire de p dans A est Pensemble des
éléments inversibles (unités) de Panneau A. En outre, tout idéal non trivial
est un idéal primaire associé 4 p; en particulier, donnés @, b € p, il existe un
entier positif 2 tel que a" € Ab.

Toutes les valuations considérées sont supposées non triviales et de rang
1, c’est-a-dire, & valeurs réelles. Alors Aw est anneau d’une valuation w de
K si et seulement si K est le corps des fractions de Aw, lequel est un sous-

anneau maximal de K, distinct de K.
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Pour la définition d’une valuation w d’un corps K il suffit de determiner
une fonction w, 4 valeurs réelles, d'un sous-anneau A de K ayant corps des

fractions K, et telle que:

wolab) = wo(a) + wo(d), wola+b)= min{wya), we(b)} quand a,bc A.

Si on pose, pour tout x = % e A (avec g, beE A, bx0) w(%) = wola) — wo(b),
alors w est une valuation de K, dont la restriction & A est w.

Tout anneau de valuation (de rang 1) est complétement intégralement
clos, néanmoins, il est faux que tout anneau complétement intégralement clos
soit Pintersection d’anneaux de valuations [6]. Krull [1] a pourtant demontré,
et nous en ferons usage, que si A est primaire et complétement intégralement

clos, alors il est intersection d’anneaux de valuations.

§2. Notions préliminaires

Soit A un anneau primaire, p son idéal premier, K son corps des fractions.

LemMme 1. Si teEp alors N A" = (0).

n=1

Notons # =1¢""; il suffira de montrer que K =: L_JlAu", car alors (0)=A: K
=A:(UAdu")=N(A: Ad") = UlAt”.
nZ=1 n&s1 n=

Soit B = ngu"; ona AS BEK, B est un anneau contenant #=1%""; si
a€E A, a=x 0,7l;t si m est un entier tel que ™ & Aa alors ¢ € Au™ S B, donc
B=K.

Remarquons que ce lemme est encore valable pour des idéaux a=(ay, . . .,
am) de type fini contenus dans b, car donné ¢ € p, non nul, il existe des entiers
qgi (1=1,2,..., m), positifs, tels que @ € At, donc il existe un entier ¢ >0
tel que a? = At et alors on a ngla" = (0).

De la démonstration du lemme, il résulte:

CoROLLAIRE. Si B est un sous-anneau de K, contenant A et s’il existe un

élément t b, non nul, tel que t™' € B alors B=K.

Donnés les éléments e € K, a0, et t € p, t x 0, nous allons définir des
nombres entiers et des nombres réels qui leur sont associés et qui joueront un
important role dans cette note.

Soit mi(a) le plus grand des entiers m (positifs ou négatifs) tels que
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Aa € A" (Pexistence de m:(a) résulte du Lemme 1, car K=U At™™ et (0)
1

=N AM).

mz1

De méme, soit n:(a) le plus petit des entiers » (positifs ou négatifs) tels
que At" S Aa; si a€ A, lexistence de n:(a) est triviale, si par contre
a:%-EEA (avec a1, as= A) alors a; %0 et si >0 est un entier tel que
t”Efial alors axt”" € Aa; donc At” S Aa et Texistence de m(a) découle de
K= nL>JlAt-".

On a mi(a)£nm(a); si a€ A, adp, alors m(a) =n:(a)=0; si a€Ep,
alors 0 £ mu(a), 0 < m(a), et enfin Aa S At équivaut a 0 < m:(a).

Supposons désormais que A soit un anneau intégralement clos.

Soit Ela) = {%!Aa" = At’”}, Fia) = {%)At’" = Aa”} (nous convention-

nons que les fractions % sont toujours telles que # > 0, le numérateur pouvant

avoir signe quelconque).

. . om P _m ?
Lemme 2. (i) Si = Eia) et q <, alors q e Eia).
r .om m b v
(ii) Sg n € Fia) et - - < 7 alors q € Fi(a).
. om ya m _ D .
(iii) S ‘;EEt(a) et p € Fi(a) alors w = 7

(i) Si % € Ei(a) et ‘Z < »%— alors Aad” S At™ donc Aa™ S At" (car
q>0); or, de pn < gm il résulte que At S A" donc Aa™ S At?" et puisque
A est intégralement clos et #>0, on conclut que Aa?< At?, c’est-a-dire,
‘g € Ei(a). (ii) se démontre analoguement. (iii) Si % € Eia), v‘Z— € Fi(a),
alors Aa” S At™, At = Aa?; de ¢> 0 et n>0il vient Aa™ S At™, At*" = Aad™,

c’est-a-dire, A" € At™ dou pn = mq et —:’% = —3
Si on note w(a)=supEla), vi(a) =inf Fi(a), alors — o < m(a) £ vi(a)

< + oo, car mi(a) € Ex(a), m(a)E Fi(a). Si a€ A, ad=p, on a wm(a) =wvla)
=0; si e€p alors 0 < pla) (car si ¢ > 0 est un entier tel que Aa? S At alors
0< ; € Ei(a), donc 0< u(a)). Remarquons qu’en général on peut avoir

na) = vila).

LemmMmE 3. Soit s un nombre réel a,a' € K, t €9, des éléments non nuls

tels que pa) =wv(a) =s et w(a') =vi(a') =s. Alors Aa= Ad'.
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En effet, soit 2 = (w) une famille de valuations de K telles que A =N A4,

weEQ

(car A est intégralement clos). Si % € Eia), % e Fi(a) (ot n>0) alors

At? € Ad" € AY", donc %w(t) =2 wla)> :’Z «w(t); cela entraine w(a)* w(t)
=2 wla)= w(a)  w(t), donc wla)=s-w(t) quelle que soit wE L. De méme,

wla') =s-w(t), donc w(a)=w(a') quelle que soit w € £, et alors Aa = Ad'.

CoROLLAIRE. Aa = At équivaut & p(a) =vi(a) =1.
Le Lemme 3 permet de définir une opération de potentiation a4 exposants
réels. Si t€p, tx0, on pose Aa=(At)° (o s est un nombre réel de signe

quelconque) quand on a u(a) =w»:(a) =s. Remarquons que cette opération

n’est pas nécéssairement partout définie.

LEMME 4. Si s1, Ss, S sont des nombres réels strictement positifs, si a, b E p,

non nuls, alors:

(i) st si£s et si (Aa)™, (Aa)® existent alors (Aa)™ 2 (Aa)™

(ii) si (Aa)™, (Aa)*™™ existent, alors ((Aa)™)™ existe et on a ((Aa)™)™
= (Aa)™™

(iil) st (Aa)™, (Aa)® existent, alors (Aa)®™™ existe et on a (Aa)™"™
=(Aa)*+ (4a)*

(iv) si (Aa)’, (Ab)° existent, alors (Aab)’ existe et on a (Aab)®
=(Aa)® - (Ab)°.

Démonstration:

(i) Si (Aa) = Ab;, (Aa)* = Ab,, alors le raisonnement du Lemme 3 en-

traine w(by) =w(a)s, w(b:) =wl(a)s:;, donc w(%?) =w(a) * (s2—s) =0 pour
toute w € 2; alors > € A, cest-a-dire (Aa)* = (A4a)™.

b

(ii) Soit (Aa)™ =1Ab, (Aa) = Ac; alors (Ab)% = Ac. En effet, du Lemme
3 on déduit que w(d) =s(* wa), wic) =sis:* wla), donc wlc)=s:*w(d) quelle
que soit w € ¥ et alors (Ab)* = Ac.

(iii) Soit (Aa)® = Ab,, (Aa)® = Ab,, donc w(by) =w(a)* s, w(b:) =wl(a)* s,
et alors w(b:b:) = w(a)+ (s;+ ;) quelle que soit w € &, dott Abiby= (Aa)™"™

(iv) Soit (Aa)’ = Aai, (Ab)°= Ab;, donc wla) =w(a)+s, w(b)=wbd)-s,
et alors w(aib) =w(ab)+s quelle que soit weE L, Clest-a-dire, (Aab)’

= (A4a)’ - (Ab)".
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§ 3. Reésultats

Soit A un anneau primaire et complétement intégralement clos, p son idéal
premier, K son corps des fractions.

Puisque les résultats indiqués seront triviaux quand p est un idéal principal,
nous allons supposer implicitement que ce cas a été écarté. Remarquons que
pour cela il suffit que p posséde une puissance contenue dans un idéal de type
fini [5].

Nous cherchons & obtenir des conditions pour que A soit un anneau de
valuation. Nos conditions seront relatives 4 une suite croissante d’idéaux princi-
paux At, tels que p=rL>JlAtf. Krull (loc. cit.) a envisagé des conditions ana-
logues, mais portant s1=1r Iensemble filtrant des idéaux non nuls de type fini,
contenus dans p.

Supposons donc qu’on ait p= 'L>JAtr, ou (At,) est une suite strictement
croissante d’idéaux principaux. =

Pour tout élément a € K, non nul, notons m,(a) =m:(a), n(a)=n(a),
etc. ... Posons M(1)=1, M) =mt)* ms(ts) . .. m(t,-1); donc M(r)
=M(r—1) my(t,-1) et M(z)=m(t) (car At S A, At € AP, ...,
At,o S AP0 done At € At et alors M(7) € m,(4;)). De méme, notons
N(1) =1, N()=n(t)nt) ... n(t-1); donc N(r) = Nr—1n(tr-1) et
N(») = n(t0).

Remarquons que s’il existe un entier N tel que N = N(7) quelque soit
rx1, alors de Ay € AtY" = A" S Aty pour tout =1 il résulte p* S At
Ainsi, pour écarter ce cas trivial, nous supposerons que lim N(7) = .

row

Enfin, soit £ = (w) une famille de valuations de K, telles que A= Auw.
weEQ
Puisque A est completement intégralement clos, nous pouvons normaliser ces

valuations de telle fagon que w(t) =1 quelle que soit w € A.

ProrosiTioN 1. Soit A un anneau primaire et complétement intégralement
clos. Supposons qu’il existe une suite strictement croissante d’idéaux principaux
Aty tels que b = \J At, et satisfaisant & la condition suivante:

r=1

(A) pour tout a €p, non nul, on a Hm,’,’?f(,“{ =1.
r—>®0 nr(a)

Alors, A est un anneau de valuation.

Démonstration:

Soit @ € p, non nul. De At/'® = Aa S Atf"®, Aty < At € A", vient,
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en prenant w € 2 arbitraire:

1) n(a)» w(t,) = w(a) = m,(a) » w(t,)
ﬂr(tl) M w(tr) =1= T»U(tl) = mr(tl) . W(tr).
(%) — my (%)

7nr(x)
=n(x)[1-d-(x)]. En faisant x =a, & = #,, et en ermplagant dans les inégalités

{1), on obtient:

Si on note dy(x)= s ot x€&€p, non nul, alors m,(x)

@ n(a) wlty) = wla) 2wty na) [1-d(a)]
”r(tl) . W(tr) 21= ‘LU(ti) = 'w(tr) . nr(tl) . [1 - dr(tl)l

Par division, il résulte que

nr(a) 1 nr(a)
ety " I=dihy = W@y Do dla)]
: nr(d)
donc w(a) =3Ln; r(tl) .

Or, w € 2 étant arbitraire et ’expression du deuxiéme membre étant indé-
pendante de w, on aura, pour toute autre w' € 2, w(a) =w'(a) =]im%~))~—-
r

re>®

Or, ceci entraine que A est un anneau de valuation, car Ap=Aw=...=A.

ProrosiTiOoN 2. Soit A un anneau primaire et complelement intégralement
clos. Supposons qu’il existe une suite strictement croissante d’idéaux principaux
Aty tels que p=\J At, et satisfaisant la condition suivante:

rz1

(B) pour tout a < p, non nul, on a lim ﬁ’g% =1.

Alors, A est un anneau de valuation.

Démonstration :

Il suffit de montrer que (B) entraine (A). Soit ¢ € p, non nul. Soit m/
Tentier tel que m' = u(a) < m'+1 et de méme, #n' Pentier tel que 7' —1 < v,(a)
=x!. Alors, on a Al 2 Aa =2 At)'; de cela, il résulte que m' < m,(a) et

nmla) = n'; enfin, de mr(a) = w(a) et va) £ n(a) il vient w' =m(a) et

= n,(a).
5 . . _ ﬂr(a) T Ilr(a)"‘/lr(a) _

Par T'hypothése (B) on a 3112(1 'L;(fa/)*) _Loo———————vr(a) =0. Or,
0z @) =mla) _ (vla)+1) = (pla)=1) _ vla)—pla) 2 donc
0= @ = v(a) @ T ) :
si on a lim (@) = o, il résulte que lim ﬁg(ﬁ,L‘;mL(ﬁ), =0, c’est-a-dire, la con-

r—>w r—>w 117(@3
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dition (A) est vérifiée.

Montrons donc que limwp,(a) = . Or, d’abord, il est trivial que F,(a)

2 Frla), car si 0 = ]nl € Fy+1(a) alors At € At/ € Aad”, donc —7;} € F(a).
Il résulte que v,(a) £ vr+1(a). Sl existait N assez grand pour que ».(a) £ N,

pour tout 7 = 1, alors Aty € Aa pour tout 7 = 1, donc p* E Aa, absurde !

ProposiTioN 3. Soit A un anneau primaire et complétement intégralement
clos. Supposons qu’il existe une suite strictement croissante d’idéaux principaux
At, tels que p=\UJ At, et satisfaisant les conditions suivantes:

rzl
. M(r) _
(©) Jim Niry =
(D) Si a,bE A, a, be&E Aty+1, alors ab €€ Aty pour tout r = 1.

Alors A est un anneau de valuation.

1.

Démonstration :
Nous diviserons la démonstration en plusieurs parties.
(a) Pour tout a € p, non nul, et 721, on a

n(a)
N(r)

nr+1(a)
N(r+1)

m,(a) = mr+1(a)

M(r) = M(r+1)

et

Py

En effet, de a€ ALY, t,e ATPY, vient  my(a) s mrei(t)
=my(a)* M%;a)ll £ my+i(a). De méme, de £? & Aa, #1'€ At,, vient
N(r+1)

nr(a) s nrei(ty) = nea)« - N(;)A = nr41(a).

(b) Pour tout @ € p, non nul, lim ﬂﬁ%)—) est fini.
Car lim ’Z}ég)) < lim ?&éf)) . lim ﬁi:; et, en vertu de (a) et de (C) on

déduit (b).

m(a)

(c) Posons: w(a) =lim M(r) quand ¢ €9, e %x0; w(a)=0quand a € A,

r—>®

aeEp; w(0)= o, Alors,si a€ A on a a &) si et seulement si wla)> 0.

Car si a € p il existe 7 tel que a € At,, donc m,(a)=1 et w(a)> 0.

(d) Si a, b€ A alors w(a+b)= min{w(a), wd)}.

Nous pouvons supposer a, b non nuls, dans p, sinon la formule est triviale.
On a a€ AP, be A®; si m)=min{m,(a), m,(d)} alors a+be At""

donc my £ my(a+b). Sion avait w(a+5b)< min{w(a), w(b)} alors pour » assez
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mr(a) mr(b) Wh‘(d"‘b)
grand il seralt’w(a+b)< Mr) wla+b) < M)’ donc M)

2w(a+b) < w7 v M( Y contradiction !

(e) Si xE K, be A, sont des éléments non nuls tels que xb € A, alors il

existe la limite lim IX/.;E:)) et on a w(xb) =lim %Ex)) +w(d). En particulier,

r—>wo

si a, b€ A, alors on a w(ab) =w(a)+ m(b).

Par hypothése, x = %, otac A, ax0. Ona x& AP, x & Aty O+,
donc si #=#" alors 24" P& A, xu" e At,. De méme, bu"P e A,
bu™® & At,. En vertu de (D), on a bxa"®+™ % & At,_,, donc bxulr® M
e At (car AP0 < At,_,), Cest-a-dire, by € Afr O @A) o alorg
() + m,(x) £ my(bx) < m(b) + mr(x) + n-(tr-1), la premidre inégalité étant
triviale; il résulte que m-(bx) — m (b)) — n,(tr-1) < m,(x) £ m(bx) — m,(b) et

puisque bx =a € A, on déduit, aprés division par M(7), de la partie (b) et du

s . ﬂr(tr—-]) T 1 - N(?’) Mr(x)

fait que rh_)n; M(r) —rh_)rr; N(r=1) ll.)rr; M) = =0 lexistence de ,h_,IE M(r)
2z sz _ . me(x)

et I’égalité w(bx) = w(b) +1L12W'

(f) Si on pose, pour tout x =—Z— €K (avec a, b A, bx0) wix)=wla) -

w(b), alors cette fonction w ainsi prolongée a K, définit une valuation de K,

()

dont 'anneau Ay contient A. On a w(—gv) =1lim “Mr)

Enfin, I'idéal de la
valuation w est égal a p.

Il suffit de montrer que si ¥ € Aw, x & A, alors w(x)=0. De x¢e A4, il
résult que m-(x) =0 pour tout =1 (sinon, on aurait un indice 7 =1, avec

m(%)>0 donc Ax S Aty = At, £ A); donc w(x) = lim nAZEf)) 20 et de

w(x) =0 il vient w(x) =0.

(g) Aw=A.

En effet, supposons que x € Aw, x € A. Alors, il existe w' € 2 tel que
x € Aw, donc Ay = Awp et ces anneaux de valuation étant maximaux, car A
est complétement intégralement clos, il existe y € Ay, ¥ € Aw; donc, w(y) <0,
w(y™) >0, et alors y"' € p d’aprés (f). Or, en vertu du corollaire au Lemme

1, on conclut que Aw = K, absurde!

COROLLAIRE. Soit A un anneau primaire et intégralement clos. Supposons

qu'il existe une suite croissante d’idéaux principaux At, tels que p= LgJAtr,
r&1
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satisfaisant les conditions (C), (D). Alors, il existe un anneau de valuation

(réelle) contenant tout anneau de valuation (de rang arbitraire) qui contient A.

En effet, remarquons que dans la démonstration de la Proposition 3 T’hy-
pothése que A soit complétement intégralement clos n’a intervenu qu’a la partie
(g), et partout ailleurs on a employé seulement I’hypothése moins forte que A
soit intégralement clos.

Soit donc w la valuation (réelle) définie aux parties (a) — (f) ayant idéal
égal a p. Si AES Aw E Aw, ol w' est de rang arbitraire, soit y € Aw., v & Aw,
donc w(») <0, w(y™) >0 et alors y'&p; dapres le corollaire au Lemme 1,

il vient Ay = K, absurde!

§4. Commentaires

Nous indiquerons linterpretation topologique de la propriété (D).

Si, pour tout 7 =1, V, désigne I'ensemble complémentaire de A#, dans A,
alors la famille d’ensembles {aV,|la€ A, a=0, r »1} est un systéme fonda-
mental de voisinages pour une topologie sur A™ (ensemble des éléments non
nuls de A). En effet, tous les axiomes sont facilement vérifiés, par example, si
aV, est un voisinage de a et si on prend U=aV,+;, alors si b€ U on a bVyst
€ aVr, en vertu de la condition (D). Cette condition entraine aussi la continuité
de lopération de produit, car (aVy+1)(bVyr11) S @bV, pour tout 7 =1. Enfin,
cette topologie n'est pas séparée, car Q1Vr est égal a4 I’ensemble des unités de
A; mais, par passage au quotient, onrgbtient une topologie séparée, compatible
avec le monoide multiplicatif des idéaux principaux entiers non nuls de A.
D’apres cette interpretation, on voit comment est naturelle Pintroduction d’une
telle condition.

Enfin, dans la Proposition 3, les conditions ne sont pas superabondantes.
En effet, 'exemple indiqué par Nagata montre I'existence d’un anneau primaire,
complétement intégralement clos, dont Iidéal premier est la réunion d’une suite
croissante d’idéaux principaux satisfaisant (C) et néanmoins cet anneau n’est
pas un anneau de valuation.

La vérification détaillée de ce fait peut étre trouvée a la note [3]. Néan-
moins, pour étre complets, nous repéterons ici la fagon de choisir la suite
croissante d’idéaux principaux avec les propriétés voulues. Pour la notation,

le lecteur doit se rapporter a Iarticle de Nagata [21, ou de I'auteur [31.
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Soit t € K tel que w(t)=1; pour tout » = 1 soit ¢, =# & K donc w(t,)
=§,1f1— (Pexistence de #, découle du fait que K est algébriquement clos) et

limw(t,) =0. Alors, Iidéal premier unique p de I'anneau A est la réunion de

”->n

la suite strictement croissante d’idéaux principaux At,. En effet, donné pE A
on sait qu’il existe la borne inférieure de I'ensemble des nombres réels wi(p),
we(p) (quand a £ 1 £2a, eE K, a <w(e) <2a) et que cette borne inférieure
est strictement positive. Donc, pour 7 assez grand, on a p & Af,. En outre, il
est clair que m,(t,_1) = n,(t,.1) =2 pour tout r > 1, donc M(») = N(») et la con-
dition (C) est vérifiée. Puisque A n’est pas un anneau de valuation, alors il
est impossible d’aprés la Proposition 3 que la condition (D) soit vérifiée, par
la suite (Af;). Remarquons qu’il est possible de construir explicitement des

éléments p, p' € A, p, p' €& Aty, mais tels que pp' € At,-; (voir [3]).

BIBLIOGRAPHIE

[1] Krull, “Beitrdge zur Arithmetik kommutativer Integrititsbereiche”, II. Math. Zeits,,
41 (1936), 665-679.

[2] Nagata, “On Krull’s Conjecture concerning Valuation Rings,” Nagoya Math. J., 4 (1952),
29-33.

I3] Ribenboim, “Sur une Note de Nagata relative a un Probléme de Krull”, A paraitre
dans le Math. Zeits.

{41 Samuel, “Some Asymptotic Properties of Powers of Ideals,” Annals of Math., 56 (1952),
11-21.

[5] Krull, “Eine Bemerkung iiber Priméirintegritiitsbereiche,” A paraitre dans le Math.
Annalen.

[6] Nakayama, “On Krull’s Conjecture concerning Completely Integrally Closed Integrity
Domains,” I, II. Proc. Imp. Acad. Tokyo, 18 (1942), 185-187, 233-236.

Mathematisches Institut der Universitit, Bonn
Instituto de Matematica Pura e Aplicada, Rio de Janeiro (Brasil)








