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SUR LES NOYAUX DE CONVOLUTION

CONDITIONNELLEMENT SOUS-MEDIANS

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Dans toute la suite X designera un groupe abelien localement compact
et separe, et ξ designera la mesure de Haar sur X. Pour simplifier la
discussion, on supposera toujours que X est a base denombrable.

On rappelle qu'un noyau de convolution N sur X est une mesure
de Radon positive dans X et que, pour une mesure (de Radon) reelle μ
dans X, le JV-potentiel de μ est la convolution N*μ des qu'elle est definie
au sens des mesures.

Soient NQ un noyau de convolution de Hunt et (at)t^0 le semi-groupe
vaguement continu associe au noyau No. On dit qu'un noyau de convo-
lution N est conditionnellement sous-median par rapport au noyau No si

lim( a% ~~ ε )*iV a un sens en dehors de Γorigine pour la topologie vague
ί 10 \ t )

et s'il definit une mesure positive en dehors de Γorigine, oύ ε designe la
mesure d'unite a Γorigine.

En particulier, soit X = Rn (Γespace euclidien a dimension n ^ 1)
et supposons qu'il existe un laplacien generalise T sur Rn tel que T*2V0

= — e (au sens des distributions). Alors N est conditionnellement sous-
median par rapport au noyau No. si et seulement si, pour tout t > 0,
N*at a un sens et T*N^>0 au sens des distributions en dehors de
Γorigine.

Soient No un noyau de convolution de Hunt sur X et N un noyau
de convolution. On connait que s'il existe un noyau de convolution de
Hunt N' tel que N*N' = No, alors N est conditionnellement sous-median
par rapport au noyau No et N = 0(N0)

O) (cf. [5]).
Received March 5, 1976.
(1) On ecrit N=0(No) si, pour une fonction finie et continue / dans X a support

compact quelconque, il existe une fonction finie et continue g dans X a support compact
telle que N*f^N0*g en dehors d'un certain compact de X.
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II est plus important si son inverse a lieu. Le but de cette note
est d'affirmer que cela a lieu. Si X = Rn et NQ est le noyau newtonien,
cela est deja connu (cf. [3]).

Pour le montrer, on utilisera les deux resultats suivants:

(1) Soient Nι et iV2 deux noyaux de convolution sur X. Si Nx

satisfait au principe transitif de domination par rapport a N2 et si iVΊ
est injectif(2), alors Nt satisfait au principe du balayage relatif a N2.

(2) Soient iV0 un noyau de convolution de Hunt et N un noyau de
convolution. Si N Φ 0 et si N est conditionnellement sous-median par
rapport au noyau 2V0, alors N satisfait au principe transitif de domina-
tion par rapport a No.

2. Le principe transitif de domination et le balayage relatif

On notera toujours:
L2 = L2(X) Γespace hilbertien usuel des fonctions reelles et carre

f-sommables dans X;
Mκ = MK{X) Γensemble forme par toutes les fonctions reelles, ζ-

mesurables et bornees dans X a support compact;
Cκ = CK(X) Γespace vectoriel topologique usuel des fonctions finies

et continues dans X a support compact;
Lf,Mi et Cx leur sous-ensembles des fonctions ^ 0.
Soient / et g deux fonctions reelles et f-mesurables dans X. Dans

cette note, on utilise souvent la notation / ;> g (resp. / = g) si / ^ g
(resp. / = g) f-p.p. sur Z, oύ f-p.p. signifie "presque partout pour ξ".

Soit N un noyau de convolution sur X. Pour une fonction localement
f-sommable / dans X, on designe par Nf la densite de N*(fξ) par
rapport a ξ des que N*(fξ) a un sens.

Remarque 1. Pour feMκ quelconque, Nf a un sens et elle est
localement bornee.

PROPOSITION 1. Soit N un noyau de convolution. Pour f e L2 a
support compact quelconque, Nf a un sens et elle est localement carre
ξ-sommable. Pour un compact F de X quelconque, il existe une constante
A(F) > 0 telle que, quelle que soit f une fonction de L2 portee par F,

(2) On dit que N est injectif si, pour une mesure reelle μ quelconque, μ = 0 des
que N*μ a un sens et que N*μ = 0 dans X.
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f \Nffdξ^A(F) f \ffdξ . (2.1)
JF JF

Voir, par exemple, le lemme 1.4 dans [4]. Pour un ferme F de X,

on designe par L2(F) le sous-espace de L2 des fonctions portees par F.

COROLLAIRE 1. Soit F un compact de X. Pour f eL2 a support

compact, on pose (Nf)F = Nf sur F et (Nf)F = 0 dans <&F. Alors

Vapplication L2{F) s f —> (Nf)F e L2(F) est fortement continue et faible-

ment continue dans L2.

La continuite forte resulte de (2.1) et la continuite faible resulte de

l'egalite \(Nf)Fgdξ = [f(Ng)Fdξ pour toutes f,geL2(F) et de

(tig)F e LJLF).

Pour un noyau de convolution N, on note N le noyau de convolu-

tion defini par fdN= f(—x)dN(x) pour toute f eCκ et on Γappelle

le noyau adjoint de N.

DEFINITION 1. Soient 2VX et N2 deux noyaux de convolution. On dit

que iVx satisfait au principe transitif de domination par rapport a N2

(note simplement Nι E N2) si, quelle que soient /, g e M£9 N2f ^ N2g ?-p.p.

sur X des que NJ* ^ Nxg f-p.p. sur supp(/f).

Pour une mesure reelle μ dans X, supp(//) designe le support de μ.

PROPOSITION 2. Soient Nt et N2 deux noyaux de convolution. Alors

Nι C Λ7"2 et NΊ \Z N2 sont equivalents.

Demonstration. Evidemment il suffit de montrer que Nλ C N2

φNίΠ N2. Supposons que, pour / , g e Mi, NJ ^ Nxg f-p.p. sur supp(/f)

alors Nj<LNλg f-p.p. sur supp(/f), oύ f(x) = /(—x). D'apres N1\ZN29

on a N2f ^ N2g f-p.p. sur Z, d'oύ N2f g N2g ?-p.p. sur X. On voit

ainsi que NΊ C N2, et la demonstration est complete.

Considerons une condition commode pour le principe transitif de

domination. La proposition suivante est analogue au theoreme 1 dans

[2].

PROPOSITION 3. Soient N1 Φ 0 et N2 Φ 0 deux noyaux de convolution.

Alors les quatre enonces suivants sont equivalents:

(1) N i C N 2 .

(2) Pour toute constante c > 0, N1 + cε C N2.
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(3) Pour f,geCχ quelconques, N2*f <Ξ N2*g partout sur X des

que Nx*f :g Nλ*g sur supp(/).

(4) Pour f,g eCx quelconques et pour une constante c > 0 quelconque,

N2*f <*N2*g partout sur X des que N^f + cf^N^g + cg sur supp(/).

On designe aussi par supp(/) le support de / . Pour montrer la

proposition 3, on prepare le lemme suivant:

LEMME 1. Soient 2VX et N2 deux noyaux de convolution sur X;

supposons que 2VX \ZN2. Si, pour f,geMi,Nxf <* Nxg f-p.p. sur {xeX

f(x) > 0}, alors N2f <; N2g f-p.p. sur X.

lim ί

Montrons d'abord le lemme 1. On peut choisir une suite croissante

de compacts de X telle que Fnd {xeX; NJix) ^ N^ix)} et

fdξ = 0. Posons fn = f sur Fn et /„ = 0 dans %Fn. Alors

NJn ^ Nxg f-p.p. sur supp(/nf), et done Nx C N2 donne que NJn ^ N2g

£-p.p. sur X. En faisant n\ +oo, on arrive a N2f<^N2g ?-p.p. sur X,

d'oύ le lemme 1.

Montrons la proposition 3. On montrera d'abord que (1) φ (2). Soit

c une constante > 0 et supposons que, pour /, g e Mi, Ntf + cf <L

+ eg f-P P. sur supp(/£). Alors on a

N,(f - gY + c(f - gγ ^ Ntf - g)~ + c(f - g)~

f-p.p. sur supp(/f), et done Nx(f — g)+ <: N^f — g)~ f-p.p. sur {xeX;

(/ - gYi%) > 0}. D'apres le lemme 1, on a N2(f - gY ^ N2(f - g)~

f-p.p. sur X, d'oύ N2f <̂  N2g ?-p.p. sur X. On voit ainsi (1) φ (2).

De la meme maniere, on obtient que (3)t=>(4). On montrera ensuite

que (4) t=ί> (2). Soit c une constante > 0 quelconque et supposons que,

pour fygeMiyNJ + cf <: N^ + eg sur supp(/f). On prend une suite

decroissante ((? J?=i d'ouverts relativement compacts de X telle que Π Gn

= supp(/f). Soit φn la fonction caracteristique de Gn Π ̂  (supp(/f))

(n = 1,2, •) et posons

a — ess. sup NJ(x) (< + oo) .

Alors on a
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c(g + ΪLφ

f-p.p. dans Gn. II existe done un voisinage compact Vn de Γorigine tel

que ψ e Ci, portee par Vn quelconque,

(N, + ce)*(f*φ) ^ (N, + ce

sur supp(/*0. L'enonce (4) donne que

N2*(f*φ) ^ N2

En faisant φξ —>ε (vaguement), on a N2f ^ N2(g + —ψΛ ί-p.p. sur X.

En faisant ensuite n] +00, on arrive a N2f ^ N2g ?-p.p. sur X. On

voit ainsi que (4) φ (2).

Evidemment on a (1) φ (3) et (2) c=ί> (4). Done il suffit de montrer

que (2)c>(l). On remarque que, pour f eM£ quelconque, Λir

1/>0 f-p.p.

sur {x eX) f{x) > 0} sous la condition (2). En effet, supposons qu'il existe

/ e Mi telle que ξ({x e X f(x) > 0, NJ(x) = 0}) > 0. Posons A = {xeX;

f(x) > 0, NJix) = 0} et g(x) = fix) sur A, =0 dans «Ά. Alors g Φ 0 e Mi

et iVxflr = 0 f-p.p. sur {xeX; gix) > 0}. Comme 2VX ^ 0, il existe he Mi

telle que iV^ ^ ^ f-p.p. sur Z. Alors, pour une constante c > 0 quel-

conque, 2Vi# + eg <̂  c(Λ/Ίfe + c/z.) f-p.p. sur {xeX; gix) > 0}. D'apres

Nτ + cε C ΛT'g, on a iV2̂  <ς cNgfe f-p.p. sur Z. Comme c est quelconque,

on a iV2# = 0 f-p.p. sur Z. Mais cela est en contradiction avec N2 ψ 0.

On voit ainsi que, pour feM£ quelconque, NJ* > 0 f-p.p. sur {α e Z ;

/(ίc) > 0}. On montrera que (2) φ (1). Pour cela, il suffit de montrer

Γimplication suivante: Pour /, g e Mi quelconques,

NJ < Nxg f-p.p. sur {xeX; fix) > 0} φ N 2/ ^ ΛΓ2̂ r f-p.p. sur Z ,

car si NJ ^ N ^ f-p.p. sur {x e X /(#) > 0}, alors, pour toute la constante

0 < a < 1, αiVj/ < ΛT̂  f-p.p. sur (a e Z ; /(#) > 0}. On peut supposer

encore que / <; 1 f-p.p. sur Z. Posons

B nn = ix e Z; NJ^) + 1 ^ Nιg(x)\
I n J
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βt f
n
 = / sur B

n
, = 0 dans ^B

n
. Alors N

x
/

n
 + —f

n
 <: Λ ^ f-p.p. sur

n

{x e X fn{x) > 0}, et done N1 + ~ε C. N2 donne que N2fn<^N2g f-p.p.
n

sur X. En faisant n] +oo, on arrive a 2V2/ ^ ΛΓ2<7 f-p.p. sur X, d'oύ

(2) φ (1). La demonstration est ainsi complete.

Remarque 2. Soient Λ7Ί et 2V2 deux noyaux de convolution. Si

N1 C 2V2 et iVΊ — 0, alors on a aussi N2 — 0.

Discutons le principe relatif du balayage. On donne d'abord sa defini-

tion.

DEFINITION 2. Soient Nλ et N2 deux noyaux de convolution. On

dit que JVΊ satisfait au principe du balayage relatif a N2 si, pour une

mesure positive μ dans X a support compact quelconque et pour un

ouvert relativement compact G dans X quelconque, il existe une mesure

positive μf portee par G telle que Γon ait:

(B.I) N^μ' ^ N2*μ dans Z.

(B.2) Nt*μ' = N2*μ dans G (au sens des mesures).

Montrons le premier theoreme qui a deja introduit dans § 1.

THEOREME 1. Soient N1 et N2 deux noyaux de convolution. Si

Ni d N2 et si N2 est injectif, alors Nλ satisfait au principe du balayage

relatif a N2.

Pour le montrer, on prepare les deux lemmes suivants.

LEMME 2. Soient Λ7Ί Φ 0, N2 deux noyaux de convolution. Supposons

que, pour toute f e Mχ> tout le compact F de X et pour toute la con-

stante c > 0, il existe fp,c e M£ portee par F telle que Nλf'F%e + cfF%e

^ N2f f-p.p. sur X et N^^c + cf^c = N2f f-p.p. sur F. Alors Nλ satisfait

au principe du balayage relatif a N2.

Le present lemme sera obtenu de la meme maniere que dans le

lemme 1.6 dans [4]. Montrons precisement le lemme 2. Soient μ une

mesure positive dans X a support compact et G un ouvert relativement

compact de X. On choisit une suite {φn)n=ι de Ci telle que φn soit portee

par un compact fixe et que lim φnξ — ε (vaguement). Alors, pour toute
n-*oo

la constante c > 0, il existe /<.'„ e M j portee par G telle que Γon ait

NJU + c/U ^ N2(μ*φn) f-p.p. sur X et NJU + c/e',n = N2(μ*φn) f-p.p.
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sur G. Evidemment (/c'nf);Γ-i est vaguement bornee. Soit μlc un point

vaguement adherent de (/c'f „£)£.! alors on a Nx*μίe + cμ'c <Z N2*μ dans X

et Afi*/4 + cμ'c = Nz*μ dans G. Comme Nλ Φ 0, on voit que (/4)c>o est

vaguement bornee. Soit μ' un point vaguement adherent de QjQe>o lorsque

c —> 0; alors on a Λ/Ί*// <* Λf2*μ dans X et Λ/Ί*μ' = IV2*μ dans G, d'oϋ

le lemme 2.

LEMME 3. Soίent Nt et N2 deux noyaux de convolution. Supposons

que N1 \Z N29 N2 est injectif et que, pour f e M£ quelconque et pour un

compact F de X quelconque, il existe f'F e M& portee par F, et une seule

telle que Nλf'F = N2f f-p.p. sur F. Alors on a toujours Nxfp ^ N2f

f-p.p. sur X.

Demonstration. Supposons qu'il existe feM£ et un compact F de

X tels que

ξ({x eX; NJHx) > N2f(x)} > 0 .

On choisit un compact F' de X tel que ξ(F;) > 0 et que NJF > N2f sur

F'. On a alors

NJF = NJFΌF, f-p.p. sur supp(/;f)

et

f-P.P sur

D'apres iVx C Â 2> on a 2V2/£ = N2fFΌF, f-p.p. sur Z . Comme N2 est

injectif, on a /£ =fFuF>. Mais cela est en contradiction avec

NJF > NJ = NJFUF,

f-p.p. sur F;. Par consequent on voit ainsi le lemme 3.

Demonstration du theoreme 1. Comme N2 est injectif, iV2 Φ 0 et

done la remarque 2 donne que 2VΊ ̂  0. D'apres la proposition 3 et les

presents deux lemmes, il suffit de montrer que, pour / e M£ quelconque,

un compact F de X quelconque et pour une constante c > 0 quelconque,

il existe fFtC e Mi portee par F, et une seule telle que

NJFte + cfFiC = NJ f-p.p. sur F . (2.2)

Si fFtC existe, alors Nλ + cε \Z N2 et Γinjectivite de N2 donnent Γunicite

de fFίC. Done on montrera seulement Γexistence de fFiC. Posons
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a = inf f \N,g + eg - NJfdξ , (2.3)
•4- J F

oύ L2

+CF) = {/ e L2(F) / ^ 0}. Comme, pour toute g e L2

+(F),

)' 1/2 /f \l/2 //» \l/2

^c{jF9
2dξ) -{\Fwjydή

et Γapplication L2(F) a # —> (N^)^ 6 L2(F) est faiblement continue dans

L2 (cf. le corollaire 1), il existe /i ,c6L2

+(F) telle que

ί \NJ^c + cf^c~N2f\
2dξ = a. (2.4)

Pour que /^,c soit la fonction demandee, il suffit que a s'annule. Comme

(NJFJF + C/F,C est la projection de (N2f)F sur {(Nxg)F + eg; geL£(F)},

on voit que, pour g e L^iF) quelconque,

ί (NJFyC + efFJ(Nig + eg)dξ ^ f (NJXN.g + eg)dξ (2.5)
JF JF

et

ί (NJFiC + efF,c)
2dξ = ί (N2fXNJFiC + efFyC)dξ . (2.6)

JF JF

Pour simplifier la notation, on note /^ = (Nj/^c)^ + efF,c et h2 = (N2f)F.

Alors on a, d'apres (2.5),

A + ehx ̂  Nxh2 + eh2 f-p.p. sur F (2.7)

et, d'apres (2.6),

+ cfcj = Nλh2 + ch2 f-p.p. sur {xeX;fF,c(x) > 0} . (2.8)

D'apres la presente egalite, on a e^^^N^ + ehz f-p.p. sur {xeX;

fF,c(x) > 0}. Comme h2 e Mi, Nxh2 + eh2 est bornee sur F, et done fF,c e AfJ.

On a aussi /^ e Mi. D'apres Nt + eε c N2, (2.7), la proposition 2 et

^f) c F, on a

f-p.p. sur

et done

J ΦMfdξ ^ J (N2h2)fdξ ,
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d'oύ

f (Ni/;,c + cf^c)(NJ)dξ ^ f (NJfdξ . (2.9)
JF JF

D'apres (2.6) et (2.9), on a a <; 0, d'oύ a = 0. On voit ainsi que f^c est
la fonction demandee. La demonstration est complete.

On ne connait pas maintenant si Γon peut eviter Γinjectivite de 2V2

dans le theoreme 1. De la meme maniere que dans la discussion du
principe du balayage, on aura la remarque suivante:

Remarque 3. Soient Λ7Ί et N2 deux noyaux de convolution supposons
que JVj C N2 et que N2 est injectif. Alors, pour une mesure positive μ
dans X a support compact quelconque et pour un ouvert relativement
compact G de X quelconque, il existe une measure positive // portee par
G, et une seule telle que l'on ait (B.1),(B.2) et (B.3):

(B.3) Quelle que soit υ une mesure positive par G,N2*v ^> N2*μ'
dans X des que N1*v ^ N2*μ dans G.

En effet, on prend une suite (GJ~=1 d'ouverts relativement compacts

de X telle que Gn c Gn+1 et (J Gn = G. D'apres le theoreme 1, il existe

une mesure positive μln portee par Gn telle que N1*μ'n<^N2*μ dans X et
Nι*μln=iN2*μ dans Gn. D'apres N1 Φ 0,(fOZ=i est vaguement bornee.
On designe par μ' son point vaguement adherent quelconque. Alors //
verifie evidemment (B.I) et (B.2). Soit v une mesure positive portee par
G telle que N1*v^>N2*μ dans G; alors, pour tout n.N^v^ N^μf

n dans
un certain voisinage de supp(^). Done N1C.N2 donne que N2*v^N2*μ'n
dans X. En faisant n] +oo, on arrive a N2*v >̂ N2*f/ dans X. On
voit ainsi que // verifie (B.3). Soit μ" une autre mesure positive portee
par G satisfaisant a (B.I), (B.2) et (B.3); alors on aJV^/i^ N2*μf/ dans
X, et done l'injectivite de N2 donne μ' = ^̂ , d'oϋ Γunicite de μ\

De la maniere usuelle, on verra que Γinverse du theoreme 1 a lieu.
Mais cela n'est pas tres important.

PROPOSITION 4. Soient Nτ et N2 deux noyaux de convolution. Si N1

satisfait au principe du balayage relatif a N29 alors on a N1[Z N2.

Demonstration. Supposons que, pour /, ge Ci, -# i*/ ^ Nλ*g sur
supp(/). Soit xeX quelconque; alors il existe une mesure positive e'x
portee par supp(/) telle que N1^ε/

X^ N2*ex dans X et iVΊ*^ = N2*ex
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dans {y e X; f(y) > 0}, oύ εx designe la mesure d'unite au point x. Done

on a

iW(aO = jf(y)dN2*ex(y) = jfMdN^e'M = j&* f(y)dε'x(y)

1^ε/

x £ J g(y)dN2*εx(y) = N2*g(x) .

Comme x est quelconque, on a N2*f<*N2*g partout sur X. D'apres

les propositions 2, 3, on voit que iVx [I iV2 La demonstration est ainsi

complete.

3. Les noyaux de convolution conditionnellement sous-medians

Commeςons avec la discussion preparatoire des noyaux de convolu-

tion de Hunt.

Une famille (at)t^0 de mesures positives dans X est, par definition,

un semi-groupe vaguement continu si a0 = e, pour tous t ^ 0 et s ^ 0,

at*a8 = at+s et si Γapplication t-*at est vaguement continue. Si un noyau

de convolution N sur X s'ecrit, pour un semi-groupe vaguement continu

(at)tzf>, comme

N = Γatdt, (3.1)
Jo

alors N s'appelle un noyau de convolution de Hunt. Dans ce cas, (at)t^0

est uniquement determine et s'appelle le semi-groupe vaguement continu

associe au noyau N.

Posons, pour tout le nombre p >̂ 0, Np = \at exp(—pt)dt alors (NP)P^Q

est la resolvante associee au noyau N et, pour tout p > 0,

N + l e - ~ Σ QpNp)n , (3.2)
P P n=0

oύ ( )° = ε et ( )w + 1 = ( )w*( ) La remarque suivante est bien connue

(cf. [1]).

Remarque 4. Si N est un noyau de convolution de Hunt, alors pour

tout la constante c > 0, N + cε est aussi un noyau de convolution de

Hunt.

Les deux lemmes suivants sont aussi bien connus (cf. [1], [2] et [4]).
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LEMME 4. Soit N un noyau de convolution. Alors les deux enonces

suivants sont equivalents:

(a) N un noyau de convolution de Hunt.

(b) N est injectif et il existe la resolvante associee au noyau N.

Une famille (Np)pl>0 de noyaux de convolution s'appelle la resolvante

associee au noyau N si, pour p ;> 0 et q > 0 quelconques, Np — Nq

= (? — p)Np*Nq et si limJVP = No = N (vaguement).

Pour simpliίier la notation, on note D+(N) la totalite des mesures

positives μ dans X telles que N*μ ait un sens.

LEMME 5. Soit N un noyau de convolution de Hunt. Alors on a:

(a) N satisfaίt au principe de domination.

(b) Soient μ e D+(N) et G un ouvert de X. Alors il existe une

mesure positive μ'G portee par G9 et une seule telle que Von ait

(B.iy N*μ ^ N*/4, dans X;

(B.2)' N*μ = N*(/σ dans G;

(B.sy pour une mesure positive v portee par G quelconque, N*v

^ N*-μb des que N*v ^ N*μ dans F.

On dit que N satisf ait au principe de domination si N\Z N. On dit

ensuite que μf

G est la mesure balayee de μ sur G relativement au noyau N.

On connait que Γinjectivite de N donne N*μΦN*μ'G des que supp(μ) ές G,

Soient μ e D+(N) et x e X quelconques. On designe par μ'XtG la mesure

balayee de μ*ex sur G relativement au noyau N.

LEMME 6. (1) Uapplication Xs x—*μ'x>G est borelienne; &'est-a-dire,

pour f eCκ quelconque, la fonctίon fdμXtG de x est borelienne.

(2) Pour μ,ve D+(N), on a

(μ * vYσ = I ά.Gdv(x) = J ι/x,Gdμ(x) (3.3)

des que μ*veD+(N).

On remarque que Γintegrale de (3.3) a un sens, d'apres (1).

Montrons que (1) a lieu. On suppose d'abord que G est relative-

ment compact. Soit (xn)n=i une suite de points convergeant vers xeX.

Comme JV Φ 0, (/4n,<?)?=i e s t vaguement bornee. Soit feCi quelconque.

On choisit une sous-suite (xm)Z=i de G&n)n-i telle que
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lim inf fdN*μ'Xn,G = lim fdN*μ'XmiG .

Dans ce cas, on peut supposer que 04»,σ)SUi converge vaguement vers la

limite μ" lorsque ra—> +00. Comme G est compact,

lim 2V*/4m,<? = N*μ" (vaguement) .
TO-»o°

Comme supp(μ") c (?, (B.3)' donne que N*μ" ^ N*μ'XtG dans X. Done

lim inf J/dtf*/4,,σ = J/dtf V ^ J/ώlV*^ ,

et par suite la fonction fdN*//XfG de x est semi-continue inferieure-

ment. Notons (Np)p>0 la resolvante associee au noyau N. Alors, d'apres

Γequation resolvante Np = N*(ε — p^P)> on voit que, pour tout p > 0,

la fonction fdNp*μx>G de a? est borelienne sur X. Comme limpiVp = e

(vaguement), on voit que la fonction fdμ'x>G de x est borelienne. Sup-

posons que G est general. Prenons une suite (Gw)^=1 d'ouverts relative-

ment compacts de telle que ζ c G κ + 1 et U G W = G. II suffit de montrer

que, pour xeX quelconque,

lim μXtGn = μXtG (vaguement) .
W-»oo

D'apres N Φ 0, on voit que (μx>Gn)n=i est vaguement bornee. Soient ^ ) ί ?

un point vaguement adherent de (μx,Gn)n=i quelconque et (/4,(?m)m=i ^^e

sous-suite de (/4σn)n=i convergeant vaguement vers μXyG. Soit T un

voisinage compact de Γorigine quelconque. Alors, pour toute / e Ci,

lim sup \fdN*]JXtGm ^ | fdN*(ε - εf

cv)^μίx\G + lim sup ί fdN*εcv*μ'XiGm

On connaίt bien que N*ε'cv converge d'une maniere decroissante vers 0

lorsque V \ X (cf., par exemple, le theoreme 3 de [4]), et done

lim sup \fdN*//XtOu ^ \fdN*μf

x\G ,
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cΓoύ Km N*μ'XjGm = N*//JtG (vaguement). On a alors supp(μ",<?) c G et
ra-»oo

N*μ'J,G = N*(μ*εx) dans G. Done (B.3)' donne que N*μ'Jtβ ^ N*μ'XtG dans

Z . Evidemment N * /4,<?m ̂  N*/4 j ( ? dans -X", d'oϋ N*//"jG = N * ^ j G . L'injec-

tivite de N donne que //JtQ = ^,G . On voit ainsi que lim μ'XiQn = ^ ϊ G

(vaguement), d'oύ (1).

Montrons que (2) a lieu. D'apres (1), on voit aussi que Γapplication

Xex-^N*//XtQ est aussi borelienne. Pour feC^ quelconque, on a

\\fdN*//XtQdv(x) ^ \\fdN*(μ*ex)dv(x) =

et, si supp(/) c G,

Done μXi0 dv(x) definit une mesure positive dans X. On a encore

suppί μXtGdv(x)\ C G, N*(μ*v) ^ 2V*M μ'x,Gdv(x)) dans Z et N*(μ*v)

= N*([//Xtβdv(x)\ dans G. D'apres (B.3)7, onaW*(jM*v)^W*(f ^ i G ^ ( « ) )

dans -X". Soit (GTO)^=1 une suite d'ouverts relativement compacts de X

telle que G~n c G π + i et U ^ = G. D'apres le principe de domination
n = l

pour iV, on a

N*(μ*v)'G ^ W*ίj /i£,0nώ>(aθ) dans Z .

Comme, pour xeX quelconque, (N*μx,Gn)n=1 converge d'une maniere

croissante vers N*μ'XiQ lorsque n\ oo, on a

limZV*M μx^Gndv(x)j = N*(\ μXtGdv(xn (vaguement) ,

et done N*(μ *v)G ^ N*ί\ μ'x,Gdv(x) j dans Z, d'oϋ N*(μ*v)'G

= N * ί j /4,Gίfo(aθY On a alors ( ^ * P ) ^ = /4,σώΌ*0> d'apres Γinjectivite

de iV. On a aussi (^*y)^= vx%Gdμ{x). On acheve ainsi la demonstra-

tion du lemme 6.
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Pour un entier n ^ 0 et pour G 3 0, on note successivement

μ$>=ε et μ& = \ &?WG{X) (n ^ 1) (3.4)

des que Γintegrate a un sens. On a evidemment μ^ = /4 dans G.

LEMME 7. Soίent N un noyau de convolution de Hunt et μeD+(N).

Supposons que, pour un entier k ^> 2, (μ)k e D+(N). Alors, pour tout

Ventier m (1 <^ m ^ fc), tίmί Γouvert G de X et pour tout x e G, /4?<? &

^m sens e£

J μffidμ<*tϊ
mKv) = μί% dans G . (3.5)

E n effet, on a, pour l^m^k quelconque, (μ)m e D+(N). Done le

lemme 6 donne que μ%% a un sens. L'egalite (3.5) resulte seulement du

theoreme de Fubini.

LEMME 8. Soient N un noyau de convolution de Hunt et μeD+(N).

Si 2V({0}) > 0 et N*μ est absolument continu par rapport a ξ, alors,

pour une mesure positive v dans X quelconque et pour un ouvert G de

X quelconque, (μ*v)'G est absolument continue par rapport a ξ des que

μ*veD+(N).

En effet, pour x e X quelconque, μ^G est absolument continue par

rapport a ξ, car

dans X. Done (μ*v)'G = μ^Gdv{x) est absolument continue par rapport

a ξ, d'ou le lemme 8.

Le lemme suivant jouera un role essentiel dans la demonstration de

notre theoreme principal.

LEMME 9. Soient No un noyau de convolution de Hunt, σ e D+(N0)

et f,geCχ. Supposons que, pour tout Γentier n^l, (σ)n a un sens et

appartίent a D+(N0). Si N0*(ε — σ)*f < N0*(ε — σ)*g sur supp(/) et

syil existe <peCχ telle que N0*(ε — σ)*φ > 0 sur supp(/), alors NQ*f

^ N0*g sur X.

Demonstration, On peut choisir une constante c > 0 et un ouvert

relativement compact G D supp(/) tels que (No + cε) * (ε — σ) * φ > 0 et
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(iVo + cε) * (ε — σ) * / 5g (No + cε) * (ε — σ) * g dans G. Soit vG la mesure balayee

de gξ sur G relativement au noyau No + cε (voir la remarque 4). Alors

il existe gG portee par G telle que vG = gGξ. Dans ce cas, on peut sup-

poser que gG est borelienne. Comme (No + cε)*g'G <: (No + cε)*g f-p.p.

sur X et (iVo + cε)*g'G = (No + cε)*g f-p.p. dans G, on a

(iV0 + cε)*(ε - S)*gΌ ^ (No + cε)*(ε - σ ) * ^

f-p.p. dans G. Done

(ΛΓo + cε)*(ε - σ ) * / ^ (No + Cε)*(ε - σ ) * ^ G dans G . (3.6)

Notons, pour x e X quelconque, σ'XίG la mesure balayee de σ sur G rela-

tivement au noyau No + cε. On suppose que, pour xeG quelconque, la

notation σjfy est la meme que dans (3.4) (n = 0,1,2, •)• D'apres le lemme

8, σ^G a toujours un sens. Soit h e Mi portee par G quelconque. Alors,

pour tout Γentier n ^ 2, le lemme 6 donne que

σ™Gh(x)dξ(x) =

oύ (Qiξ) * σ)G est la mesure balayee de (hξ) * <7 sur G relativement au noyau

NQ + cε. D'apres le lemme 8, ((hξ)*σ)'G est absolument continue p a r

rapport a ξ. On a done d((hξ)*σ)G — 0. Alors on voit, par recur-

rence, que c7^%fe(^)df(^) est absolument continue par rapport a ξ. Sa

densite h^ est portee par G. D'apres (3.6) et gGdξ = 0, on a, pour

tout Γentier k ^ 1,

0 Γ v

= J 0

71 = 0 J J J

w = 0 J J J

k C Γ

= ΣjJ(£
= {{«,

Γ v

Cε) * (e — 5) * (flfό - /)(#)<*

yG(«) -/(«))d(JVo + ce)*(

[9G(Z) — f(z))d(N0 + cε)*(

^(2) ~ f(z))d(N0 + cε) * (cr

0 - f(y))diN0 + cε)*(σ™G

cε)*(g'σ — f)(x)h(x)dξ(x)

( k C \
Wo J ' /

e - σ)*εy(z)dσ™β(yMx)dξ(x)
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- JJ (#0 + cε)*(g'G - f)(y)dσ^(y)h(x)dξ(x) .

Admettons que, pour he Mi portee par G quelconque,

lim ί (No + cε)*σ™Gh(x)dξ(x) = 0 (vaguement) . (3.7)
n-*o° J

Comme (gG — /) est bornee et a support compact, on a

lim f f (No + cε)*(g'G - f)(y)dσ«£\y)h(x)dξ(x)

= lim if (g'G - f)d(No + cε)^σ^h(x)dξ(x) = 0 .

Par consequent

J (ΛΓ0 + cε)*(g'G - f)(x)h(x)dζ(x) ^ 0 .

Comme h est quelconque, on a

(No + cε)*f <. (No + cε)*gG f-p.p. sur G .

D?apres le principe de domination pour No + cε9 on a

(No + cε)*f <L (No + cε)*g'G f-p.p. sur X ,

d'oύ (No + cε)*f <L (No + cε)*g partout sur X. Notons (Np)p^0 la resolvante

/ 1 v \
associee au noyau No. Alors (No + cε)*ί—N1/c\ — No, et done N0*f

<^ NQ*g sur X.

Montrons finalement que (3.7) a lieu. Posons

a = inf (iVo + cε) * (ε — σ) * φ(x) > 0 .
xeσ

Soit <ffξ la mesure balayee de φξ sur G relativement au noyau No + cε.

On peut supposer que ψf est borelienne et portee par G. De la meme

maniere comme ci-dessus, on a

(JV0 + Cε)*(ε — σ)*φ' ^ (No + Cε)*(ε ~ σ)*φ ^ a f-p.p.

dans G. Comme la mesure σ™Gh(x)dξ(x) est absolument continue par

,pport a ξ et suppίf σ^Gh(x)dξ(x)j c G, on ara
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o Σ f σ%(X)h{x)dξ{x) :g f (#„ + cε)*(ε - σ)*φ'(.y)d(Σ ίo™G
w=0 J J \rc=0 J

J V o + Cε)*φ'(x)h(x)d$(x) .

On a done

lim f σ™β(X)h(x)dξ(x) = 0 .

Comme suppί σ^Gk(x)dξ(x)j c G (w = 1,2, •), on voit que (3.7) a lieu.

La demonstration est ainsi complete.

Remarque 5. Dans le present lemme 9, on peut remplacer

lim NQ * (σ)n = 0 (vaguement)
7&-..OO

au lieu de la condition qu'il existe φsCi telle que iVo*(ε — σ)*φ > 0 sur

suppCO

Comme No * σ™G ^ ΛΓ0 * (σ)n * ε̂  dans Z, on voit facilement que (3.7) a

lieu.

Des que maintenant, nous considererons notre theoreme principal.

Repetons d'abord la definition des noyaux de convolution conditionnelle-

ment sous-medians.

DEFINITION 3. Soient iV0 un noyau de convolution de Hunt et (at)t±Q

le semi-groupe vaguement continu associe au noyau JV0. On dit qu'un

noyau de convolution N est conditionnellement sous-median par rapport

au noyau NQ si, pour tout t > 0, N*at a un sens, lim (0Ct ~~ ε)*N a un
ί-0 \ t I

sens en dehors de Γorigine pour la topologie vague et s'il definit une

mesure positive en dehors de Γorigine.

LEMME 10. Soient No un noyau de convolution de Hunt et N un

noyau de convolution conditionnellement sous-median par rapport au noyau

No. Alors pour que N = 0 (ΛΓ0), il faut et ίl suffit que, pour un voisinage

compact V de I'orίgine quelconque, il existe deux mesures positives λltV
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et λ2>v telle que supp(Λ,F) d V et

N*(NQ*(ε- 4F)) - NQ*(λlfV - λ2tV) , (3.8)

oϋ ε'vv est la mesure balayee de s sur ΉV relativement au noyau No.

Demonstration. Montrons d'abord que la condition est suffisante.

Pour f eC£ quelconque, on choisit g eC£ et un voisinage compact V de

Γorigine tels que / <̂  2V0*(ε — e'vV)*g. Prenons encore heC£ telle que

2V0 * h > JV * (No * (e — 4F)) * flr sur supp(^) + V = {x + y;xe supp(^), y e V}.

Alors on a

No*(JlίF*g) ^N0*h + No*(λ2>v*flr) sur suppU1#F*g) ,

et done la meme inegalite a lieu sur N, d'apres le principe de domina-

tion pour NQ. Par consequent N*f ^ N0*h sur X, d'oύ N = 0 (No).

Montrons ensuite que la condition est necessaire. Soit (at)t^Q le semi-

groupe vaguement continu associe au noyau NQ. Alors on a

Λoo

l imN 0 *a t = lim atdt = No (vaguement) .

Soit f eC£ quelconque. Comme N = 0 (iV0) et supp(iV0) 9 0, il existe

g eC£ telle que N*f<^NQ*g sur X. Done JV*ε£F a un sens et, d'apres

le theoreme de Lebesgue, on a

lim α t * N * (ε — ε^F) = N * (ε — 4 F ) (vaguement) .

On a done

iV*(ε — εlF) = lim (— ^ d ί J ^ N ^ ί ε — 4 F )
ί-0 \ t JO /

= lim ( £ ~ ^ ) * (iV0 * (ε - 4F)) * N (vaguement) .
\ t J

ί->0

Comme, dans #Ύ, ί^""€ j*iV*(iV0*(ε — ε^F)) converge vaguement vers

une mesure positive lorsque t-> 0, on a supp((N*(ε — 4r))+) ^ ^ Posons

^ F — (N*(ε — ε^.F))
+ et Λ2,F = (N*(ε — ε^F))" alors celles sont des mesures

demandees. En effet, soit (Np)p>0 la resolvante associee au noyau No.

Comme N = 0 (No), on voit que, pour tout p > 0, N*NP a un sens et

2V * (Np * (ε - 4F)) = Np * (iV * (ε - 4F)) . (3.9)
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On a N*(Np*(ε - 4F)) = N*(N0*(ε - 4F))*(e - pNp) et lim p N p * N 0 = 0

(vaguement), et done lim N * (Np * (ε — ε£F)) = N * (No * (ε — ε£F)) (vaguement)-

D'apres (3.9) et suppWltF) c 7, N 0 *(N*(ε — ε£F)) a un sens. Done, en

faisant p —> 0 dans (3.9),

N*(N0*(ε - εiF)) = N0*(N*(ε - ε^F)) = N 0 *WI,F — 4 F ) .

La demonstration est ainsi complete.

L'etude du principe transitif de domination et la proposition suivante

sont les deux clefs pour notre demonstration du theoreme principal.

PROPOSITION 5. Soient No un noyau de convolution de Hunt et N Φ 0

un noyau de convolution, Alors pour qu'il existe un noyau de convolu-

tion de Hunt N' tel que N * Λ77 = N09 il faut et ίl suffit que, pour toute

la constante c ^ 0, N + cNQ satisfasse au principe du balayage relatif a

No.

Demonstration. Montrons d'abord que la condition est suffisante.

Soit (Gn)n=1 une suite d'ouverts relativement compacts de X telle que

Gx 9 0, G~π c Gn+1 in = 1,2, ..) et U Gn = X- Pour un nombre p > 0
71 = 1

quelconque, il existe une mesure positive ε'v>n portee par Gn telle que

(N + pNQ)*ε'p,n ^ iV0 dans X et (N + pN0)*εp>n = No dans Gn. Comme

N + pN0 Q iV0 (cf. la proposition 4) et supp(ε^) c Gn + 1 on a N0*ε'p>n

<^N0*εp n+1 ^ —No dans X. Comme (εp J~= i est vaguement bornee, on peut
P

supposer qu'elle converge vaguement vers la limite Np lorsque n—> oo.

Soit εZ la mesure balayee de ε sur ^ G ^ relativement au noyau No alors

lim NQ*ε^ = 0 (vaguement). Comme, pour, tout m ^ 1,2V0*ε££*ε' w ^ — N Q * ε ^

(w = 1,2, . . . ) et

lim (Λ7Ό - iV0 * O * £p,w = (^o - No * 4 ) * Np (vaguement) ,

on a

lim No * εj,, n = No * Np (vaguement)
n-*oo

et, pour un nombre 3 > 0 quelconque et pour f,g e C£ quelconques, il

existe un compact F de X et un entier w0 ^ 1 tels que, pour n^n0
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quelconque, N0*fε'p>n*gdξ < δ. D'autre part, pour feCi quelconque,
J F

il existe geC£ telle que f?£ε'Ptl*g, et par suite N*f<^N0*g sur X.
Done on a aussi

UmN*εPfn — N*N'P (vaguement) .
n->oo

Par consequent, pour p > 0 quelconque, il existe un noyau de convolution

Np tel que (N + pN0)*N'p = No. Pour p > 0 et q > 0 quelconques, on a

= (tf + pN0)*N'p*N'q = (No + qN0)*N'q*Np + (p - q)N0*N'p*N'q

L'injectivite de No donne que NJ, — Nq = (p — q)N'p*Nq. Comme N Φ 0,

limN^ a un sens. On le designe par N'(= Nζ). Alors (NP)P^Q est la

resolvante associee au noyau N'. Comme lim pNp = 0 (vaguement) et,

pour tout p > 0, AT0 * (pΛ/p ^ iV0, on obtient, de la meme maniere comme

ci-dessus, lim pNQ*N'p = 0 (vaguement). Par consequent on a N*N' = No.

Montrons que ΛΓ' est injectif. Comme, pour p > 0 quelconque,

pN'*(ε — pΛ/p = 2>Np> il suffit de montrer que lim pNp = ε (vaguement).

Comme N0*(pN'p) — No — N*N'P et lim2V*Λ^ = 0 (vaguement) on a, pour

tout le voisinage compact V de Γorigine,

lim (No — NO*ε"v) *(pNp) = (iV0 — ΛTQ*ê V) (vaguement) ,
p-oo

oύ εJV est la mesure balayee de ε sur ^ 7 relativement au noyau iV0.

Done on voit facilement que lim pNp = ε (vaguement), d'oύ Γinjectivite
p-*oo

de N'. Le lemme 4 donne que Λ77 est un noyau de convolution de Hunt.

Montrons que la condition est necessaire. On designe aussi par

(Np)p^0 la resolvante associee au noyau N'. Posons, pour p > 0 quelconque,

Np = pN*N'p; alors

Np = pNM* - PN'J •

Soient μ une mesure positive dans X et G un ouvert relativement com-

pact de X. On designe par μ' la mesure balayee de μ sur G relative-

ment au noyau NQ et Γon suppose que la notation (pN'p)™G (n = 0,1,2,

- •) est la meme que ci-dessus. Posons, pour un entier k ^ 1 quelconque,
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P n>

alors βp

k) est une mesure positive portee par G. D'apres le lemme 6,
on a

= Σ ff
n=0 J J

dans G. En rappelant (B.3)' dans le lemme 5, on a

dans Z. Ceci donne que 2 (pNp£%d//(aO converge vaguement vers la
71 = 0 J

limite /Jp lorsque n—» oo. Done lim (pN'p)%%dμ?(x) = 0 (vaguement), et

par suite

lim iV0* (J (pN'py£>Gdμ'(x)\ = 0 (vaguement) ,

car suppί J (2>N;)^d/(^)J c S ( w = 0,l,2, . •), d'oύ iVp*/ip ^ No*// dans

X et Np*βp = N0*μ dans G. Comme pNQ*N'p^ No et limpΛ/^=:ε

(vaguement), on a lim piV0 * Λ^ = No, et done lim pN * A^ = N (vague-

ment). Par consequent, en faisant p] +oo, on voit qu'il existe une
mesure positive //' portee par G telle que N*μ" ^ N o *^ dans Z et
N*μ" = NQ*μ dans G, d'ou la condition est necessaire. La demonstra-
tion est ainsi complete.

Montr on finalement notre theoreme principal.

THEOREME 2. Soient No un noyau de convolution de Hunt et N Φ 0
un noyau de convolution. Alors pour qu'il existe un noyau de convolu-
tion de Hunt Nf tel que N*N' = No, il faut et il suffit que N soit condi-
tionnellement sous-median par rapport au noyau No et que N = 0 (No).

Demonstration. On cannait deja que la condition est necessaire
(cf. [5]), est done on montrera seulement que la condition est suffisante.
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Pour toute la constante c > 0, N + cN0 est aussi conditionnellement sous-
median par rapport au noyau No et Γon a N + cNQ = 0(iV0). Par con-
sequent, en rappelant le theoreme 1 et la presente proposition, on voit
qu'il suffit de montrer Γenonce suivant:

Soient 2V0 et N les memes que ci-dessus. Si N est conditionnelle-
ment sous-median par rapport au noyau NQ et si N — 0 (2V0), alors N C No.

Montrons le present enonce. D'apres la proposition 3, on peut
supposer que N({0}) > 0. Done, en utilisant encore les propositions 2 et
3, il suffit de montrer Γimplication suivante: Pour f,g eC£ quelconques,

N*f < N*g sur supp(/) d> N0*f ^ N0*g sur X .

On choisit un ouvert relativement compact G de X telle que supp(/)
c G c G c {x eX;N*f(x) < N*g(x)} et φ e C+

κ telle que N*φ > 0 sur G.
Pour un voisinage compact V de Γorigine quelconque, on note ε^v la
mesure balayee de ε sur &V relativement au noyau No et av

— dN0*(ε — ε'9V). Posons

(i = 1, 2) et σv — v 2 f V ,

j
oύ ^ ί > F (ί — 1,2) est la mesure positive obtenue dans le lemme 10. On

remarque ici que N Φ 0 donne λuv Φ 0. Rappelons que supp(V1)F) c V

et que v2V converge vaguement vers la mesure positive lim ( ^ ι ~ £ )*N
ί10 \ t /

Λco

en dehors de Γorigine lorsque V { {0}, oύ No = atdt. Alors on a
Jo

N = lim —2V >κ (iV0 * (ε — e^F)) = lim No *(viv — v2 v)
Vϊ{0} a v V { }

— lim No * I
V ϊ {0} f -

J ^1,F

= lim Λ7"0^i;1)F^(ε — σv) (vaguement) .
V I {0}

Done il existe un voisinage compact Vo de Γorigine symetrique par rap-
port a Γorigine tel que supp(/) + Vo c G et que, pour un voisinage compact
V de Γorigine contenu dans Vo quelconque,
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iVo*(ε — σv)*vltV*f ^ N0*(ε — <7F)*£ 1 ) F*#

et

NQ*(ε —- oy)*£1 > F*^ > 0

dans G. D'apres le lemme 9, on a fiΓQ*ΰltV*f fί N0*vlfV*g sur X. Par

consequent on a

N0*f — NQ*g = lim (N0*vltV*f — iV 0 *£ 1 F *#) <£ 0
Π{0} Γ 7

I ίlVi F

dans X, d'oύ Γimplication demandee. La demonstration est ainsi com-

plete.

Remarque 6. Soient No et N les memes que ci-dessus; supposons

que N est conditionnellement sous-median par rapport au noyau No et

que N = 0 (ΛΓ0). Si iV est absolument continu par rapport a ξ, alors on

voit plus facilement que N satisfait au principe du balayage relatif a No.

En eίfet, d'apres le theoreme d'existence (cf. le theoreme 1 dans

[6]), on voir que, pour f eC£ quelconque, un compact F de X quelconque

et pour une constante c > 0 quelconque, il existe f^F e M£ portee par F

telle que Γon ait Nf^F + cf^F ^ NQ*f f-p.p. sur F et NfόtF + cf^F

= N0*f f-p.p. sur {x eX;fc,F(x) Φ 0}. Designons aussi par JV la densite

de N par rapport a ξ. Alors N*f^F est finie et continue, et done

N*fί,F ^ ΛΓo*/ sur suppC/V^f). On peut choisir heC£ telle que N0*h^>l

dans un certain voisinage de supp(/c)Ff). Alors, pour tout Γentier n^>l,

il existe un voisinage ouvert Vn de Γorigine tel que, pour un voisinage

compact V de Γorigine contenu dans Vn quelconque et pour ψ e C£ veri-

fiant ψdξ = 1 et supp(0 c Vn quelconque,

N * {fc F * φ) * (^o * (£ — £^F)) = ^o * ( / " ( " — ^ )
αF \ n )

dans supp(/c

;^) + 2Vn, oύ 27W = Vn + Vn. Le lemme 10 donne que

\Ί (*> \ <r AT l-e , 1 i, , ^ / Λ \
~~ \ n ' /

sur suppCi//^*^)*!^), et done le principe de domination pour No donne
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que la meme inegalite a lieu sur X, d'oϋ

— N * ( / c > * 0 * ( Λ r

o * ( e - 4 F ) ) ̂  # o * ( 7 + —
αF \ n

sur X. En faisant V j {0},9f-*ε et ensuite n j +00, on arrive a N*f'c^F

fg NQ*f sur X. De la meme maniere que dans le lemme 2, on voit que

iV satisfait au principe du balayage relatif a No.

Dans ce cas, on obtient, en meme temps, que No est aussi absolument

continu par rapport a ξ.
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