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DES DERIVEES DE RESIDUS

ET UNE IDENTITE REMARQUABLE

FRANCISCO GOMEZ * } ET DANIEL LEHMANN* * }

1. Introduction

Soit φ un polynome symetήque de q variables (q > 1), homogene de degre p (p

entier > 2), a coefficients complexes. Soient (al9 a2,..., ap) et (βίt β29..., βp)

deux families de p nombres complexes, tous non nuls, et telles que toutes les

β a-
differences -5 soient egalement non nulles pour i Φ j . Soient enfin

Hi &i

(λl9 λ29..., λQ) et (μlf μ2, . . . , μQ) deux families de q nombres complexes. On a

alors:

THEOREME 1.

<p(μl9...,μq) y U i , . . . , Λ g ) 4, φ\β\~~a~i''' '~β\~~~ai

Si les α, (1 < f < /)) et les λu (1 < u < q) dependent maintenant differen-

tiablement (resp. holomorphiquement) d'un parametre reel (resp. complexe) t, on en

deduit immediatement, en notant ' la derivee par rapport a t, et en supposant non

nuls tous les nombres figurant en denominateur, le

COROLLAIRE.

n/7Ay /ΆV
/φ{λv...,λn)\' tφ\\a/' -'\aJ
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Dans cet article, nous allons d'abord demontrer le theoreme 1 comme un cas

particulier, correspondant a des cas de "non degenerescence", en un sens voisin de

celui de Bott ([Bl]), d'une formule de difference de deux residus de Grothendieck

(theoreme 2 ci-dessous). Le cas (p = q, a{ = λif β{ — μ, ) a deja ete demontre

implicitement dans [L2]. Dans la generalisation qui suit, nous nous efforcerons

d'eviter toute consideration globale et de rester au voisinage d'un point oϋ tous les

fibres sont triviaux: malgre cela, nous n'avons pas reussi a nous passer de ces

outils usuels de la Geometrie differentielle que sont les connexions et la theorie de

Chern-Weil (nous faisons en particulier un usage intensif des operateurs de differ-

ence iterees de Bott pour une famille de connexions, dont la traduction naϊve en

termes de coordonnees locales nous semble beaucoup trop compliquee dans le cas

general pour qu'elle vaille la peine d'etre faite).

Nous donnerons ensuite, de Γidentite remarquable du theoreme 1, une demon-

stration purement algebrique et beaucoup plus elementaire. [Notons toutefois que

c'est par la premiere methode que cette identite a ete decouverte!]

Merci a M. Soares pour de stimulantes conversations. C'est en particulier lui

qui a suggere d'utiliser le theoreme 1 pour obtenir une formule de derivation. II Γa

d'ailleurs utilisee dans [S] pour etudier les systemes differentiels algebriques sur

P n (C) qui n'admettent pas de sous variete algebrique invariante.

2. Enonce du theoreme 2

Comme dans Γintroduction, notons φ un polynome symetήque de q variables

(q > 1), homogene de degre p (p entier> 2), a coefficients complexes (qu'on peut

aussi etendre, d'apres ([B2]), en un polynome homogene de degre p par rapport aux

coefficients des matrices q X q coefficients complexes, invariant par la representa-

tion adjointe de GL(qyO, (λly..., λq) etant identifie a la matrice diagonale

correspondante). Soient U un ouvert de C* (coordonnees complexes naturelles

notees (z{) {) f X = Σ,P

i=i Xf ~Ξ~~ et Y = ΣiP

i=ι Yt ~~j— deux champs de vecteurs

holomorphes sur U s'annulant tous deux en le meme point m0 de U, seulement en

ce point, et commutant, (c'est dire definissant une action holomorphe infinitesimale

du groupe C sur U : [X, Y] = 0). Soient M et N deux applications holomorphes

de U dans Γespace des matrices q X q coefficients complexes. Nous allons evaluer

la difference
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[ φ(N) dxx A dx2 Λ dxp 1 _ \φ(M) dxγ Λ dx2 Λ dxp

en fonction du seul comportement de (X, M) et (Y, N) au voisinage des points

de U — (m0} oΰ X et Fsont colineaires. [On a note:

la valeur en {m0} du symbole residu de Grothendieck, oϋ η designe une ^-forme

holomorphe sur U,X = (X1, X2f..., Xp) '. C / ^ C une application holomorphe,

n'admettant qu'un seul zero {m0} dans U, et R designe une certaine variete de

dimension reelle p incluse dans Γensemble des points de U oύ aucune des coordon-

nees X{ ne s'annule et qu'on peut prendre egale (cf. [LI] section 6) a Γintersection

de p hypersurfaces d'equation | Xt | = εt, (εi designant une constante positive)

lorsque celles ci sont en position generale.

Plus precisement, notons Γ Γensemble (analytique) des points de U ~ bn0} oύ

X et Fsont colineaires, S2^"1 une 2p — 1 sphere dans U entourant {m0}, (Wh)h la

famille des composantes connexes de Γ Π S2/>~\ et HΓh une sous variete a bord de

dimension 2p — 1 dans S2*'1, contenant Wh en son interieur. Puisque X et Y

commutent, Γ est necessairement invariant par Faction infinitesimale de C qu'ils

engendrent: X et Fsont done tangents ( 1 ) a Γ.

On supposera (e'est la situation generique!) que Γ est une courbe complexe

singuliere sans singularity en dehors de {tn0}, et que les differentes branches SBh

de Γ passant par {m0} sont transverses a S2^"1, (de sorte que chaque intersection

Wh = 3»h Π S2*'1 est un cercle).

Nous ferons enfin Γ:

Hypothese ( * ) : Pour tout h, il existe un systeme de coordonees complexes (xv y2,..., yp)

au voisinage de ΣΓh, tel que Wh soit defini par les equations yu = 0, (u = 2 , . . . , p),

tel que la restriction a ?Γh de la projection π : (x, y2,..., yp) —+ x soit une fibration

localement triviale, et tel que Von ait:

(1) C'est en fait la seule hypothese dont nous ayions reellement besoin, et il n'est pas
necessaire que X et Y commutent pour cela: par exemple, elle reste verifiee si X et Y provien-
nent de Γaction infinitesimale de Γalgebre de Lie complexe non commutative de dimension 2
(algebre de Lie du groupe affine de C).
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AC Φ 0 sur Jk, et Bu = Du = 0 sur Wh (u = 2 , . . . , />) ,

e: -X" — -A ̂  + Σ M = 2
A etY=cJL+Έp D J_
o , eτ i L/ -, T Z J M = 2 M, * Λ J

THEOREME 2. SWs Vhypothese (*) owα la formule:

φ (N) dxγ Λ <ir2 Λ dxp I I φ (Λί) d r, Λ dxo Λ

( -

oϋ Zu = % - ^

Λ

r - τ M et
φ(Mh)dy2Λ - - dyp

7 7

represente la valeur en x ^ Wh du symbole residu de Grothendieck sur la fibre

π~\x).

Remarque. On peut deduire du theoreme 2 une formule de derivation genera-

lisant celle du corollaire du theoreme 1 de la faςon suivante. On suppose que les

composantes X{ du champ holomorphe X ainsi que la matrice M dependent dif-

ferentiablement (resp. holomorphiquement) d'un parametre reel (resp. complexe) t.

On note maintenant Γ le lieu des points ou X et -^r sont lineairement dependants,

et Γon fait des hypotheses analogues a celles du theoreme 2 en remplaςant partout

X et Y par X et —^r. Les composantes A et Bu de X sur 0Th par rapport aux

coordonnees (xv y2f . . . fyp) dependent differentiablement (resp. holomorphique-

ment) de t On a alors la formule:

φ(M) dxί Λ dx2 Λ dxp ] _
dt\ XvX2,...,Xp

(-1)
P-l

2iπ h JWh

(a /M\\ t
Ψ ^7 \~Λ~1) dy2 Λ d

\ut \Λ 11

dt\A/' '" dt\A)

dx.

Cas particular. Supposons, avec les notations et hypotheses du theoreme 1,

que Γon prenne: X = Σ ? = 1 α, z,= Σ? αz j - , Y = Σ?=1 j sur C P , m 0 =• 0, M =
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matrice diagonale (λlf..., λq), et N = matrice diagonale {μv...,μq). Les dif-

ferentes branches de Γ sont alors les droites complexes ίS,- (1 < z < p) definies

par (Zj = 0 pour tout j Φ i), et Γon peut prendre comme coordonnees verifiant

Γhypothese (*) au voisinage du cercle W{ les memes coordonnees naturelles de CP

reordonnees ainsi x = z{ et (yu)u — (Zj)jJΦi< Le theoreme 2 fournit alors Γidentite

du theoreme 1.

3. Demonstration du theoreme 2

Elle va se faire en plusieurs etapes:

1) Exhiber une 2p — 1 forme ξ sur S2*"1 telle que

φ (N) dxλ Λ dx2 Λ dxp 1 Γ φ (M) dxι Λ dx2 Λ dxp

2) Exhiber une 2p — 2 forme φh sur chaque dΣΓh telle que

3) Montrer que

( ~ 1 ) ' " 1Γ / - (~1 ) '"1 ΓJ 0Λ ~ — o 7 ^ — J

Soit ((7χ,. . . jθq) la base naturelle du module des sections holomorphes du fib-

re trivial C X U—* U. D'une connexion ω sur ce fibre trivial, nous dirons qu'elle

est "adaptee a (X, Λf)" si elle est definie par une loi de derivation covariante

verifiant, relativement a la trivialisation precedente:

Vxσu = <M, σu>,

Vzσu = 0 V Z ^ Γ (c'est a dire pour tout Z antiholomorphe).

Notons ΔωύCύi...ωr(φ) les operateurs de difference iteree de Bott ([B3]), qui veri-

fient:

( * * ) d-Δω&aι...ωr(φ) = Σ ( - D'Δ,,,.^ (φ).
j0j=0

Si les connexions ω 0 , . . . , ω r sont toutes adaptees a (X, M), on a alors:

( * * * ) Δωo...ωr(φ) = 0 .
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I ere ,. ,
etape.

Si ύ)0 designe la connexion canonique triviale, il a ete demontre (lemme 5-3

du theoreme Γ de [LI]):

φ{M) dxγ Λ dx2 Λ dxp 1 _

Xlt X2,.. .,Xp J

Definissant de meme α/ relativement a ( F , ΛO, on peut done prendre pour ξ la

forme Δωω,(φ), puisque Δωω,(φ) et Δωo(ϋ,(φ) — ΔωQθ)(φ) sont cohomologues d'ap-

res (**).

Z etape.

II est possible de choisir les connexions co et α/ de telle sorte qu'au voisinage

de chaque ΣΓh, elles soient aussi adaptees a (~ τ̂~, matrice OJ pour tout 2 < u < p,

d'oϋ: Δωω,(φ) = 0 sur chaque 3Γh. Puisque, X et Fsont lineairement independants

en dehors de Γ, il existe une connexion ωx au voisinage de S2P~ι ~ U hΣΓh, adaptee

a la fois a (X, M) et (Y, N), de sorte que Γon a alors:

ΔωιJφ) = Δωιω,(φ) = 0 d'apres ( * * * ) , et Δωω,{φ) = dΔωιtύω,(φ) d'apres ( * * ) .

On en deduit, appliquant la formule de Stokes, que Γon peut prendre pour φh la

restriction de - ΔωιωωXφ) a dίΓh.

3 erne ,. Letape.

Puisque X and Y sont lineairement independants sur 95ΓΛ, Γune au moins des

fonctions Zu ne s'annule pas sur cette variete: par consequent les ouverts Ou de

d?Γh definis par ZUΦ 0 constituent un recouvrement ouvert 6 de d2Γh. Soit (R2,...,

Rp) un systeme d'alveoles subordonnέ a ce recouvrement, au sens oύ nous Γavons

defini dans ([LI] section 1). Posons: /?*,...,/> = f)P

λ=2Rχ. Nous ferons aussi

Γhypothese, facile a realiser en pratique, que R2t...,p fibre au dessus de Wh. Pour

Γ ( - l)^" 1 r \φ(Mh) dy2 Λ dy, 1 τ

demontrer que / φh = — ip / « „ \ dx, il nous suffit,
jdaΓh ziπ j W h [ Z2,...,ZP \χ

compte tenu du theoreme 5 de [LI] (section 6), et du "theoreme de Fubini"

( J = J ° J | O ^ J designe Γintegration le long de la fibre), de prouver le

r r / Λ / \ -w φ(Mh) dxΛdy2Λ...dypLEMME 1. Les formes φh - — Δω ωωΛ(p) sur d?Γh, et
i TT 7

sur Vintersection des ouverts Ou dans dOΓh, sont cohomologues, lot'squ'elles sont toutes
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deux considerees comme appartenant au complexe total de Cech-de Rham

CDR (0) associe au recouvrement 0.

Demonstration. Au voisinage de chaque OU1 les p champs de vecteurs

X, Y, ~fl— '''''~d— s o n ^ l i n e a i r e m e n t independants; il y exists done une

connexion ηu (d'ailleurs unique) adaptee simultanement a (X, M), (Y, N), et a

tous les 9 Oj (v Φ u).

Pour tout k simplexe L— (/0 * * * lj) dans le nerf de 0, et toute famille de

connexions (ωji9 . . . ,o)js), posons: Δω. ...ωjηL = Δω. ...ω. Vj ..#r?/ (φ), et definissons

7 ^ CDR2P~3(0) comme la famille (ϊL)L donnee par:

γL = (— 1) •• 2 *ΔωiQ)ω,ηL, oύ k designe la dimension || L || du simplexe L.

La differentielle totale Dγ de γ dans CDR (0) est alors donnee par:

rA + 1-j k

= ( - 1) ίJ^]+k(Δωω,ηL - Δωiω,ηL + ΔωiωVL) pour || L \\ > 1,

and Z)^ = 4 ^ , ^ - Δωiωγ)ι - Δωχ(ύω, pour || L || = 0.

Mais, d'apres (* * *), 4ω ϋ / r ? L = 0 sauf pour L = ( 2 , 3 , . . . , p), e'est a dire sauf

pour I L I = p — 2. En effet, pour | L | = p — 2, il existe au moins 1 indice w tel

que chacune des connexions ω, α>', r]ι (/ ^ L) soit adaptee a ("^7", θ).

De meme, i ω i ω r ? L = 0 (resp. 4 ω i ω ^ L = 0, parce que ωlf ω et ηt (/ e L) (resp.

ωlf ωr et r̂ /) sont toutes adaptees a (X, M) (resp. ( F , ΛO). Ainsi, dans Γexpres-

sion de Dγ, tous les termes sont nuls, sauf — Δωγωω, dans chaque terme (Dγ)h et

Les formes - ^ ' ( φ ) et (— D ^ωω'^a,...,,, s o n t d o n c cohomologues

dans CZ)i? (0). II ne reste plus qua montrer le:

LEMME 2.

dx A dy2 A -- dyp

11,/-9 ^11
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Relativement a la trivialisation naturelle (σlf. . . ,σ9), on a : ω = ~τMdx et

α/ = 77 Ndx, d'oύ ω' — ω = Mhdx.

D'autre part la condition imposee a rju, d'etre simultanement adaptee a (X, M),

(Y, N), et a tous les ί~g—, OJ (v Φ u) s'ecrit:

k{ D«M" B«m dx + Mhd

La combinaison affine ώ de ces p + 1 connexions au voisinage de

«=2 #«) x Δp est alors egale a

ω

pour une certaine matrice Qu, avec (t + V Έut"u) = 1, et ί, f, frM tous > 0. Sa

courbure peut alors s'ecrire:

Ω= (dt^jM+df^N+ Σdt\Qu) Λdx+ (Σ *u ^ ^ ) M, + Q Λ dx9^

oύ 0 ne contient aucun terme en dt, dtr ou dfu. Puisque dϊ = — dt (modulo

dfu), et puisqu'il n'y a que p — 1 dΓM distincts, 4j(p) = φ(Ω, Ω, . . . ,Ω) peut

s'ecrire:

)[|](Λ!)

Wί Λ rfr2 Λ Λ dt\) ΛdxΛ (dy2Λ •- Λ dyp)π 7

+ une expression avec au plus p — 1 termes en dt, dfu.

Par integration sur Δ , et utilisant Γegalite

jf ^

on obtient la formule du lemme 2, QED.

4. Deuxieme demonstration du theoreme 1, purement algebrique

LEMME 3. Soit (pl9 p2, . . . ,pp) une famille arbitraire de p nombres complexes

tous distincts et non nuls. On a alors, pour p > 1 et pour tout entier k compris entre 0

etp :
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P

Σ

0 pourl < k <p - 1,

(-lΫ+1pourk=p,

—7 pour k = 0.

Demonstration. Le determinant

Dk = det

1 1 ... 1 V

P i Pi '" Pp X

P-2 J-2 p-1
Pi Pi ' " Pp

, k-l k-l k-l
χPi Pi — Pp

est evidemment egal a

0 pour 1 < A: < /> — 1, (car 2 lignes sont egales),

Π (pj — pt) pour k—p (determinant de Van der Monde),

Π (Pj ~ Pi) pourk = 0.

D'autre part, un developement par rapport a la derniere ligne donne:

Dk = Σ ( - Π (pr-ps)),
r>s,rΨi,sΦi

d'oύ le lemme 3 en egalant les deux expressions.

LEMME 4. Soit φ un polynome symetrique de q variables (q ̂  1), homogene de

degrέ p (p entier > 2), a coefficients complexes. Soient pv p2,. . .,pp comme au lemme

3. Soient enfin (λlf λ2, . . . ,λq) et (μv μ2, . . . ,μq) deux families de q nombres com-

plexes. On a alors:

Demonstration. Soit Φ le polynome sur Γespace des matrices q x q a coeffi-

cients complexes, invariant par la representation adjointe de GL(q, C), qui, a la

matrice K de valeurs propres (λlf. . . ,/ίρ), associe le nombre Φ(K) = φ Q x , . . . ,>ίρ),

et soit Φ la forme ^-multilineaire symetrique associee a Φ par polarisation:

Φ(K) = xj- Φ(K, K,.. . , ί θ . La formule du lemme 4 devient alors:
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Φ(L)
~i Pi iijJφt(βj - pi)

Mais Φ(L - ptK) = Σ t o ( - Pi)kΦ(LiP~k\ Kk), (oύ l'on a pose Φ(L(p'k\ Kk) =

Φ(L,.. .,L, K,...,K), Γ argument L etant repete p — k fois et K l'etant k fois). Le

second membre de la formule du lemme 4 est done egal a:

^((-iWM^ΣπX^),

et la formule du lemme 3 implique celle du lemme 4.

Fin de la deuxieme demonstration du theoreme 1: On applique le lemme 4, avec
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