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BOHMAN-KOROVK I N-WULBERT OPERATORS ON $C[0.1]$ for $\{1,x,x^{2},x^{3}, x^{4}\}$

Sin-Ei Takahasi*

Abstract. A class of operators on the Banach space
$C[0,1]$ $of$ a 11 $c$ om $p1e$ x-va 1 $u$ ed $functions$ $on$ $[0.1]$
$s$ a $tisfying$ a Bo $hm$ an-K $orovki$ n-W $u1bert$ $type$ $th$ eo $rem$ I $s$

$invest$ I $g$ a $t$ ed. $U$ nd $er$ $the$ $test$ $function$ $\{1, x. x^{2}. x’. x^{4}\}$

$the$ $sum$ $of$ $two$ $h$ om $omorphisms$ $on$ $C[0.1]$ I $s$ a $n$ $ex$ a $mp1e$ .

$ln$ 1952, H. Bohman [21 proved that the sequene of interpolation

$oper$ a $tors$

$n$

B. $=$

$k0\sum_{=}$

$b_{k}$ . .
$\otimes\delta t*$ . .

$(0\leqq\delta$. $t_{r}is$ $the\leqq ev1$
,

a
$t_{J}..<t*1uationat$ $(j<tk)$

. $0$ $\leqq$ $b_{*}$ . . $\in C[0.1]$ .
$)$

$on$ $C[0.1]$ $converges$ $strong1y$ $to$ $the$ $ident$ I $ty$ $oper$ a $tor$ $if$

1 $im$ $||$ B. (f) – $f||\infty$ $=$ $0$ $for$ $f$ $=$ 1, $x$ . $x^{2}$ . $where$ $||$ $||$ .. $de$ no $tes$ $the$

$n\rightarrow\infty$

$supr$ em $um$ norm on $C[0,1]$ . $Such$ $functi$ on $s$ $\{1, x, x ’\}$ a $re$ $c$ a 11 ed $test$

functions.

I $n$ 1959, P. P. $Korovk1n$ [31 $prov$ ed $th$ a $t$ $Bohm$ a $n$

‘

$s$ $th$ eo $r$ em $is$ $true$

$even$ $if$ $the$ $inter$ po 1 a $tion$ $oper$ a $tors$ B. a $re$ $rep1$ a $ced$ $with$ po $sitive$

1 $ine$ a $r$ $0$ pe $r$ a $tors$ $on$ $C[0.1]$ . I $n$ 1968. D. E. $Wu1bert$ [51 $prov$ ed $th$ a $t$

1980 $M$ a $them$ a $tics$ $Subject$ $C1$ a $ssific$ a $ti$ on $(1985 Revision)$ . $Prim$ a $ry$ 41 A35.
$K$ ey words and ph rases. BK W-o perator, test $fu$ nc ti ons, $h$ omomo $r$ ph ism.

*
$I$
) a $rti$ a 11 $y$ $sup$ po $rt$ ed by $the$ $Gr$ a $n$ t-i n-A $id$ $for$ $Scientif$ I $c$ $Rese$ a $rch$ $f$ rom

$theMinistryof$ $Educ$ a $tion$ , $Sci$ en $ce$ and $Cu1ture$ .
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$Korovkin$
‘

$s$ $theorem$ \ddagger $s$ $true$ $even$ $if$ $the$ $posit$ I $vity$ a $ssumption$ $on$ $the$

$oper$ a $tors$ I $s$ $rep1$ a $c$ ed $with$ $the$ $oper$ a $tor$ $norm$ $condition$ $on$ $which$ $the$

sequence of operator norms converges to one. Then given a subset $b^{\backslash }$ of

$C[0.1]$ . $it$ $wi11$ $be$ $v$ a 1 $u$ a $b1e$ $to$ I $nvestig$ a $te$ a $c1$ a $ss$ $of$ $oper$ a $tors$ $T$ $on$

$C[0.1]$ $such$ $th$ a $t$ $if$ { $T_{X}$ ) $is$ a $ny$ $net$ $of$ bo $unded$ 1 $inc$ a $r$ $oper$ a $tors$ $on$

$C[0.1]$ $wi\downarrow h$ 1 $in\lambda$ $||\uparrow\iota||=||T||$ a $nd$ 1 $im$
$\lambda$

$||T_{\lambda}f$ $-$ $f||=$ $0$ $for$ a 11 $f$ $\in$ $I^{\backslash }$ .
$then$ $\{T_{\lambda}\}$ $converges$ $st$ ron $g1y$ $to$ T. $i$ . $e$ . , 1 \ddagger $m$

$\lambda$

$||T_{\lambda}f$ $-$ $Tf||=$ $0$ $for$

a 11 $f$ $\in C[0.1]$ . We $c$ a 11 $such$ $T$ a Bo $hm$ an-K $orovki$ n-W $u1$ be $rt$ $(BKW)$ $op-$

$er$ a $tor$ $on$ $C[0.1]$ $for$ $the$ $test$ $functions$ F. $Therefore$ $the$ $Korovkin-$

$Wu1bert$ a $pprox$ I $m$ a $tion$ $th$ eo $r$ em a $sserts$ $th$ a $t$ $the$ $identity$ $oper$ a $tor$ $on$

$C[0.1]$ $is$ $BKW$ $for$ $the$ $test$ $functions$ $\{$ 1. $x$ , $x$
’

$\}$ . $The$ a $uthor$ [41 $s$ ho $w$ ed

$th$ a $t$ $every$ homomo $r$ ph $ism$ $of$ $C[0.1]$ $into$ I $tse1f$ $is$ $BKW$ $for$ $th\dot{e}$ $test$ $func-$

$tio\mathfrak{n}s$ $\{$ 1. $x$ . $x$
’

$\}$ . $How$ ev $er$ $the$ $sum$ $of$ $t$ wo $h$ omom $orphisms$ $of$ $C[0,1]$ $into$

$itse1f$ $is$ $not$ \ddagger $n$ gen $er$ a 1 BK $Weven$ $for$ $test$ $funct$ I $ons$ $\{$ 1. $x$ . $x$ ’, $x$
‘

$\}$ .
I $n$ $f$ a $ct$ $the$ $sumof$ one-d $imensi$ ona 1 $h$ omom $orphisms$ $ 1\otimes\delta 1/\cdot$ and $ 1\otimes\delta*/\cdot$

I $s$ $not$ $BKW$ $for$ $\{$ 1. $x$ . $x^{*}$ . $x$
’

$\}$ . $This$ $c$ a $n$ $be$ $observ$ ed $from$ $the$ $fo11owing$

facts:

$||\frac{1}{9}(1\otimes\delta.)$ $+\frac{16}{9}$ ( $1$ (I8) $\delta 1/\cdot$ ) $+\frac{1}{9}(1\otimes\delta 1)||=$ $||1\otimes\delta 1/\cdot$ $+$ $1\otimes\delta*/$ $||$

$=$ 2

a $nd$

$\{\frac{1}{9}(1\otimes\delta 0) +\frac{16}{9}11\otimes\delta 1/*) +\frac{1}{9}(1\otimes\delta 1)\}(x )$ $(1\otimes\delta 1/\cdot + 1\otimes\delta*/’)(x )$

$=$ (1/3) $+$ (2/3)

for each $m$ $=$ $0$ . 1, 2, 3.

Th $en$ $wh$ a $t$ $is$ a $f$ am $i1y$ $of$ $test$ $funct$ I $ons$ $for$ $which$ $the$ $s$ um $of$ $t$ wo
$h$ om $omorphisms$ $is$ a 1 $w$ a $ys$ BK $W$ ? $The$ $fo11owing$ $resu1t$ $gives$ a $n$ a $nswer$ $of$

this question.
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$Th$ eo $rer$ . I $f$ $T_{1}$ a $nd$ $T_{2}$ a $re$ $two$ $h$ om $omorphisms$ $of$ $C[0.1]$ $into$

$itse1f$ . $then$ $T_{1}$ $+$ $T_{z}$ $is$ a BKW-o $per$ a $tor$ $for$ $the$ $test$ $funct$ I $ons$

$\{$ 1. $x$ . $x^{*}$ . $\chi$ . $x^{\ell}\}$ .

To $s$ ho $w$ $this$ $we$ $ne$ ed $the$ $fo11owing$ 1 em $m$ a $which$ $is$ $0$ bs $crvcd$ $in$ [4.

$L$ em $m$ a 1] $or$ [1. $Coro11$ a $ry$ 1. 2].

$Le$ mm $a$ . $Let$ $M[0.1]$ $be$ $the$ $sp$ a $ce$ $of$ a 11 bo $unded$ $regu1$ a $r$ Bo $rc1$

$me$ a $sure$ $on$ $[0.1]$ , $F$ a $subset$ $of$ $C[0,1]$ a $nd$ $T$ a $bounded$ 1 $ine$ a $r$ $oper$ a 1 $or$

$on$ $C[0.1]$ . $Su$ pp $ose$ $th$ a $t$ $for$ a $ny$ $t$ $\in$ $[0,1]$ . $||T$ $\delta$ . $||=$ $||T||$ a $nd$

$T$
’

$\delta$ . \ddagger $s$ $theon1y$ $me$ a $sure$ $in$ $M[0.1]$ $which$ $extends$ $T$ $\delta$ , $|F$ a $nd$ $which$

$norm$ $is$ 1 $ess$ $th$ a $n$ $||T$ $\delta$ . $||$ $Then$ a $ny$ $net$ $\{T_{\lambda}\}$ $of$ $bound$ ed 1 $ine$ a $r$ $opera-$

$tors$ $on$ $C[0.1]$ $such$ $th$ a $t$ 1 $im$
$>$. $||T_{\lambda}||=$ $||T||$ a $nd$ 1 $i1\mathfrak{n}$

$>_{\iota}$

$||T_{\lambda}f$ $-Tf||=$ $0$

( $f$ $\in$ F) $converges$ $str$ on $g1y$ $to$ T.

Proof of Theorem. We can assume that $T_{1}$ $\neq$ $0$ and $T*$ $\neq$ $0$ . Then

$it$ $suffices$ $from$ $the$ a $bove$ 1 $emm$ a $to$ $show$ $th$ a $t$ $the$ $fo11owing$ $properties$

$ho1d$ $for$ a $ny$ $t$ $\in$ $[0.1]$ :

(1) $||(T_{1} +T_{a})$ $\delta,$ $||=$ $||T_{1}$ $+$ $T,$ $||$

(2) I $f$
$\mu$ $\in M[0,1]$ . $||\mu$ $||\leqq||(T_{1} + T_{2})$ ’

$\delta$ , $||$ a $nd$ $\mu(x$ “
$)$ $=$ $(T_{1}x ’’)$ (t) $+$

$(T_{a}x )(t)$ $(0 \leqq m \leqq 4)$ , $then$ $\mu$
$=$ $(T_{1} + T_{a})$

’
$\delta$ , .

$Here$ $T$ $denotes$ $the$ a $djo$ I $nt$ op $er$ a $tor$ $of$ T. $\delta$ , $the$ $D$ I $r$ a $c$ $re$ as $urec$ on $c$ en-

$tr$ a $t$ ed a $t$ $t$ . To do $this$ 1 $et$ $t$ $\in$ $[0,1]$ a $nd$ $set$ $tI$ $=$ $\varphi_{1}(t)$ . $t_{*}$ $=$

SP 2 (t), $where$ V‘ 1 a $nd$ $\varphi_{a}$ $denote$ $the$ $represent$ a $tion$ $functions$ $of$ $T_{1}$ a $nd$

$T,$ , $respective1y$ . $Then$ $(T_{1} + T_{z})$
’

$\delta$

’ $=$
$\delta t_{1}$

$+$

$\delta t_{*}$ a $nd$ $hence$

$||$ $(T_{1} + T_{3})$
’

$\delta,$ $||=$ $||T_{1}$ $+T_{a}||$ $=$ 2. a $nd$ (1) $w$ a $s$ $sh$ ow $n$ . No $w$ $sup$ po $se$ $th$ a $t$

$\mu$ $\in M[0,1]$ . $||\mu$ $||\leqq$ 2, $\mu(1)$ $=$ 2 a $nd$ $\mu(x )$ $=$ $t_{1}$ $+$ $t_{a}$
“ $(1 \leqq m \leqq 4)$ .

$Then$ $\mu$ I $s$ po $s$ \ddagger $tive$ a $nd$ $\mu$ $((x - t1) ’ (x - t_{z})z)$ $=$ $0$ . $Hence$ $the$ $sup$ po $rt$

$of$ $\mu$ $is$ $cont$ a $ined$ $in$ $\{t_{1}, t_{a}\}$ . $Therefore$ a $simp1e$ $c$ a 1 $cu1$ a $tion$ $imp1ies$

that $\mu$
$=$ $\delta$ $+$ $\delta$ and so (2) was shown. Q. E. D.

$t_{1}$ $t_{*}$
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$Rem$ a $rk$ 1. $By$ a $s$ \ddagger $mi1$ a $r$ $method$ $used$ $in$ 1 $he$ $pr$ oo $f$ $of$ $Th$ eo $r$ em, $we$

$h$ a $ve$ $th$ a $t$ $ 1\otimes\delta$ . $+$ $1\otimes\delta 1$ $is$ I} K $W$ $for$ $\{$ 1. $x$ . $x^{*}\}$ a nd $th$ a $t$ $for$ a $ny$

$h$ om $o\pi|orphism$ $T$ $of$ $C[0.1]$ $into$ I1 $se1f$ . $ 1\otimes\delta$ . $+$ T. $1\otimes\delta 1$ $+$ $T$ a $re$

B K $W$ $for$ $\{1. x, x^{*} x \}$ . $Thcn$ $it$ $wi1$ I $bc$ $v$ a 1 $u$ a $b1e$ $to$ $invcstig$ a $te$ a $p$ a $ir$

$of$ $t$ wo $h$ om $omorph$ I $sms$ $whose$ $sum$ $is$ $BKW$ $for$ $\{$ 1. $x$ . $x^{*}\}$ $or$ {1. $x$ . $x^{*}$ . $x$
$|$ .

$Rem$ a $rk$ 2. $For$ $the$ n-c a $se$ . $we$ $h$ a $ve$ $th$ a $t$ $if$ $T_{1}\ldots.$ . T. a $re$ $h$ omom $or-$

$phisms$ $of$ $C[0.1]$ $into$ $itse1f$ . $then$ $T_{1}$ $+$ . . . $+$ T. I $s$ a BKW-op $er$ a $\downarrow 0r$ $for$

$the$ $test$ $functions$ $\{1. x\ldots..x ’ ‘‘\}$ . I $\mathfrak{n}$
$f$ a $ct$ $note$ $th$ a $t$ $if$ $t_{1}\ldots.$ , $t$ . $\in$

$n$

$[0.1]$ a $nd$ $\mu$ $\in M[0.1]$ $such$ $th$ a $t$ $\mu(x )$ $=$ $\Sigma$ $t$ . ( $m$ $=$ $0.1\ldots.$ . 2 n). $then$
$k=0$

$n$ $n$

$\mu$ (II ( $x$ $-$ $t.$ ) $*$ ) $=$ $0$ a $nd$ $hence$ $\mu$
$\Sigma$ $\delta$ I $s$ $theon1y$ $t|e$ a $sure$ $in$

$k=0$ $k=0$ $t_{*}$

$M[0.1]$ $which$ $extends$ $\mu$
$|$ $\{1. x\ldots.. x^{*} \}$ a $nd$ $which$ no $rm$ $is$ 1 $ess$ $th$ a $n$

$n$ $(=||\mu || )$ . Th $erefore$ $thedesir$ ed $resu1t$ $fo11ows$ $fr$ om $the$ $simi1$ a $r$

method used in the proof of Theorem.
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