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Bertini classified the birational involutions of the complex pro-
jective plane, but his geometric approach does not allow one
easily to exhibit these maps explicitly. In this article, we present
an effective approach to this problem by associating to each
quadratic foliation a birational involution that is, in the generic
case, a Geiser involution; this subject has already been covered
by Geiser, Milinowski, Williams, and others. We end by con-
ducting some experiments, from which we obtain trivolutions
from some foliations of degree 3.

La classification des involutions birationnelles du plan projectif
complexe remonte essentiellement à Bertini ; cette classification
de nature géométrique permet difficilement la construction ex-
plicite de telles involutions. Nous proposons une approche ef-
fective permettant d’associer à tout feuilletage quadratique une
involution qui, dans le cas générique, est de Geiser ; ce sujet
a déjà été étudié par Geiser, Milinowski, Williams et alt. Nous
présentons ensuite quelques expériences qui produisent des tri-
volutions à partir de feuilletages cubiques très spéciaux.

1. INTRODUCTION

���� �� ����� �� �� ������ ��� ������������ ��� �����
 ����������� �� ����! 2 "����# 3$ �� ����������� "����# ���%
���������$ &�������������# ' ��  ���������� F �� ����! 2

�� ���� ���(���� ��������) �� ���� �������� ��� ������%
���� &������������ � ��� ������ �!�!����� �� P2(C) � ����
������ �� �������� ���� F * �+����������� IF ��� �������
��� ���� ������ ��� ��� ���������� &������������ ���� ����%
������ ������!� , F # -� ����� ��� ������ !����!� ��� IF ��
��� ������ ���������� �� F * ��� ����&�� ��������!�� ��� IF
�� ��� ����&�� ��� ������ �� �������� ����� F �� ��� ���%
����� �� ������� ������� ��� ��� ������ ���������� �� F *
�+��.!����� ��� ������ �+��/����� �� F �� �+��.!����� ���
������ 0��� �� IF # -� ������ ��� �+���������� ������!� ,
��  ���������� ����������� �!�!����� �� P2(C) ��� ��� ��%
�������� �� 1����� * ���� ������ �+�� ������ ��� ��������
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����������# -� �+���!����� �� ����������� ��  ���������� FJ

�� 2�������� �� ����! 2 ���� ������ �+���������� ����%
��!� IFJ ��� ��� ���������� �� 1����� * �� ������ �����%
��! ��� IFJ �� �� ������ �+��������� �� FJ ��� �� ����%
������ 0�� �+����� 42) ��� ���!�����&�� �� ������ �� 3��%
����# 4����������������� ��� ����������� �� 1����� ����
����������� ��� �� ����!� �+�� ������� �� ��&����� ��
�������� �!�!���� "56#	$# 3���� ���� �+� ������! �� �� �%
��� �� ������������ ��������� �� ������ �����������) �� ���
���&�7��� ��� ��� ���� ��������) � ���!����! �� ���&����
���.!��������� ����� �������� ��  ��� ����� 8�����) 9���)
9����) 3.�����) 3�:��:) 1�����) ;�����<�=�# ���� �� ��%
����� !���� �� 1920 8������� ���!������ �� ��!���� �� �!%
����.� �� �� ������������ �� �+���������� �� 1����� ����%
��!� , ���� ������ �� �������� �!�!���� >8������� 	
? * ��
�� ����� ��� �!�!�!���������) �!�!�!��������� ������!��
, ������ �� �� �������� ��� ������# @��������� �� �������
�� ��� ������� ������ �+!������ ��� ������������� ��� ��
��(�� ���� ��!����� ��� �������� ��A����! ��� �� �����%
������ , �+!�������� �� ������� �� ��� !�������� �������
, ��� !����� ���� �� ������� ��� ������� , �+�����
�� (���#

B!������������ , ��� ���������� &������������ I =

(I1, I2) �� ���� �������� ��  ���������� F �!���� �� �����
�A�� ��� �� �.��� �� ��������

(
x− I1(x, y)

) ∂

∂x
+
(
y − I2(x, y)

) ∂

∂y
.

3�  ���������� ��� �� ����! ���� 2n ���� n > 1 �� �.����
������ �!�!����� �������� n ��&���� ���������� ������� I *
�+��� ��� ������� �� ��� ���� ��� ����������� �� C������ �D
��� ��&���� ���� ������!�� �� �������������� �� 4 ��&���� ��
����������# E� ����! 2 �+��.!����� ��� ������ �+��/�����
�� F ��� �������� ���� �+��.!����� ��� ������ 0��� ��
IF * �� ����� ��� �� �+��� ���� �� ��� �� ����! ���!����� �
��� ����&�� �� ������ �+��/����� ������� F��� ������!��
��� IF #

3�����!���� ��  ���������� F �� ����! 3 ��� P2(C)#
4���� ������ �!�!����� �� P2(C) ��� �������� , F ��
����� ������# G+H ����������� I ��� !�.���� ��� �����
������ ��� �� �!�!��� ���������!� * �� ����� �� ���%
�7�� ��� ������ ��� ����� ����������� ��� &������������
�� ��� ������ �� �������� ��� �������� ����������# -�
������7�� �� ����������� �� ��� ���  ����������� .���%
�7��� �!�!������ * �+!��������� ����������� ������!� ��� �!%
������������ �� 2�����7���# -� ������� ��� ��������
��� ���������� �� ���������� ��� 3%������ .���������
��� C2#

2. QUELQUES DÉFINITIONS ET NOTATIONS

2.1 Transformations Birationelles

J�� �����������	�� ���	���
��
 f : P2(C) ��� P2(C) ��
���� ���(���� �������� ���� ���%�F�� ��� �� ��  ����

(x : y : z) �→ (f0(x, y, z) : f1(x, y, z) : f2(x, y, z)),

��� fi �!������� ��� ���:�K��� .����7��� �� �F�� ��%
��! ����  ������ ������# G� �
�� �� f ���) ��� �!0��%
����) �� ����! ��� fi# J�� �����������	�� �	���	���
��
 ���
��� ����� �������� ����������� ��� ����� �� �������) ���%
�F�� ���������# G� ����
 �
 ��
����) ���! Bir(P2(C)))
��� �� ������ ��� ����� ��������� &������������� �� ����
���(���� ��������# G� �	
� ��	����
��	���	�� �� f ) ��
������ �+�����&�� ��� ��	��� ������� ��� f ) ��� �� ����
�+���������� ��� fi * �� �� �!����� ��� Ind(f)# G� �	
�

��
��	���
� �� f ��� �+�����&�� ��� L!��� �� �!�����%
���� (���&��� �� f * �� �� ���� Exc(f)# -� ��� ��� ���
!�!����� �� Exc(f) ���� ��� �����
� ���������
� ��� f #
�!������� ��� Fix(f) �+��.!����� ��� ������ 0��� �� f *
�+��� ��� ����� �� ����&�� �� �� ������ ����!�#

Exemple 2.1. G� ����� �������� ���� 	������	�� �
 ��
�
����

σ : P2(C) ��� P2(C), (x : y : z) �→ (yz : xz : xy)

��� &������������ �� ����! 2# -� �!��0� ���

Ind(σ) = {(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)},
Exc(σ) = {x = 0} ∪ {y = 0} ∪ {z = 0},
Fix(σ) = {(1 : 1 : 1), (1 : 1 : −1), (1 : −1 : 1),

(−1 : 1 : 1)}.

G� ����
 �
 �����	��
� dJ ��� �� ����%������ �������
�� Bir(P2(C))  ���! ��� ����� ��������� ��!������� ��
0&������ y = ���) �#�#

dJ � PGL2(C(y)) � PGL2(C)

=

{(
a(y)x+ b(y)

c(y)x + d(y)
,
αy + β

γy + δ

) ∣∣∣[
a b
c d

]
∈ PGL2(C(y)),

[
α β
γ δ

]
∈ PGL2(C)

}
.

-� ������� �����������	�� �
 �����	��
� ����� ����� ��%
������ &������������ ��!������� ��� 0&������ �����������)
���� !���� (����0! ��� ��  ��� ��� ����� 0&������ ������%
����� ��� &���������������� ���(���!� , �� 0&������ y =

���# G������ �� �������
[
α β
γ δ

]
����!����� �+�������!) ��

��� ��� �� ����� �������� �������������� �������� �� 0%
&������ 0&�� , 0&��#
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2.2 Feuilletages

J� �
�	��
��
 ���������
 F �� ����������� 1 �� �� ��%
��! ν ��� P2(C) ��� �!0�� ��� ��� 1% ���� �� �:��

ω = u(x, y, z)dx+ v(x, y, z)dy + w(x, y, z)dz,

�D u) v �� w ���� ��� ���:�K��� .����7��� �� ����! ν+1

���� ���������� ������� �!��0��� �+�������! �+E���� �

xu(x, y, z) + yv(x, y, z) + zw(x, y, z) = 0.

G� �	
� �	���	
� Sing(F) �� F ��� �� ���(�������! �� ����
��������� �� ω

Sing(ω) = {(x, y, z) ∈ C3 |
u(x, y, z) = v(x, y, z) = w(x, y, z) = 0}.

E� ����������� , �� ����� �A�� z = 1 �� 1% ���� ω �+!����

u(x, y, 1)dx+ v(x, y, 1)dy = ũdx+ ṽdy + φ(xdy − ydx)

�D ũ �� ṽ ���� ��� ���:�K��� �� ����! �� ���� ν �� φ ��
���:�K�� .����7�� �� ����! ν#

N����� F ��  ���������� �� ����! ν ��� �� ���� ���(���� 
��������) D ��� ������ �!�!���� �� p �� ����� �� D ���
��������� ���� F # -� ��� ��� F ��� ������
��
 , D �� p ��
��  ������ Lp �� F �� p ��� ���������� , D �� p * ����� ��
��� ��� p ��� �� ��	�� �
 ���
��
 ����� D �� F # G� �
��
ν �� F ��� ���������� �� ���&�� �� ������ �� ��������
����� D �� F #

G� ������0������ ���  ����������� �� ����! 0 �� 1 ���
P2(C) ��� ������ ������ �� OPO��� ��7��� >2�������� �M?#
J�  ���������� �� ����! 0 ��� P2(C) ��� �� ������� ��
�������# 4���  ���������� �� ����! 1 ��� �� ���� ���(���� 
�������� ����7�� ����� ����������!� �����!�� ���� �����%
������!) �) �� �����) ��� ������ ���������� �� ��� ����! ���
��� 1% ����  ���!� ����������� "��� ��������� �� ������
�� ���:�K�� .����7�� P ��� ��� ω/P ����  ���!�$ * ���
 ������� ���� ��� ����������� �������� ��� H ������� I
�+��� ��������� �� ����� 1% ����# Q��� ν ≥ 2 ��� ��
������!�!� ��� !�! !��&����) �� �� �+��� �� ��� ��������� �!%
�!����� �� ����&� ���������� >2�������� �M) 3������ ���
G��� R��� M�?#

J� ����� �!������ m �� F ��� ��� ��	��
�	�� "����
F$ �� Lm � �� ����� �+��/����� �� m * �� �!����� ���
Flex(F) �+��.!����� �� ��� ������# Q�!������� �� ��:��
�� �!�������� ��� �����&�� Flex(F) ����! ���� >Q��%
���� 
�?# N��� Z = E ∂

∂x + F ∂
∂y + G ∂

∂z �� �.��� �� ���%
����� .����7�� ��� C3 ��� �����!���� �� �.��� ������
R = x ∂

∂x + y ∂
∂y + z ∂

∂z �!������� F ) �#�# ��� ���

ω = iRiZdx ∧ dy ∧ dz. "�$

�!0������� �� ���:�K�� H ���

H(x, y, z) = det

⎡
⎣ x E Z(E)

y F Z(F )
z G Z(G)

⎤
⎦ ;

������ ��� H �� �!���� ��� ��� �.��� �� ω �� �� �.���
�� �������� Z ����� ������ "�$) ���� �� ����� , ���������
�������������� ��7�# �+���7� >Q������ 
�? �� ���� ��� L!���
��H ��� ��������! �� Flex(F) �� �� �+�����&�� ��� �������
����������� ��� F #

N��� F ��  ���������� �� ����! ν ��� P2(C)# G+�����%
������ �� 1���� ��� �+����������� ����������� G �� P2(C)

���� P̌2(C) ��� , �� ����� �!������ m ������� �� ��������
TmLm , Lm �� m# G� ���� ������������ �� G ��S�����
���� ��� ������� ����������� ��� F �� ��� ������ �+���!���%
�������� �� G ���� ��� ������ ���������� �� F # J� �����
m ��� ��� ����	��
 ���� F �+�� ��� �!������ �� �� TmLm
� ���������� ν �������� ���� F # G+�����&�� ��� ������
�!�!������ ���� F ��� �� �����!���� �� (H = 0)# R�%
���� Λ �� ���� ��� L!��� �� H �� Λ′ ��� ����� ��� G# N���
D �� ����� �� P̌2(C) \ Λ′ * �� 0&�� G−1({D}) ��������
���������� ν ������ �� �� �����������

G|P2(C)\Λ : P2(C) \ Λ→ P̌2(C) \ Λ′

�� G , P2(C)\Λ ��� �� ���F������# -� ���� �� ��������
, ������� ���������� �� ��� ���F������ ����7�� ��� ����%
����.����� ��� ���� &����������� * �� ����� ���� �� �����
�������� !�!����� �� �!����� , ����� ��������#

3. FEUILLETAGES QUADRATIQUES ET
INVOLUTIONS BIRATIONNELLES

3.1 Construction de l’Involution et Premières
Propriétés

' ����  ���������� F �� ����! 2 �!0�� ��� �� ���� ���(���� 
�������� �� ���� �������� ��� ���������� &������������
IF # E� �T�� ������!���� �� ����� �!�!����� m ���� F * ��
 ���������� !���� ����������� TmLm ��� �������� , F ��
�� ������ ����� p) �+���������� IF ��� �� ����� ��������
��� !�.���� ��� ���� ������# Q��� ��!���!���� ���������
��� F ���� �!���� ��� �� �.��� �� �������� X# G+����� ���
IF �+�� ����� �!�!����� ���� F ��� �� ����� m+ sX(m)

�D s ��� �+������ �����7��� ��� ��� ���� ������ X(m) ��
X(m+ sX(m)) ���� �����!�����#

N����� q �� ����� ��������� �� F �� P(q) �� ������� ��
������� ������� ��� q# G� ����&� ��� ������ �� ������%
�� Tang(F ,P(q)) ����� ���  ����������� F �� P(q) ���
��������!� ��� IF ��� q# -� �������� ��� ������ ���
����&�� ��������!�� ���� �� �� �:��# Q�� �������� ��%
���� Inv(F) �+�����&�� ��� ������� ����������� ��� F #
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-� � �+��������� Flex(F) ⊂ Fix(IF )# -� ����� ���� ����
��� �������� �D ��������� ������� �� Inv(F) ���� ����
Fix(IF ) �� �+������ ���� ��������!�� ��� IF #

Q��� F �!�!����� IF � ���� ������ �+���!�����������
������������� ��� ���� ������ ���������� ��  ���������� ��
���� ����&�� ��������!�� ��� ���� ��� ��&����� , �����
���&�� * �� ��������� ���� ���� ��� �� �����#

Définition 3.1. N��� F ��  ���������� ��� P2(C)# G� ����%
������ �� Aut(P2(C)) ��� ��!����� F �+������� �� ����

��	������	
 �� F * �+��� �� ����%������ ���!&����� ��
Aut(P2(C))# -� �� ���� Iso(F)

Iso(F) = {ϕ ∈ Aut(P2(C)) |ϕ∗F = F}.

Remarque 3.2. N����� F ��  ���������� ����������� �� IF
�+���������� ������!� * IF ������� , ���� ��� !�!����� ��
Iso(F)#

3.2 Classification des Involutions Birationnelles du
Plan Projectif Complexe

V���� �+!������ �� �!������ �� C������ ������ ��� C�:��
�� C��������) ������������ ����� �:��� �+����������� ���)
����� �� �� �����) (����� �� �K�� ��7� �����������#

N����� p1) . . . ) p7 ���� ������ �� P2(C) �� �������� �!%
�!����) �+���%,%���� ����� ������ ��� ���������� ��������� �
�� �+: �� � ��� ����� �����!� �� �� �+: �� � ��� ��� ���
��� �������# �!������� ��� L �� �:��7�� ���!���� �� ��%
&����� ������� ��� ��� pi * �� ��� �� ��������� 2# N��� p

�� ����� �!�!����� �� P2(C) * ������!���� �� ������� Lp

��������! ��� !�!����� �� L ������� ��� p# J� �������
�� ��&����� �!�!������ �:��� ��� ������ &���) �� �!%
0��� ��� IG(p) �� �����7�� ����� &��� �� Lp# G+����%
������ IG = IG(p1, . . . , p7) ��� , p ������� IG(p) �����
���������� ��� �����!� 	������	�� �
 �
	�
�# -� ���� �!%
��0�� ��+��� ����� ���������� ��� &������������ �� ����! 8

�� ��� ��� ������ 0���  ������ ��� ����&� ��� .:���%
���������� �� ����� 3) �� ����! 6 ���� 7 ������ ���&���
���������� ��� �� �������� �� ��� pi# G� ���� ���������%
��� �+��� ���������� �� 1����� ��� ��������! �� ���� ��%
&����� ������� ��� ��� ���� ������ �+���!����������� ��
IG �� �������7�� �� �+�� ��� ���� ������ "��&����� , �����
���&��$#

3�����!���� �+�����&�� S ��� ��������� �:��� .���
������ ���&��� p1) . . . ) p8 �� �������� �!�!����# W�����
�� ����� m �� P2(C) * �� ������� ��� !�!����� �� S �:���
�� ����� ���&�� �� m �������� �� ����7�� ����� ���&��
m′# G+���������� ��� !�.���� ��� ������ m �� m′ ��� ���
	������	�� �
 �
��	�	 ��� �+�� ���� IB = IB(p1, . . . , p8)#

G�� ������ 0��� �� IB  ������ ��� ����&� ��� .:���%
���������� �� ����� 4) �� ����! 9 ���� ��� ������ �������
�� ��� pi) ���� �� ��������!� ��� �������.� , ��� �����%
������� ��� �������7�� �+��� ��� ��� ��&���� �� �+�� �K��
����������� ���� P3(C)#

Q��� 0��� ������������ ��� ����������� �� 2�����7���#
N��� C ��� ����&� ���!�����&�� �� ����! ν ≥ 3# -� ���%
���� ��� C ����7�� �� ������ ����� ��������� p ��� ���� ��
���� �� ����� �������� ��������� �� �����������! ν−2# V�
������ (C, p) �� �� �������� ��� ���������� &������������
IdJ ��� 0�� �� ����&� C �� ��!����� ��� ������� ������� ���
p# N��� m �� ����� �!�!����� �� P2(C) * ������ qm) rm
��� ���� ������ �+������������) ��������� �� p) �� �� ������
(pm) ���� C# G� ����� �������� IdJ ������� �� ����� m

�� ���(���! .��������� �� m ��� �� ������ (pm) ��� ���%
���� , qm �� rm * ��� ��������� �� ����� IdJ(m) �!��0�
�� ������!�! �������� � �� &�������� �� m) IdJ(m)) qm ��
rm ���� −1# G� ����� �������� IdJ ��� ��� 	������	�� �

�����	��
� �� ����! ν �����!� �� p �� ��!������� C# G+��%
���&�� ��� ������ 0��� �� IdJ ��� ��!���!���� �� ����&� C
��� ��� �� ����� ν−2 ���� ν ≥ 3# Q��� ν = 2 �� ����&� C
��� ��� ������� ����� * ��  ��� ����� �� �F�� ������������
�� �.��������� �� ����� p ���!����� , C#

Définition 3.3. -� ���� ��+��� ���������� ��� �� ���
 ����
 
��	� �� ���� ��� &���������������� ���(���!� , ��� ����%
������ ���(������) �� ���
 �����	��
� �� ���� ��� &�������%
��������� ���(���!� , ��� ���������� �� 2�����7��� * ��
�F�� �� ������� �+���������� �� ���
 �
��	�	) ����# ��
���
 �
	�
�#

G+!����! ������� ����� �� ������0������ ��� �����������
&�������������#

Théorème 3.4. [C������ ��) C�:�� ��� C�������� 

] !�

	������	�� �	���	���
��
 
�� �
 ���� �
� �����
 ���
� " ����
 
��	�# �����	��
�# �
��	�	 �� �
	�
�$

���� >C�:�� ��� C�������� 

? ��� ������� ��������
����� ��� ��� ������� �� ���(������� ��� ����������� ��
Bir(P2(C)) ���� ���������� �!������!�� ��� �� �:�� &�%
��������� ��� ����&�� �� ����� ������ 0���#

3.3 Feuilletages Quadratiques Génériques de P2(C)

B�������� ��+��  ���������� ����������� � ���� ������
���������� �����!� ���� �����������! * �� ���� �� �� ��
����� ���� ������ �� �������� �!�!���� "���� �� �F��
���� ��� ��!�!�������$ �� ������ �� �� �� ����  ����������
����������� �:��� ��� ���� ������ ���� ������ ����������
>1X��L%;��� ��� Y��� M?#
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Théorème 3.5. %�	
�� p1# . . . # p7 �
�� ��	��� �
 P2(C)


� ���	�	�� ������
$ %�	
�� F �
 �
�	��
��
 �������	��

�
 P2(C) ���� �
 �	
� �	���	
� 
�� �����	��� �
� pi 
� IG
��	������	�� �
 �
	�
� �����	�
 ��� pi$ &�	������	�� IF
�����	�
 ' F 
� IG ��(��	�
��$

Corollaire 3.6. &�	������	�� �����	�
 ' �� �
�	��
��
 ����
����	��
 ����	��
 ��� P2(C) 
�� ��
 	������	�� �
 �
	�
�
�$

)���������	�� �� *������
 +$,$ N��� Ω ��� 1% ���� �!%
0������� F

Ω = udx+ vdy + wdz

���� u) v) w ��� ���:�K��� .����7��� �� ����!� 3 �� x)
y �� z ����� ������ �+�������! �+E����) �#�# xu+yv+zw = 0#

G+�����&�� ��� ��&����� ������� ��� ��� ���� ������
���������� ��� �+���7� �+.:���.7�� �� �!�!�����! �� ����
���(���� # P� �+������0� �� ���(�������! P(E) �� �+������
��������� E = {λ1u+ λ2v + λ3w |λi ∈ C}#

B�������� �+���������� �� 1����� IG ������!� �� 7%
����� �� ������ P = (p1, . . . , p7)# N� m ��� �� ����� �!�!%
����� �� ���� ���(���� ��������) �+�����&�� ��� !�!�����
�� P(E) ������� ��� m ��� �� ������� P(E(m)) ����

E(m) =
{
λ1u+ λ2v + λ3w | λi ∈ C,

λ1u(m̃) + λ2v(m̃) + λ3w(m̃) = 0
}

�D m̃ ��� �� �����! �� m , C3 \ {0}# 3� ������� ��������
��� pi) m �� ���� �� ����� ����� &��� ���! m′# G+����%
������ �� 1����� ��� �� ����� �������� ��� , m �������
m′# B��������� ��� E(m) = E(m′) �� ��� ��� �����
Ω(m̃) �� Ω(m̃′) ���� C%�����!�����) �#�# ��� ����� kerΩ(m̃)

�� kerΩ(m̃′) ���� ����������# R����� ����� ��� �+�������!
�+E���� ������ ��� m̃ �� m̃′ ������������� , �� ����# P� ��
�!����� ��� kerΩ(m̃) = kerΩ(m̃′) ��� �� ���� �!0�� ��� m̃
�� m̃′# 3��� �� ������� ��� P2(C) �� ��  �Z�� �������� � ��
������ (mm′) ���� P2(C) ��� �������� , F �� m �� m′ *
��� ����!����� �+���������� �� 1����� IG ��� ����������
�+���������� IF ������!� ��  ���������� F #

G�� ���� ��������� ��� ������� ��!������ �� ��� ���
������! �� 56#�#

Remarque 3.7. N� F ��� ��  ���������� �����������) ��
���:�K��H ������! , F ��� �� ����! 6 * �!�!��������� ��
��� F �+� ��� �� ������ ���������� >2�������� �M) 3������
��� G��� R��� M�? ���� Flex(F) �� (H = 0) ��S�������#
�+����� ���� ����� IF ��� �� �:�� 1����� �� ����&� ��
������ 0��� ��� ��� ����&� ���!�����&�� �� ����! 6) �� ���
 ���� �+��������� Flex(F) ⊂ Fix(IF ) , F��� ��� !�����!#

Remarque 3.8. N�������� ��� �+������� �� �� ����� z = 1

���� �� ����� ��������� �� F # 3���� F ��� �!�!�����) ��
���) ���� �� &�� �.��� �� ��������!�� �A���) �!���� ���

X = (x+ · · · ) ∂

∂x
+ (ay + · · · ) ∂

∂y
, a 
∈ {0, 1}.

N��� t �→ (x(t), y(t)) ��� ����&� ���!����� ������ �� X

��� �+��� ��� ��� ������ * ��� ������ �+��/����� ��� �����
����&� ���!����� ���� ����!� ��� ẋÿ− ẏẍ = 0# G+�����&��
Flex(F) ��� ���� �!���� �� ��������� �� �+������� ��� a(a−
1)xy + · · · = 0# P� �� �!����� ��� �!�!��������� Flex(F))
�� ���� Fix(IF )) ��� ��� �������� ���� 7 ������ ������
�� ��� ��� �� �!������ ���������#

3.4 Exemples Explicites d’Involution de Geiser

N��� F ��  ���������� ����������� �!�!����� ��� P2(C) *
�� ���� �������� , ���(������� ���!���� ��7� ��� (1 : 0 :

0)) (0 : 1 : 0)) (0 : 0 : 1) �� (1 : 1 : 1) ���� ���������� ����
F # G�  ���������� F ��� ����� �!0�� ���

(εx2y + ax2 + bxy + cx+ ey)
∂

∂x

+ (εxy2 +Ay2 +Bxy + Cx+ Ey)
∂

∂y
.

Q������ �!�!��������� �� ������ , �+��0�� �+��� ��� ��!%
����!� ��� F �� ���A����� ε ��� ��� ��� �� �� �� ���7�� ,
ε = 1 * �� ���� �� � 1+a+b+c+e = 1+A+B+C+E = 0)
��� ���� �����7��� ���������� �������� ��� (1 : 1 : 1) ���
���������#

G+���������� ������!� IF �+!����
(

U1

TU2
, V1

TV2

)
����

U1 = (B − a)
(
E − A(B − a)

)
x3y2

+
(
E(aB − a2 + C) + 2AC(a−B)

)
x3y

+ C(aE − AC)x3 + e(AE − bE − cA+ eB)y3

+
(
2(A2c− eE − bcA− A2E)− aeA+ ce+ beB

+ 3bAE − b2E
)
xy3 + (cE − eC)(E − c)xy

+ e(eC − cE)y2 +
(
aeB − eC − eB2 + E2 − cE + bBE

+ 2(bAC − acA− A2C − abE − ABE + cAB)

+ 3aAE
)
x2y2 +C(cE − eC)x2

+
(
2(cAC − eCB − acE − ACE) + aE2 + cBE + bCE

+ aeC
)
x2y +

(
2A(A− b)(a−B) + e(a−B)

+ (A− b)E
)
x2y3 + (b−A)

(
e−A(b− A)

)
xy4

+ (beC − aeE − c2A+ bE2 − AE2 + 3cAE + ceB − eBE

− 2bcE)xy2 + e(A2 − bA+ e)y4,
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V1 =
(
2a(a−B)(b− A)− ac− AC + bC + cB

)
x3y2

+ (A− b)
(
a(A− b) + c

)
x2y3

+ (a−B)
(
C + a(a−B)

)
x4y

+
(
2(aBE + cC − a2E + a2c)− 3acB −CE + aAC

− bBC + cB2
)
x3y + C(cE − eC)x2

+ (E − c)(cE − eC)xy +
(
2(aAE − aeB + abc

− abE + cAB + a2e) + b2C + eC − bcB − c2 − 3acA

− bAC + cE
)
x2y2 − C(C − aB + a2)x4

+ (2cBE + aE2 − bCE − 3acE − c2B + bcC + cAC

− eCB + ac2)x2y + C(aE − bC − ac+ cB)x3

+ e(ae− cA)y3 +
(
2(ace+ beC − aeE + cAE)− c2A

− ceB − eAC − bcE
)
xy2

+
(
cA2 − ce− bcA+ 2ae(b− A)

)
xy3 + e(eC − cE)y2,

U2 = xy2 + Ay2 +Bxy + Cx+Ey,

V2 = x2y + ax2 + bxy + cx+ ey,

T = (C − aB + a2)x2 + (E − c− AB + ab)xy

+ (bC − cB − AC + ac)x+ (bA− A2 − e)y2

+ (bE − eB − AE + ae)y.

Q��� ��� �.��� �!�!������ ��� ���A������ ���� ������
�+����� ��� �������� ���������� �+����������� �� 1�����
H ��������!�� I �� ���� �D 4 ��� ������ �+���!�������%
���� ����� ��� 7 ���� 0�!� ����� ��!�!�������# \����
������� �� ����7��# -� �.����� ���� C2 ⊂ P2(C) �����
�������� ������ m1) m2) m3 �� ����� ��� ���� ��� ����
������ �� �+: ��� ��� �� ���0��������� �� 3 ������ �� ���%
�������# -� �.���.� ����� ��� ���A������ a) b) c) A) B)
C ���� ��� �� �.��� X ������������� �+������ �� ��� mi#
N� mi = (xi, yi) �� ���� �!������ �� �:��7�� ���!����{

(x2
i − yi)a+ (xiyi − yi)b + (xi − yi)c = yi − x2

i yi,
(y2i − yi)A+ (xiyi − yi)B + (xi − yi)C = yi − xiy

2
i ,

"6]�$
���� i = 1, 2, 3# R����� D(m1,m2,m3) �� �!���������
�� �� ������� ������!�# N� ��� ������ mi ���� �.����� ��
����� ��� D(m1,m2,m3) ���� ��� ���) �� ���� �������
�� �.��� X ���.���.!# P� ����� ������� , �!��0�� ��� X

�!0��� &��� ��  ���������� ����������� �+���%,%���� ���
��� ����������� �� X ���� ����  ������ ������# -� ���
����� �����! ��� ���� ��� 7 ������) �� �+: � ��� �� �������
������� ��� 6 �+����� ��� * �� �T�� �� C ��� ��� �������

����� �� F ��  ���������� ����������� ��� �� ���� ���(���� 
��������) C �������� �� ���� ���� ������ ���������� �� F
"��	� >3������� ��� -������� 

?$# -� �������� ��� ���
����������� ���� &��� �� ����! 8#

V��� ��� ��������� ��!�!������ �+!����! ��� ���� �!����
�� ����!���� ��� �+������� ��� �� �+���7&�� ���!����#

Proposition 3.9. %�	
�� m1# m2# m3 ���	� ��	��� ����
�	��
� ���� C2$ %�	� (a, b, c, A,B,C) ��
 �����	�� �

"6]�$$ -���� ��	������	�� �����	�
 ��� �
�� ��	��� (1 : 0 :

0)# (0 : 1 : 0)# (0 : 0 : 1)# (1 : 1 : 1)# m1# m2 
� m3 
��

�����
 ���
(

U1

TU2
, V1

TV2

)
$ ��
�� ��
 	������	�� �
 �
	�
�$

Remarque 3.10. ���� >8������� 	
? �+������ ��������
�������) ������� ��� mi ���� �� �������� ��!�����)
�+���������� �!�!�7�� "&����� �� ����!) ����&�� ����%
�������)# # # $#

Exemple 3.11. N� m1 =
(
1
2 ,

3
4

)
) m2 =

(
3
4 ,

1
2

)
�� m3 =(

4
3 ,

2
3

)
) �+���������� ������!� IF �+!���� �����

(
U1

TU2
, V1

TV2

)
����

U1 = 1220x3y2 − 1844x3y + 693x3 − 2456x2y3 + 3624x2y2

− 1054x2y − 198x2 + 1184xy4 − 1768xy3 + 259xy2

+ 286xy + 144y4 − 36y2 − 54y3,

V1 = 976x4y − 792x4 + 1988x3y2 − 5456x3y + 3267x3

− 3848x2y3 + 5652x2y2 + 242x2y − 2178x2 + 2936xy3

− 5951xy2 + 3146xy + 414y3 − 396y2,

U2 = xy2 − 47

18
y2 +

13

18
xy − x+

17

9
y,

V2 = −101

18
x2 + 11x2y − 221

18
xy +

44

9
x+ 2y,

T = −2(36x2 − 378xy + 198x+ 396y2 − 252y);

�+��� ��� ���������� �� 1�����#

���� ��� ��������.�� ��� �������) �� �+���!����� ���
����������� ������!�� , ���  ����������� �:��� ��� ������!%
�!�) ��� ������� �� �:�!�����) ��!������#

3.5 Feuilletage Quadratique de Jouanolou

G�  ���������� FJ ��� �!���� ���� �� ����� z = 1 ��� ��
1% ����

ωJ = (x3 − y2)
∂

∂x
+ (x2y − 1)

∂

∂y
;

��� ������� ��� �^ , 2�������� >2�������� �M?# 9����%
��������� �+��� �� ������� ������� ����� ��  ����������
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���� ����&� ���!&����� ���������� >2�������� �M? * �+���
����� ��  ���������� ��� �+����� ��� �+�����&�� ����%
��� ��� ������� �� �+�� �� ����� >3����.� ��� �� W�����%
���� 
�?#

G+���������� ������!� IFJ ��� ����!� ���

(xy7 + 3x5y2z − x8 − 5x2y4z2 + 2y3z5 + x3yz4 − xz7 :

3xy5z2 + 2x5z3 − x7y − 5x2y2z4 + x4y3z + yz7 − y8 :

xy4z3 − 5x4y2z2 − y7z + 2x3y5 + 3x2yz5 − z8 + x7z).

E��� ��� �� ����! 8 * ��� �������� Ind(IFJ ) = Sing(FJ) ={
(ξj : ξ−2j : 1) | j = 0, . . . , 6

}
�D ξ �!����� ��� ������ 7%

�7�� �� �+����!#
-� �������� ��� H(x, y, z) = 2(3x2y2z2−xy5−x5z−

yz5) * ������� FJ �+� ��� �� ����&� ���!&����� ����������
Flex(FJ) ��S����� ���� �� ���� ��� L!��� ��H �� �+��� �����
Fix(IFJ )# G� ����� (1 : 1 : 1) ��� �� ����� ��������� ��
Flex(FJ) �� �:�� ����� ���&�� ���������# E�  ������ ����
�� ������ �+��������� �� FJ

Iso(FJ) = 〈(y : z : x), (ξjx : ξ−2jy : z) | j = 0, . . . , 6〉
�� �������� ��� �.���� ����� ��������� �� FJ ��� �� �����
���&�� ��������� �� Flex(FJ) * �� ���� �!��0�� ��� ��
���� ��� ����� ������ ���������� �� Flex(FJ)# G� ������� ��
���������� ���!���� �� �+���!�����&����! �� H# P� �+�� ����
��� Flex(FJ) ��� ���!�����&�� �� �� ����� (6−1)(6−2)

2 −7 =

3# G�� ������ �� Sing(FJ) ���� ��� �+�������� ��!�!����
�� �������� �!�!���� �� ��� ����!����� �+���������� IFJ

��� ��� ���������� �� 1�����# G� ������ �������! ��� IFJ

�� Iso(FJ) ��� �� ������ 0�� ��� �� ���� F��� ���(���!
, �� ����%������ �� Aut(P2(C)) ��� ��� ����� ��������
&������������ "�� ����� 3 ��� ������ 0��� �� IFJ ��� ���
�&���������$# 3� ������ �������� ���� �� ������0������
��� ����%������� 0��� �� Bir(P2(C)) "��	� >������.�� ���
P�=���=�=. �
?$#

-� ���� ���� !������ �� �!������ �������#

Proposition 3.12. &�	������	�� IFJ �����	�
 �� �
�	��
��

�
 ��������� �
 �
�� 2 
�� �
 ���
 �
	�
�$ &
 ����


�
���� ��� IFJ 
� �
 ����
 ��	������	
 �
 FJ 
�� ��
���������
 .�	 ������
 42# ��� �	����	����
 �� ����
 �

��
����$

N� �+���������� ������!� , ��  ���������� �����������
��� ��!���!���� �� ����! 8) ���%���� �� �:�� 1����� _ G�
�!�����) �!������) ��� ����!� �� 56#[#	#

3.6 Feuilletages Quadratiques de P2(C) Ayant une
Unique Singularité

3������������ �� ��������.� ��!�!���� �������! �� ���
�!�!�����) �� �+���!����� ��� , ��� ���!����� ��  ������%

����� ������������ ��7� ������������) ���� ��� ��������
��� ����� ����������! * �� ������0������ �� ��� !�!����� �
!�! !��&��� ���� >3������ �� ��# 
M?#

Théorème 3.13. [3������ �� ��# 
M] / ���������	��

�
 P2(C) ����# 	� � � �����
 �
�	��
��
� �������	��
� ���
P2(C) ����� ��
 �
��
 �	�����	�� 0 	�� ���� ����	�� ��� �
�
1�����
� ��	����
�

ω1 = x2dx+ y2(xdy − ydx);

ω2 = x2dx+ (x + y2)(xdy − ydx);

ω3 = xydx+ (x2 + y2)(xdy − ydx);

ω4 = (x+ y2 − x2y)dy + x(x + y2)dx.

-� �!����� ��� Fk ��  ���������� ������! , ωk# ����
�.���� !���������! �� ����� ��������� ��� ����! �� �+���%
���� � Sing(Fk) = {(0 : 0 : 1)}# G�� ����� ��������  ������%
����� ���������� ��� ����������� �� 2�����7��� �� ����!
�� !����� �� !��� , 4# E�������� ��� ������� �+����������
������!� , F1#

3.6.1 Le FeuilletageF1 et Son Involution IF1 . G+����%
������ ������!� , F1 ��� IF1 = (x3 : −x2y : x2z−2y3) * ��
�������� ��+���� ��!����� �� 0&������ y/x = ���# E��� ���
�� ����! ����� �� ��� ������ 0��� Fix(IF1) ��S������� ����
�� ������ y = 0 * �+��� ���������� �+�����&�� ��� ������
�+��/����� �� F1# G+������ ������ ��������!� ��� IF1 ���
�� ������ �+!������� x = 0# G� ����� �������� IF1 �+!����
(−y, z−2y3) ���� �� ����� �A�� x = 1 * ���� ��� ���(���!�
, (−y, z) ��� �1 = (y, z + y3)#

-� ����) �+���7� >3������ �� ��# 
M?) ��� Iso(F1) =

{(β3x : β2y : z + γx) | γ ∈ C, β ∈ C∗} * �� ������ ���
�������.� �� ������ ��� ����� ��������� �A��� �� ��
������# -� �������� ��� ���� !�!���� �� Iso(F1) ��� ��%
������� ��� ���(������� ��� �1 * ��������� ��� �� ������
〈Iso(F1), IF1〉 �������! ��� Iso(F1) �� IF1 ��� ���!���%
��&�� "��� �1$ ���� Bir(P2(C))#

3.6.2 Le feuilletage F4 et l’Involution IF4 . G�  ������%
���� F4 ������ �+���������� �� ����! 8 ����!� ���

IF4 =
(
(xz + y2)(xyz + x3 + y3)2 :(

(2x2 − yz)(xyz + x3 + y3)

− x5 + x3yz − x2z3 − xy2z2
)
(xyz + x3 + y3)

: xy7 − x7y − 3xy4z3 − 3x2y2z4 + 4x4yz3 + 6x2y5z

+ 9x3y3z2 − x4y4 + x5y2z − x3z5 + 2x6z2 − y6z2
)
.

3���� �� �+� ��� ��!�!������� ��  ���������� ���%
�������� �!�!����� ������� ��� ���������� �� 1����� ��
����! 8 ����# G�  ���������� F4 ������� ��� ���������� ��
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����! 8 � ����� �� �!�!�!�������� ��  ���������� �� �������
��� ���(���� , ��� ����� �� ����! �� �+���������� ������!�#
4���� ��� IF4 �+��� ��� �� �:�� 1�����# E��� ����7�� ��
���� ����� �+���!����������� �� ��� �����&�� ���������%
��� Exc(IF4) = {xyz + x3 + y3 = 0} ��� ��� ��&���� ,
����� ���&��#

J� ������ ������ ��� H(x, y, z) = x4yz+ x3y3 + x6 −
3xy4z − y6− x3z3− 3x2y2z2# �+���7� >3������ �� ��# 
M?
��  ���������� F4 �+����� ��� �� ����&� ���!&����� ����%
������) ��� ����� Flex(F4) = Fix(IF4) �� (H = 0) ��S�%
������#

G� �.�������� �� �����&��� (y, z − y2) ������ ��
��������� ��� Flex(F4) = Fix(IF4) ��� ��� ����&� ��%
��������� �� IF4 ��� �� �:�� ���(���� #

G� ������ �+��������� �� F4 ��� ����! ��� Iso(F4) =

{id, (jx : j2y : z), (j2x : jy : z)}) �D j = e2iπ/3) �� ���%
����) ����� �� �+� ���) , IF4 # G� ������ �������! ���
IF4 �� Iso(F4) ��� �� ����%������ �&!���� , .��� !�!�����
�� Bir(P2(C))#

3.7 Feuilletages et Pinceaux de Coniques

G��  ����������� F ������!� , ��� �������� �� ��������
(����� �� �K�� ����������� ���� �� ������0������ ���  ������%
����� ������������ ��� ���� �����&�� Flex ��� ���� * ���
L!��� �� H ���� ���� ��� ������� ����������� "��� ���� ��
������� �!�!�����$# G+������� ��� ���� ������ ��� ���
������� ������� (���� ���� �+���������� ������!� IF ���
�K��� ��T!����� �� ����� ��+, �+������� �� ��� �!�!�����
Flex(F) �� Fix(IF ) ������� F��� ��T!�����#

-� ������7�� ��  ���������� F5 �!0�� ��� �� �������
y2−xz

xy = ���# G+���������� IF5 ������!� ��� ����!� ���
IF5 = (−x2 : xy : xz + 2y2)# -� �������� ��� �� ������
y = 0) ��� ��� ���������� ��� F5) ��� ��� ������ �� ������
0��� �� IF5 # Q�� ������ �� ������ x = 0) ��� ��� ���� �����
����������) ��� ��������!� ��� IF5 ��� �� ����� (0 : 0 : 1)#

-� �������� ���

Iso(F5)

=

{
(γ2x, γy),

(
x

1 + βy
,

y

1 + βy

) ∣∣∣ γ ∈ C∗, β ∈ C

}
.

E� �� ���Z��� ���� �� ����� x = 1 �� ������ ��� IF5

��� ���(���!� , (x : −y : −z) ��� �� ����� �������� (x2 :

−yx : xz−y2)# P� �� ������ ��� ����� ����������� �������
, Iso(F5) * �� ������ �������! ��� Iso(F5) �� IF5 ��� ���
���!�����&��#

4. FEUILLETAGES DE DEGRÉ SUPÉRIEUR ET
INVOLUTIONS

N��� I ��� ���������� &������������ ��� �+�� !���� I =

(I1, I2) ���� �� ����� �A�� z = 1# -� ���� ��� �!����.�

������� , �� ��!�!����� � �� ������� , I ��  ���������� F
�!0�� ��� �� �.��� �� �������� ���������

(
x− I1(x, y)

) ∂

∂x
+
(
y − I2(x, y)

) ∂

∂y
.

N����� ν �� ����! �� F �� D ��� ������ �!�!����� * F �)
��� �!0������ �� ����!) ν ������ �� �������� ���� D# N�
q ��� �+�� �� ��� ������) ����� ��� ������������ ��� �����
I(q) ��� I ��� ����� �� ����� �� �������� * ��� ����� ν ���
����#

G�� ����!� �� I �� F ���� ����!� ����� ���� � degF ≤
deg I − deg Fix(I)# N� Fix(I) ��� ���!�����&��) deg I −
degF ��� �� �������� �� deg Fix(I)# -� �� �!���� ���
������� ��� ��  ���������� ������! , ��� ���������� ��
C������ ��� �� ����! 17 − 9 = 8# C��� �^� �� I ��� ���
���������� �� 1����� ��!���!���� �� ����! 8 �� �����&�
��� �� ������������ ������!� ���  ����������� ������������#
-� �&����� ����) ������� �� ����! �� F ) ���! 2n) ��� �����%
������ ���� ����� ��� 2) �� �.!���7�� ������� � �.����
������ �!�!����� �������� n ��&���� ���������� ������� I# P�
�� ��� ����� ���� ��� ����������� �� C������ �D ��� ��&����
���� ������!�� �� �������������� �� 4 ��&���� �� ������%
����#

G� ����! ��  ���������� ������! , �+���������� �� 3��%

���� σ =
(

1
x ,

1
y

)
��� ����� 2) ���� !���� ��! ��  ��� ���

��� ������ 0��� �� σ ���� ����!�#
P� ��  ��� ��� ������ ��� ��  ���������� ������! �!�������

�+���������� ����� �� �������� ��� �������� ��� ������� *
���� R ∈ C(x) ���  ������� ����������� �� ����! ����%

������# G�  ���������� ������! , �+����������
(
x, R(x)

y

)
���

�� ������� �� ������� x = ��� �� ���� ���!���������� ��
�.��� �� R# 4���� ��� �� �+���� �� ��� �������������#

G+���������� �� �:�� �� 2�����7���

I =

(
y

1 + x2y2
, x(1 + x2y2)

)

��� �� ����! 9# E��� ��!����� �� 0&������ xy = ��� 0&��
, 0&��# G�� ������ 0��� �� I ���� ����!� ��� Fix(I) =

{y − x − x3y2 = 0}# G� ���� �+���!����������� �� I ���
��������! ��� ������ (1 : 0 : 0) �� (0 : 1 : 0) �� ��� ����
������������ ��� ����&�� z = 0 �� z4 + x2y2 = 0#

G�  ���������� F ������! , ����� ���������� ��� �� ����!
4 �� �!���� ��� �� �.���

− ∂

∂x
+ (1 + x2y2)

∂

∂y
.

P� �!0��� ��  ���������� �� B������ ��� P1(C) × P1(C) �
�� ��� �� �T�� ���������� , �� 0&������ x = ���# G+!���%
���� ��T!��������� �������) ���7� �!������� , ��� !�������
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FIGURE 1� ������ �	 
����
���
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FIGURE 2� ����
����� �	� ������ �	 
����
���

���!���� �� ������ �����) �+���7��� ��� ���  �������� ��
C�����#

N� D ��� ��� ������ �!�!���� ��� ������ ������ �� ���%
������ �� D �� F ����������� ���� ��&���� �� I "����
0���� �$#

V��� ��� ��������� .�&�������� �� �&�����

H(x, y, z) = 2xyz5(xz4 − yz4 + x3y2).

G�� ������� x = 0 �� y = 0 �� ���� ��� ����������� ��� ��
 ����������) ��� ������ z = 0 �+���# Q�� ����� Flex(F) ���
�+����� ��� ����&�� x = 0) y = 0 �� x−y−x3y2 = 0 * �����
�����7�� ����&�) ��� ��� ��!���!���� �+�����&�� Fix(I))
��� ����������# -� �������� ��� ��� ����&�� �� ������ �+��%
/����� x = 0 �� y = 0 ��  ��� ��� ������ ��� ������ 0���
�� ����� ���������� I# E� ����� �+����������� � ��� ����&��
x = 0 �� y = 0 ���� ��  ��� !�.���!�� ��� I#

-� � &� �������� �� ���� ������ �� ������ �� ��������
������� m1) m2 �� M1) M2 ���� ��� ������ �+��/����� m ��
M * , �+������� �� ��� �����������) �+���������� �+!�.����
��� m1 �� m2 "�������������� M1 �� M2$) ���� ������
m1 �� M1 "�������������� m2 �� M2$) ���� 0���� 	#

5. FEUILLETAGES DE DEGRÉ 3 ET TRIVOLUTIONS

5.1 Classification des Trivolutions Birationnelles

G�� ����� ��������� &������������� �!��������� �� �!��%
��� 3) ������ �����!�� ������������ &�������������) ��� !�!
�����!�� ���� >�� W����� 
�?� ��� ����������� &������������
T ��� , ���(������� &������������ ��7�
• �� &��� �� ��������.���� �� P2(C)*
• �� &��� ��� ����������� �� 2�����7���) �#�# ��� �����%

 �������� &������������ �+����� 3 ��� ��!����� ���
0&������ �����������*
• �� &��� �� ��������.���� ��� ��� ��� ��� �� ���

Q�LL� �� ����! 3 �!0��� ��� ��� !������� �� ��  ��%
�� x3 = F (y, z, w) ���� P3(C) ���� F ���:�K��
.����7�� �� ����! 3 , ����������! ����!�* ���� ��
��� T ��� �� ����������� �� �+��������.���� �� P3(C)

�!0�� ��� (ξx : y : z : w)) ���� ξ3 = 1) "�� ����&�
�� ������ 0��� �� T ��� ����� �������.� , �� ����&�
���������� Γ = {(y : z : w) ∈ P2(C) | F (y, z, w) =

0})*
• �� &��� �� ��������.���� ��� ��� ��� ��� �� ���

Q�LL� �� ����! 6 �!����� ��� z3 = w2 + F6(x, y, w)

"���� F6 ���:�K�� .����7�� �� ����! 6$ ����
�+������ ���(���� , ����� P(1, 1, 2, 3) ���� ��� ��%
������!�� (x, y, z, w)* ����� T ��� �� ����������� ��
�+��������.���� �� P(1, 1, 2, 3) ����! ��� (x : y :

ξz : w)) ���� ξ3 = 1#

5.2 Construction de Trivolutions et Premières

Propriétés

N��� F ��  ���������� �� ����! 3 ��� P2(C)* ����� ������
�!�!����� �� P2(C) ��� �������� , F �� ����� ������#
G+������������� ��� !�.���� ��� ����� ������ ��� �� �!�!���
���������!�#

-� �.���.� , ���������� ���  ����������� �� ����! 3

���� ��� �+������������� ������!� ���� ��� ����������� &���%
��������� TF # R����� ��� ���� ��� ����� ����� ��������
TF �� ������!�! �������� ��� �!��0!�� ���� ���� ����� p ��
P2(C)\Ind(TF )) ��� ������ p) TF(p) �� T 2

F (p) ���� �����!�#

Remarque 5.1. N��� f : P2(C) ��� P2(C) ��� ����� ����%
���� ����������� ��� �!�!�!�!�) �#�# �!�!��������� ���%
������) ����� ��� ���� ���� m ���� P2(C) ��� ������ m)
f(m) �� f2(m) ������ �����!�* �����
• �� &��� f ��!����� ��� 0&������ �� ������� 0&�� ,

0&��*
• �� &��� f ��� &������������ �!��������#
E� �T�� ��������� ��� f �� ���� ��� �!��%

������# J� �������� �� C���� ������ ��� �� m

��� �� ����� �!�!����� �� P2(C) �+��&��� ��������
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{m, f(m), f2(m), . . . } �� m ���� �+������ �� f ��� ��%
0���* ����� �� ������ ������� ��� m �� f(m) ��� ����������
��� f # P� �+�� ���� ��� f ��!����� ��� ��0���! �� �������
�� ���� ��� 0&������ �� ������� 0&�� , 0&��#

3�����!���� ��� ������� ��� ����� ��������� fκ,n =

(κx+ y3n, κy) �D κ ��� ��� ������ ��&���� �� �+����! �� n
�� ������ ������ ��� ���# -� �!��0� ��� ��� fκ,n ����� ���
���� �� ��������� �+����������

det(fκ,n(m)−m, f2
κ,n(m)−m) ≡ 0.

Q��� κ = 1 ��� ����� ��������� f1,n ���� ��� �!���������
�� �������� �� 0&������ y = ��� ����������# Q��� κ = j ��
j2 ��� fκ,n ���� �!��������� �� �!����� 3# 3�� �����7���
����� ��������� �� �������� ��� �� 0&������ �� �������
���������� 0&�� , 0&��#

N����� F ��  ���������� �� ����! 3 ��� P2(C) �� X =

X1
∂
∂x+X2

∂
∂y �� �.��� �� �������� ���:������ �� �!0���%

���� ���� �� ����� �A�� (x, y)# N��� m = (x, y) �� �����
�� C2 ��� ��������� ���� X# N� t ��� �� ���&�� ���%
�����) �� ���� Y1(t) �� Y2(t) ��� ����������� �� �.���
X !����!�� �� ����� m+tX(m)# 3�����!���� �� ���:�K��
Q(t) ∈ C[x, y][t] ����! ���

Q(t) = Y1(t)X2 −Y2(t)X1.

G�� ����� ������� ti �� Q ���������� ��� ������ m+tiX(m)

�D ��  ���������� ��� ������� , �� ������ �����!��!� ���
t �→ m + tX(m)# G� ���:�K�� Q !���� ������&�� ��� t)
�� �+!���� tP (t) ���� P (t) = at2 + bt + c �� a) b) c ����
C[x, y]#

-� ���� Δ(P ) "����# Δ(Q)$ �� ������������ �� P "����#
Q$# -� �!��0� ��� Δ(Q) = c2Δ(P )#

V��� ��� ��������� ��!�!������ �� � �+!����! �������#

Proposition 5.2. %�������� ��
 �
 �	���	�	���� Δ(P ) =

b2 − 4ac ∈ C[x, y] ��	� �� ����� s2 ���� C[x, y]0 ������
r1# r2 1���� C(x, y)2 �
� ���	�
� �
 P $

&
� ����	���	��� Ti = (x + riX1, y + riX2) ���� �	���
�	���
��
�# ���	��	��
� �
 ���	��
 ���	�0 �� � T1 ◦T2 = id$

)���������	��$ G�� ����� ��������� T1 �� T2 ���� ���%
�!�� , �!���������� ��7� ���

T1(x, y) =
(
x+
−b+ s

2a
X1, y +

−b+ s

2a
X2

)
,

��������������

T2(x, y) =
(
x− b+ s

2a
X1, y − b + s

2a
X2

)
.

E���� ���� ������������# G�� ����� ������ (x, y)) T1(x, y))
T2(x, y) ����!������� ��� ����� ������ �� �������� ��  ����%
������ F ���� �� ������ (x, y)+C ·X �� �!�!��������� ���
����� ������ ���� ���������# E� ����������� T2(T1(x, y)) ���
�+�� �� ��� ����� ������ �� �������* ���� �� ��� ��T!����
"�!�!���������$ �� T1(x, y)) ����� T2 ������ �+�������!) ��
��  �Z�� �������� ��T!���� �� T2# Q�� ����� T2 ◦ T1 = id

�� ��� Ti ���� &������������� �!��������� �� �!����� 3#

Remarque 5.3. R����� ��� �� �+�� �.���� X �� h ·X) ����
h ���������) �� ������������ ������� �� �F�� �����������
"��������� C[x, y] ��� C(x, y) ���� �� Q���������� U#	$�
�� ������������ �� �!���� ��� ��  ���������� �� ��� ��
�.��� �� �!0�������#

Remarque 5.4. Q��� ��  ���������� F �� ����! 3 ����%
������ �� ���� �������� ��� ����� ��������� ���������!��(

x+
−b±√Δ

2a
X1, y +

−b±√Δ
2a

X2

)
.

\���&������ �� ������ �������� ��� ����������� , F �� ��
��������� �� �� ������������ ��� �� ����!#

Remarque 5.5. -� ���� �+����� ���� �������� ���������%
���� ��� ���A������ a) b �� c# Q�� ������� �� � �� �����
�A��

c = H(x, y, 1) = det

⎡
⎣ x X1 X1

∂X1

∂x +X2
∂X1

∂y

y X2 X1
∂X2

∂x +X2
∂X2

∂y

1 0 0

⎤
⎦ .

Remarque 5.6. P� ���  ����� �� �!��0�� ��+�� �!�!��� ��
 ���������� �� ����! 3 �� ������� ��� �� �����������# Q���
���, ������!���� ��  ���������� �� 2�������� ����! ��� ��
�.���

(
y3 − x4

) ∂

∂x
+
(
1− x3y

) ∂

∂y
.

G� ���:�K��

Δ(P ) = −3
(
x20 − 10x16y3 + 4x15y7 + 10x13y2 + 15x12y6

− 10x11y10 − 10x10y − 10x9y5 − 10x8y9

+ (10y13 + 4)x7 + 15x6y4 − 10x5y8 + 15x4y12

− 10(y3 + y16)x3 + (y20 + 10y7)x2 − 10xy11 + y2

+ 4y15
)
.

�+��� ��� �� ����! ��� �� ����������� , x = 0 �+�� ���
��� ��#
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Définition 5.7. J� d��	��� �	���	
� 1�����2 ��� �� ���%
�!� �+���  ������ {F1,F2, . . . ,Fd} ��  ����������� .���%
����.�� ���������� ���� ��+�� ���� ����� �!�!����� m ���
 ����������� Fi ������ ���� , ���� �����������#

Remarque 5.8. N��� T ��� ����������� &������������* ���%
������ ��� �!�!��������� ��� ������ m) T (m) �� T 2(m)

������ ��� �����!�# -� ���� �������� , T �� 2%����� ��
��  �Z�� ��������� ��� ��������� ��� ����  ������� �������
������� ��� m ���� ��� ���� ������� (������� m , T (m)

�� m , T 2(m)#

5.3 Premiers Exemples

������� ��� �������� ��  ����������� F �������� �� ����
�������� ��� �����������* ���� ���, ��  ���� ��� ���:�K���
Δ(P ) , F��� ��� ����!�# Q��� ���� ��� �������� �� �����%
������� ��� ��&���� ����  ���!�� �� ����� ������ �����!�) ��
��� �+��� !��������� ��� �� ��� �!�!��� ���� ��� �����%
������#

Exemple 5.9. 3�����!���� ��  ���������� F �!0�� ��� ��
�.��� �� �������� ���:������

x3 ∂

∂x
+

∂

∂y
.

N��  ������� ���� ��� ����&�� ������������ y + 1
2x2 = ���#

-� �������� ��� H(x, y, z) = −3x5z4* �� �� �!���� ���
Flex(F) = ∅#

-� �������� ��� Δ(P ) = −3x14 ��� �T���������� ��
����!# G� ����������� ������!� , F ���

TF =

(
jx, y +

j− 1

x2

)
, j3 = 1;

���� ������ �� 0&������ x = ��� ���������� �� ��� �� ����!
3# -� �

Ind(TF ) = {(0 : 1 : 0)},
Exc(TF ) = {x = 0},
Fix(TF ) = {(1 : 0 : 0)}.

G� ����� �������� T 2
F �+!����(

j2x, y +
2j+ 1

j2x2

)
;

���� � �F�� ����� �+���!�����������) ������������ �� ��%
���&�� �� ������ 0��� ��� TF # W��������� Flex(F) ���
���� �� Fix(tF ) = Fix(T 2

F ) �� �!���� , �� �����#
-� ���� �!��0�� ���

Iso(F) = {(x, y + α), (βx, y/β2) | β ∈ C∗, α ∈ C}.

B��������� ��� TF ������� , Iso(F)* �� ������ �����%
��! ��� Iso(F) �� TF ��� ��� ��������� ������ �� ������
�A�� �� �� ������#

R����� f0 = y + 1
2x2 ��� ���!����� �����7�� �� F #

Q����� f1 = f0TF �� f2 = f0T 2
F ��� ����� ���!� �� f0 ���

TF �� T 2
F #

N��� Fi ��  ���������� �!0�� ��� ��� ������� �� ��
 ������� ����������� fi# 3�����!���� �� 3%����� W =

(F0,F1,F2)# N� (a0, a1, a2) ��� ��� �������� ��� ��������
�� �:��7�� ���!����

a0 + a1 + a2 = 0, a0j
2 + (3 − 2j2)a1 + (5j+ 2)a2 = 0,

����� a0f0 + a1f1 + a2f2 = 0# E� �+������ ������ �� �����
W = (F0,F1,F2) ��� .�������� >C�������� 
?# 3+���
�� �.!���7�� ��� ���� ������ ��������� ��  �Z�� �!���%
����� ���� ��� �������� ��� �������# B�������� �� ��+���
�� ����� .��������# N��� m �� ����� �!�!�����* �� m

��  ���������� Fi ��� �!0�� ��� ��� ������� �+��� ��������
��&������� ������# G������ �+�� ���� ������� ����� ������
��&�������� fi �!0������� Fi �� ����� ������ �� ��������
"�&!������$ f1+ f2+ f3 = 0 �� ��� ��� �� ����� ��� �
���
����# -� ������� , >C�������� 
? ���� �� (����0������ ��
�� ������������#

Exemple 5.10. N� F ��� ��  ���������� �!���� ���

(x3 − 1)
∂

∂x
+

∂

∂y
,

�� ���:�K�� Δ(P ) ���� −3x2(x3 − 1)4* ����� �+��� ��
����!) �� ���� �������� , F ��� �����������

TF =

(
jx,

x3y − y + (j− 1)x

x3 − 1

)

���� �������� �� �

Ind(TF ) = {(0 : 1 : 0)}
Exc(TF ) = {x− z = 0} ∪ {x− jz = 0} ∪ {x− j2z = 0},
Fix(TF ) = {(1 : 0 : 0)} ∪ {x = 0}.

N�� ����! �+!����

T 2
F =

(
j2x,

x3y − y + (j2 − 1)x

x3 − 1

)

��

Ind(T 2
F ) = Ind(TF ),

Exc(T 2
F ) = Exc(TF ),

Fix(T 2
F ) = Fix(TF ).



458 Experimental Mathematics, Vol. 19 (2010), No. 3

J� ������ ������ ���

H(x, y, z) = −3x2z4(x− z)(x− jz)(x− j2z).

G�� ������� z = 0 �� x = z ���� ����������� ��� F ���
������ ����� �+!������� x = 0 "����# x − jz = 0) ����#
x− j2z = 0$ �� �+��� ���* ��� �����

Flex(F) = {x = 0} ∪ {x− jz = 0} ∪ {x− j2z = 0}.
G�� ������� x − jz = 0 �� x − j2z = 0 ���� ��������!��
��� TF �� T 2

F ) �� ������ x = 0 ��� �+������ ����&� ��
������ 0��� �� TF "����# T 2

F $* ��������� ��� ��� ����&��
�� Flex(F) ���� ���� ��������!�� ��� TF ) ���� 0�!�� ���
TF #

V���� ��� ��  ���������� ��!�!���� ����7�� ��� ���!�����
�����7�� ����������� �����%�� � ��� ���!����� �����7�� ��
�:�� G��������

3y − ln(x − 1)− j ln(x− j)− j2 ln(x− j2).

R����� f0 ����� ���!����� �����7�� �� ������ f1 =

f0TF ) f2 = f0T 2
F # 3���� ��!�!������� �� 3%�����

W = (F0,F1,F2) "�D ��� Fi ���� ���  ����������� ��� ���
������� ��� fi$ ��� .��������#

Remarque 5.11. G�  ���������� ������! �� �.��� ��
��������

Xε = (x3 − ε)
∂

∂x
+

∂

∂y

��� ���(���! ���� ε ��� ��� �� �.��� X1 ������%
!�! ���� �+E������ U#�
 ��� �� ����� �������� ���!����
(ε1/3x, ε−2/3y)# G������ ε ���� ���� 0) ��  ���������� ��
��� ���������� (

jx,
x3y − εy + (j− 1)x

x3 − ε

)

�!�!�7���� ��� ���� �� �+E������ U#M* �� ���� ��� �.���
�� ����! �� �� ����������� ���� ε = 0#

Exemple 5.12. 3�����!���� ��  ���������� F �+���!�����
�����7��

y − 1

3
lnx+

1

x
+

1

2x2
;

�� ��� ����� �!0�� ���

x3 ∂

∂x
+

(
1 + x+

1

3
x2

)
∂

∂y
.

3���� Δ(P ) = − 1
3x

14(x + 3)2) �� ������� , F �� �����%
������

TF =

(
3jx

(1− j)x + 3
,
3x2y − x2 + (j− 4)x+ 3(j− 1)

3x2

)

��� ��!����� �� 0&������ x = ���# -� �

Ind(TF ) = {(0 : 1 : 0), (1 : 0 : 0)},
Fix(TF ) = {x+ 3z = 0},
Exc(TF ) = {x = 0} ∪ {z = 0} ∪ {(j− 1)x− 3z = 0}.

-� �������� ���

T 2
F =

(
3(j− 1)4x

16((j+ 2)x+ 3)
,

3(3i
√
3 + (4 + 5j)x+ (1 + j)x2 − 3(1 + j)x2y)

(j− 1)4x2

)
;

�� �!��0� ���

Ind(T 2
F ) = Ind(TF ),

Fix(T 2
F ) = Fix(TF ),

Exc(T 2
F ) = {x = 0} ∪ {z = 0} ∪ {(j+ 2)x+ 3z = 0}.

' �+������� �� �+������� ��!�!���� ��� �����&��� �����%
�������� �� TF �� T 2

F ��T7����# J� ������ ������ ���
H(x, y, z) = − 1

3x
5z2(x + 3z)2# G�� ������� x = 0 ��

z = 0 ���� ����������� ��� F ����� ��� ����� �+!�������
x+3z = 0 �� �+��� ���* ��� ����� Flex(F) = {x+3z = 0}
�� Flex(F) = Fix(TF ) = Fix(T 2

F )#
E� ���(������ F ���

(
εx, y

ε3

)
�� �&����� ��  ������ ��

 ����������� (Fε) �!����� ��� ��� �.����

x3 ∂

∂x
+

(
1 + εx+

ε2

3
x2

)
∂

∂y
, ε 
= 0

, �������� �� ���� �������� ��  ������ �� ������������

TFε =

(
3jx

(1− j)εx+ 3
,

3x2y − ε2x2 + (j− 4)εx+ 3(j− 1)

3x2

)
.

G�  ������ (TFε) �� ����� ��������� �� ����! 4 ����
ε 
= 0 �!�!�7�� ������ ���� ε = 0 ��� �� ����������� ��
����! 3 �����!� ���� �+E������ U#M#

5.4 Feuilletages Homogènes

-� �� �+���!������ , ���  ������ ��7� ��!����� ��  ����%
�������� ���  ����������� .����7��� �!�!������ �� ����!
3# ' ���(������� ��7� ��  ���������� .����7�� �!�!�����
�� ����! 3 , �+������� �� C2 ⊂ P2(C) ��� ����! ��� ���
1% ����  ���!� ����������� �� �:�� �������

dx

x
+ λ

dy

y
+ μ

d(y − x)

y − x
+ ν

d(y − αx)

y − αx
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����
αλμν(1 + λ+ μ+ ν) 
= 0, α 
= 1;

�� λ+μ+ν+1 = 0 ��  ���������� ������������� ��� �� ����!
0# P� ����7�� �+���!����� �����7�� ���������!� xyλ(y −
x)μ(y − αx)ν # -� ���� F(α;λ, μ, ν) �� ���  ����������# P�
: � ���� ������ �����7����) ����� �� �:�� �!����� λ) μ) ν
�� α ��� ���������� ��� ������� �����������#

Définition 5.13. G� ���������� (α, λ, μ, ν) ��� ���	��	��

�� αλμν(λ + μ+ ν + 1) 
= 0 �� α 
= 1#

G� �.��� �� �������� .����7��

− x
(
λ(y − x)(y − αx) + μy(y − αx) + νy(y − x)

) ∂

∂x

+ y
(
(y − x)(y − αx) − μx(y − αx)− ναx(y − x)

) ∂

∂y

�!0��� ����� ��  ���������� F ��� ��� ���� �� ��:�� �� ��
 ����  ���!� ��!�!�����# J� ��� F ��� ��������� ��� .�%
���.!���# E� ����������� �� F ������ ��� ����������� TF )
�����%�� ������� , ������ ��� .����.!�.���# J� ������
!�!�������� ������ ��� TF ��!����� �� 0&������ �������
y/x = ���������� TF ��� ���� �� 2�����7���#

3�����Z��� ��� �������� �������� �������#

Exemple 5.14. 3�����!���� ��  ���������� F ����! ��� ��
�.��� �� ��������

y3
∂

∂x
+ x3 ∂

∂y
.

G��  ������� �� F ���� ��� ������� �� y4−x4 �� ���� ����
��� ����&�� �� ����� 3# J� ������ ������ ���

H(x, y, z) = 3x2y2z(x+ iy)(x− iy)(y − x)(y + x).

Q������ ��� ������� x − y = 0) x + y = 0) x − iy = 0)
x + iy = 0 ���� ����������� ��� F ) �� � Flex(F) = {x =

0} ∪ {y = 0} ∪ {z = 0}#
G� ���:�K��

Δ(P ) = 3x2y2(x− y)4(x + y)4(x+ iy)4(x− iy)4

!���� �� ����!) ��� ������!� , F �� ����������� �� 2��%
���7��� �� ����! 5 ����!� ���

TF =

(
x(x4 − y4)

x4 − jy4
,
jy(x4 − y4)

x4 − jy4

)
.

G+�����&�� �+���!����������� �� TF
Ind(TF ) = {(1 : 1 : 0), (1 : −1 : 0), (i : 1 : 0), (−i : 1 : 0),

(0 : 0 : 1)}

��� �� ���� ��������� �� F �� Fix(TF ) = {x = 0}∪{y = 0}∪
{z = 0} ��S����� ���� �+�����&�� ��� ������ �+��/�����
�� F # G+�����&�� ������������ �� F
Exc(TF ) = {x+ y = 0} ∪ {x− y = 0} ∪ {y − ix = 0}

∪ {y + ix = 0} ∪ {x− jy = 0} ∪ {x+ jy = 0}
∪ {x− ijy = 0} ∪ {x+ ijy = 0}

��� ��������! �� .��� �������#
-� �!��0� ���

T 2
F =

(
x(x4 − y4)

x4 − j2y4
,
j2y(x4 − y4)

x4 − j2y4

)

� �F�� ���� �+���!����������� �� �F�� �����&�� ��
������ 0��� ��� TF # G�� �����&��� ������������� �� %
 7���� �������

Exc(T 2
F ) = {x+ y = 0} ∪ {x− y = 0} ∪ {y − ix = 0}

∪ {y + ix = 0} ∪ {x− j2y = 0}
∪ {x+ j2y = 0} ∪ {x− ij2y = 0}
∪ {x+ ij2y = 0}.

Q����� f0 = x4 − y4# W������ ���� TF �� T 2
F ��� F

���� �&����� ���  ����������� F1 �� F2 �!0��� ��� ���  ���%
����� ������������ f1 = f0TF �� f2 = f0T 2

F # J��  ��� ��
���� ������!���� �� 3%����� W ������! ��� �����  ��������
������������ f0, f1, f2* �� �� ����� �!�!����� �� ��� �����
����! ���

F0 = f
−1/3
0 =

x4 − y4

(x4 − y4)4/3
,

F1 = f
−1/3
1 =

x4 − jy4

(x4 − y4)4/3

F2 = f
−1/3
2 =

x4 − j2y4

(x4 − y4)4/3
.

N��� (a0, a1, a2) ��� �������� ��� �������� �� �:��7��
���!����

a0 + a1 + a2 = 0, a0 + ja1 + j2a2 = 0;

����� a0F0 + a1F1 + a2F2 = 0� �� ����� W ��� .��������#

-� �&����� ����� ����� ���  ����������� .����7���
�!�!������ �+������� �+��  ���������� �.�����������
������ ��� ������! ��� �����������# -� ���� �� �����%
��� �� �+��� �� ����# G� �!����� ��� ����!� ��� �+!����!
�������#

Proposition 5.15. 3� �
�� �����	
� ��
 ��	�����	�� ' F =

F(α; 1, 1, 1) �	 
� �
��
�
�� �	 α ���� −1# 2 �� 1/20 '
��� ��	��� �	���	�
 ���� �� 
�� ���� �� �	����	�� ����	�

���� ��4�
���
 ,$56$
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)���������	��$ B�������� ��� ��������� ����������� ��
5U#	# G+����������� ������!� , F ��� &������������ �� Δ(P )

��� �� ����!# -� Δ(P ) �+!���� 1024x4y4(x2 − (1 +α)xy+

αy2)4R(x, y) �D R(x, y) �!�����

(1− α+ α2)x4 − 4(1− α)2(1 + α)x3y

− 2(α3 + α2 + α− 2)x2y2 − 4α(1− α)2(1 + α)xy3

+ α2(1− α+ α2)y4;

���� Δ(P ) ��� �� ����! �� �� ��������� �� R �� ��� ��#
J� ������ ������ ��� R ��� �� ����! �� �� ��������� �� α
����� ��� ������� −1) 1/2 �� 2#

Q����� hα = xy(y − x)(y − αx)# G�� ���:�K��� h−1)
h1/2 �� h2 ���� ���!�������� ���(���!�* �� ����) ������ ,
 ���� �� �.�������� �� �����&���

(κx+ κ(4κ2 − 1)y, κx+ κ(1− 4κ2)y),

�D

κ = 2−3/4 exp

(
iπ

8

)
,

�� �������� ��� y4 − x4 �+!���� xy(x − y)(x+ y)#

Remarque 5.16. G� ���0�������� ��� ������ ������� ���
������������ ���� �� Q���������� U#�U ��� �� ���0��������
��!�����) ����� ��� ����7�� �� ������ �+��������.�����
, 12 !�!�����#

G� Q���������� U#�U ����7�� �� ���&������ �!�!������%
�����) �� ����� ���# G� ��.!�� �� ������ ��� ����������
�� �F�� ��� ����� �� �� Q���������� U#�U) ��� ������� !����
�� ����� ��� ���� �!��&���#

Proposition 5.17. 3� ����	���
 F �� ����
�� �
 ��
���	��
 F(α; 1, μ, μ)$ 3� �
�� �����	
� ' F ��
 ��	���
���	�� TF �	 
� �
��
�
�� �	 μ ���� 1 
� α ���� −1# 2 ��
1/20 ' ��� ��	��� �	���	�
 ���� �� 
�� ���� �� �	����	��
�
 ��4�
���
 ,$56$

Exemple 5.18. N��� F ��  ���������� ����! ��� �� �.���
�� ��������

x3 ∂

∂x
+ y3

∂

∂y
.

-� �������� ��� x2y2(x−y)−1(x+y)−1 ��� ��� ���!�����
�����7�� ����������� �� F * ���  ������� ���� ��� ����������
�:��� ���� ����������!� ����������) ���� ��� ����&�� �����%
������# -� �!��0� ��� H(x, y, z) = 3x3y3z(x+ y)(y− x)*
�� �� �!���� ��� Flex(F) = ∅# -� �������� ���

Δ(P ) = 3x6y6(x + y)4(y − x)4 ��� �� ����!# G� �����%
������ ������!� , F �+!����

TF =

(
jx(x2 − y2)

x2 − jy2
,
y(x2 − y2)

x2 − jy2

)
;

�+��� ������ ��� ����� �������� �� 2�����7��� ��� ��� ��
����! 3# N�� �����&�� ������������

Exc(TF ) = {x− y = 0} ∪ {x+ y = 0} ∪ {jx− y = 0}
∪ {jx+ y = 0}

��� ��������! �� ������ ������� ���� ���� ���� �����������
��� ��  ����������# -� �������� ���

T 2
F =

(
x(x2 − y2)

jx2 − y2
,
jy(x2 − y2)

jx2 − y2

)
.

G+�����&�� ������������ �� T 2
F )

Exc(T 2
F ) = {x− y = 0} ∪ {x+ y = 0} ∪ {jy − x = 0}

∪ {jy + x = 0},

��� ������  ���! ��� ���� �F��� ������� �����������
���������� �+�(������ ���� ��������� �������# 3+��� ��
������� �D Flex(F) ��� ���� �� �D �� ����������� � �����%
���� ��� ������ 0��� ����!�#

Q����� f0 = x2y2

x2−y2 �� F0 = F # W������ ���� TF ��
T 2
F ��� F ���� �&����� ���  ����������� F1 �� F2 �!0���

��� ���  �������� ������������ f1 = f0TF �� f2 = f0T 2
F #

3�����!���� �� 3%����� W = (F0,F1,F2)* �� �� �����
�!�!����� �� ��� ����� ����! ���

F0 = f
−1/3
0 =

x2 − y2

(xy(x2 − y2))2/3
,

F1 = f
−1/3
1 =

x2 − jy2

(xy(x2 − y2))2/3
,

F2 = f
−1/3
2 =

x2 − j2y2

(xy(x2 − y2))2/3
.

N����� (a0, a1, a2) ��� �������� ��� �������� �� �:��7��
���!����

a0 + a1 + a2 = 0, a0 + ja1 + j2a2 = 0;

����� a0F0 + a1F1 + a2F2 = 0� �� ����� W ��� .��������#

G� Q���������� U#�U ����7�� ��� �� ���0�������� α ∈
{−1, 2, 1/2} (��� �� �K�� ��7� ��!����#

\�����%�� �� ��� �!�!���# -� �� �!����� ���� �+������
��� �����7���� {(α, λ, μ, ν) ∈ (C∗)4 | α 
= 1} ���  ��������%
��� F(α;λ, μ, ν) �������� ��� ������!� ��� �����������# P�%
���������� Λ �� ���(�������! �� �+������ ��� ���:�K���
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.����7��� �� ����! 4 �� 2 �����&���* �� �������� ���
Λ � P4(C)# Q�����

Θ = {T ∈ Λ | T ��� �� ����!}.

J� !�!���� T = τ1x
4 + τ2x

3y + τ3x
2y2 + τ4xy

3 + τ5y
4

���������� , Θ �� �� ��������� �+�� ������ ��� ���������
A) B �� C ���� ��� T = (Ax2 +Bxy +Cy2)2* ���������
��� �� �� ��������� ��

τ1 = A2, τ2 = 2AB, τ3 = B2 + 2AC, τ4 = 2BC,

τ5 = C2.

G+�����������

Ψ: (A,B,C) �→ (A2, 2AB,B2 + 2AC, 2BC,C2)

������ ��� ����������� .�������.�) ��  ��� �� ������%
���� �� P2(C) ���� P4(C) ���! ������ Ψ# N�� �����)
��� ��� Θ) ��� ��  ��� ��� ���(������ �� �� ��� ��� ��
\������� �������� �� P5(C) ��� P4(C)# -� ���� !�����%
���� ������ �+��!�� �� �!0������ �� Θ# 4���� ��� ���� ���
������� ��������� �� ��� ���� ������� �+�������� �� ��!���%
������ �����&����� ��������# -� �!����� �+������ P4(C)

����� �+����� �� �+.:������� τ5 = 0 �� �� �+������ "�����
�A��$ τ5 = 1 �� ���� ������ �!����� Θ ������������ ,
�� �!�������# Q��� T ����� ��%������ �� ���� ������
T = (τ1 : · · · : τ5)# B��������� ��� Ψ ������ �� �����
�A�� C = 1 �� P2(C) ���� �� ����� �A�� τ5 = 1 �� P4(C)#
V���� �� T = (τ1 : · · · : τ4 : 0) ��� ���� Ψ({C = 0}) �� �

"�$ τ4 = τ5 = 0 �� 4τ1τ3 − τ22 = 0#

;��������� �� T = (τ1 : · · · : τ4 : 1) ��� ���� Ψ({C = 1})
�� �!��0� ��� ������� τ4 = 0 �� �

"��$ τ5 = 1) τ2 = τ4 = τ23 − 4τ1 = 0

�� ��� ���� τ4 
= 0 ��� τi �!��0���

"���$ τ5 = 1) τ4 
= 0) τ24 τ1 − τ22 = 4τ3τ4 − τ34 − 8τ2 = 0#

-� �������� ��� �+���������� �� τ4 ���� "���$ �� �������
��� "��$#

N��� ���� F = F(α;λ, μ, ν)) �� ���������� (α, λ, μ, ν)

!���� �������&��# V��� ��� ��������� ��!�!������ �� �&%
�����

Δ(P ) = (λ+ν+μ+1)4x4y4(y2−(α+1)xy+αx2)4R(x, y)

�D R(x, y) �!����� �� ���:�K�� r1x
4 + r2x

3y + r3x
2y2 +

r4xy
3 + r5y

4 ����

r1 = λ2α2(2ανμ+ α2 + 2α2ν + α2ν2

− 2α− 2αμ− 2αν + 1 + 2μ+ μ2),

r2 = −2λα
(
λανμ + λα2μν − 3α2μν + νμ2 + λμ2 − λαν

+ αν2μ− 2ανμ2 + α2νμ2 − 3ανμ− λαμ− λα2μ

+ 2νμ− α2μ2 + λ+ ν + 2μλ− λα2 − λα+ λα3

+ ν2μα3 + 2νμα3 − αν − α2μ+ μα3 − λνα2

− 2μν2α2 − ν2α+ 2λνα3 + λν2α3
)
,

r3 = 2μν2 − 4λα2μ2 − 4λανμ2 − 2λανμ + 2ν2λα2μ

− 12λα2μν + 2λ2να2μ+ 2λνα2μ2 + 4λνμα4

− 4λν2μα3 + 2λν2μα4 + 4λνμ+ 6ν2α2μ2

− 4λ2α2ν − 4λ2α2μ− 4αν2μ+ 2α2νμ2 − 4λα2μ

+ 2λ2αμ+ 2μλα4 + 2α2μν − 2λνμα3 + 2λνμ2

+ 2λαν − 4αμ2ν2 + 2λ2μ+ λ2μ2 + 2λ2α− 6λ2α2

+ ν2 + 2λν + λ2 + μ2α4 + λ2α4 + 2λ2α3 − 4μ2ν2α3

+ 2λ2να4 + μ2ν2 − 4λνα2 − 4νμ2α3 + 2μν2α2

− 4λν2α2 + 2λ2να3 + 2μλα3 + μ2ν2α4 + 2νμ2α4

+ λ2ν2α4,

r4 = −2
(
μν2 − 3λανμ− 3λα2μν + α2μν + 2λνμα3

− λαν + 2λνμ− λ2α2ν − 2αν2μ+ ανμ2 − 2α2νμ2

+ ανμ− λαμ− λαμ2 − λα2μ+ μ2α3 + λ2α3

− λνα2 + νμ2α3 + μν2α2 − λν2α2 + λ2να3

+ 2μλα3 − λ2αμ+ λ2μ− λ2α− λ2α2 + ν2

+ 2λν + λ2
)
,

r5 = λ2 + λ2α2 − 2λ2α+ 2λα2μ+ 2λν − 2λαν

− 2λαμ+ 2ανμ+ ν2 + α2μ2.

3�����!���� �+����������� f �!0��� ���

C4 → P4(C), (α, λ, μ, ν) �→ (r1 : r2 : r3 : r4 : r5).

G+�����&�� f−1(Θ) ����� ��� �����7���� (α, λ, μ, ν) ����
�������� �� ������������ ������! ��� �� ����!* ��� �����%
&�� �+������0� ���� , ����� ���  ����������� .����7���
F(α;λ, μ, ν) �������� �� ���� �������� ��� �����������#
-� �� �!����� f−1(Θ) ��7� �� ����� ��!���� (−1, 1, 1, 1)#
Q��Z���%���� ���� �� ����� τ5 = 1# G� ������� (���&�����
�� f �� ����� (−1, 1, 1, 1) ���

Jac(f)(−1,1,1,1) =

⎡
⎢⎢⎣
−2 2/3 0 0
16/3 0 2/3 −2/3
−2 −14/3 16/3 16/3
−16/3 0 2/3 −2/3

⎤
⎥⎥⎦ .
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P� �� �!����� ��� �� ��T!��������� �� f �� �����
(−1, 1, 1, 1) ��� �� ���� �������# -� ���� �!��0�� ���
f(−1, 1, 1, 1) = (12, 0, 24, 0, 12) �� ��� �� (α, λ, μ, ν) ���
�������&�� �� �!��0� f(α, λ, μ, ν) = (12, 0, 24, 0, 12) �����
(α, λ, μ, ν) = (−1, 1, 1, 1)# -� �������� ��� Ψ−1(12 :

0 : 24 : 0 : 12) = {(1 : 0 : 1)} �� ��� �� ��T!���%
������ �� Ψ �� (1 : 0 : 1) ��� �� ���� 3# ���� ��
����� �A�� τ1 = 1) �+����������� Ψ �+!���� Ψ̃ : (B,C) �→
(2B,B2 + 2C, 2BC,C2)# G� ���� ������� , f−1(Θ) ��
����� (−1, 1, 1, 1) ��� �+����� ��

Jac(f)−1
(−1,1,1,1)Jac(Ψ̃)(0,1) =

⎡
⎢⎢⎣

0 0
3 0
3
2

3
2

3
2 − 3

2

⎤
⎥⎥⎦ .

Q�� ����� ��� f−1(Θ) �� ��������� �� (−1, 1, 1, 1) �� ,
�+����� 1 �� �

α = −1, λ = 1 + 3u, μ = 1 +
3

2
(u + v),

ν = 1 +
3

2
(u− v),

�� ������ α = −1) �� ν − 1 − λ + μ = 0# E� �����������)
�� �� �!���� �+!����! �������#

Théorème 5.19. &�
����
 �
� ��������
� (α, λ, μ, ν) ���
�	��	��
� ���� �
���
�� 
�� �����	�
 ' F(α;λ, μ, ν) ��

��	�����	�� 
�� �����
�
�� �� ��	�� (−1, 1, 1, 1) ��
 ����
���
 �	��
$

G� ����� �� ����� ��� ��� ��� ��!���!� ��� �� �������
.:�������� α = −1 ��� �� ����������� ��� ����#

Proposition 5.20. 3� �
�� �����	
� ��
 ��	�����	�� '
F(−1;λ, μ, ν) �	 
� �
��
�
�� �	 �
 ��������
� ���	��	�
��
 (−1, λ, μ, ν) ���	���	� ����
 �
� �����	���� ��	����
�

"�$ (4 − ν)λ− ν(2ν + 1) = 0 
� μ = ν0

"&$ λ = 1 
� μ+ ν − 4μν + 2 = 0$

Remarque 5.21. -� �������� ��� (−1, 1, 1, 1) �!��0� ���
���������� "�$ �� "&$#

Remarque 5.22. -� ����� �� �� ��������� "�$ , �� �����%
���� "&$ ��� (x, y) �→ (x+y, y−x)) �� ��� .����!�!��! ��%
������� �!������� ��  ��� ��+�� � ��������! , 1 �+��������
�� x#

)���������	��$ G� ���������� (−1, λ, μ, ν) ��� ������!
�������&��# `����� , ����� u = μ+ ν �� w = μ− ν ��� ri

�+!�������

r1 = λ2(4u+ 4+ w2),

r2 = 2λw(−u− 2 + λu − w2 + u2 + 2λ),

r3 = u2 − 2λuw2 − 8λ2 + 2u3 − 2uw2 − 2λu2 − 2λw2

− 4λu+ 2λu3 − 4λ2u+ λ2u2 + (u2 − w2)2,

r4 = 2w(u− λu− w2 + u2 + 2λ− 2λ2),

r5 = 4λ2 + 4λu+ w2.

B��������� ��� λ+μ+ν+1 
= 0 �� �!!���� λ+u+1 
=
0# 3���� ��!���������) &��� ��+��:�!������) ������ ��
 ��� �+����!���� ��� ������� ��� ���� ������#

Q��� ��� �� ��������� "�$ ���� �!��0!� ��  ��� ��� r5 ����
��� ��������� ��� ��� u = − 4λ2+w2

4λ # V���� r4 �� �!!����

2w

λ2

(
λ− w

2

)(
λ+

w

2

)(
λ− w2

4

)
.

3���� �� ���������� (−1, λ, μ, ν) ��� �������&�� "�+���%
,%���� λμν 
= 0 �� λ + μ + ν + 1 
= 0$) �� �!��0� ��� ���
���������� r4 = 0 �� 4r1r3− r22 = 0 ���������� ��� λ = 1

�� μ = ν = −1/2# 3�� ������� ��� �����7���� ����� ��� ��
��������� "&$# 3��� ���������� ���������� , �+E������
U#�#

@������� ���������� �� ��������� "��$ ��� �+�� �������
��� r5 
= 0) r4 = r2 = r23 − 4r1 = 0# 4��(���� ��
��������� �+�������&����! �� �!��0� ��� ��� ����������
r2 = r4 = 0 ���� ����� ����� ���� "�$ w = 0 �� "	$
λ(u+2)−w2+u2−u−2 = 0 �� u2+u−λu−2λ2+2λ = 0)
���������� ��� ���� ������ �������� ��� ��� ���#

N� w ��� ���) �#�# μ = ν) �� �!��0� ��� r23 − 4r1r5 =

−u3(u + λ + 1)3((u − 8)λ + u(u + 1))# ;���������
�+�������&����! ����� �� ���%������! �� u �� u + λ + 1* ��
����� ��� r23 − 4r1r5 = 0 �� �� ��������� �� (u − 8)λ +

u(u+ 1) = 0# W��������� �� �&�����

μ = ν �� (4− ν)λ− ν(2ν + 1) = 0.

-� �������� ������� ��� �+!���������! "	$ �� �������
��� �� ��������� ��������� �������&���#

Q��� 0��� �������� �� ��������� "���$# -� �������� ���
r24r1 − r5r

2
2 = 16λ2w2(λ− 1)(u+w)(u−w)(λ+ u+ 1)3#

G� ���������� (−1, λ, μ, ν) ��� �������&�� �� r4 ��� ���
��� ���� w �����# P� �+�� ���� ��� λ ���� 1* ����� 4r3r4r5−
r34 − 8r2r

2
5 �� �!!����

32w(u+ 2)3(u + w)(u − w)(u2 − w2 − u− 2)

�� ������

128(μ− ν)(μ + ν + 2)3μν(4μν − μ− ν − 2).
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Q������ μ) ν �� μ+ ν + λ+ 1 ���� ������!� ��� ����)

4r3r4r5 − r34 − 8r2r
2
5 = 0

�� �� ��������� ��

μ+ ν − 4μν + 2 = 0.

�!������� ��!���!���� �� �����7��  ������ �� �� Q����%
������ U#	
) �� ������� �+�� �!���� "B�������� U#	� ��
U#		$# G�  ���������� F ��� ����� �!0�� ��� �� �.���

νx
(
(2ν + 1)x2 − 9y2

)
4− ν

∂

∂x
− y
(
(2ν + 1)x2 − y2

) ∂

∂y
.

-� �!��0� ��� Δ(P ) ��� �� ����!

Δ(P ) =
1024ν2(2ν + 1)5

(ν − 4)6
x4y4(x2 − y2)4

×
(
(2ν + 1)x2 + 3y2

)2
.

3.��������� ��� ������ ν̃ �� 2ν+1# ' F ��� ������!� ���
����������� TF �� ��  ����

(
U1

WU2
, V1

WV2

)
����

U1 = 4xy
(
νν̃(2ν + 1)2x5

− (12ν3 + 28ν2 + 19ν + 4)x4y

+ 2νν̃(ν − 2ν2 + 1)x3y2

+ 2(6ν3 + 13ν2 + 13ν + 4)x2y3

− 3νν̃(2ν + 1)xy4 + (2ν2 − 7ν − 4)y5
)
,

V1 = 4xy
(
ν(1 + 6ν + 12ν2 + 8ν4)x5

+ ν̃(4ν3 − 12ν2 − 15ν − 4)x4y

+ 2ν̃(9ν2 − 3ν − 4− 2ν3)x2y3

− 2(45ν2 + 16ν3 + 4ν4 + 8 + 35ν)x3y2

+ (20ν3 + 16 + 69ν + 84ν2)xy4

+ 3ν̃(4 − 2ν2 + 7ν)y5
)
,

W = ν2(2ν + 1)2x4 − 2(2ν3 + 25ν2 + 28ν + 8)x2y2

+ (ν − 4)2y4,

U2 = (2ν + 1)x2 − y2, V2 = (2ν + 1)x2 − 9y2.

6. CONCLUSION

G�� �������� ��� ��!�7���� ����7���� ���� �� ���&�7���
��+��� �+�� �!������� �� �� ���� �!����� �� ������� ���&��
�� ���������# E� ������� ���� �� ���� �� �������� �����

���� ���  ����������� ������!� ��� ����������� �� C������*
���%��� ��� ������!�!� "�:��������$ ��!������ _ ���� ��
����� ����� �+��!�� ���� ����� ���������  ��� ��������!
�� ������������ �� 3%������ ������!� , ��������  �����������
���������� ��� ������������# G�  ��� ��� ��� 3%������ ������
.��������� ���%�� ��  ��� ����������� _ E�0� �� ������
���!������� �� �!����� �����7������ �� ����!�! ���  ����%
������� �� ����! 3 ��� ���������� ��� ������������# E�
����������� ���� ��� ��� ����! _ E��%���� ���!�����&�� _ B�%
��������� _
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