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Abstract. In this article a geometric process to compare spinors for different metrics
is constructed. It makes possible the extension to spinor fields of a variant of the
Lie derivative (called the metric Lie derivative), giving a geometric approach to a
construction originally due to Yvette Kosmann. The comparison of spinor fields
for two different Riemannian metrics makes the study of the variation of Dirac
operators feasible. For this it is crucial to take into account the fact that the bundle
in which the sections acted upon by the Dirac operators take their values is
changing. We also give the formulas for the change in the eigenvalues of the Dirac
operator. We conclude by giving a few cases in which an eigenvalue is stationary.

Introduction

Le probleme que nous traitons dans cet article est celui de la dependance des
spineurs et de Γopέrateur de Dirac par rapport a la mέtrique. Malgre son importance
tant en Physique (lorsque la Gravite, done la metrique sur Γespace-temps, est
couplee a d'autres interactions) qu'en Mathematiques (lorsqu'on veut utiliser
Γoperateur de Dirac comme outil d'investigation en Geometrie Riemannienne a
partir de la formule fondamentale de Lichnerowicz, cf. [16]), cette question est
laissee le plus souvent de cote dans la litterature.

Cet etat de fait peut eventuellement etre attribue a une lecture restrictive du
theoreme par lequel Elie Cartan termine le chapitre "Champs de spineurs en
Geometrie riemannienne" de [6] (et le livre lui-meme) et qu'il reprend dans une
note terminant la version publiee de sa Notice sur les travaux scientifiques [7]:
"Les difficultes (rencontrees quand on a voulu etendre les equations de Dirac de
la Relativite Restreinte a la Relativite Generate) sont insurmontables si Γon veut
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conserver la technique classique de la Geometrie Riemannienne: il est impossible,
un systeme de coordonnees etant donne dans Γespace-temps, de representer... un
champ de spineurs par un nombre fini de composantes..." (cf. [18] pour un
examen de certaines des consequences physiques). Les succes de Γutilisation de
Γoperateur de Dirac comme operateur elliptique-modele dans les nouvelles
approches du Theoreme de Πndice, oύ la reference a la metrique passe au second
plan, peuvent en etre une autre explication. Le probleme de cette dependance a
ete traite dans un article dΈ. Binz et R. Pferschy (cf. [5] et aussi [20]). Nous
completons leurs resultats et donnons une solution geometrique de ce probleme.

Dans le cadre algebrique, la notion de spίneur est definie seulement apres qu'une
metrique ait ete choisie, et la difficulte de comparer les spineurs attaches a deux
mέtriques differentes est reliee au fait algebrique suivant (qui est elementaire mais
peu souvent mentionne): les representations de dimension finίe du groupe spinoriel
(revetement a deuxfeuίllets du groupe special orthogonal) que sont les representations
spinorielles ne sont pas des representations du revetement a deux feuillets du groupe
lίnέaire car toutes les representations de dimension finie de ce groupe sont deja
des representations du groupe lineaire lui-meme (cf. [21]).

Si, dans le cadre algebrique, definir des objets geometriques a un isomorphisme
pres est sans consequences, il n'en va plus de meme lorsqu'on considere la theorie
"a parametres", i.e. lorsqu'on regarde des sections de fibres de tels objets et que
Γon veut les differentier.

Cest precisement le cas pour les champs de spineurs sur lesquels est defini
naturellement Γoperateur de Dirac. Le formalisme que nous developpons pour
analyser cette dependance a Γavantage d'etre geometrique, et de permettre
{'evaluation des variations de Γoperateur de Dirac, puis ulterieurement de la
dependance de ses valeurs propres par rapport a la metrique.

L'article est organise comme suit: dans la Sect. I, nous etablissons Γequivalence
naturelle entre structures euclidiennes sur un espace vectoriel sur laquelle repose
tout l'article. Cette construction permet de definir une notion de derivation de Lie
metrique a laquelle nous consacrons la Sect. II, mais surtout elle rend possible la
comparaison entre spineurs pour differentes metriques ce qui permet d'etendre la
notion de dέrivέe de Lie metrique a ces champs. Une telle extension avait deja
ete introduite par Yvette Kosmann dans [14]. Nous donnons ensuite dans la
Sect. Ill les formules explicites decrivant la variation de Γoperateur de Dirac et
de ses valeurs propres.

Le lecteur peu familier avec les notions de spineur et d'operateur de Dirac
pourra se refέrer utilement a [12] et au recent ouvrage [15].

Les auteurs tiennent a remercier Michael F. Atiyah, Oussama Hijazi, Andre
Lichnerowicz et Raymond Stora pour des discussions en relation avec le sujet de
cet article. Le premier auteur a profite de Γhospitalite du departement de
Mathematiques d'Ohio State University lors de la redaction de la premiere version
de ce manuscrit.

I. Equivalence Naturelle Entre Structures Euclidiennes sur un Espace Vectoriel

Sur un espace vectoriel V de dimension n, il est bien connu que deux metriques
euclidiennes g et h (nous notons JiV le cone de ces metriques) sont Γimage Γune
de Γautre par une application lineaire / (i.e. nous avons h = l*g).
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Le probleme qui nous preoccupe est de rendre la definition de / canonique, ce
qui est indispensable des qu'on considere une theorie "α parametres", i.e. des
metriques riemanniennes definies sur une variete. Pour Γusage geometrique
ulterieur, il est utile de formuler cette correspondance de la faςon suivante.

Nous notons 08 V Γespace des bases lineaires de V que nous considerons, dans
Γesprit de la theorie des fibres principaux, comme Γouvert des elements inversibles
de Γespace L(R", V) des applications lineaires de JR/1 dans V en identifiant un
element / de cet ouvert avec la base (/(e, )) (oύ (e, ) est la base canonique de Rπ).
Le groupe R G\n des automorphismes de R" opere transitivement a droite sans
point fixe sur 08 V de telle sorte que ΆΨ peut s'identifier a RG1W dans lequel on
a "perdu" Γidentite. (Le groupe Gl{V) des automorphismes de V opere lui aussi
sur 08V mais transitivement a gauche.) Par ailleurs, si g est une metrique
euclidienne sur V, nous notons 08 g V Γespace des bases g-orthonormees, sur lequel
agit transitivement a droite et sans point fixe le groupe orthogonal On ce qui fait
de 08 gV une sous-varietέ de 08V (et le groupe orthogonal de g, note OgV, opere
lui a gauche). On peut remarquer que, si fe@gV, et si e dέsigne la metrique
euclidienne standard de R", alors

Pour tout couple de metriques g et h, nous noterons generiquement Hg = g~1 h
Γautomorphisme #-symetrique de V associe a h par la dualite definie par g, i.e.
defini, pour tout u,veV, par

Nous avons alors

Proposition 1 (cf. [5]). Soient g et h deux metriques euclίdίennes sur un espace
vectoriel V. Lapplication b9

h definie sur la base g-orthonormέe f par b9

h(f) = H~1/2°f
(oύ, pour Γendomorphisme symέtrique positifA,A1/2 dέsigne sa racine carrέe positive)
est un diffέomorphisme de 0βgV sur 0βhV qui est une transformation naturelle au sens
suivant:

ii) bg commute a Γaction a droite de On sur 0&V\
iii) pour toute courbe differentiate de metriques t\-+gt sur V,b9

gt est une isotopίe de
08gV sur 08gtV.

Preuve. Verifions d'abord les proprietes algebriques. Si / est g-orthonormee,
1

puisque, pour veV,

((Hl'2)*g)(v, v) = g(Hl'2(v\ H^v)) = h{v9 v).

O n a bien fej = (ftj)"1 puisque Gh = h~1-g agissant sur veV a pour /i-produit
scalaire avec weF,

h(GM w) = g{v9 w) = g(Hgo(Hgy \v\ w) = h(H;\υ\ w).

Pour ii), si UeOn, nous avons
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La fin de la preuve est alors une consequence facile du fait que Γapplication
S\-+S~ί/2 est un diffeomorphisme du cone des transformations symetriques
positives sur lui-meme.

II suffit enfin de verifier que, g etant fixee, Γapplication ht-*Hg est differentiable,
ce qui est evident. •

Remarques. i) En general, si lx et l2 sont deux isomorphismes lineaires de V, nous
avons

car, si nous posons h = l\g, k = (/2°h)*g, K~1/2 Φ K^ 1/2°H~1/2 sauf a ce que soient
verifiees des proprietes de commutation sur lesquelles nous revenons ulterieurement.

ii) L'expression de b9

h se reduit a bβ

ag = a~ι Id lorsque h = a2g avec α e R + .
Le contenu geometrique de Γapplication b9

h, peu clair dans la formulation de
la Proposition 1, est mis en lumiere par la Proposition 2 qui en constitue une
definition alternative. Le developpement qui suit est une variation sur le thέoreme
de decomposition polaire selon lequel R Glπ est diffeomorphe au produit de On par
le cone %>n des matrices positives par Γapplication qui decompose toute matrice
A en produit d'une matrice orthogonale U et d'une matrice symetrique positive

m

Considerons la projection p'MV-^ MV definie par p(f) = (f λ)*e. Le theoreme
de decomposition polaire implique en particulier que cette fibration est triviale.
Sa fibre en g est precisement &SgV. L'espace tangent Tf$V s'identifie a L(R", V).
Soient s/fV9 respectivement SffV9 le sous-espace forme des applications de R π

dans V dont la matrice relative a / est antisymέtrique, respectivement symetrique.
Le sous-espace stfV est le sous-espace vertical pour la fibration p et S^fV en est
un supplementaire naturel. La distribution f\-*£ffV est clairement Oπ-equivariante
(la conjuguee d'une matrice symetrique par une matrice orthogonale est encore
symetrique), done peut etre consideree comme la distribution horizontale d'une
On-connexion que nous baptiserons connexion naturelle sur le fibre p.

Rappelons quelques faits bien connus. L'espace JίV, qui s'identifie a l'espace
symetrique 1R G\JOn, est muni naturellement d'une metrique riemannienne < , >
qui, au point g vaut (k,k'}g = Trace(Kg°K'g). Cette metrique est complete a
courbure non-positive: deux elements h et h! de MV sont contenus dans un
sous-espace plat maximal (de dimension n) passant par geMV si et seulement si
les endomorphismes associes Hg et H'g commutent.

Parmi les courbes joignant g a h contenues dans un sous-espace plat, nous
trouvons la geodesique de g a h pour la metrique < , >, qui s'ecrit th->gt = g-(Hgy
(oύ (Hgy designe la matrice symetrique positive puissance ί-ieme de Hg\ et le
segment t\->(\ — t)g + th.

Nous avons alors

Proposition 2. Soient g.heJίV. La transformation bg

h coincide avec le transport
horizontal dans^V relatifά la connexion naturelle au-dessus de toute courbe joignant
g ah dans 0&V contenue dans un sous-espace plat de MV passant par g et h.

Preuve. Le transport horizontal de ^ F a J h F induit par toute courbe t\-+gt

joignant g a h est obtenu en integrant dans $V Γequation differentielle definie par

i t " 2 \ d t ) β t

U
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L'image de/ oe J^K est obtenue en prenant la solution au temps 1 de Γequation
ayant f0 pour condition initiale.

Determinons ce relevement horizontal dans le cas du segment pour lequel
ύt = h — 9 e s t constant. L'equation differentielle a resoudre s'ecrit done

qui admet/, = (/ + t(Hg - /))" 1/2°/0 pour solution issue defoe@gV, et nous avons
bien

Pour montrer que, pour toute courbe σ joignant g a h se trouvant entierement
dans le sous-espace plat contenant g et ft, le transport horizontal le long de σ ne
depend que de g et ft, nous avons besoin du lemme suivant qui determine la
courbure de la connexion naturelle dans le fibre

Lemme 3. Soίent k et k'eTgJίV. La courbure de la connexion naturelle sur le fibre
est donnέe par

Preuve. Nous devons identifier Γoppose de la partie verticale (grace a la projection
que defϊnit la connexion) du crochet des relevements horizontaux de deux champs
de vecteurs defϊnis localement au voisinage de g et etendant k et k'. Comme JίV
est un ouvert d'un espace vectoriel, nous prenons comme extensions de k et k! des
champs constants dans S2V* que nous notons encore k et k'. Le relevement
horizontal de k en un repere g-orthonorme / est —jKg°f. Nous avons deja
remarque precedemment que la courbe integrale issue d'un repere foe$gV du releve
horizontal du champ lineaire constant k dans JiV s'ecrit ft = (l + tKg)~1/2°f0.
Nous pouvons calculer le crochet de Lie que nous cherchons comme le terme
rectangle du deuxieme ordre dans Γexpression donnant Γextremite de la courbe
obtenue en parcourant successivement les courbes integrales des releves
horizontaux de k et k! pendant les temps ί, s, — t et - s. Cette expression est

(i-sκf

g+skr
1/2°(i-tκg+tk+skr

ll2°(i+s^^^

dont le terme en si se calcule facilement en tenant compte des identites

En ne retenant que les termes du premier ordre et les termes en si dans le
developpement, nous obtenons

- tκt+&+Λ.
t+&+Λ.
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d'oύ la formule finale Ωkk,(f)= —^[Kg,K'g~]°f0 (noter que c'est bien un vecteur
vertical puisque [Kg, K'g~] est antisymetrique). •

Suite de la Preuve de la Proposition 2. Nous sommes maintenant dans une situation
bien connue. Si deux courbes joignant g a h sont toutes deux tracees dans le
sous-espace plat de JίV contenant g et h, on peut les voir comme les trajectoires
entre les temps 0 et 1 de champs de vecteurs sur JίV. Les releves horizontaux
dans gftV de ces champs de vecteurs ont pour crochets le releve horizontal de ces
crochets, et leurs flots verifient les memes relations que leurs projections dans JίV.
Leurs trajectoires vont done aussi se rencontrer au temps 1. •

Corollaire 4. Soient g,h et keJίV trois metriques appartenant au meme sous-espace

plat de JίV. Alors b\ = bh

kob9

h.

Preuve. II suffit de prendre pour courbe joignant g a k une courbe passant par h
et d'appliquer la Proposition 2.

On peut aussi verifier directement que, comme [Hg, Kg~\ = 0, nous avons
H;i/2oK-i/2 = (H,o/g-i/2. •

La Proposition 2 qui est une version geometrique de la Proposition 1 s'etend
directement au cadre spinoriel. Pour ce faire, choisissons une realisation UK du
revetement universel (i.e. a deux feuillets) de @V. Chaque fibre &gV est revetue
non trivialement par une variete 0βgV diffeomorphe au groupe Pinπ que nous
appellerons Γespace des bases spinorielles de V (relatif a g et au revetement UK).

Proposition 5. La transformation naturelle b, qui a tout couple de metriques g et h
associe le diffeomorphisme b\ de @gV sur $hV, peut etre relevee en une transformation
naturelle β de Γespace des bases spinorielles UK, qui a tout couple de metriques g
et h associe un diffeomorphisme Vmn-έquivariant de ί%gV sur $hV.

Preuve. La distribution horizontale f\-^SffV se releve naturellement dans UK en
une distribution horizontale determinant une connexion Pinπ-equivariante sur 0SV,
considere comme un fibre Pinπ-principal sur JίV.

La transformation β est alors dέfinie comme le transport parallele dans le fibre
Pinn-principal UK au-dessus de toute courbe joignant g a h contenue dans un
sous-espace plat. •

Remarque. Les considerations precedentes ne peuvent s'etendre telles queues au
cas des metriques lorentziennes I sur un espace vectoriel K de dimension n + 1
pour plusieurs raisons que nous indiquons maintenant.

Dans ce cas on doit utiliser la metrique de Minkowski m = (ε1)2 + — h (επ)2 —
(εn +1)2 comme modele sur R π + * (en notant (ε*) la base duale de la base canonique).
L'application l\-+q{f) = (/~1)*m definit encore une fibration q-.^V-^^V oύ 5£V
designe Γespace des metriques lorentziennes sur K qui est un cone ouvert (non
convexe!) de S2K*. Le sous-espace vertical en / e ^ K s'identifie naturellement aux
applications / ° B d e R " + 1 dans K oύ B designe une matrice dans Γalgebre de Lie
du groupe de Lorentz Oπ>1.

II y a encore une distribution horizontale OM-invariante determinee par les
elements symetriques au sens lorentzien permettant de determiner un transport
parallele au-dessus de n'importe quelle courbe. Mais en general il n'est pas possible
de distinguer une famille de courbes privilegiees joignant deux elements quelconques
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de S£V. En particulier Γinterpolation lineaire ne permet pas de joindre deux elements
quelconques qui ne sont pas non plus joints par une geodesique pour la metrique
naturelle < , > qui s'ecrit encore <fe, A;'), = Trace (K^KJ) (noter que cette metrique
n'est pas riemannienne mais de signature (\{n2 + n + 2\ri)).

De plus il n'est pas clair que Γon puisse donner la formule de la transformation
naturelle entre deux metriques lorentziennes / et k car, si Γautomorphisme
Kι = Γ1 k est bien defini, il n'a pas necessairement toutes ses valeurs propres
positives. II n'est done pas possible d'en prendre la racine carree sans faire des
choix de coupure dans le plan complexe ce qui creera des difficultes dans le
cas a parametres qui est notre veritable but.

Cependant, ces difficultes disparaissent lorsqu'on reste au voisinage d'une
metrique lorentzienne donnee. Ceci suffit pour etendre au cas lorentzien la
construction d'une derivee de Lie metrique donnee dans la Sect. II.

II. Derivation de Lie Metrique des Champs de Tenseurs et de Spineurs

La derivee de Lie usuelle, que nous noterons 5£x, est fondee sur la possibilite de
transporter les tenseurs le long du flot (ξt) d'un champ de vecteurs (quelconque) X.
Cette possibilite n'existant pas pour les champs de spineurs, nous lui substituons,
via les transformations bt* et jSζ deduits des constructions des paragraphes

precedents, une dέrίvee de Lie metrique t£\ agissant sur les champs de tenseurs et
les champs de spineurs.

Comme la derivee de Lie usuelle, !£9

X est une derivation pour le produit tensoriel.
Contrairement a la derivee usuelle, elle preserve la metrique g, i.e., pour tout champ
de vecteurs X, on a <£\g = 0 (voir Proposition 15), mais elle possede une courbure
(voir Proposition 18) en ce sens que ^fxy] differe en general du commutateur
[j£?J,JSffJ. Les deux derivations <£x et 5£9

X agissant sur les champs de tenseurs
coincident si et seulement si le champ de vecteurs X est de Killing, i.e. si son flot
est forme d'isometries. La derivee de Lie metrique agissant sur les champs de
spineurs coincide avec la derivee de Lie introduite par des voies diίferentes par
Y. Kosmann (cf. [14]).

Nous commenςons par etendre les notions algebriques introduites precedem-
ment au cadre des varietes differentielles et des champs.

Sur une variete differentielle M de dimension n, nous introduisons le fibre
principal sous le groupe IRGζ de ses reperes lineaires que nous notons MM et,
pour une metrique riemannienne g sur M, le fibre principal sous le groupe On des
reperes g-orthonormees que nous notons OgM. Sa fibre en un point m n'est rien
d'autre que &gm(TmM) avec les notations de la Sect. I Soit h une autre metrique
riemannienne sur M, OhM le 0,,-fibre principal des reperes /ι-orthonormes. Nous
noterons b9

h le morphisme On-equivariant de OgM sur OhM dont la restriction a
chaque fibre en un point m de M est egale a b9

h^.
Pour toute representation μ de On sur un espace vectoriel E, nous noterons de

meme b9

h Γisomorphisme de fibres vectoriels de EgM = OgM xμE sur EhM—
OhM xμE defini comme suit: a tout element ξ de EgM, de composante u dans E
relativement a un repere g-orthonorme /, nous associons Γelement de EhM ayant
meme composante u relativement au repere /z-orthonorme b9

h(f), autrement dit
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L'equivariance de b9

h de OgM dans OhM implique que bβ

h est bien defϊni de EgM
dans EhM.

Remarque 6. Lorsque μ est la restriction a On d'une representation lineaire du
groupe lineaire 1RG1Π egalement notee μ, les deux fibres vectoriels EgM et EhM
s'identifient naturellement Γun et Γautre au fibre de tenseurs EM = 0&M xμE, mais
b%, vu comme un endomorphisme de EM, ne coincide pas en general avec Γidentίtέ.
En particulier, si μ est la representation tautologique μ0 de On sur IRΠ, les fibres
OgM x^lR" et OhM x μ o R " sont naturellement identifies au fibre tangent TM et
b\ coincide dans ce cas avec H~1/2, Fin verse de la racine carree positive de
Hg = g~1-h qui est une isometrie de (TM,g) sur (TM,h).

Considerons le cas oύ la variete M est orientee et spin (autrement dit nous
supposons que ses deux premieres classes de Stiefel-Whitney w1(M)eH1(M,Z/2Z)
et w2(M)eH2(M,Z/2Z) sont nulles, cf. [17]). Nous notons IRG1 + le revetement
universel du groupe lineaire positif RG1Π

+.
Choisissons une structure spinorielle α sur M (c'est un point dans un certain

espace affine modele sur le Z/22£-espace vectoriel H1(M,Z/2Έ)) que nous realisons
par un fibre 1RG1*-principal note U + M revetant non trivialement en chaque point
m de M le fibre ^ M des reperes lineaires positifs en ce point. Le choix de J? + M
determine pour chaque metrique g une mέtrique spinorielle y sous la forme d'un
fibre Spπvprincipal, a savoir le sous-fibre SpinyM de U + M qui revet le fibre
SOgM des reperes gf-orthonormes positifs.

Pour toute representation lineaire (reelle ou complexe) σ du groupe Spinπ dans
Σ, nous notons ΣyM = Spin yM xσΣ le fibre vectoriel associe. Nous dirons que σ
est une representation spinorielle lorsqu'elle est la restriction d'une representation
de Γalgebre de Clifford que nous supposerons unίtaire, en ce sens que Γimage de
tout vecteur unitaire est unitaire. Nous donnerons alors le nom de fibre de
spineurs au fibre vectoriel hermitien correspondant. Par definition, tout fibre de
spineurs est done un module a gauche pour le fibre en algebres de Clifford
ClgM.

La transformation naturelle β definie dans le cadre algebrique s'etend
differentiablement au fibre des bases spinorielles, et par suite determine une famille
d'homomorphismes entre fibres de spineurs pour differentes metriques que nous
notons encore β. Precisement, si γ et η sont deux metriques spinorielles cor-
respondant au meme fibre U + M , alors, a tout y-spineur ψ de composante v dans une
base spinorielle φ, nous associons comme prέcέdemment le η-spineur βγ

η(φ) de meme
composante v, autrement dit

«([*,»]) = [W3-
A nouveau, cette correspondance est bien definie a cause de la Spinn-equivariance
de la transformation naturelle βy

η. Lorsque σ est une representation spinorielle, la
transformation βy

η est compatible avec la multiplication de Clifford en ce sens que,
pour toute forme exterieure ω vue comme un element de Cl^ M et tout y-spineur
φ, on a

βy

η(ω.γΦ) = K(ω).ηβl(φ). (6)

Tout diffeomorphisme ξ de M se releve en un diffeomorphisme Oπ-equivariant
ξ° de OgM en posant

ξ° = b{ξ~l)*goTξ
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Un tel relevement existe aussi dans le cas spinoriel dans Spiny M a condition que
ξ preserve a la fois Γorientation et la structure spinorielle α. Mais ce relevement
n'est defini a priori qu'a Faction pres de TLβΈ (cf. [14]). Toutefois, le relevement
est defini sans ambiguϊte si le diffeomorphisme est relie par un chemin a Γidentite.
Nous le notons alors ξSpin.

Cela nous permet de proposer la definition suivante pour la derivee de Lie
metrique d'un champ (local) de reperes orthonormes.

Definition 7. Soit X un champ de vecteurs (quelconque) defini sur une varietέ
riemannienne (M, g) dont le flot local est note (ξt). La g-dέrivέe de Lie d'un champ
de reperes g-orthonormes F par rapport a X en un point x est Γelement 5£XF de
Γalgebre de Lie Όn de On defini par

2>°xF = ^(ζ°t°F°ξt)\t=o (7)
at

via Γidentification canonique de Γespace tangent vertical au point f(x) avec Όn.
Si M est munie d'une metrique spinorielle γ, la γ-derivee de Lie d'un champ de

y-reperes spίnoriels Φ par rapport a X est Γelement <£\Φde Γalgebre de Lie Sptnπ

du groupe Spinn

j?yχΦ = ~(ξs»l*oφoξt)\t=0. ( 7)
at

Lorsque le repere spinorieljΦ est un relevement F d'un repere orthonorme F,
la derivee de Lie metrique S£\F est egale a Γimage de S£9

XF par Γisomorphisme de
Spin,, sur ®OΠ induit par la projection naturelle de Spinπ sur SOn. Dans les
identifications classiques de ®ptnπ et de S>OM comme espaces vectoriels avec Γespace
J / I R " des endomorphisms antisymetriques de R", on a alors

<£\F = \$£XF. (8)

Proposition 9. Pour un champ de reperes orthonormes F, la derivee de Lie metrique
3?9

XF et la derivee de Lie ordinair ££XF (vue comme un element de (5lπ) sont reliέes
par laformule

(9)

oύ A designe la projection naturelle de (5IΠ sur Όn qui a une matrice associe sa partie
antisymetrique.

Preuve. La derivee de Lie metrique 3?XF s'ecrit encore

<exF = TF{X)-X°F(m), (10)

oύ X° designe le releve metrique sur OgM du champ de vecteurs X defini en le
repere / au point m par

X° = jt(bf-<°(Tξt°f))\t=0.

De la meme maniere, ££XF s'ecrit

2>xF=TF(X)-XG

F{m), (10')



590 J.-P. Bourguignon and P. Gauduchon

oύ XGl est le releve naturel de X sur GIM defini, en /, par

χ G l = —(Tmξt°f)\t=θ'
at

Lemme 11. En tout point f de OgM a GIM, on a

oύ {£?

xg)f est Velement (symetrique) de G\n determine par ££xg via le repere f.

Preuve. II suit des definitions des releves X° et XGl que

υg lί = 0

en utilisant la notation de Γenonce du Lemme 11.
Le resultat suit directement de la Remarque 6. •

La Proposition 9 resulte immediatement des formules (10) et (10'), du Lemme
11 et du fait que \(^£xg)¥ est la partie symetrique de £PXF comme on le voit
directement en utilisant la fait que F est une base orthonormee en chaque point. •

Proposition 12. Pour toute fonction a (respectivement on) de M a valeurs dans On

(respectivement Spin,,), on a

&x{F a) = ( A d α - ^ F ) + a~\<£xa\ (12)

-1(^xa). (120

Preuve. La formule (12) est une consequence immediate de la Proposition 9 et de
la formule analogue pour la derivation de Lie ordinaire.

La formule (12r) resulte de la formule (8). •

Ayant defini la derivee de Lie metrique d'un champ de reperes, nous defmissons
la derivee de Lie metrique des champs de tenseurs et de spineurs de la maniere
naturelle suivante.

Definition 13. Soit EμM le fibre vectoriel determine^ via OgM, par une representation
lineaire μ de On. Pour tout champ de vecteurs X, la derivee de Lie metrique J£XS
d'une section S de EμM dans la direction de X est definie par

&XS = (F, &xu 4- Tμ{&g

xF)u\ (13)

oύ u est la composante de S (dans E) relatίvement a une section locale F de OgM.
Soit ΣyM le fibre vectoriel determine, via SpinyM, par une representation lineaire

σ de Spin,,. La derivee de Lie metrique <$fy

xψ d'une section φ de ΣγM dans la direction
de X est definie par

J?xψ = (Φ, &xv + Tσ{^\Φ)v\ (130

oύ v est la composante de φ (dans Σ)relativement a une section locale Φ de Spiny M.

Note. Dans les formules precedentes, Tμ et Tσ designent les derivees en Γidentite
des representations μ et σ.

Remarques. i) II resulte immediatement de la Proposition 12 que la definition 13
ne depend pas du choix du repere local.
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ii) Lorsque la variete est spinorielle, tous les fibres de tenseurs peuvent etre
construits a partir du fibre des reperes spinoriels (mais ne sont pas des fibres de
spineurs!), et les deux definitions de la derivation de Lie metrique coincident.

iii) Comme la derivee de Lie ordinaire, la derivee de Lie metrique est une
derivation pour le produit tensoriel de tenseurs qui coincide avec la derivee usuelle
sur les scalaires. II en resulte immediatement que la derivee de Lie metrique est
une derivation pour le produit tensoriel des spineurs et/ou des tenseurs.

Proposition 14. La dέriυέe mέtrique S£\ agissant sur un champ de μ-tenseurs S se
dέduit de la derivation de Lie ordinaire par laformule

&xS = &xS + %{&xgf).μS9 (14)

ou (S£xgf dέsigne Γendomorphisme associέ par la metrique g a 5£xg et.μ Vaction
d'un champ d'endomorphismes sur un champ de μ-tenseurs par la representation μ.

En consequence, les deux dέrivations de Lie coincident lorsque X est un champ
de Killing.

Preuve. Consequence de la Proposition 9 compte tenu du Lemme 11. •

Les proprietes essentielles de la derivation de Lie metrique sont rassemblees
dans les propositions qui suivent.

Proposition 15. La derivee de Lie mέtrique <£9 preserve la metrique g, i.e., pour tout
champ de vecteurs X,

sexg = o.

Plus gέnέralement, pour toute representation (orthogonale ou unitaire) μ de On

et tout champ de μ-tenseurs Sί et S2, nous avons pour tout champ de vecteurs X

&ΛSi,S2)β - {SexSuS2)β + (Sl9#xS2)g9 (15)

ou( , )g dέsigne le produit scalaire euclidien (hermitien) dέterminέ par μ.
Si M est munie d'une mέtrique spinorielle y et si ΣyM est lefibrέ vectoriel associέ

a une reprέsentation unitaire σ de Spinπ, pour toutes sections ψ1 et φ2 de ΣyM nous
avons

ou ( , )γ dέsigne le produit scalaire euclidien ou hermitien dέfinί sur ΣγM. Si σ est une
reprέsentation spinorielle, pour toute forme diffέrentielle extέrieure ω (vue comme
une section de ClgM agissant sur ΣyM via la reprέsentation σ), nous avons

&y

x{ω.γψ) = {&xω).γψ + ω.y{&xψ), (15")

ou.y dέsigne Vaction de ClgM sur lefibrέ en spineurs ΣyM (la reprέsentation σ est
sous-entendue).

Preuve. Les formules (15) et (15') sont des consequences immediates des formules
de definition (13) et (13r). La nullite de &β

xg s'obtient alors en considerant la
representation fondamentale de On dans R".

La formule (15") se demontre ainsi: par definition d'une representation
spinorielle, σ est la restriction au groupe Spin,, d'un homomorphisme lineaire
(encore note σ) de Γalgebre de Clifford Clπ dans End Σ. La multiplication de Clifford
d'un champ de y-spineurs ψ par une forme differentielle exterieure ω s'ecrit
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relativement a un repere y-spinoriel F releve d'un repere g-orthonorme F par la
formule ω-φ = (F,σ(<x)(v)) ou α est Γexpression de ω dans Cln relativement a F et
v celle de φ relativement a F. On a done, d'apres la formule de definition (13'),

= [F, σ(&xa)(υ) + σ(α)(J2» + σ(ad((Tσ)(J?xF))oc)(v) +

£ x«) + ad((Γσ)(Jίf JF))α)(t;)] + [F,

Proposition 16. Swr w«£ variέtέ riemannienne (M,g\ soient a une fonction, X un
champ de vecteurs et S un champ de μ-tenseurs. Alors

(16)

Si M €Sί munie d'une metrique spinorielle y, et si ΣyM est le fibre υectoriel associe
a une representation σ de Spinπ, pour toute section ψ de ΣyM, nous avons

Se\xφ = aSe\φ - \{da Λ X%φ. (160

Preuve. La proposition est une consequence directe de la formule de definition
(13) compte-tenu de la Proposition 9 et dans le cas spinoriel de la formule (8). •

Nous pouvons comparer la derivation de Lie metrique avec la connexion de
Levi-Civita. Pour cela rappelons que la connexion de Levi-Civita D9 associee a
la metrique g se releve au fibre des reperes spinoriels. Nous notons naturellement
Dγ la connexion ainsi induite, dont on deduit une derivation covariante pour les
champs de y-spineurs. La seule chose a laquelle il faut prendre garde est que
Faction de Γalgebre exterieure par multiplication de Clifford fait apparaίtre un
facteur \ dans Faction des formes de connexion (voir (8)). Nous avons alors

Proposition 17. La derivation de Lie metrique et la derivation covariante de Levi-
Civita sont reliees pour des champs de vecteurs X et de μ-tenseurss par la formule

£exS = Dg

xS-\(dX\S (17)

(ou Xb dέsigne la 1 -forme duale de X pour la metrique getdla differentielle exterieure),
et pour un champ de γ-spineurs φ par la formule

<?xφ = Dxφ-#dX>).yψ. (17)

Preuve. Les formules (17) et (17') se verifient aisement a partir de la formule de
definition (13) et la formule analogue pour la derivation covariante. Elles peuvent
aussi se deduire de la Proposition 16 par Γargument universel suivant. D'apres la
Proposition 15, Γapplication av-+<£9

aX + \(da Λ X*).μ est un operateur diffέrentiel
μ

d'ordre 0 en α. II en est de meme de a\-+Dg

aX. La difference des deux membres de
(15) est done tensorielle en X. II suffit alors de constater que cette 1-forme est un
invariant g-orthogonal, done en fait la forme nulle. •
Proposition 18. La courbure de la g-dέrivation de Lie, i.e. son defaut d'έtre un
homomorphisme d'algέbres de Lie entre Γalgebre de Lie 3~M des champs de vecteurs
sur M et Γalgebre des operateurs differentiels sur les champs de vecteurs, est donnee
par la formule

(18)
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Preuυe. C'est une verification directe a partir de la Proposition 9 en utilisant que
la partie antisymetrique du commutateur de deux endomorphismes est la somme
du commutateur des parties antisymetriques et du commutateur des parties
symetriques. •

Remarque. Le membre de droite de la formule (11) est nul des que X (ou Y) est
une transformation infϊnitesimale conforme, car alors (<^xgψ (ou {&γgψ) est un
multiple de Γidentite. A cause de cela, on peut considerer que Γexpression
"derivation de Lie" utilisee pour designer S£\ n'est pleinement justifiee que pour
ces champs de vecteurs et on revient a la remarque faite p. 101 de [19].

III. Variations de POperateur de Dirac et de ses Valeurs Propres
par Changement de Metrique

Rappelons que, pour tout champ φ de y-spineurs (relatif a une representation
spinorielle σ quelconque),

oύ (fι) est une base g-orthonormee au point considere.
Maintenant que nous savons comparer les champs de spineurs pour deux

metriques spinorielles γ et η (correspondant a la meme classe spinorielle, mais a
deux metriques g et h distinctes), il est possible de comparer les operateurs de
Dirac Θy et 2n agissant respectivement sur les champs de y-spineurs et de ^-spineurs
en introduisant Γoperateur transmue defini par

Thέorέme 20. Le transmue Y@η du η-opέrateur de Dirac a, pour tout champ φ de
y-spίneurs, Γexpression suivante

ou (fi) est un repere g-orthonormέ et ou 9Ah = Dh — D9 est la difference des deux
connexions de Levi-Ciυita de h et g respectivement.

Preuve. Par definition-meme du transmue, on a

H { f i )

oύ γDη = (βy

η)~loDη°(βy

η) est Γimage sur SpinyM de la connexion de Levi-Civita
Dη par la transformation naturelle βy

η. Elle est en fait induite par la connexion
9Dh = H]12 o Dh o H~1/2 definie sur SOgM, transmuee de Dh par la transformation b9

h.
La. formule (20) resulte d'un calcul direct utilisant la formule (6) et le fait que

(be

h(fi)) est une base /i-orthonormee (on rappelle que b9

h(fi) = H~1/2(fi)). •
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Remarques. i) En observant le symbole principal de ΊQ)n donne par le terme
principal du second membre de (20), on remarquera que cet operateur w'est pas
un operateur de Dirac.

ii) Le terme complementaire du second membre de (20) fait intervenir
l'expression H1I2(D9H~1/2 + 9AhoH~1/2) qui est egale a la difference 9Dh - D9.

Comme la connexion 9Dh est ^-metrique, H1/2(D9

XH~1/2 + 9Ah

χoH~1/2) est
antisymetrique pour tout X et comme telle consideree comme un element de
l'algebre de ClifΓord.

Pour etudier la derivee de 2η quand h varie dans Γespace des metriques MM,
nous substituons a 3)n Γoperateur transmue y3fη qui opere sur les sections du
fibre (fixe!) des y-spineurs.

Un vecteur tangent en une metrique g a MM sera identifie a une forme bilineaire
symetrique /e, par exemple le vecteur tangent en t = 0 a la courbe de metriques

dt = g + tk.

Theordme 21. La variation inflnitέsimale de Γoperateur de Dirac en une metrique
spinorielle y dans la direction d'un changement de metrique riemannienne k est donnέe
par laformule

V =-\t fiyDlβ(fβ + &δβk + <*(Trace,*)).>, (21)
λ i= l

oύ (fi) est un repere g-orthonormέ et oύ δ9 dέsigne Voppose de la divergence sur les
champs de 2-tenseurs symέtriques.

Preuve. D'apres le Theoreme 20, nous avons

Les 3-tenseurs qui apparaissent dans le second terme sont respectivement
egaux a

D9

et

1°A% = Q(X9 Y,Z) = ±((D9

xk)(Y,Z) + (D9

Yk)(X,Z)-(D9

zk)(X, Y))
dt

qui sont respectivement symetriques en les deux derniers et les deux premiers
arguments. De ce fait, le terme en 3-forme dans le produit de Clifford donne une
contribution nulle et le terme contracte est clairement celui qui apparaϊt dans le
second terme de (21). •

Remarque 23. L'espace JίM des metriques riemanniennes sur M a une geometrie
interessante; il possede en particulier une action du groupe DM des diffeomorphismes
de M. Faire des variations d'une metrique riemannienne par action des diffeo-
morphismes ne change pas la geometrie. Si nous voulons nous interesser aux
variations infinitesimales de la metrique qui changent la gέometrie, il est done utile
de se restreindre aux variations qui sont transverses a cette action, ce qui est assure
en demandant que k verifie δk = O. (En effet son produit scalaire relatif a la
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metrique riemannienne standard de MM avec toute variation infinitesimale trίviale
<£xg est alors nul, Γoperateur de divergence δ etant a un facteur \ pres Γadjoint

de Γoperateur X\-+J£xg) Pour une telle variation la formule (21) se simplifie par
disparition du terme en δk.

Nous nous interessons maintenant aux variations des valeurs propres de Γoperateur
de Dirac par changement de metrique. Nous supposons done dans ce qui suit que
nous nous plaςons en une metrique spinorielle γ dont la partie metrique riemannienne
subit une variation infinitesimale k a laquelle nous associons la variation gt = g + tk.

Rappelons que d'apres un resultat de Rellich (cf. Theorem 3.9 de [13], voir
aussi [13, Lemme 3.15]) la famille analytique d'operateurs $)Ίt admet une decom-
position spectrale (AJ, Π\) analytique oύ, pour chaque ί, λ\ est une valeur propre
et Π\ le projecteur correspondant. Par une valeur propre fϊxee λ de $)y, il passe
m branches λ(

t

1},...,Λ|m) telles que 2(

o

υ = ••• = Λ(

o

m) = λ. Ainsi chaque variation
infinitesimale k de la metrique determine les m "derivees premieres" dλ(r)/dt\t = 0

pour l ^ r ^ m ( m = l lorsque la valeur propre est simple ou lorsque sa multiplicite
est constante dans la direction k). Nous noterons £(

λ

r) les sous-espaces propres.
Nous avons alors le resultat suivant

Theorέme 24. Pour tout r= l , . . . ,m, la derivee premiere de λ correspondant a la

branche λir) dans la direction k s'ecrit

dλίr)

dt

1
(24)

ί = 0 ^ M

oύ φ{r) est un element unitaire (quelconque) du sous-espace E^ et oύ, pour tout champ
de spineurs ψ, Qψ est la forme bilinέaire symέtrique reelle determinee par

%{X, Y) = ±gte((X.yD
y

γψ, φ) + (Y.yD
y

xψ, φ)). (24')

Preuve. D'apres le theoreme de Rellich cite ci-dessus, φ(r) se prolonge en une famille
analytique φ{

t

r) de spineurs unitaires pour la norme L2 propres pour Q)Ίt relatif a
la valeur propre λ\r).

Nous avons alors

dλir)

dt

qui, apres developpement, donne trois termes. Les deux termes contenant la derivee
du vecteur propre donnent une contribution nulle car ils font intervenir le produit
scalaire global de φ{r) et de dφir)/dt qui est nul a cause de la normalisation prise
sur φ(

t

r). II ne reste done plus que le terme provenant de la derivee de Γoperateur
de Dirac. Nous pouvons done utiliser la formule (21) ce qui donne la formule
annoncee (24) en tenant compte du fait que le terme en δgk + dTraceg/c donne
lui-meme une contribution nulle, car il agit de faςon antisymetrique par produit
de Clifford sur φ{r\ •

Remarque 25. La forme quadratique — ̂ Q^r) peut etre consideree comme la r i e m e

branche du gradient de λ pour le produit scalaire standard sur MM.
On peut aussi adopter un autre point de vue et considerer Γapplication

φ\-^ — ̂ Qφ comme une forme quadratique definie sur le sous-espace propre Eλ a
valeurs dans Γespace des champs de formes bilineaires sur M. Sa trace (par rapport
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a la metrique L2 sur Γespace Eλ) s'interprete alors comme le gradient de la fonction
η\-^Trace γ@η

{lm πoύ Πdesigne le projecteur spectral sur la somme des sous-espaces
propres provenant de la deformation de Eλ dans un voisinage de la metrique y.
Cette fonction n'est rien d'autre que la somme des valeurs propres issues de λ par
deformation.

La forme quadratique Qψ associee a un spineur propre φ correspondant a une

valeur propre non nulle λ ne peutjamais etre nulle car sa trace relative a g vaut λ\\φ\\2.

Dans le cas d'une valeur propre non nulle, nous nous limiterons aux variations
de metriques qui fϊxent le volume total, i.e. aux variations infinitesimales k telles
que J ΎmcQgk vg = 0. Nous dirons qu'une valeur propre non nulle λ (eventuellement

M

multiple) est critique si son gradient au sens defϊni dans la remarque 25, i.e. la
trace de la forme Q prise sur Eλ, est un multiple de la metrique g (nul automatique-
ment si λ = 0).

II est traditionnel d'appeler spineur harmonique les spineurs propres pour la
valeur propre 0. Dans le cas oύ la dimension n de M est paire, Γespace des spineurs
harmoniques se decompose en la somme directe orthogonale de spineurs
harmoniques de chiralites positive et negative. Comme la multiplication de Clifford
par un vecteur echange les chiralites, il resulte immediatement de (24') que la
restriction de Q a chacun des deux sous-espaces est nulle. En particulier la trace
de Q est nulle sur Γespace des spineurs harmoniques, i.e. 0 est valeur propre critique
pour toute metrique (pourvu qu'il y ait au moins un spineur harmonique non
trivial).

Dans le cas oύ tous les spineurs harmoniques non triviaux ont meme chiralite
(ce qui ne peut se produire non trivialement que si n est multiple de 4 a cause du
theoreme de Γindice), la forme quadratique Q est identiquement nulle sur Γespace
des spineurs harmoniques. La dimension du noyau est alors minimale (encore par
le theoreme de Γindice); elle ne peut decroίtre dans un voisinage du point considere
dans Γespace des metriques.

Une question se pose naturellement: les metriques dont les spineurs harmoniques
n'ont qu'une seule chiralite sont-elles generiques? A notre connaisance, elle est
encore ouverte.

Une valeur propre de Γoperateur de Dirac ne change pas lorsqu'on varie la
metrique par action des diffeomorphismes (qui preservent la structure spinorielle).
II en resulte que la differentielle de la valeur propre dans Γespace MM des metriques
riemanniennes s'annule sur Γespace tangent en g a Γorbite des diffeomorphismes
ce qui implique que la divergence de la forme quadratique Qψ doit etre nulle pour
tout όhamp de spineurs propres φ (cf. [4] Chap. 4). On peut verifier ce fait directement
par le calcul suivant (en omettant les indices g et y):

i=l

2

V 2 \

i=l ' /

= i 3te( - (Dx@ψ, ψ) + (Dxφ, 9ψ) - (X 2φ, φ)),

et la derniere expression est clairement nulle lorsque φ est un spineur propre.
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Examinons le cas particulier oύ le changement de metrique est un changement
conforme. Si h = e2ug, alors la formule (20) se reduit a

yψ + n—^du.γψ\ (26)

ou encore
(26')

Ce fait traduit Γexistence d'un opέrateur de Dirac conforme defini sur les sections
du fibre des spineurs de poids conforme — j(n — 1), qui peuvent etre Fun et Fautre
definis purement en terme de la structure conforme (cf. [12] oύ il faut prendre
garde que TM est pris de poids conforme — 1, alors que nous prenons le fibre
tangent de poids conforme +1).

La derivee d'une valeur propre relativement a la variation k = lag est egale
d'apres le Theoreme 24 a

at
= -λ$a\ψ«\2vg.

0

La valeur propre 0 de Foperateur de Dirac est toujours critique pour des
variations conformes. C'est une consequence de la formule (26') qui fournit un
isomorphisme entre les espaces de spineurs harmoniques pour deux metriques
conformes.

Dans le cas de variations conformes, nous avons comme corollaire de la formule
(26) le resultat suivant.

Proposition 27. Une valeur propre non nulle λ est critique pour les variations
conformesfixant le volume total, i.e. pour les variations infinitέsimales k = 2ag telles que
J avg = 0, si et seulement si la norme du spineur propre correspondant est constante.
M

Rappelons qu'un champ de y-spineurs ψ est appele γ-spineur de Killing lorsqu'il

satisfait la relation D\φ = — λ X . y ψ pour tout vecteur tangent X et un nombre

reel λ. Un tel champ de spineurs est evidemment propre pour la valeur propre λ.
On peut montrer que cette valeur propre est en valeur absolue la plus petite valeur
propre de 2 et que tous les spineurs propres pour cette valeur propre sont des
spineurs de Killing (cf. [10] et [11]). L'existence de spineurs de Killing impose des
conditions tres restrictives sur la metrique riemannienne g, en particulier g est une
metrique dΈinstein de courbure scalaire 4λ2(n— l)/n. On a en outre comme
consequence immediate des formules (24) et (24') la proposition suivante.

Proposition 28. S'il existe un spineur de Killing φ non trivial sur (M, y), la valeur
propre λ correspondante est critique en g parmi les metriques de volume total donnέ.

On observera que, puisque Fespace propre Eλ est constitue de spineurs de
Killing, la forme quadratique Q (et pas seulement sa trace) est proportionnelle a g.

Donnons un exemple d'une variete spinorielle dont toutes les valeurs propres
de Foperateur de Dirac sont critiques.

Proposition 29. Les valeurs propres de Γopέrateur de Dirac associe a la metrique
spinorielle standard sur la sphere Sn sont toutes critiques (pour les variations
prέservant le volume total).
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Preuve. Notons γ la metrique spinorielle standard (de courbure sectionnelle

constante et egale a 1). Les valeurs propres de Q)Ί sont egales en valeur absolue

a ±(k + n/2) pour /ceN (cf. [2]). Les spineurs propres correspondant aux valeurs

propres minimales ±n/2 sont les spineurs de Killing. Le fibre en spineurs ΣyS
n

est trivialise par une base orthonormee (ψa) de En/2 (ou de E_n/2). Suivant [2],

nous pouvons introduire les operateurs A + = (β + \)2 et A ~ = (β - \)2 dont les

espaces propres stf^ sont les produits tensoriels ^k®E±(k+n/2) oύ J^k designe

Γespace des harmoniques spheriques d'ordre /c, i.e. Γespace des functions propres

du laplacien riemannien pour les valeurs propres k(n + k — 1).

On etablit aisement les isomorphismes

/ ( k _ 1 + n / 2 ) , l £ * £ o o , (30+)

et

^=E-ik+n/2)®Ek_1+n/2, lίkίco. (30")

II decoule directement de (24') que la trace de la forme quadratique Q restreinte

aux sous-espaces st^ est proportionnelle a g. II suffit pour cela de Γevaluer sur une

base d'elements decomposes.

On termine la demonstration par un argument par recurrence utilisant les

decompositions orthogonales (30+) et (30 ~) et le fait que la forme quadratique Q

est un multiple de la metrique g pour tout spineur de Killing, i.e. pour tout element

deΛ/± = £ ± ( B / 2 ) . •

Remarque. Ce resultat est a rapprocher du resultat obtenu dans [3] pour le

laplacien riemannien operant sur les fonctions.
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