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Abstract. We use an algebraic criteria (based on local positivity of a
commutator) which asserts the existence of a direction of propagation for the
flow e ™™ associated to a self-adjoint operator H.

This criteria is applied to the Hamiltonian of three body quantum systems
interacting through long range two body potentials. We found the singular
spectral support of the Green functions or equivalently the phase space
support of the propagation in the one channel or the coulomb interaction
cases. Elementary applications to asymptotic completeness of general three
body systems is given in [11b].

Introduction

Etant donné un opérateur auto-adjoint H, nous poursuivons selon la méthode
ennoncée dans [10] Pétude des propriétés de propagation du flot e~ # associé, au
moyen de la notion d’opérateurs conjugués et des techniques exposées dans [8, 9].

H étant un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert 5#, un opérateur A
est dit conjugué de H au voisinage du point E (voir [8]) si en particulier il existe
a>0, 0>0 telles que

P, (E,0)i[H, A] Py(E. 8) 2 aP(E, 5)

ol Py(E, §) désigne le projecteur spectral de H sur (E— 9, E+6) et [H, 4] la forme
commutateur de H et A:HA— AH. A cette inégalité, les techniques développées
dans [8] et [9] permettent d’associer trois types d’estimations a priori: quels que
soient [a,b]C(E—9, E+9) et v> 7 il existe des constantes finies ¢, c,, ¢, telles
que:

D sup [lA+il T H-2)" A+ Sep

ReelZela, b]
ImZ+0

1) sup |PiH—2""|A+i"*|Zc,
ReelZe(a, b]
+ImZ>0

) sup [PHH—2)"'P|=ec,
ReelZela, b]
+ImZ>0
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PZ désignant respectivement les projecteurs spectraux de A sur les intervalles
(—00,0) et (0, + o).

Le premier type d’estimation a priori permet de conclure a 'absolue continuité
du spectre de H dans (E—9J, E+0); c’est une version des estimations a priori
démontrées par Lavine [7] et Agmon [1] dans le cas des opérateurs de
Schrodinger des systémes a deux corps. Les deux autres types d’estimations a
priori, qui se démontrent exactement de la méme fagon, sont cependant physique-
ment plus intéressants puisqu’ils suggérent et prouvent partiellement I'existence
d’une direction de propagation pour I'évolution e #' agissant sur les vecteurs
P4(E,$) ¥ lorsqu’ils sont décrits dans la représentation L*(R; P ,(dx)).

L’intérét de la notion de direction de propagation en mécanique quantique a
été mis en évidence en 1978 par Enss [2] qui démontra par des méthodes de phase
stationnaire des estimations sur I'évolution libre e™#°" légérement plus fines que
celles que 'on pourrait déduire ici; H,= — A4 sur L*(R";d"x). Remarquons que la
notion de direction de propagation associée & un opérateur conjugué A4 unique
n’apporte que peu d’informations puisqu’elle distingue simplement deux sous-
espaces orthogonaux de #: P # et P #. Mais en général, pour un opérateur
auto-adjoint H, il peut exister une classe .«/, d’opérateurs conjugués au voisinage
d’une énergie E€o (H); chacun de ces opérateurs apportant alors sa propre
information sur la dynamique des états e "#'P,(E, §) ¥ lorsque ¢ tend vers plus ou
moins l'infini.

Dans le cas des opérateurs de Schrodinger des systémes a plusieurs corps
auxquels on s’intéresse ici (mais aussi dans celui des perturbations compactes
d’opérateurs pseudo différentiels généraux, ou encore dans le cas des perturbations
de type «probléme a N corps» d’opérateurs pseudo différentiels & surface d’énergie
convexe), l'intérét de la méthode provient de la mise en évidence d’une classe
suffisemment grande d’opérateurs conjugués explicites.

De plus, grace a l'existence d’une connection naturelle entre la localisation
dans P'espace des phases et la localisation dans les parties positives ou négatives du
spectre de chaque opérateurs conjugué, on pourra préciser les propriétés
géométriques de I'évolution e ' dans I'espace des phases.

Le plan suivi est le suivant:

1) opérateurs conjugués et estimations a priori;

2) classes d’opérateurs conjugués au voisinage des énergies positives pour les
systémes a N corps;

3) connection entre la localisation dans ’espace des phases et la localisation
dans les parties positives ou négatives du spectre de chaque opérateur conjugué;

4) support spectral singulier des fonctions de Green et support de propagation
— cas des systémes a trois corps en interactions coulombiennes et cas des systémes
a une seule voie.

La méthode suivie pour étudier les valeurs aux bords de la résolvante des
systémes a plusieurs corps est nettement différente des approches usuellement
suivies dans de nombreux et trés intéressants travaux [3-6, 14, 15], approches qui
consistent a utiliser des équations de type Faddeev pour étudier la résolvante des
systémes a plusieurs corps.

En particulier les types d’estimations que nous obtenons sont valables pour des
systémes a trois corps pouvant présenter des résonnances. De plus les estimations
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distinguent essentiellement les valeurs aux bords obtenues avec une partie
imaginaire positive de celles obtenues avec une partie imaginaire négative.

Ceci suggérant que dans 'approche traditionnelle il semble intéressant d’obte-
nir des équations agissant dans des espaces différents selon le type de valeurs aux
bords que 'on considére.

I. Opérateurs conjugués et estimations a priori

Notations

Soit H un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert ##. On notera par J#,
I’espace de Hilbert construit a partir de la représentation spectrale de H avec le
produit scalaire:

(@]¥),= }{ (141 +1)" (@] Py(dA) ¥).

Pour toute fonction Pe L®(R) on notera par P, I'opérateur associé par le calcul
fonctionnel.

Les symboles Py(E,d), Py, Py représenteront les projecteurs spectraux
associés a un opérateur auto-adjoint X respectivement sur les intervalles (E—9,
E+9), (—0,0), (0, + o0).

Opérateurs Conjugués

Définition. Soit H un opérateur auto-adjoint. On dira que A est un opérateur
conjugué de H au voisinage d’un point E€R, si 4 est un opérateur auto-adjoint
qui vérifie les conditions suivantes:

a) D(A)NnD(H) est un coeur pour H.

b) Le groupe e** laisse D(H) invariant et

VTED(H)lsIup [He**¥| <oo; (0y>0).
ol <ao

¢) La forme commutateur i[ H, A] définie sur D(4)nD(H) est inférieurement
bornée et fermable; de plus lopérateur auto-adjoint associé¢ i[H,A]° a un
domaine contenant D(H).

d) La forme définie sur D(4)nD(H) par [A4,[A4, H]°] est bornée comme
opérateur de 5, , dans H#_,.

e) Il existe des nombres strictement positifs a et d et un opérateur compact K
sur # tel que

P(E,8)i[H, A1° P,(E, 8) = aP(E, 5)+ P(E, 8) KP(E, ).

La définition donnée pour que A4 soit conjugué¢ de H au voisinage d’un point E,
n’est pas la plus générale qui puisse entrainer des propriétés de propagation. En
particulier, on peut affaiblir la condition c); voir [12].

«Estimations a priori»
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Théoréme I.1 [8]. Si H admet un opérateur A satisfaisant les relations a, b, c et e,
alors le spectre ponctuel de H est discret au voisinage de I'énergie E.

Théoréme 1.2 (Estimations a priori). Supposons qu'un opérateur auto-adjoint H
admette un opérateur conjugué dans lintervalle (E—0J, E+0), alors pour tout
intervalle fermé [a,b] C(E—0, E +0)/op(H) il existe des constantes finies c, c,, c4
telles que :

D sup [[[A+il T (H=2)" A+ Scp, veve>13,
ReelZela, b]
ImZ+0

1) sup [PUH-2Z) '|A+i"%|<Sc,, v>ve>1,
ReelZe[a, b]
+ImZ>0

HI) sup Hf1(A)(H—Z)—1f2(A)“§C3”f1 ”2,2'“f2”2,2-

Pour toutes fonctions f,, f,: R—-CeL**(R) ou
2

d
;Ef(s)

I£13.,= I{dslf(s)|2+ I{ds

La troisiéme estimation a priori est une généralisation de la premiére,
principalement dans la mesure ou les fonctions f; et f, peuvent admettre des
supports arbitrairement éloignés; ce type d’estimations, important dans les
premiéres approches du Probléme a trois corps, nécessite Iintroduction des
projecteurs P, associés a certains opérateurs vérifiant i H, A]>0.

Corollaire 1.3 (Propri€tés de propagations). Si 4 est un opérateur conjugué de H sur
[E—9, E+ 9] alors pour toute fonction P(a,b) suffisemment réguliére de support
La,b] inclu dans (E—9, E+6)/ap(H), il existe des constantes finies c, et c, telles
que:

+
D [ [l4+i~ e Pya,b) P dt<c,||AP|?;v>vo> 1,

+ oo _ -
I + [ |Pye ™ Pya,b)¥P|*di<c,|lA>P|*;v>ve>5.
0

Théoréme L.4. Si A est un opérateur conjugué de H sur (E— 9, E+9), et si en outre la
forme [A,[ A, H]°] est associée a un opérateur D'P(H), H borné qui est tel que la
forme [ A, D'P(H)] définie sur D(A)nD(H) soit bornée de #, , dans # _,, alors quel
que soit [a,b] C(E— 6, E+0)/a,(H), il existe c, tel que:

sup [|PJ(H—2Z)"'Pf|=Zc,.
ReelZe[a, b)
+ImZ>0

Nous donnons cette derniére estimation a priori parce qu'elle précise bien la
notion de direction de propagation associé a 'opérateur conjugué A4, bien qu’elle
soit inutile pour démontrer la simple complétude asymptotique dans le Probléme
a trois corps; elle est utilisable pour démontrer d’autres familles d’estimations sur
les fonctions de Green (voir [11a, chapitre 6]).
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Démonstration du Théoréme 1.2. La premiére relation est démontrée dans [8] pour
le cas v=1 et dans [12] pour le cas v> 1.

Nous allons démontrer la relation II).

Par compacité de I'intervalle [a, b] C(E — 6, E+9d)/op(H), il suffit de démontrer
que YE'e[a,b] il existe un voisinage (E'—¢', E'+ ') sur lequel les estimations a
priori sont valables. Tout d’abord, il est clair qu’il existe un voisinage 4 de E’ et
une fonction réguliére P(A4)(4) valant 1 sur ce voisinage tel que:

B*B=Py(4)ilH, 41° P,(4) 2 5 P3(4). (L1)

Proposition I.1. L'opérateur fermé H—Z —ieB*B admet un inverse G,(¢) borné sur
A silmZ et ¢ sont de méme signe, Im Z 0, vérifiant

1G4(e)] = g VImZ et ¢ de méme signe, et Reel Ze [E'— ', E'+06'1C 4.

(Voir [8, proposition I1.5].)
Définition. Soit F,(¢) la fonction de ¢ a valeur opératorielle, suivante:
F e)=P e G e)|[A+i7"; v>vy>1,
F () est bien défini pour ImZ et ¢>0 et ReelZe(E'— ¢, E'+ ') et vérifie || F(¢)|
<<

€
De plus F,(e) est bien différentiable en ¢;

d B d o
A F,(e)=P e {AGZ(S) + = Gz(s)} A+, (L.2)
Par construction, nous avons:
d
d—EGZ(S): —Gyle) P(4)[H, A]OPH(A) G,e). (L.3)

Dans la relation (I.2), la dérivée de G,(¢) est évaluée au sens des valeurs
moyennes sur le domaine de A ; dans [8, Appendice II], nous avons vu que G,(e)
envoie D(A) dans D(A)nD(H) et donc P,[H, A]° P, peut étre évalué au sens des
formes sur D(A)nD(H) sans dommage

—P,[H,A1°P,=—[H, A1°+ Py[H,A]° P, + P,[H, A]° P, + P, [H, A1°P, (1.4)
donc, au sens des valeurs moyennes sur D(A4) x D(A), nous avons:

;—SGZ(S) = —[A4,G,(e)]— G,(e) ie[ B*B, A] G ,(¢)

+G f6){Py[H, A1+ P4[H, A1 Py} G e). (L)

Cette derni¢re formule exprime clairement que la partie la plus singuliére de

diGZ(a) est contenue dans —[A4,G,(e)], ce qui impliquera que le contréle des
&
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valeurs aux bords de G,(¢) va pouvoir étre obtenu en contrélant Popérateur (non
borné) A. [Intuitivement, la famille d’automorphisme e***(-)e™*4* joue un réle
similaire a celui d’une translation dans le spectre de H, au voisinage de ’énergie
Eeco(H).]

En utilisant les equations (1.2) et (1.5), nous obtenons:

d . -
%FZ(8)= PLe*Gyle) Ali+ A"
+ PG (e) {P[H, A1°+ Py[H, A1° Py} G (o) li+ Al
+ P, e G (e)(—ie) [B*B, A] G e) i+ A" (L.6)
En remarquant que G ,(e) Py(4), (Py(4)=1— Py(4)) est un opérateur borné et que
pour tout d,>0, 3¢(d,), J5>0 tels que
1 1-3d6
|G &) li+ Al < c(8,) (;) , (17)
il est clair que tous les termes intervenant dans (1.6) sont trivialement intégrables, a
I’exception du terme qu’il nous reste a étudier:
P e*G,(e) Py[H, A1° PLG (o) li+ Al ™". (1.8)
Pour cela, il suffit de montrer que Popérateur Py[H, A]° P,,G,(¢)|i+ A| ™" est non
seulement un opérateur borné de # dans # mais aussi de # dans D(]A|°°) pour
une certaine valeur §,>0. En effet
PG, e)li+ A" =PyG,(0)[1+ieB*BGe)] i+ A"
=P, G,0)]i+ A" +o(e'?),

si nous utilisons le fait (voir [8]) que ||G(e)li+ 47| < £ valable pour une
3

valeur v> 1.
L’intégralité de (I.8) se réduit a montrer qu’il existe 6,>0 tel que

|A[P° Py [H, A]° P}yG,(0) |i+ A€ B(#). (19)

Pour cela, nous pourrons utiliser la premiére partie de la proposition suivante (que
I’'on peut vérifier facilement).

Proposition 1.2. Soit A un opérateur auto-adjoint et C un opérateur borné. Si la
forme [C, A] définie sur D(A) s’étend en un opérateur borné de A dans H#, alors
pour tout 00<1:

|A]° Cli+ A" *e B(#),
|A]°P; CP e B(¥).
Vérifions que le commutateur

[Py[H, A1° Py(H—-2)" 1, A]
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évalué au sens des formes sur D(A) définit un opérateur borné sur #. D’aprés les
formules de dérivation d’un produit et Phypothése d) faite sur [ 4, [H, 4]°], il suffit
de vérifier que les commutateurs de A avec P(4) et Py(4)(H—Z)~ ' définissent
des opérateurs bornés: Dans [8, relation (I1.9)] nous avons montré la relation

Il[A,g(H)]‘PHéCII(H+i)?’H'_f ltg(e)l dt - V¥eD(H),

ol §(t) désigne la transformée de Fourier de g; puisque nous pouvons écrire:

1
Py, A H)——, A|,
[Py 1= o)
décroit rapidement, [Py, A] définit bien un opérateur borné. De méme nous

avons:

ol g* est une fonction dont la transformée de Fourier

1 1 i+Z (i+2Z)Ne ) N
P, =P, 4+ )+ gN(H)——,
HH_7 (H+i (H+i)? Hrpor1) Ty

ou g™ a une transformée de Fourier suffisemment décroissante; ainsi

1 . .
[P}, iz } A| définit bien un opérateur borné si

Reel ZE[E' — 0, E'+6] ¢4 Py=1—Py(4).

Puisque par exemple

1 1
P, =—|P,—— A| +|—— A|.
47 [HH+i }+[H+i }

Ceci finit de démontrer la deuxieme estimation a priori du théoréme 1.2. Soit f;
(i=1 ou 2), deux fonctions dans I'espace de Sobolev LZ(R)

1A= {111 ds}”z.

Alours pour tout intervalle de longueur 1 [n, n+1), nous avons si f,* et f,~
désignent le sup et 'inf de | f| sur [n,n+1)

,A

fis)

n+1 n+1 2 1/2
wns 1 [Solas{T S0 o
n+1 1/2
g{j 1A s)ds} ,
n+1 1/2 n+1 d 2 1/2
é{j fz(s)ds} +{j = £(s) ds} ,
Ifi(A)H=2Z)"! f(D] = ui}ffl{ 2 X (n+ 1)@ 7, £ IX (mm+ 1) P

1Pl=1

X (mn+ D) (H—2Z)" 1 X (m,m+ 1)|1},
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et donc
If,(A)H=2)"" f,(A)] §4Snu'£> X (n,n+1)(H=2)"" X ,(m,m+ 1)
: Hf1 “2,2 : ”fz“z,z-

Pour démontrer la troisiéme estimation a priori, il suffit donc de vérifier qu’il existe
c, telle que: '

sup X, (mn+1)(H=2Z) ' X, (mm+1)|<c; VYnmeZ
iy
d’aprés les estimations a priori I nous avons
IX,(n,n+1)(H=2)"* X, (m,n+1)|Sc VneZ ReelZe[a,b]ImZ +0.

On prend, pour chaque valeur n, pour opérateur conjugué 4 —n; ¢ étant in-
dépendant de n.
De plus, si ImZ est par exemple positif:

X, (nn+ O)(H=2Z)" * X (m,m+1)=X (n,n+ 1) P;_ (H—Z* "X, (m,m+1)
+X (nn+1)P,_ (H—=Z)"' X, (m,m+1)
+ X, (nn+ )Py (H-Z¥* "' (Z-2%)
(H-Z)"' X, (m,m+1). (L.10)
Les deux premiérs opérateurs sont bornés par c, d’aprés la deuxieme

estimation a priori du théoréme .2 appliquée avec pour opérateur conjugué
A—m. Le troisiéme opérateur a une norme majorée par

IX (nn+ D{(H~2)""—(H—=Z*" '} X (n,n+1)|"/?
X mm+ D) {(H—2)" = (H=Z*)" "} X (m,m+ 1)]|'2,
ce qui est majoré uniformément en n, m et Reel Ze[a,b].
Démontrons maintenant le théoréme 1.4: Soit
F,(e)=P e* G (e)e” *P . (L11)
D’apres la relation (L.5), nous avons:

ZZ%FZ(S):P;eAEGZ(b‘)(—ig) [B*B, A:] GZ(E)e_ASP:

+ P e*G (e) {Py[H, A]° + P,[H, A]° P} G,(e)e 4P, (L12)

Puisque [|G,(e)] < f—;-, |HPLG,(e)| <c quel que soit ImZ et ¢ de méme signe et
ReelZe[E — &', E'+0'] iA, nous avons tout d’abord:
d
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Si, au lieu de considérer F,(g) sur ]O, 1], on avait considéré
Fe)=e *F,()e® sur ¢ele1],
la dérivée par rapport a ¢ aurait aussi été bornée par § De sorte que:
IP;GAe)P} | = F &) <c{llogel +1}. (1.13)
Ainsi Iintégrabilité du premier terme intervenant dans (I.12) est assurée si I'on
vérifie 'intégrabilité sur [0, 1] de:
P, e*G,(e) P ¢[B*B, A]P; G(e)e” P} . (L14)
La forme [ B*B, A] est bien associée a un opérateur borné; il est facile de vérifier de
plus que [A4,[B*B,A]] définit un opérateur borné grace a I'’hypothese du
théoréme 1.4 faite sur [4, D'P(H)].
D’aprés la proposition 1.2 |[A[*P; [B*B, A] P est un opérateur borné sur J#, ce

qui implique l'intégrabilité de (I.14).
Il nous reste donc a vérifier de la méme maniere l'intégrabilité de:

P; G,(e) Py[H, A1° PG (e) P} .

Le fait que nous devons utiliser est que P,[H, A]° PG ,(¢) P est non seulement
borné mais de la forme:

P B,(e)+]i+ A|"" B,(e)+ O(eloge) avec u>0,
B, (¢) et B,(¢) uniformément bornés en e[0, 1]; en effet
P,[H, A1°P,,G ()P} = P,[H, A]° P,,G (0) [1 +&B*BP} G ,(¢)
+&B*BP;G,()] P},

le terme en P, G,(¢)P; donne la contribution en ¢loge; il suffit donc de vérifier
que

P, PH[H, A]OP},GZ(O)P;r =|i+ AI“‘B1 s
P, P,[H, A]°P,G,(0)B*BP; =|i+A|™"B,,

ce qui est vrai d’aprés la proposition 1.2, et le contréle des commutateurs que
nous avons déja rencontrés.

II. Opérateurs conjugués dans le cas des opérateurs
de Schrodinger des systémes a N corps

Soit un systtme de N particules quantiques discernables. Aprés réduction du
centre de masse du systéme, I’espace de Hilbert admet une représentation du type
(voir [13]):

Jf =L2(Rn(N— 1) ; dn(N— l)u)‘
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Les variables x;,—x; représentant la difference des coordonnées initiales des
particules i et j sexpriment comme combinaisons linéaires des u;;
ie{l,...,n(N—1)}, et 'Hamiltonien H du systéme a la forme suivante:

H=H,+ Y v,
i<j
n(N—1)
Hy= ) kB, avec ;>0 quel que soit i, (IL.1)
i=1
.0
ki—'—la—ui.

Chaque potentiel v;(x;—x;) est defini par une fonction v;:R"=>R; soit
L(x-V+V-x)le générateur des dilatations sur L*(R";d"x); nous supposerons que
chaque fonction v, (x) vérifie les conditions suivantes:
i) v;(x) définit un opérateur — 4 compact sur L*(R"),
i) la forme [x-V+V-x, v;;]=2x-Vv;(x) est associce & un opérateur —4
compact sur L2(R"),
iii) la forme [x-V +V-x, 2x-Vv,(x)] est bornée de D(—4) dans D*(—4).

Proposition I1.1. Soit ac R"™™ 1) ; les opérateurs suivants

n(N—1)
A= i{ > ui(ki+ai)+(ki+ai)u,.}

i=1
satisfont les conditions a)-d) de la définition des opérateurs conjugués de H.

En effet, chaque opérateur A, est essentiellement auto-adjoint sur &, I'ensem-
ble des fonctions indéfiniment différentiables a décroissance rapide qui est aussi un
coeur pour H=H,+ ) v,; puisque V= )’ v,; est un opérateur petit par rapport a
H, i<j i<j

Le groupe e*4«% dont l'action sur H, est explicite e™*’H =H(6)e
laisse le domaine de H, invariant et donc celui de H. De plus, & est invariant par
le groupe e <’ et d’aprés la proposition 11.1 de [8] pour évaluer la forme i[H, 4,]
sur D(H)ND(A) il suffit de I'évaluer sur %. En particulier:

+idq0

i[Hy+V, A=Y Bkik,+a)+ilV, A,]. (1L.2)
Puisque
A,=A,+Lta-u,
Ay= i{Z uk, + kiui} .
A, est le générateur des dilatations sur L*(R"™~V); par conséquent

iV, 41=i Y [v, Aol

i<j
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est un opérateur H, petit et la forme i[ H, A ] est associée a 'opérateur

n(N—1)
i[H,A1°= ) Bkik,+a)+ilV,A,]
i=1
dont le domaine coincide avec D(H)= D(H ;). La condition c) est donc satisfaite ; la
condition d) est alors assurée par la condition iii) imposée a chaque potentiel v;;.

Théoréme I1.2. Soit H 'Hamiltonien d’un systéme a N corps dont les potentiels
dinteractions v; satisfont les conditions i), ii) et iii); supposons de plus qu’aucun des
sous systémes ne présente d’états liés; alors les opérateurs

A= i{Z uk,+a) + (k; + ai)u,}

sont des opérateurs conjugués de H sur un voisinage de I'énergie E€R™ si |al?

=Y. Bal <E.
Démonstration. D’apres la relation (I1.2)

iLH, A,1=3Y Bk} —a] +(k;+a)*) +ilV, 4o
Z3(H— )=V +ilV. 4,]. (fL3)

Pour les systémes & N corps, — 3 V+i[V, 4,] est une petite perturbation de
I'identité; en particulier il est facile de montrer pour les systémes présentant un
seul canal que pour tout d,>0, il existe 6, et un opérateur compact K sur
L2(R"™™~ 1) tels que

PL(E,3,)(— LV +ilV, A,]) Py(E,8,)=0(,)+ Py(E,5,) KPy(E,5,)

avec
0

0B, < -89 (11.4)

. o o .
Donc quel que soit §,>0, il existe J, < 5 et un opérateur compact K tel que

0
Py(E,6,)i[H,A,] Py(E,6,)= go + Py(E,0,) KPy(E,9,)

7 =

pour tout ae R"™~V vérifiant ) p,al <E—J,. Nous donnerons la démonstration

i
compléte et les applications de I'existence de cette classe o7, ={A4,|lal*<E}
d’opérateurs conjugués de H au voisinage de I'énergie E dans le cas N=3 au
chapitre I'V.
La validité du théoréme I1.2 ne se restreint certainement pas au systéme a N
corps dont les sous systemes ne présentent pas d’états liés, par exemple nous avons
le théoréme suivant valable pour les interactions coulombiennes.
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Théoréme I1.3 (Interactions coulombiennes). Si H=H,+ ). v;; est [ Hamiltonien
i<j

d’un systéme @ N corps agissant sur L*(R*™~Y) avec des potentiels a deux corps

vij(xi—xj)=cij|xi—xj]_1, ¢;;€R, alors ,ssz={Aa||a|2 <E} est une famille

d’opérateurs conjugués de H au voisinage de I'énergie E.

Démonstration. Dans le cas des interactions coulombiennes nous avons
—3VHIV,Al= Y {— 3¢ lx—x)| 7!
i<j
+i[cijlxi_le_ 1’%(xi—xj)(_ i) Vx,—xj]}
=0.

ITI. Relation entre la localisation dans ’espace des phases
et la localisation dans les spectres positifs ou négatifs

des opérateurs A,= ) x(k;+a;)+(k;+a,)x,

Soit s =L*R™;d"x). Soit x, et k,, deux points de R™. Définissons J(x;x,) un
opérateur localisant dans un céne contenant la direction x,, par I'opérateur
multiplication par un fonction réguliére de xe R™ telle que

d Z.Xo o o sy
. Xl Ixol 2
J(x:%x,)= L (L 1)
01—
x| |xol 0

Soit X(k;k,) une fonction réguliere de ke R™ telle que

5
Losi fe—kol< 3 Ikl

Xk ko)= 1112
iko) {o si [k—kol>8,lkol. (1112

On notera par le méme symbole opérateur

. .0 0
X(k,ko) ou k=(—la—x1,...,‘la)
qui agit en transformée de Fourier comme fonction multiplication:
F(X(k; ko) ¥) (k) =Xk ko) 7 (P) (k).
Théoréme III.1. Soit A Popérateur essentiellement auto-adjoint sur & défini par
A=) xk+kx,
i=1
si

Xy ko
— . = <f<0
ol Tkol =P
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et si
B430,+1/66,<0.

Alors J(x;xy) X(k; ko) est un opérateur qui localise essentiellement dans la partie
négative de lopérateur A dans le sens suivant :

J(x;x0) Xk ko) P A" BLLAR™)  ¥n>0.

Démonstration. Soit C=J(x;x,) X(k; k) et C= j(x Xo) X X(k; ko) ol j(x X,) localise
sur un voisinage conique de Xo légeérement plus grans que le support de J; de
méme X(k; k) localise sur un voisinage de k, 1égérement plus grand que le support
de X. Nous avons: o

J-J=J, X-X=X. On peut supposer sans restriction que J et X satisfont une
relation analogue a celle supposée pour J et X dans I’hypothése du théoréme II1.1.
De plus, nous avons:

CC=J(x;x0) Xk ko) J(x; x) Xk s ko)
= C+J(x;x0) [X(k; ko), T3 x0)] X(k s k)
=C—J(x; x)X(k 3 ko) (1= J(x 5 x)) X(k 3 ).

Il est clair que l'opérateur J(x; x,) X(k; ko) (1 — J(x; X)) [x|" est un opérateur borné
sur L*(R™) pour chaque valeur n>0. Nous avons donc:

c1-E)=0 ( —:A> (I1L.3)

1 1
ouQ ( —!—A) désigne un opérateur tel que O ( A ) |A|"e B(#) pour toute valeur
i i
n>0.

Proposition II1.2. 4= C‘A-i—(l C’)A ot CA et (1—- C)A sont des opérateur essen-
tiellement définis sur &, Cest-d-dire, leur parties symétriques sont essentiellement
auto-adjointes sur & et leurs parties antisymétriques bornées. De plus Reel CA est un

opérateur supérieurement borné et (CA—Z)~! est analytique dans la région
Reel Z> M, pour une valeur M, finie et

[|(CA—Z)-1||§'—;—' Reel Z> M, .
Démonstration. CA=J(x;xo) X(k;ky)A. Soit N=x2+k*+1, la forme CA est
définie sur D(NY/2), la forme [CA, N] définit aussi un opérateur borné de D(N'/?)
dans D(N~'?). 1l en est de méme pour A=x-k+k-x et pour [N, A] et donc
d’aprés le théoreme du commutateur de Nelson [13, tome II, chapltre X] les
opérateurs 4, CA et (1—C)A sont essentiellement définis sur %, ainsi que leurs
parties symétriques

CA=J - X(x-k+k-x)
=JXV(x-k+k-x)XV>+B,
=JV2XU2(x |+ k- x) X2 T2 +B,, (I11.4)
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ou B, et B, sont des opérateurs bornés sur J, et en particulier en écrivant

x-k+k-x= lem{l_l k+k- ﬁ}|x|”2+B
ol |x| est une fonction =1 réguliere de x telle que |x|=|x| si [x|>2, et B; un
opérateur borné. Il est facile de vérifier que JY2XY2(x-k+k-x)X1/2J/2 est un
opérateur supérieurement borné, ce qui démontre la proposition II1.2.
On peut alors calculer CP(A> M+ 1) de la fagon suivante:

1
2nCP(A> M, +1)=C[dz-— P(A> M +1), (IIL5)
Y

ol y est un contour convenablement choisi entourant le demi axe
1
[M ot 2 ).

Par analycité, nous avons:

1
+——|P(A>My+1)

2inCP(A>M,+1)=C dz( )
0 { CA-Z A-Z

TR 1
~C{dz E—1)A— P(A>M,+1
Clde =7 (DA — 5 PA>M,+1)

. - 1

jdzCA Z[C,CA]CA Z(l—C)AA—_—ZP(A>MO+1)
1 1

+jdzCA = (H_A)A_ZP(A>MO+1). (I11.6)

Le dernier terme de (II1.6) contribue par un opérateur de la forme

1
(L)

[CA,C]=C[4,C]+[C,Cl4,

définit non seulement un opérateur borné mais un opérateur de la forme:

Drautre part

[CA,C]=0 ( ! )—i—B C,, (I1L.7)

+A4

ol C, est un opérateur de localisation C, =J,(x;x,) X,(k; k,) tel que
JJ=J,; X X=X,

et donc

1 1
2inCP(A> M, +1)=0? B,C
inCP( ot 1) O“’(z‘+A)+de

~ 1
5 1-C)A——=P
CA-Z ICA—Z( ) A—-Z

(A>M,+1),
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et par itération du procédé, nous obtenons:

1
i+ A

1 1 1
)+jdzCA ZB 17 '”.C'A—ZB"C"

2inCP(A>M ,+ 1)=0';“(

c——PA>M,+1).
a—z 1 ot 1)
Si T'on évalue CP(A>M,+1)A""? en développant A" 2=(4—Z+Z)"" % l'on

trouve en utilisant I'analycité a I'intérieur de y de

CA—-Z
CP(A>M +1)An 2 _ On+1( )An 2+j'd M2 B B.C 1 P
Z=—— E—
i+ A CA-7Z 1 ""A-Z
(A>My+1),

qui est bien un opérateur borné.

Remarques. Le théoréme II1.1 s’étend aux opérateurs A, =x(k+a)+(k+a)x de
fagon évidente en utilisant la transformation unitaire qui commute avec x et qui
translate les moments. Mais plus généralement, on voit que la démonstration
devrait se généraliser aux opérateurs de la forme Z‘pcigi(k):Ag lorsque (g/(k)); est

un champ de vecteurs a support compact dans R™.
L’intérét des opérateurs ) x,g,(k) se manifeste dans I'étude des perturbations

compactes d’opérateurs pseudo différentiels h =h (k) +v(x) pour lesquels I'on peut
alors associer un opérateur conjugué au voisinage de E, 4, a chaque champ de

vecteur «sortant» pour la surface d’énergie ) ={k|hy(k)=E}. Ceci permettrait
E
donc de définir le support singulier des fonctions de Green ou de fagon équivalente

les propriétés de propagation de e ™.

IV. Application a la détermination du support spectral singulier des fonctions de
Green et des propriétés de propagation dans le cas des systémes a trois corps (cas
des systémes a une seule voie ou des systémes en interaction coulombienne)

Nous prendrons pour étudier I’évolution des systémes a trois corps les notations
suivantes: soit a=(i,j), un couple de particules {i,j,k} de masse m; et de
coordonnées x;. On désignera les coordonnées du systéme de Jaccobi associé au
couple o par:

_ ) _ mX; +m;x;

Xa =X Xy Va =X W

k,=—iV. ; p,=—V,.
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x désignera le couple (x,, y,)€ R*"; |x|=(x2+y2)*/2. Apres réduction du centre de
masse, I'espace de Hilbert # du systéme peut étre représenté par L2(R*";d"x, d"y,)
et 'Hamiltonien par:

k2 p2
H=-"% 2 . .
. on, + gva(xa) (IV.1)
Nous noterons encore:
ki | p:
H0=2ma+%; Ha=H0+l)a(Xa),
k2
h,= 3 L +u,(x,), agissantsur L*R";d"x,).
m

a

Pour tout couple (a,, b,)e R*" x R*" soit

Aypn = 300k +a) + y,(p, +b,) +symétrique}. (1v-2)

Aoy be

Nous supposerons que les potentiels v, satisfont les hypothéses i), ii) et iii) du
paragraphe II.

Théoréme IV.1. Supposons que les hamiltoniens h, de chaque sous systéme ne
présentent pas de valeur propres. Alors:

1) le spectre ponctuel de H ne peut s’accumuler qu’en 0;

2) soit [a,b], un intervalle compact inclus dans R+/0p(H).

Pour toute valeur 9, il existe 0, >0 tel que

. B
P,(E,8,)i[H, A, ,1Py(E.6,)= §° P,(E,$,)

quel que soit Ec[a,b] et quels que soient (a,, b,) vérifiant

a> b2
* 2 <E—9,.
2m, +2na 0

Démonstration. D’apres la relation (I1.3), nous avons:

. a>  b? )
i[H.4, 1= %(H— Sh E) ViV A, ], (IV.3)

Mais i[V,A4, , 1=i[V,4,], ot A, est le générateur des dilatations sur
L*(R*";d"x,d"y,); pour cette raison nous avons:

—Lv+iv,4,]1= Y B,

2
b2 5 2
+ 2—"‘ <E-J, pour tout §, < 70, nous avons:

n

o

avec B,=¢,®1 ol les opérateurs c, sont h, compacts sur L,(R";d"x,); si

Py(E,d,)i[H, A, , 1Py(E,6,)
> 15,Py(E,8,)+Py(E.8,) Y. B,Py(E,5,). (IV.4)
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D’autre part, nous allons montrer que lorsque &, tend vers zéro,
|P4(E,d,) B,P(E,0,)| tend vers zéro.

Ce qui démontrera le théoreme IV.1. .

Pour tout 6,>0, Pu(E,0,)=Py(E,0,) P,4(E,26,), ou P(E,26,)(A) est une
fonction réguliére de A valant 1 sur (E—J,, E+J,) et 0 a I'extérieur de I'intervalle
(E_zél, E+2_51)7 (51 <é1)’

Py(E, 51)Ba=PH(Ea51)(ﬁH(E’él)_ﬁHa(E’él))B“
+PH(E761)13HD,(E’§1)BO"

Py (E8,)B,= | d'p, P, m(Ed))c,. (IV.5)
R" * " 2ng

Puisque c, est un opérateur h, compact la norme sur L*(dx,) de la famille d’opéra-
teur P, P (E,9,)c, tend vers zéro quand d, tend vers zéro, ceci uniformément
«
2ny

en p,eR"
Et donc Ve>0, on peut trouver ¢, >0 tel que
| Po(E.,) Py (E.8,)B, | <e. (Iv.6)

D’autre part, la famille (13H(E, él)—f’Hu(E, J,))B, est une famille d’opérateurs
compacts sur L*(R?") et ceci uniformément en E€[a,b]; si [a,b]nop(H)=0 on
peut encore choisir d, tel que:

IPy(E,3,) (Py(E.3,)— Py (E.3,)B,| <& ;

0
ce qui permet de trouver 6, >0, (61 < 70) tel que:

)
P,(E,8,)i[H, A, ,1Py(E,6)2 ZOPH(E,51)+68,

¢ étant arbitraire, ceci démontre le théoréme IV.1.

Support spectral singulier des fonctions de Green — Description dans espace des
phases du support de propagation pour les systémes a trois corps. Soit S* et §7, les
sous ensembles de I'espace des phases suivants

S*={(x,k)eR*"x R*"|x =+ AV H(k); A>1}. (Iv.7)
Soit
I,={xeR*"|x,=0}.
I, est constitué par les directions qui supportent I'interaction v,.
Théoréme IV.2. Supposons que I'Hamiltonien H du systéme d trois corps admette

pour chaque valeur E€R™ la famille <, suivante dopérateurs conjugués au
voisinage de E :

a? b?
A= k b 2 ¢ <E;.
& {xa( . ta)+y(p,+b,)+sym ‘ 2, + o, }
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C’est bien le cas pour les systéemes a une seule voie (théoréme IV.1) ou pour les
systémes généraux interagissant avec des potentiels d deux corps coulombiens
(théoréme I1.3). Supposons de plus que les interactions v,(x,) décroissent plus vite
que |x,|” avec v> 1.

Soit [a,b] CR+/O'p(H) et soient C,, un céne fermé de R*" et C,, un compact de
R?", tels que:

C,xC,nS" =0; Clm{U Ia} =

Alors, pour toute fonction P(a,b) suffisamment réguliére d support inclus dans [a,b],
pour toute fonction J (x;C,) J,(k, C,) suffisamment réguliére a supports respective-
ment inclus dans C, et C,, il existe une constante finie C, telle que:

a) sup I, (x5 fe ) Jo(k; C,)(H—2Z)™ ! Pyla,b)(1 +|xl)"2”H =C,

b) f dt|[J,(x3Cy) J (ks Co)e™ ™M Poyfa, b) P> S Co (1 +[x)* #11%, (v> 3).
0

Théoréme IV.3. Supposons que I'Hamiltonien H du systéme d trois corps satisfasse
les mémes hypothéses que dans le théoréme 1V.2. Soit [a,b] C R+/a (H) et £>0. Alors
pour toutes fonctions suffisamment réguliéres P(a b)(A) et P(e, oo)(i) d Supports
respect, inclus dans [a,b] et [e, ], il existe C, finie, telle que:

&) sup [(L+},) " Py e, 0) (H=2) ' Pyla.b) (1 +1x) I SCo,

b) [ del(L+1x,) 7" P, (6, 0)e ™ Pyla, ) P[> S Co (1 + XD P2, (v> ).
0
Remarque. La complétude assymptotique dans le spectre positif de H découle de

fagon naturelle des théoréemes IV.2 et IV.3 [11b].

Démonstration du théoréme IV.2. Soit
C,xC,nS*=0; Clm{U Ia} =0; [a,b]CR"/o,(H).

Nous allons montrer que pour toute localisation J,(x; x,), J,(k; ko), (E—9, E+9),
suffisamment étroite autour d’une direction x,€C, d’un point k,eC, et d’'une
énergie Ec[a,b], alors:

sup 1,03 x0) 5k ko) (H=Z) " (1+[x)" 2" =C. (IV.8)
ReelZe[E—6,E +6]
ImZ>0

Par hypothése x,¢ | J I, donc pour toute localisation dans un cone suffisamment

étroit autour d’un point x,, nous avons pour toute fonction réguliere P(E,d),
valant 1 sur (E—9, E+9) et 0 sur R/(E—20, E+20):

~ ~ 1
J(x5x0)J5(k; ko) (Py(E, 6)— Py (E, 6))=0 (1 n lev) (v>1),

1
ol 0(TII“) désigne un opérateur tel que 0( )(1 +|x|")e B(s#). On peut
X

14+|x]
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donc supposer sans restriction, pour vérifier (IV.8), que:
o pa

(1

o(ko)— G[E 20,E+20]; ko= (kp, pa)-

Pour démontrer (IV.8), nous allons mettre en évidence 9, J,(x;x,) J,(k; k) et un
opérateur conjugué A4, .o de H au voisinage de E tels que

1
J1(x§Xo)Jz(k;kO)P:a‘ivb%:0<m>‘

02

Mais 4 959

b°2

2n

De plus, d’apres les résultats du paragraphe II1, il nous suffit donc de trouver
(a2,b%)e R*" x R*" tel que

02 02
., b,

2m 2n

a (Z

o

0 4a%> + <0 pP+ b2y <0. (IV.9)

02

02
Pa
nll

la direction 2m, x2, |/ 2n %) est strictement différente de la direction

< E+29, ceci est donc toujours possible si

Puisque (k;, p;)

kO 0
( ) ou de facon équivalente si

[/ 2m, ﬁ
(x> Y (k2. p2))ES™ .

Il existe donc des localisations suffisamment étroites J, (x; X,), Jo(k; ko), >0 et des
opérateurs conjugués 4 de H sur (E—29, E+20) tels que:

1
. . — ; 0
fou Ji (x5 x0) Ik ko) =T (x5x0) I 5(k3 ko) Py + ( +A)
I50x5x0) T 5 (k5 ko) (H=2) " (1+|x) ™|
S|Py (H—=Z)" " (L+x) 2|+ Cllli+ A" (H=2)" (1 +]x))~ "] . (IV.10)
Ceci est, d’aprés le théoreme 1.2, uniformément borné en ImZ >0

ReelZe[E—9,E+6]CR" /o, (H) puisque de fagon

1 . .
évidente 'opérateur o 11 (1+]x])~ 2" envoie dans le domaine de

0
[Agg pol®,  1<2V<2v<2.

La partie b) du théoréme IV.2 s’obtient par transformation de Fourier sur la
variable d’énergie E, en remarquant comme dans [9] que la seule contribution
importante lorsque t— 4+ oo provient des valeurs aux bords de la résolvante
obtenues avec une valeur imaginaire >0.
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Démonstration du théoréme IV.3. Soit B,(x,) = (1+x7)™*"? une fonction équivalente
a (1+|x,))”". Remarquons que B,Py (¢, ) {Py(a,b)— Py (a,b)} est un opérateur

de la forme 0( ) et que le probléme se raméne & montrer que:

Ix["
sup [|B,Py (a,b) P, (e, 00)(H—2Z) *(1+]x])" > <C. (IV.11)

ReelZe[a, b]
ImZ+0

Pour se ramener a une discussion qui utilisera des théorémes déja rencontrés, nous
aurons besoin de la proposition suivante qui nous permet de limiter les impulsions
k, & une région compacte.

Proposition IV.1. Il existe un intervalle borné [0, M] tel que
B,Py (a,b)=B,B,P,; (0,M) P, (a,b),

ou B, est un opérateur borné et P(O, M) (1) une fonction réguliere valant 1 sur [0, M]
et O sur [M+1,00[

B,Py (a,b)=B,P, (0,M) P, (a,b)+ B,P, (0,M) Py (a,b); P’=1-P

Soit A, un contour complexe entourant strictement le support de P(a, b) (1), nous
obtenons:

B,P, (0,M) Py, (a,b)= { §dzB,Py (0,M)——— 1
° " 4 H,—Z

1
vaP a, ) P la,b)B, } A
1,(a,b),
ou P2(a b) (1) est une fonction a support strictement contenu dans A tel que
P(a,b) (2) P(a,b) (1) =P(a, b) (4).

Il est évident que le facteur entre parentheses tend vers zéro en norme quand M
devient grand, de sorte que:

(1 -0 (ﬁ)) B,P, (a,b)=B,P, (0,M)Py (a,b)

avec tendant vers zéro quand M tend vers linfini; ce qui démontre la

1

O _
()
proposition.
On est donc ramené a étudier

sup [B,Py (0, M) P, (¢, 0)(H—2)" 1 (1+|x)2"] (IV.12)
Reel Z€[a, b]
ImZ+0

tout d’abord pour une localisation sur un voisinage conique des directions x, =0

de la forme J(lxal <— 6 M lyal)

Nous avons:

B, (1 —J(lxal < — i Iya|)) |x|"€B(#) pour une valeur v'>1.
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Le théoréme IV.3 est donc valable dans cette région grace aux estimations a priori
du type 1 (théoréme 1.2) obtenu avec A, pour opérateur conjugué.

6 M lyal) les opérateurs conjugués
x(k,+a,)+y(p,+b,) vont étre dominés par les opérateurs y,(p,+b,), lorsque
ReelZ appartient a un voisinage de la forme (E—J, E+9), la singularité est
supportée par les opérateurs de la forme:

D’autre part, dans la région J (Ixa|<

BaJ(lxal< % Mlyal)PHo(O M) P, (e,b) Py (E,20) (H—2Z)"* (1+]x])"*

ReelZe(E—6,E+9),

et donc
2

p
h 23
°‘+2n

—20,E+20].

2
D’autre part, le projecteur P, (¢,b) limite les valeurs de 21’—" dans la région
- n

(0, E+26—¢).

P2 Te
* <E— —.
m ~FT

a

Si on suppose par exemple ImZ >0, ceci nous permet pour toute localisation
conique J,(y,; ¥4, J,(p,; pl) suffisamment étroite autour d’une direction (y., pJ)
arbitraire de construire un opérateur

Si I'on choisit 6 < 1—86, alors

(b :
a E —
2n = 4

o

A;;=Ay ,y avec
tel que

1
= g5 ) P @ M0 1 P, =0 )

L, € € o
Les A;; ¢tant des opérateurs conjugués de H sur (E 7 E+ Z) et en particulier sur
€
(E—0, E+9); 0= T3
On est donc ramené a démontrer que pour un nombre fini d’apérateur con-
jugues A;; la quantité suivante

sup
ReelZe(E—9d,E +9)
ImZ>0

( AU+0( +1AU>)P (e,b) (H—2)" " (1 +1x]) 2

est bornée. Ceci est une conséquence du théoréeme 1.2, puisque d’aprés la
proposition 1.2 'opérateur P, (¢,b) ne pose pas de probléme si le commutateur
avec 4;; est born¢, ce qui est clair.
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