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Abstract. For a hermitean, scalar, tempered field A (x) the locality axiom can
be replaced by the following condition : For any two natural numbers n and j with
1 <J j < n and for any configuration X (n, j) : X19 . . ., X ̂ 19 XJ9 Xί+l, Xj+2, . . ., Xn

that is totally space-like in both orders: 1, . . ., j — 1> /» ? + 1? j + 2, . . ., n and
1, . . ., j — 1, j + 1? J9 j + 2, . . ., n there exist constants a(n, j) > 2, C(X(n,j)) > 0,

h(X(n, j)) > 0 such that with xk = Xk}/—x2:

\(A (Xl) ...A (xj.J [A (*,), A (xj+l)] A (xj+2) ...A (xn))\ <

< C(X(n, j)) Qχp{-
for —x2 > I .

Einleitung

Es ist bekannt [1], daβ ein hermitesches, skalares Feld A (x), das die
Wightman Axiome erfύllt mit evtl. Ausnahme des Lokalitatsaxioms,
strikt lokal ist, falls gilt :

wenn x und y irgendzwei offene, raumartig getrennte Mengen durch-
laufen.

In der hier vorliegenden Arbeit wollen wir die Frage diskutieren, ob
es fur echt nichtlokale Theorien eine Schranke fur den Abfall der Bei-
trage zum Kommutator aus dem akausalen Bereich fur groBe raum-
artige Abstande r gibt (d. h. aus dem Bereich auβerhalb des Lichtkegels).
Wie zunachst an den Beispielen der Drei- und Vierpunktfunktion1, dann
aber in voller Allgemeinheit gezeigt werden soil, gibt es solche Schranken,
so daβ das Feld A (x) strikt lokal ist, falls — grob gesprochen — die
Beitrage zum Kommutator aus dem akausalen Bereich wie

const, exp (-const' rx)
mit α > 2 abf alien.

1 Bekanntlich gibt ja die Lokalitat keine Einschrankung fur die Zweipunkt-
funktion.
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Dreipimktfunktion

Wir gehen aus von reellen Punkten xlf x2, #3, die in dem Durchschnitt

der "extended tubes" der Dreipunktfunktionen (A (x^) A (x2) A (#3)) und

(A (xz) A (%) A (#3)} liegen. Wie R. JOST gezeigt bat [2], sind das gerade

die in der Reihenfolge 1, 2, 3 bzw. 2, 1, 3 total raumartigen Punkte.

Diese Punkte erfύllen also die beiden Ungleicbungen

(μι(xι - xz) + μz(x2 ~ ^s))2 < ° fύr alle μi^Q>Σ t*i>® (*)

und

(λi(x2 - xj + λ2(Xi - £3))2 < 0 fur alle λs ^ 0, Σ ^ > ° (2)

Es soil nun zunachst dargelegt werden, daβ diese Punkte ohne Be-

schrankung der Allgemeinheit als gleichzeitig angenommen werden dύrfen.

Andernfalls konnen wir namlich durch Translationen und Lorentzdre-

hungen erreichen, daβ x1} x2, x% folgende Gestalt haben:

Wenn wir nun zeigen kόnnen, daβ |x|| > \x%\, brauchen wir nur eine

Lorentztransformation in der 0,2-Ebene anzuwenden, um die angestrebte

Form zu erreichen. Die Ungleichung ]α;|| > \x% folgt aber aus der totalen

Raumartigkeit in den beiden Reihenfolgen 1, 2, 3 bzw. 2, 1,3, denn sei

(4 4= 0, wegen (1. (0 - xz) + 0. (x2 - ^3))2 < 0)

Fal l l : J^O.

Dann wahle man
xzl

Xz

und im

Fall 2: |\- > 0

wahle man

wodurch aus den Ungleichungen (1) bzw. (2) wird: I < 0, d. h.
\—^3
\ 0

1*11 > |*8|.
Damit sehen wir, daβ die Form x± = x9z = ^3 = 0 keine Einschran-

kung der Allgemeinheit bedeutet.

Totale Raumartigkeit (in beiden Reihenfolgen) fur 3 gleichzeitige

Punkte xl9 x2> x% ist aber aquivalent mit der Aussage, daβ die Dreier-

vektoren x^ — x2, x% — x3 linear unabhangig sind. Diese Vektoren spannen

nun eine Ebene auf, in die wir die x1- und α;2-Achsen unseres Koordi-
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natensystems legen wollen, so daβ die α^-Achse auf den Vektor x2 — x^
fallt und x\ > 0. Insgesamt also bedeutet fur die betrachteten Punkte
die Form

A /° \ /° \
r- ° x -\XΛ r - r M τ1 - 0 τ2 > 0*ι - I o I ' *2 - I o I > x* - \ x* h ^2 ^ u> ,τ3 ^ u

W \o / \o /
keine Beschrankung der Allgemeinheit.

Wir Λvollen nun die Seitenlangen des von den 3 Punkten gebildeten
Dreiecks in folgender Weise von dem Differenzvektor x = xI — x2 ab-
liangen lassen:

Fig. 1

wobei an die Funktionen φ2(z) und 993(2) z = x+ iy folgende Forderun-
gen gestellt werden :

φ2(z) und φ^(z) sollenin dem Winkelbereich Θ1 < Θ = argz < 2π — Θl

= Θ3 analytische Funktionen sein, fur welche fur reelle z < 0 gilt :

Ψz (2), ψs(z) reell, > 0

1 - 2|/992 (2) + 9?2 (2) < ry93 (2) < 1 + 2 j/992 (2) + 9^2 (z) (Dreiecksungleichung).
Weiterhin sollen φ2 (z) = φ2 (z) und φ3 (z) == φ3 (s) in Θl < Θ < 2 π — Θl

den f olgenden Bedingungen genύgen :

/ \
(a)

(b)

1 - 0

z φ 2 ( z ) φ reell, > 0

2 φ3 (z) Φ reell, > 0

(c)

*^¥L 0 < r < oc:

z2φ3(z)
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Den mit Analytizitatsbetrachtungen von Wightmanfunktionen ver-
trauten Leser werden diese Bedingungen an die von G. KALLEN und
A. S. WIGHTMAN [3] gefundenen Berandungen der "extended tubes" der
Dreipunktfunktionen W(I, 2, 3) = {A (xj A (x2) A (#3)> bzw. W(2, I, 3)
= (A(x2) A(xl) A ( x 3 ) y erinnern. Man setze nur: z1 = z, z.2 = z φ 2 ( z ) , z%
= z φ 3 ( z ) . Tatsachlich beschaftigen wir uns auch im Augenblick mit
nichts anderem, als Suchlinien fur die Funktion W(I, 2, 3) — W(2, 1, 3)
zu konstruieren, deren Analytizitatsbereich den Durchschnitt der "exten-
ded tubes" von W ( l , 2, 3) und W(2, 1, 3) umfaBt.

Fur die folgenden Betrachtungen von Interesse ist die Frage nach
dem groBteii Winkelbereich Θl < Θ < 2π ~ Θ1 = Θ3, bzw. nach dem
kleinsten Winkel Θl5 fur den noch solche Funktionen φ2 und 993 existieren.
Diese Frage wird hier nicht in voller Allgemeinheit beantwortet werden.
Unter den zusatzlichen Voraussetzunen

±-1=^^--* const, bzw. w^J—^-L^ const/
]/φz(z) 1/^2(2)

fur z -> — c
und

φ2(z) -> {00} oder φz(z) -> const/' fur 6^ < Θ < 2π — θx ,

stellt sich heraus: Θ1 ̂  -~-. Das liegt u. a. daran, daβ sich auf der einen

Seite die Phasen von φ2 und φ% in Abhangigkeit von argz nicht zu schnell
andern dύrfen, andererseits aber die Dreiecksungleichungen gelten sollen
und Herglotzfunktionen hόchstens mit \z ansteigen.

Es ist nicht ganzlich ausgeschlossen, daB es Suchlinien gibt, die nicht
diese zusatzlichen Voraussetzungen erfύllen und zu denen ein grόBerer
Winkelbereich bzw. ein kleineres Θ1 gehort, denn die Winkelδffnung der
Menge

P = {z1\ 3^2, z% s.d. fa, z2, z3) ζ Regularitatsbereich

von ΪΓ(1,2, 3) - W(2, 1,3)}
betragt 2π — 0.

In Anbetracht der Grenze Θ1 = -^ fur Suchlinien aus der oben er-

klarten Klasse kόnnen wir uns auf die einfachsten Suchlinien zurύck-
ziehen, namlich

= α2 = const., 9^3(2) = α3 = const.

α2, α3 > 0: 1 — 2 j/α2 -f α2 < α3 < 1 -f 2 ]/α2 + α2
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d. h. wir betrachten die folgenden Vektortripel

\ 0 /

π - arctg
4α3

Der zu dieser Situation gehόrige Grenzwinkel Θl (a) ist

falls α2 — α3 — 1 < 0, α3 — a2 — 1 > 0

falls α2 - a3 — 1 > 0, α3 - α2 - 1 < 0π-a r c tgr (α2-α3+Ty

π — Min j arctg |/ -̂ ———

- — 1

1)! - — 1, arctg

falls α2 — α3 — 1 < 0, α3 — α2 — 1 < 0 .

Wir sind nun in der Lage, unser erstes Theorem zu formulieren und zu

beweisen:
Theorem 1. Sei A (x) ein hermitesches, skalares Feld, das die Wightman

Axiome erfullt mit evtl. Ausnahme des Lokalitάtsaxioms, welches wir durch
die folgende Voraussetzung ersetzen tvollen:

Zu jedem Punkt (a) = (α2, α3) ζ M == {(α2, α3) | α2, α3 > 0, 1 — 2|/α2 -f

+ a2 < α3 < 1 -f 2 |/α2 -f α2} C -^2 ^ίδί es Konstanten C(a),h (a) > 0, so daβ

(V 1) \{[A (x,) A (xj] A (a;8)> | <C(α) exp {- h(a) J/-Tα}

Λ/ o
-Ho

w /a.- [
α3 — α2 + I I 2

2

\ " 0 /
f^r reelles ~ z > 1.

Dann folgt fur α > 2:

{[J. (α^), J[ (ίc2)] J. (x3)} = 0 /ur α^e reellen Punkte xl} x2, x3

Tfiti \^"\ — *^2/ <~^

Beweis. Fur Θ1(a) <Θ <2π - Θ1(a) mit

TΓ-arctg|/-i———- ...2- — 1 falls α2 — α3 — 1 < 0, α3 — α2 — 1 >0

π-arctg I/ -, ^τ~τ\τ — 1 fan<s ^o -~ «q — 1 > 0, do — α2 — 1 < 0
Γ («2 — α3 + I)2 2 3 3 Δ

π-Min \arctg I/ - ———3 ,.2 — 1, arctg - 1

falls α2 — α3 — 1 < 0, α3 — α2 — 1 < 0
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liegen die Vektoren
0 \

«il=_"i_±ly—

I/ Γ «3 — «2 + 1 1 ]/—

r-- —2—j ]<~
\ 0 /

im Regularitatsgebiet von {W(1, 2, 3) - TF(2, 1, 3)} (z). Fur α > 2 kόn-

nen wir eine oίfene Menge 0 finden: OcM9 so daβ Θ1(a) < π ~ -^- fur

alle (a) £ 0. Fuhren wir mm statt der Variablen z die Variable ζ =zy ̂
ein, so ist

TP£.α,(C) = Wl, 2, 3) - W(2,1, 3)}α!,αs(C)

in einem Winkelbereich mit der Offnung > π regular. Wegen unserer
Voraussetzung (V 1) und der Temperiertheitsannahme fur das Feld A (x)
ergibt sieh somit folgende Situation fur (α2, α3) ζ 0:

tF£U,(£) regular in Θ1 ̂  Θ ̂  Θ1 + π + ε = Θ3? ε > 0 und dort
nomial beschrankt, also erst recht von exponentiellem Typ.

Auf den Strahlen Θ = Θ1 und Θ - Θ3 gilt:

lim sup (ICh1 log 1 TF2,α.(iα ^Θ)i) = 0,
KK~

aber auf dem Strahl Θ = Θ2 = - - , Θ1< Θ2<ΘB gilt:

Nach einem Theorem ύber Funktionen von exponentiellem Typ besteht
die Klasse solcher Funktionen nur aus der 0 [4]:

Die Punkte zl9 a2zl9 a^zλ und zl9 a3zl} a2z^ liegen nun fur Θ^a) <Θ
— arg% < 2π — Θl(a) und (a29 a3) ζ 0 im (offenen) Kern des Bildes des

Durchschnitts der "extended tubes": I(^""{,2,3 ̂  ̂ "2,1,3)' w°^>ei I die
Abbildung auf die Invarianten ist.

Die Transformation: α2 = —- , α3 = — -̂ bzw. α3 = —^-, α2 = — -̂ ist
21 21 Zl Zί

regular fur z1 φ 0. Daraus folgt:

Von diesem Punkt an braucht man nur die Argumente zum Beweis
des Theorems 4 — 1 von [3] zu wiederholen, um zu dem SchluB zu ge-
langen:

a) {[J.̂ ), A(x%)] A(x.3)y = 0 fur alle reellen Punkte xl9 xZ9 x3 mit
(x1 — x2)

2 < 0. Bei der Behandlung von (A(x ^ [ A ( x 2 ) , A(x3)]y — wir
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machen die (V 1) entsprechende Voraussetzung — gehen wir analog vor
und f olgern:

b) (A(x-^ [A(x2)ί A(x%)]y = 0 fur alle reellen Punkte xlt x2, x% mit

a) und b) bedeuten aber gerade strikte Lokalitat fur die Dreipunkt-
funktion.

Γelder mit Akausalitaten von der Art (V 1) f uhren auf dieselben Eigen-
schaften fur die Dreipunktfunktion wie strikt lokale Γelder.

Vierpunktfunktion

Im Fall der Vierpunktfunktion sind wir nicht in der glύcklichen Lage,
die Charakterisierung der "extended tubes" in den Invarianten explizit
angeben zu kόnnen (wohl aber kennen wir Teile von den Berandungen
der "extended tubes" in den Invarianten: DAN AD-Machen). Wir werden
daher in diesem Fall statt mit den Invarianten mit den Vierervektoren
selbst arbeiten. Zum Naehweis dafύr, daβ gewisse Vektoren (x -\- iy}ll
= 1, 2, 3, 4 in der "extended tube" zu der Reihenfolge 1, 2, 3, 4 liegen,
mύssen wir zeigen, daβ es zu den Differenzvektoren ζl = (x -j- iy}l —
- (x + iy)ι+ι Z = 1, 2, 3 SL(2, C)-Matrizen A und B gibt, so daβ

( f Q ι 7-3 1~\ Λ ^
S I S S v-s

ζ 1 + ίJ 2 ζ o_ ζ

in der "primitive tube" (zu der Reihenfolge 1, 2, 3, 4) liegt.

Da aber andererseits die "primitive tube" invariant ist unter reellen
Lorentztransformationen (£' = AζA*, A ζSL(2, (7)), genύgt es, die
Existenz von SL(2, (7)-Matrizen G nachzuweisen mit der Eigenschaft

£J = f z(7 ζ "primitive tube".

Als Beispiel geben wir die SL(2, (7)-Matrizen Clt2f3 und C2tlt^ an, die
die Punkte (α2 = α3 = 1)

0 \

2 4
fύr-g-π <Θ <~^π in die "primitive tube" zu der Reihenfolge 1, 2, 3

bzw. 2, 1, 3 ύberfuhren:

-lλ
^2,1,3 =
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Wir wollen nun versuchen, die bei der Dreipunktfunktion heran-
gezogene Beweismethode auf den Fall der Vierpunktfunktion zu uber-
tragen. Die untere Grenze fur die exponentielle Abnahmeordnung kann
sieh bei dem Ubergang von der Drei- zur Vierpunktsfunktion natϋrlich
nicht verbessern. Wir werden diejenigen Suehlinien verwenden, die sich
schon bei der Dreipunktsfunktion bewahrt haben. Die Frage, ob diese
Suehlinien auch im Fall der Vierpunktfunktion in gewissem Sinn optimal
sind, wird sich nachtraglich von selbst beantworten. Dabei wollen wir
uns zunachst darύber klar werden, daβ die Gleίchzeίtigkeit der Ausgangs-
situatioii (die im Fall der Dreipunktfunktion keine Beschrankung der
Allgemeinheit bedeutete), hier die Allgemeinheit einschrankt. Denn
4 Punkte xλ, . . ., #4

die die Bedingungen

V/^l V I 2/ ~T~ /^2 V 2 3/ ~ ι A^31^3 ^y4// <^ IUΓ ailβ //^ = -̂ U,

(^l(ιτi ~ tT3) + ^2(^3 ~" X%) H~ ^3(^2 ~~ α;4))2 < ̂  ^UΓ aΠe '̂ = ^»

erfύllen, sind z. B.

Kόnnten nun diese Punkte durch (reelle oder komplexe) Lorentz trans -
formationen gleichzeitig gemacht werden, so muBte gelten :

In unserem Beispiel aber sind :
Γ Γ - ~ ~ a " -

I/- (^ - W- i
und es gilt : ]/Ϊ5 > 2 + j/3".

Nach diesen Vorbemerkungen kόnnen wir nun unser zweites Theorem
f ormulieren und beweisen :

Theorem 2. Sei A (x) eίn hermitesches, skalares Feld, das die Wightman
Axiome erfullt mit evil. Ausnahme des Lokalitάtsaxioms , welches wir durch
die folgende Voraussetzung ersetzen wollen:

Zu jedem Punkt (a) = (α12i_α13,_α?4, α24, α34) ζ M ^ {(α12, α13, α14, α24,
α34)/αi2> αi3' αi4' α24' αs4 > ® j 1 » l//αi2' )/αi3> |/αi4' J/α24? J/αs4 δ*^ Kantenlάugen



88

eines Tetraeders
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Fig. 2

das auch folgendermaβen entartet sein darf:

,3

Fig. 3

ibt es Konstanten C(a], h(a) > 0 so, daβ

(V 2) \<A (xλ] [A (x2), A(x,)} A(*4)> \<C(a) exp {-h(a) f-z*}
mit

' A*, «2 =

\ 0

/

/

(P) x,=

2 [αls — α24 — α14] — [αM — α34 + 1] [αlis — α ls

I /4α24α12—α2,[α12—αla + I]2— [«ιa + «24—αw? + [>i2

f + «24 — ̂ 14] [^24 — «34 + 1 ] [«12 — «13 + 1 ] — «12 f«24 ~ «34 '

\
/•ίtr reelles — z > 1.
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Dann folgt fur α > 2:

(A (X-L) [A (x2), A (#3)] A (^4))> = 0 fur alle reellen Punkte xlt x2, #3, x^
mil (x2 — £3)

2 < 0.

Der Beweis verlauft analog zu dem Beweis des ersten Theorems.
Wir setzen:

1] [
j |̂

[ q12-α13 + 1]2
«12-[ 2 J

y -^-α* [̂ î]2 - [αi2 + α-~^]2 + («,. + α«

Γga4-a31 + 1] fα12-a13 + 11 Γazi-g34 +
-«») [ g J [ 2 J -β» L 2

I 2

rt n 1 IΊ rt

Cι1== 2 ' £* = ~ £>•' £s = - 2"

;-/2 ;-2 '̂3 ^3
S3 — — S3 ? S3 — — S3

Fur Θ^2)3)4(α) < Θ < 2π — Θ^'2'3'4(α) mit

0 .
= 2arctg

liegt (P) in der "extended tube" zu der Keihenfolge 1, 2, 3, 4 bzw. fur
<9i>3 2 4(α) < Θ < 2π - 6^3'2'4(a) mit

liegt (P) in der "extended tube" zu der Reihenfolge 1, 3, 2, 4.
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Die SL(2, <7)-Matrizen CΊ ί 2 > 3 > 4 bzw. Clί3ί2tί, die (P) in die "primitive

tubes" zu der Reilienfolge 1, 3, 2, 4 ύberfύhren, sind:

ia f_ 11 + 3- (lΐ _ 1/1 + (1L)2) - 1/1 + (It)2 + (-Ci)
( ζ'z Ci V s"ι r \ Cϊ / / r \ S3 / \ s"s /

p ! I Cs3 Cs3 \ S*Γ2 Γ \ Cί2/ / f \ Cs3/ \ Cs3/
^1,3,2,4 —

/

\ζl
[-ς Tf +

• / L S3 S3 \ SΪ 1 " \ SΪ / / F " \ S3 /
σ-1 =

— I 4-T /3 / I I

Der Punkt (P) liegt also im Durchschnitt der "extended tubes" zu
den beiden Reihenfolgen fur Θ1(a) < Θ < Θ3(a) = 2π - Θ^a)

Zu jedem α > 2 gibt es nun eine offene Menge 0 C M, so daβ Θ1(a)<π— —

fur alle (α) £ 0 (Konfigurationen in der Nahe von der symmetrischen,
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entarteten Sίtation

91

Fig. 4

fur hΐnreichend groBes a).
Daraus kόnnen wir wieder sclilieβen (vgl. S. 7) ff

a) (A (X-L) [A (#2), A (#3)] A (,τ4)) = 0 fur alle reellen xl9 x2) α*3, :i'4
mit (x2 ~ .τ3)

2 < 0.
Bei den Behandlungen von (\_A (α^), A (x2)] A (x3) A (x4)} und

(A fa) A (x2) [A. (xs), A (#4)]} — wir machen die (V 2) entsprechenden
Voraussetzungen — gehen wir analog vor und f olgern :

b) {[A fo), A (,τ.2)] A (.τ3) A (α4)> - 0 fur alle reellen xl9 x2, xs, x,
mit 0

und

c) (A (O/Ί) A (x2) [A (x3), A (α;4)]) = 0 fur alle reellen x1} x2, x3ί ,τ4

mit (x3 — x^f < 0.
a), b) und c) bedeuten aber gerade strikte Lokalitat fur die Vier-

punktfunktion.
Felder mit Akausalitaten von der Art (V 2) fύhren auf dieselben

Eigenscllaften fur die Vierpunktfunktion wie strikt lokale Felder.

Allgemcine n-Punktfunktion

Es ist nun ziemlich klar, wie wir das Beweisverf ahreii auf die ^-Punkt-
funktion fur allgemeines n ϋbertragen kόnnen.

Theorem 3. Seί A (x) ein her mites ches, skalares Feld, das die Wight-man
Axίome erfϋllt mit evtl. Ausnahme des Lokalitάtsaxioms, welches wir durch
die folgende Voraussetzung ersetzen ivollen:

Zu jeder reellen Konfiguration (X): Xl,..., Xj _15 XJ9 Xj+1,Xj + Zί... ,Xn,
die in den Reihenfolgen 1. . . ., j — 1. j , j + 1, j -f 2,. . ., n und 1, . . ., j — 1,
j -f 1, j , j -r 2, . . ., n total raumartig ist, gibt es Konstanten 0 < C (X), h (X)

so, daβ fur xΊί = Xk - ],/— z und reelles —z > 1 gilt:

(V) \{A (Xl) ...A (x,^) [A (x,), A (xj+1)] A (xi + ί) ...A (α-J>! <

<C(X)exp{-h(X)}/-zx}.
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Dann folgt fur oc> 2: {A(x^ . . . A(xj_1) [Afa), A (xj+1)] A (xj + 2) . . .

. . . A (xn)y = 0 fur alle reellen Punkte xl9 . . . , %_15 Xj, #j+1, #3 + 2» > #n

miί (α^ — Xj+ι)z < 0.
Zum Beiveίs wahle man (X) in der Nahe von der folgenden Konfi-

guration :

Fig. 5

wobei besonders der Fall a :> 1 interessiert.
Herrn Prof. H. J. BORCHERS sei fur eine klarende Dΐskussion und Herrn

B. HUMPERT fur seine Hΐlfe bei den Rechnungen gedankt.
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