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LINEARISATION DE CERTAINES
STRUCTURES DE POISSON

J. P. DUFOUR

Abstract

We say that a real, (p + 1)-dimensional, Lie algebra is nonresonant if
one of its adjoint operators admits p nonresonant eigenvalues. We
show that every Poisson structure, which vanishes at a point with such a
nonresonant Lie algebra as linearized structure, with only zero- or two-
dimensional symplectic leaves, is linearizable. As a corollary we charac-
terize nondegenerate three-dimensional Lie algebras.

1. Introduction et resultats principaiix

Une structure de Poisson sur une variete V de classe C°° est la donnee,
sur Γensemble C°°(V) des fonctions de classe C°° de V dans R,d'un
crochet (/, g) H+ {/, g}: C°°{V) x C°°(V) - C°°(V) qui en fasse une
alge bre de Lie et qui, de plus, verifie la propriete "de Leibnitz"

Ces structures jouent un role fondamental en mecanique et physique [4,
5, 11]; elles sont systematiquement etudiees depuis une dizaine d'annees.

Une application differentiable declasse C°° h: (V, { , }) -> (V\ { , }')
entre deux varietes munies des structures de Poisson respectives { , } et
{ , }' sera dite isomorphisme de structures de Poisson (on dit aussi que h
envoie la structure { , } sur { , }') si c'est un diffeomorphisme tel que

{foh,goh} = {f,g}Όh

pour tous / et g dans C°°{V').
Un probleme important est de trouver les formes normales locales de

telles structures a isomorphisme pres, c'est-a-dire de trouver des systemes
de coordonnees locales (xl9 •- , xn) dans lesquelles les {χ.9 Xj} aient
des ecritures aussi simples que possible. Si le rang de la matrice des
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{xi9 Xj}(x0) est n alors, forcement, n est pair et la variete admet une
structure symplectique dont le crochet de Poisson est precisement { , } .
Si ce rang est plus petit que n , theoreme de decomposition de Weinstein
nous dit que la variete est, localement, le produit d'une variete symplec-
tique par une variete munie d'une structure de Poisson { , } nulle en x0

(i.e., {/, g}{xQ) = 0 pour tous / et g). Ainsi on est ramene a Γ etude
des formes normales pour les structures de Poisson qui s'annulent en un
point x0. Pour une telle structure on peut definir son k-jet en x0: si
xx, , xn sont des coordonnees locales nulles en xQ c'est la structure de
Poisson { , }{k) telle que {χ.,Xj}{k) est le fc-jet en x0 de {xo,Xj}. En
particulier le 1-jet definit une structure de Poisson "lineaire"

L'egalite de Jacobi implique que les c\. sont les constantes de structure
d'une algebre de Lie (qui ne depend que de { , }) que l'on apelle X algebre
de Lie linearisee de { , } en x0 [9]. Reciproquement toute algebre de
Lie determine de maniere evidente une structure de Poisson lineaire (sur
son dual).

Comme dans les theories de singularites de functions, de formes difFer-
entielles ou de champs de vecteurs, on peut considerer la notion de k-
determination: une structure de Poisson sera dite k-determinee au point
x0 si toute structure de Poisson ayant meme /c-jet en x0, lui est localement
isomorphe. Cette propriete de k-determination ne depend que du k-
jet de la structure en x0. La premiere notion a etudier est celle de 1-
determination. Suivant en cela Weinstein, on dira qu'une algebre de Lie
£ est non degeneree si toute structure de Poisson nulle en un point, dont la
linearisee en ce point est isomorphe a £ , est 1-determinante: cela revient
a dire que toute structure de Poisson nulle en un point, dont la linearisee
est isomorphe a £ , est linearisable: i.e., isomorphe a son 1-jet.

Notons que la notion de 1-determination est plus contraignante que la
notion de linearisabilite.

Dans ce domaine le resultat essentiel dont on dispose est que toute
algebre de Lie semi-simple compacte est non degeneree [2]. On peut aussi
introduire les notions de k-determination formelle ou analytique pour les-
quelles on requiert des isomorphismes formels ou analytiques. Alors on
sait que toute algebre de Lie semi-simple est formellement et analytique-
ment non degeneree [9, 1]; par contre, comme c'est le cas pour sl(2, R), le
fait d'etre semi-simple n'entraϊne pas toujours la non degenerescence [4].
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Ce travail a ete motive par un des problemes que pose Weinstein dans
[9]: est-ce que Γalgebre de Lie de dimension 3, de base eχ, e2, e3 telle
que

[ e l 9 e 2 ] = 0 , [ e l 9 e 3 ] = e { 9 [ e 2 , e 3 ] = e 2

est non degeneree? On verra (Theoreme 2 ci-dessous) que la reponse est
positive. C'est en redigeant la demonstration de ce fait que nous avons vu
qu'il n'etait qu'un cas particulier du Thέoreme 1 enonce plus bas.

Definitions. 1. Un operateur lineaire A: Rp —• Rp est dit non resonnant
si ses valeurs propres λχ, , λp ne verifient aucune relation

(P) λj = Σ " A > (nl9' ,np)erf avec nχ + • + np > 2.
1

2. Une algebre de Lie reelle L de dimension p + 1 sera dite non
resonnante si Γadjoint de Γun de ses elements / admet p valeurs propres
λx, , A ne verifiant aucune des relations (P).

Si L est telle que dans la definition precedente les λ. ont toutes des
parties rέelles non nulles. De plus on n'a aucune relation λ. + λJ. = 0 ou
X. + x = χk Ceci entraϊne Γexistence d'une base (ex, , ep, /) de L
dans laquelle on a

pour tous / et j (on peut supposer que Γon travaille dans le cas com-
plexe et choisir eχ, , ep qui mettent Γadjoint de / sous forme de
Jordan; dans ce cas on montre successivement [eχ, e2] = 0, [eχ, e3] =
0, , [e2, e3] = 0, , [e {, ep] = 0 en utilisant les identites de Ja-
cobi concernant et, e., et f). Ainsi L est produit semi direct de R par
Γalgebre commutative Rp associe a Γoperateur (non resonnant) de matrice

Rappelons que toute structure de Poisson definit sur la variete un feuil-
letage (a singularites) dont les feuilles sont des varietes symplectiques [9]:
Γespace tangent en un point a une telle feuille est forme par les valeurs en
ce point des champs hamiltoniens

Par exemple pour la structure de Poisson lineaire correspondant a une
algebre de Lie non resonnante les feuilles symplectiques sont de dimension
0 ou 2. Ainsi si une structure de Poisson nulle en un point, admettant en
ce point une linearisee qui est non resonnante, est linearisable elle doit
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avoir toutes ses feuilles symplectiques de dimension 0 ou 2. Notre resultat

principal dans ce travail est le suivant.

Theoreme 1. Toute structure de Poisson nulle en un point, dont la
linearisέe en ce point est une algebre de Lie non resonnante, et dont les
feuilles symplectiques sont de dimension 0 ou 2, est linearisable en ce
point.

En posant

{xx, x2} = xxx2, {*2> x3} = 0, {x3, xx} = 0,

{*! , *4} = X{ , {*2 > XA) = λx2 > iX3 > X*) = ~^X3

et pour un bon choix de λ et μ on obtient un exemple de structure de
Poisson sur R 4, nulle en 0, dont la linearisee est une algebre de Lie non
resonnante, et qui n'est pas linearisable. En effet elle possede des feuilles
de dimension 4 adherentes a 0. En remplaςant {x{, x2} = x{x2 par

{x{, x2} = x{x2exp{-l/x^xj)

on obtient (pour μ > 0) un exemple d'une telle structure de Poisson qui
est formellement linearisable sans etre linearisable.

La demonstration de ce Theorfeme 1 fera Γobjet du §2. Le principe
en est elementaire: choisissant de bonnes coordonnees (xχ, , xp, t)
on se ramene au cas oϋ le linearise du hamiltonien X de la fonction

( χ i ' " ' > x

p ' 0 *-* t e s t ^ e ^

avec une matrice A^(aJ

i) non resonnante. Alors on applique le theoreme
de linearisation de Sternberg (a parametre t) pour lineariser X. L'hypoth-
ese de dimension sur les feuilles permetra alors d'achever la linearisation.

II est possible que ce theoreme se generalise en partie pour les cas
d'algebres de Lie produit semi-direct de R par Γalgebre triviale Rp sans
hypothese de resonnance: mais alors on ne pourra esperer de linearisation
(comme le prouve la Proposition 1 du §3), on obtiendra des "formes nor-
males" comportant des termes de degre superieur k 1.

Ce Theoreme 1 va nous permettre (Theoreme 2) de caracterister les
algebres de Lie de dimension 3 qui sont non degenerees. A isomorphisme
pres la liste des algebres de Lie reelles, non triviales, de dimension 3 est la
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suivante (e{

so(3):

sl(2):

I(λ):

II(μ):

III:

IV:

j

[̂ 1

[«1

e2, e3 forment

,e 2 ] = e 3 ,

,έ?2] = e 3 ,

, ί 2 ] = 0 ,

,e 2 l = 0,

, « 2 ] = o,

1*1

1̂ 1

['l

I'l

une base):

' ^3] = e ι '

, «3] = e i ,

, e3] = e ι ,

, e3] = μex - e

, e3] = eι+e2

,e3] = e2,

[e3,

[e2,

[e2,

2 ' \*2 '

, l e 2 ,

[e2>

e3

ei

ey

\ = e2,

\ = -e2,

\ = λe2,

1 = *,+
) = e2,

1 = 0,

oϋ μ est un reel arbitraire et λ un reel compris entre - 1 et 1 (voir par
exemple [6]). Notre dernier paragraphe sera consacre a la demonstration
du resultat qui suit.

Theoreme 2. Les algebres de Lie reelles, de dimension 3, non dέgenerees
sont so(3), III, II(μ) pour tout μ non nul et I(λ) pour

λ

Les techniques utilisees la devraient permettre de determiner egalement
les algebres de Lie " /c-determinantes" de dimension 3 pour k = 2, 3, . . . .
II est a noter que si Γon ne s'interesse qu'a la non degenerescence "formelle"
la liste du theoreme n'est augmentee que du cas sl(2) pour la nondegenere-
scence "analytique" il nous faut aussi ajouter sl(2) mais on doit supprimer
certains cas I(λ) qui donnent des problemes de "petit denominateur" [7].

2. Demonstration du theoreme 1

On se place dans les hypotheses du Theoreme 1: comme on travaille lo-
calement on peut supposer que Γon travaille sur un voisinage ouvert V de
Γorigine dans Rp + 1 muni des coordonnees canoniques (xx, , x , t).
On notera x = (xχ, , xp). De plus on peut imposer que la structure
de Poisson soit telle que

X. = {x.,t} = Σa\χ. modulo M {x,ή,

7 = 1

uij = {xi,Xj}eM2(x,t)

en designant par M2(x,t) Γensemble des functions de classe C°° sur V

dont le 1-jet en 0 est nul. De plus on peut imposer que la matrice A des

a\ soit non resonnante au sens du § 1.

Par la suite on notera X = ΣP

i=ι Xid/dxi, c'est le champ hamiltonien

associe a la fonction (x, /) »-*• /.
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On sera amene a "developper" les functions (x, t)*-> f(x, t), de classe
C°° , sous la forme

oύ le terme "de degre k ", fk , est du type

fk- ^T n ί/W'i v'p

les coefficients a{ (/) etant des fonctions de classe C°° en t, definies

sur un voisinage de Γorigine dans R. En particulier on a Xi =

et on ecrit Xk = £? = 1 Xk

jd/dxi.
Lemme 1. Quitte a faire un changement de variables convenable pre-

servant Γorigine, on pent supposer X = 0.
Demonstration. L'hypothese de non resonnance implique en particulier

que la matrice A est inversible. Alors Γequation implicite X(x, t) = 0
admet une solution locale C°°

x = θ(ή.

On annule alors Xo en faisant le changement de variables local (x, t) »-•
( x - θ(t),t).

Par la suite nous supposerons done la nullite de X° . Ainsi on peut voir
X comme un champ sur un voisinage de 0 dans Rp "dependant du temps
t " et nul en 0.

Lemme 2. Sous les hypotheses du Theoreme 1 on peut ecrire, sur un
voisinage de Γorigine et pour tous ij dans {1, , p},

{xi,xj} = XiZj-XjZi,

oil Z = ΣPi=\ Zid/dxi est un champ de classe C°° defini a un terme de la
forme gX (g fonction C°°) pres.

Demonstration. Le fait que les feuilles symplectiques soient de dimen-
sion < 2 se traduit par le fait que le rang de la structure de Poisson est
partout inferieur a deux, e'est-a-dire par le fait que la matrice

{xx,x2 {xx,x2} ••• {*!,*,} X

P p pp X

P

-Xx -X2 -Xp 0 J

est partout de rang < 2. Cela se traduit par les relations

(R) X.{χ., xk} + X.{χk , x.} + Xk{Xj, Xj} = 0
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pour tout triplet (i, j , k) de points de {1, , p} . Quitte a restreindre
V on peut supposer que (x, t) »-> (Xχ, ,Xp,t) est un diffέomorphisme,
done on peut prendre Xχ, , X , t comme nouvelles variables. Si
p > 2: il resulte de (R) que Γon a {x., x.} = X.V.. - X.W^ + XiXjAij,

oύ Vtj et Wtj sont respectivement independants de X et X.. Faisant
Xt = 0 dans (R) on obtient

WU = Vki

pour tous j et k diiferents de /. On pose alors Wkr = Wk et Γon a, pour
tous / et j ,

Revenant a (R) on obtient

On ecrit alors An sous la forme Aχ -A{ (Aχ arbitraire) pour avoir, pour
tous / et j ,

AU = AJ-Ar
On obtient les Z. cherches prenant

Pour p = 2, Γidentite de Jacobi

{{x,, x2}, t) = {{x,, t}, x2} + {x,, {x2, t}}

nous donne

d v d \. , (dX. dX2\. _ dX2

^ ^ ^ } J + ^ ) { } + f
On en tire la nullite de {x{, x2} pour (Xl9 X2) = 0 et done une formule

Pour achever la demonstration il suffit de voir que le seul arbitraire dans
la construction ci-dessus des Zz est le choix de A{ et done deux solutions
Z a notre probleme different d'un vecteur de la forme ((Aι - A\)X.

Lemme 3. Avec les notations du Lemme 2 les identitέs de Jacobi con-
cernant les triplets x., xjt t se traduisentpar Vequation

(E) ^

oil X et Z sont consideres comme des champs de vecteurs sur Rp "dependant
du temps t" et f est une fonction de classe C°° .
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Demonstration. L'identite de Jacobi concernant le triplet {x., x., /)
s'ecrit

Le premier membre se reecrit

x{xi)zj +

le deuxieme membre se reecrit

X7 χγ\ dXi
X Z X Z ]

r ( X 7 χγ χ (Y7 Y7\ +
i - dxr

 {X'ZJ XJZ'] WXJ ^ ΈΓ{X'Zi XjZr) + 1Γ
r r r r

ou encore

Cette identite de Jacobi se reecrit done

Faisant varier / et j on en deduit que les vecteurs dX/dt-[X, Z] et X
sont toujours colineaires, d'oϋ le resultat.

Comme on Γa fait ci-dessus pour X on "developpe" Z sous la forme
Z° + Z 1 + oϋ Zk est la partie"de degre k " en x: en particulier
Z°(ή = Z(0, t). Faisant x = 0 dans (E) on voit que Z° = 0. Alors Z
peut etre considere comme un champ dependant du temps sur un voisinage
de Γorigine dans Rp , nul a Γorigine. Comme dans la classique "methode
du chemin" [7] on lui associe une famille {φt)\t\<ε de diffeomorphismes
locaux de Rp preservant Γorigine:

-Q-tΨt(x) = Z{φt(x), t), φo(x) = x.

Quitte a restreindre convenablement V, (x, t) H-> (φt(x), 0 est un diffeo-

morphisme ψ. Alors ψ~x nous donne un nouveau systeme de coor-

donnees locales sur V.
Lemme 4. Dans ces nouvelles coordonnees on a dX/dt = gX, oil g

est une fonction de classe C°° .
Demonstration. Comme ψ preserve t, ψ~x envoie X, le hamiltonien

de / dans les anciennes coordonnees, sur le hamiltonien Xf de t dans les
nouvelles. De plus on a la formule classique [7]
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On en deduit (utilisant le Lemme 3)

dt " γ

d'oύ le resultat.
Lemme 5. Quitte a faire un nouveau changement de variables de la

forme (x, t) »-• (x, a(t)), on peut supposer que Xx est independant de t.
Demonstration. On developpe la fonction g que nous donne le

Lemme 4 sous la forme g = g° + gι + •- {g°(ή = #(0, t)), et Ton
a la relation

dt

Sous le changement de variables indique X est remplace par bX, oΐi
t*->b(t) est une fonction de classe C°° non nulle. L'equation precedente
donne alors

(

Done pour un bon choix de b on peut obtenir $-t(bX)1 = 0 ce qui mene
au resultat.

Lemma 6. Par un changement de variables de la forme (x, t) ι-»
(a(x, t), t) on se ramene au cas ou X est lineaire et independant de t.

Demonstration. Puisque X1 est independant de t, X est un champ
dependant de t sur Rp, nul en 0, et dont le linearise (pour tout t) est
non resonnant. II resulte alors du theoreme classique de linearisation C°°
de Sternberg (voir [8] pour le theoreme original et [7, Theoreme 20] pour
la version a parametre utilisee ici) qu'il existe une famille {dt)\t\<ε de
diffέomoφhismes (locaux) de Rp avec

a * χ l = x(t)

pour tout t. Ceci revient a dire qu'il existe un diffeomorphisme local
(x, t) »-> (a(x, t), t) qui ramene X a X1 (rappelons qu'un tel difΓeomor-
phisme echange les hamiltoniens de la fonction t).

C'est ce Lemme 6 qui constitue le coeur de notre demonstration: e'est
pour pouvoir Γobtenir que nous devons imposer la condition de non reson-
nance.

Quitte a operer un changement de variables lineaire (x, t) ι-* (α(x), t)
on pourra de plus supposer que X est sous "forme de Jordan", i.e., la
matrice A, definie au debut de ce paragraphe, est sous forme de Jordan
reelle.
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Dans les nouvelles coordonnees on peut a nouveau appliquer les
Lemmes 2 et 3 et (E) devient

(F) [Z,X] =

Lemme 7. Pour un bon choix de Z on a [Z, X] = 0.
Demonstration. On sait (preuve du Lemme 3) que Z°

termes d'ordre 1 dans les deux membres de (F) donnent

Si /° n'etait pas nul cela impliquerait que A aurait une diagonale nulle;
ce qui n'est pas. Ainsi f° est nul. Le Lemme 2 nous dit que Z est
determine a un champ gX pres; remplaςons done Z par Z1 = Z + gX.
L'equation (F) donne

[Z',X] = (f-X(g))X.

Or on prouve dans [7, Proposition 5 et Theoreme 10] que l'equation Xg =
/ a toujours des solutions sous les conditions imposees (non resonnance
et nullite de /°) . On arrive ainsi au resultat.

Pour achever la demonstration du Theoreme 1 on va a nouveau utiliser
le changement de variables ψ: (x, t) \-> {<pt{x), t) oύ {φt)t est associee
au champ Z comme au Lemme 4. Seulement la condition supplemental
[Z , X] = 0 que nous avons ici permet d'affirmer que X n 'est pas affectέ
par un tel changement.

Pour voir que ψ~ envoie la structure de Poisson { , } sur sa linearisee

{ , }L il reste a prouver que, pour tous i et j , on a

e'est-a-dire

dϊWj ~ wWjmW')= {x ' XJ} °ψ'

ou encore

ou encore

II resulte de la definition meme de φt que ces equations sont toujours
verifees achevant ainsi la demonstration du Theoreme 1.
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3. Demonstration du Theoreme 2

On considere une structure de Poisson { , } sur un voisinage de
Γorigine dans R3 (muni de coordonnees canoniques (x{, x2, t)) qui s'an-
nule a Γorigine.

Les cas oύ la linearisee de la structure correspond aux algebres de Lie
so(3) ou sl(2) etant connus [2, 10], nous allons restreindre notre etude
aux autres cas. Les cas III, II (μ) avec μ Φ 0, et I{λ) avec

sont precisement les cas d'algebres de Lie non resonnantes de dimension 3.
Comme par ailleurs la condition de dimension des feuilles symplectiques
est toujours vέrifiee on peut appliquer le Theoreme 1 pour affirmer que
ces cas sont non degeneres.

Pour achever il nous suffit de montrer que tous les autres cas sont
degeneres: ce sera un corollaire de la Proposition 1 que nous allons etablir
ci-dessous.

Definition. Soit A une matrice p x p dont les coefficients sont les
reels a\. On lui associe Γalgebre de Lie (produit semi-direct) L(A) de
base e{, 9ep, f definie par

pour tous / et j .
Proposition 1. Si A est une matrice resonnante il existe une structure

de Poisson { , } sur R p + 1 , nulle en 0, ay ant L(A) comme linearisee et
qui ne soit pas linearisable. De plus on peut meme choisir { , } de faςon
que, dans les coordonnees canoniques (xχ, , xp, t) de R ^ 1 on ait

pour tous i et j dans {1, , p}.
Demonstration. Supposons d'abord que le rang de A ne soit pas max-

imum; dans ce cas la structure de Poisson linearisee (correspondante a
L(A)) admet un sous-espace de dimension strictement plus grande que 1
de points singuliers (oύ la structure s'annule). En rajoutant des termes de
degre deux on peut obtenir une variete de points singuliers de dimension
plus petite. Ceci interdit la linearisabilite dans ces cas.

Supposons maintenant que le rang de A soit maximum. On note
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comme A est resonnante ce champ X n'est pas 1-determinant [7]: il
existe un champ Y = £ \ Yid/dxi oύ les Yi sont des polynόmes, sans
termes de degre 0 ou 1, dans les x., tels que I + Γ ne soit pas isomorphe
a X (au voisinage de 0). En fait on a un peu mieux sous la forme du
lemme qui suit.

Lemme 8. Sous les conditions precέdentes on pent choisir Y de telle
faςon que X + Y ne soit localement isomorphe, au voisinage de 0, a aucun
champ de la forme aX, oil a est une fonctions de classe C°° .

Demonstration du Lemme 8. On note Vn Γespace des champs polyno-
miaux homogenes de degre n et (X)n le sous-espace de Vn forme des
champs de la forme fX oύ / est un polynόme homogene de degre n—ί;
Ln

χ:V
n, (X)n -> Vn , (X)n designera Γapplication Y*-+[X,Y].L& con-

dition de resonnance equivaut a dire que Ln

χ est non surjective pour au
moins un entier n . Alors, ou bien il n'y a pas de relations

p P

ι = l ι = l

entre les valeurs propres λf. de A et f\-*X(f) est surjective sur Γensemble
des polynόmes homogenes de degre n - 1 et Γon en deduit

ou bien Γon a P relations de ce type et

dim(X)n/Ln

χ{{X)n) < P

mais comme a chacune de ces relations sont associees p relations

λj = nxλx + + n._χλ._χ + (rij + i μ . + nj+ιλj+ι + •

on a

dimVn/Ln

χ{Vn)>pP.

Dans les deux cas on en deduit que Ln

χ n'est pas surjectif meme modulo
(X)n le calcul elementaire classique mene alors au resultat.

Fin de la demonstration de la proposition. On considere la structure de
Poisson { , } sur R^*1 definie par

{χi9xj} = o, {xl.,/} = ΛΓI. + y;.

pour tous / et j (X. = J2jajxj) P° U Γ achever notre demonstration il

suffit de voir que { , } n'est pas isomorphe a sa linearisee { , }L definie
par

{*,.,*/ = <>, {xiit}
L = Xi

pour tous i et j .
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Raisonnant par Γabsurde nous supposerons Γexistence d'un diffeomor-
phisme local ψ:Rp+l, 0 -• Rp+ι, 0 envoyant { , } sur { , }L .
Comme ces deux structures admettent {x = 0} comme ensemble de points
singuliers, ψ doit respecter cet ensemble. On en deduit

at ^
sur un voisinage de Γorigine, en notant ψp+ι la derniere composante de
ψ dans ces conditions on peut decomposer ψ localement en un produit

ψ = foφ

de deux diffeomorphisme de classe C°° / et φ tels que

f(x ,t) = (x, α{x, 0 ) , <P(x, 0 = (φt{x), 0

pour tous (x, t) e R^ x R assez voisins de Γorigine. On note { , }' la
structure de Poisson transformέe de { , } par φ c'est aussi la structure
transformee de { , }L par f~ι. On ecrit

et Γon a, d'une part

pour tout t, d'autre part

Ces dernieres equations se reecrivent

et Γon a done une equation de la forme

pour tout t ((t, x) •-+ αr(;c) etant de classe C°°), qui est impossible par
construction de Y. On acheve ainsi la demonstration.
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