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Introduction

Ce travail n'est qu'une premiere partie de Γetude des algebres de Lie filtrees
non transitives. On y etudie essentiellement un type d'algebres de Lie non
transitives, les distributions involutives sur un espace vectoriel V, qui ont ete
introduites et etudiees par Mademoiselle Junia B. Botelho [1],

Dans une premiere partie on donne deux caracterisations des distributions,
Γune a Γaide de Γalgebre de Lie graduee associee et Γautre a Γaide de son
normalisateur dans D( V). On y demontre en particulier que les distributions
involutives sont entierement caracterisees par leur algebre de Lie graduee ou
par leur normalisateur.

La deuxieme partie de cet article s'occupe des homomorphismes de distrib-
utions. On demontre que tout homomorphisme assez "regulier" d'une distrib-
ution dans une autre, se prolonge de maniere unique en un automorphisme de
D(V).

On se donne un corps commutatif Δ de caracteristique nulle qui sera le
corps de base de tous les espaces vectoriels consideres. On considere alors un
espace vectoriel V de dimension «, dont le dual sera note V* et qui sera fixe
dans toute la suite. On note aussi S(V*) = Uk>0 Sk(V*) Γalgebre locale des
series formelles definies sur V et D(V) Γalgebre de Lie filtree des Δ-deriva-
tionsde S(V*).

1. Distributions

Rappelons que D(V) muni de sa structure naturelle de S(K*)-module est

libre de rang n et que n elements Xv ,Xn de D(V) en constituent une

5ί(F*)-base si et seulement si leur projections xv- , xn sur V forment une

Δ-base de V.
Puisque S( V*) est un anneau noetherien, tout sous-module de D( V) est de
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type fini et ferme dans D(V) pour la topologie de la filtration (i.e. la

91t-toρologie, 9H etant l'ideal maximal de S(V*)).

1.1. Lemme. Soient L et M deux sous-espaces υectoriels de D(V). On

suppose L ferme dans D(V), L c M et gr L = gr M. Alors L = M.

1.2. Lemma. Si L est un sous-S(V*)-module de D(V) on a gr L D U ®

S(V*)ou U = gr_! L.

La demonstration de ces deux lemmes est immediate. Rappelons mainte-

nant

13. Definition. Une distribution de rang/? sur V est un sous-5(F*)-mod-

ule libre L de D(V) de rang p = dimΔ gr_j L. Si de plus L est une sous-

algebre de Lie de D( V) on dira que la distribution L est involutive.

1.4. Lemma. Soit L une distribution de rangp sur V et soint Xl9 , Xp E

L. Alors Xly- - , Xp forment une base de L si et seulement si leur projections

xλ, - , xp sur U = gr_j L forment une Δ-base de U.

Pour une demonstration de ce lemme, on peut consulter [1].

1.5. Proposition. Un sous-S(V*)-module L de D(V) est une distribution si

et seulement si gr L = U ® S( V*) ou U = gr_x L.

Preuυe. La necessite resulte de lemme 1.4. Inversement, supposons gr L

= U ® S(V*) et consideons Xv- , Xp E L dont les projections sur V

forment une Δ-base de U. D'apres lemme 1.4 le sous-module M de D(V)

engendre par Xλ, , Xp est une distribution et Ton a L D Afe tgrΛ/= U

® S(V*) = gr L. De lemme 1.1 on deduit alors que L = M.

Si X E D(V), on notera Xk sa projection sur Vk = D(V)/Dk(V).

1.6. Lemme. Soit L un sous-S(V*)-module de D{V). On pose Vk = L/Lk

(k > 0) et pk = dim Vk. II existe un entier k0 tel que tout systeme d9elements

Xv - - , Xq de L dont les projections sur v£° engendrent le A-espace υectoriel

Vk°, est un systeme de S(V*)-generateurs de L. En particulier tout systeme

d9elements Xv- , Xq de L tel que X^, ', Xp\ soit une base de V£ et

Xt

λ = 0 pour i >pλ, pour tout λ E (0, , k0} est un systeme de generateurs

deL.

Preuυe. C'est une consequence immediate du corollaire 2 du theoreme 7

et du theoreme A' du chapitre VIII de [12].

1.7. Corollaire. Soit L un sous-S(V*)-module de D(V) dont le normal-

is at eur N(L) dans D(V) est une sous-algebre de Lie transitiυe de D(V). Alors L

est une distribution sur V.

Preuυe. En vertu de proposition 1.5 il suffit de montrer que gτk L = U ®

Sk+ι(V*) oύ U = gr_j L, pour tout k > 0. On le fait par recurrence sur k. On

admet que grk L = U ® Sk~*~\V*) pour un certain k > - 1 . Soient X E

grk+ι L et y G V. On considere un relevement X de X dans Lk+ι. Puisque

N{L) est transitive, on peut considerer un relevement Ϋ de y dans N(L). On a
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[X, Ϋ] G L done [X,y] G gτk L. Ceci prouve que [gτk+ι L, V] c gτk L i.e.

1 L Cp(grk L). Or par hypothese gτk L = £/ ® 5fA:+1(F*) et par suite
L)= U ® Sk+2(V*). Le corollaire resulte alors de lemme 1.2.

La reciproque de corollaire 1.7 est en general inexacte comme le prouve
Γexemple suivant.

Exemple. Prenons V = Δ3. Soit L la distribution de rang 2 engendree par
X = d/dx et Y = 8/θy + cyθ/θy. On montre sans peine que N(L) est forme
de toutes les derivations de la forme h(d/dz) oύ dh/dx = dh/dy = 0.

Nous allons maintenant preciser ces resultats au cas d'une distribution
involutive.

Si L est une sous-algebre de Lie de D(V) on note S(L) le plus grand
sous-»S(F*)-module de D(V) contenu dans L, i.e.,

S(L) = [X G L.pί G L pour tout/

Remarquons que si X, Y E S(L) alors pour tout/ G 5(K*) on a/t*, 7] =
[fX, Y] + (y/)X G L done [X, y] G S(L) i.e. S(L) est une sous-algebre de
LiedeZ)(F).

On notera aussi Dis^F) Γensemble des distributions involutives de rang/?
sur V et Π™* (̂F) Γensemble des sous-algebres (n — /?)-ρrojetables maximales
de/)(F)(cf.[9]).

On se propose de montrer
1.8. Proposition. Si L G Dis^ίF) alors N(L) G Π ^ ( K ) . Z)e

ê ί bijectiυe et son inverse est S.
Lemme. Pour toute sous-algebre L de D{V) et tout automorphisme Φ de

D(V)ona

Φ(S(L)) = S(Φ(L))9 Φ(N(L)) = N(Φ(L)).

Preuυe de lemme. C'est une consequence immediate du theoreme 2.5 de

[9].
Preuυe de proposition 1.8. Soit L G Dis^F). En vertu du lemme et du [1,

Theoreme 3.3] on peut supposer que L est engendree sur 5(K*) par
d/dxl9 , d/dxp oύ JCJ, , x̂ , , xn est une base de V. II est alors aise
de voir que N(L) = G(U) oύ U = gr.! L (cf. [9, §3J) i.e., N(L) G Π ^ ( K ) .

Remarquons maintenant que S(G(U)) = ί/ ® S(V*) = L, ce qui, en vertu
du lemme implique S(P) G Dis^ίF) pour tout P G Π ^ ( K ) . D'autre part,
on verifie facilement en utilisant le lemme anterieur et les resultats de [9, §3]
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que N(S(P)) = ? et S(N(L)) = L pour tout P G Tl™™p(V) et tout L G
Dis^F) i.e., N est bijective et a S pour inverse.

On peut maintenant enoncer
1.9. Theoreme. So// L un sous-S(V*)-module de D(V). Pour que L soit une

distribution inυolutiυe sur V il faut et il suffit que N(L) soit une algebre
projetable maximale sur V.

Preuυe. La necessite fait Γobjet de proposition 1.8. Inversement, suppo-
sons que N(L) soit projetable maximale. En particulier N(L) est une sous-
algebre transitive de D(V) done d'apres corollaire 1.7, L est une distribution
sur V; par consequent gr L = U ® S(V*) avec U = gr_{ L. D'apres proposi-
tion 1.8, il existe une distribution involutive unique M telle que N(M) =
N(L). De la construction de M on deduit immediatement que M z> L. Les
sous-espaces gr_j L et gr^ M sont invariants par gr0 N(L). Si gr_, L = 0 alors
puisque L est une distribution on aurait L = 0 done L est une distribution
involutive. Si gr_j L = V alors, L etant une distribution, on aurait L = D(V)
et serait encore involutive. Si gr_, L n'est ni nul ni egal a V alors N(L) Φ
D(V); en effet soit X (Ξ D(V) tel que X £ L. Si [Z, L] n'est pas contenu
dans L e'est termine; sinon choisissons 7 G L e t / G 5(K*) tels que Y(f) ί
91L, i.e., y(/) est une serie formelle inversible et par suite Y(f). X £ L. II
s'ensuit que [fX, Y] = f[X, Y] - (Y(f)). X & L, i.e., JX « iV(L) et par
consequent iV(L) 7̂  D( V). Une autre consequence de ce fait est que M φ
D(V), i.e., gr_j M φ V. Or puisque N(L) est projetable maximale non iden-
tique a Z>( F), son groupe d'isotropie laisse invariant un et un seul sous-espace
propre de V done gr^ L = gr^ M. D'apres proposition 1.5 on a gr L = gr M
done par lemme 1.1 L = Λf, i.e., L est une distribution involutive.

2. Algebres de Lie homogenes, regularite

Rappelons (cf. [10, Π-ii]) qu'une sous-algebre L de D(V) est dite homogene
si son normalisateur N(L) est une sous-algebre transitive de D(V). Une
distribution involutive est homogene.

Si L est une sous-algebre de Lie de D(V) on note L le sous-5'(F*)-module
de D(V) engendre par L. Si L est une sous-algebre de Lie transitive de D(V)
on a L = D(V). Dans tous les cas L est encore une sous-algebre de Lie de
D(V) et Ton a gr^ L = gr_, L.

2.1. Definition. Une sous-algebre L de D(V) est dite semi-reguliere si
[gr L, F] c gr L et si L est une distribution (necessairement involutive) sur
V.

Toute sous-algebre de Lie transitive, toute distribution sur V sont semi-
regulieres. Plus generalement,
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2.2. Proposition. Toute sous-algebre homogene L de D(V) est semi-
reguliere.

Preuυe. Soit N le normalisateur de L dans D( V). On a [N, Lk] c Lk~ι ce
qui, vu la transitivite de N implique [V, &k L] <z gvk-λ L. La premiere
condition de semi-regularite est done veifiee. Pour la seconde, observons que
Γinclusion [N, L] c L implique [N, L] c L et par suite [V, grk L] c grk_x L
pour tout k > 0. D'apres 1.7, on a gr0 L = (/ ® V* avec £/ = gτ_j L. Une
recurrence simple montre alors que gτk L c U ® Sk+λ(V*) pour tout k,
done, d'apres lemma 1.2 gr L = U ® S(V*) done L est une distribution (par
proposition 1.5).

3. Prolongements d'homomorphismes de distributions graduees

L'algebre de Lie graduee gr D( V) associee aZ)(F)a une structure naturelle
de S( F*)-module gradue libre de rang n. Si G est un sous-S(F*)-module de
gr D(V) on a naturellement G D G_λ® S(V*).

3.1. Definition. Une distribution graduee sur V est un sous-5(F*)-module
de gr D(V) engendre par ses elements de degre - 1 . Si G est une distribution
graduee on a done G = G_x ® 5(K*).

Remarquons gu'une distribution graduee est automatiquement une sous-
algebre de Lie graduee de gr D{ V).

L'algebre graduee associee a une distribution (involutive ou non) est une
distribution graduee.

Let lemme suivant nous sera utile par la suite.
3.2. Lemme. Soit U un sous-espace non nul de V. Soit X EL gr D(V) tel que

[U, X] = 0 et [U ® V*,X] = 0; alors X = 0.
Preuυe. Soit ev- , en une base de V telle que ev- , ep soit une base

de U. On peut ecrire de maniere unique X = Σ"= λ et ® /'. Dire que [ U, X] =
0 equivaut a dire que df/dβj = 0 pour / = 1, , n et j = 1, ,/?. Si
e1,' , en est la base duale de ev , en on a par hypothese [Z, ̂ . ® e1'] = 0
pour tout / = 1, , n et j < p, ou encore, compte-tenu de la nullite de
df/dβj pouxj < p et i < n, on a ey ® /' = 0 done/1 = 0 pour tout i.

On considere maintenant une distribution graduee Gx = Uι θ g? θ g}
θ et une sous-algebre de Lie graduee G2 = U2 © g? θ g\ Φ de
gr Z)(F) telle que [K, G2] c G2. On se donne une base ev- , en de K, dont
la base duale sera notee e\ , en, telle que <?„ , ep soit une base de Ux.

On suppose qu'il existe un isomoφhisme d'algebres de Lie graduees

On pose φ(et) = εy pour / = 1, ,p. On se propose d'abord de determiner
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φ0O, ® ej) pour / = 1, ,p ety = 1, , Λ. Plus precisement on a

3.3. Lemme. // existe une base et une seule εv- , ert die V commencant

par ε,, , εp telle que φ o (^ ® e7') = ε, ® e7 /wwr / = 1, ,/? et j —

Preuυe. On remarque d'abord que [ε5, φo(e,. ® ej)] = δ/ε, pour s =

1, ,/?; on peut done ecrire: φo(ei ® e7) = ε,. ® a{ + 8̂/ oύ α/ E F* et

β{ <Ξ V ® V* verifient

(3.1) a{(εs) = 8{ pour 1 < ^ < p,

(3.2) [ί/2^/]=0.

De plus, puisque [ V, G2] c G2 on a

(3.3) [ K, ̂ ] c £/2

condition qui en vertu de (3.2) implique

(3.4) [ βf9 βf] = 0 pour 1 < /, / < p et 1 < j , k < n.

Compte-tenu des relations precedentes, Γegalite

[<Po(*i ® Λ <Po(et ® e')} = Ψoiti ® ^ ) ,

oύ / T̂ y s'ecrit

(3.5) εy ® (α/ ° β{ - aj o βi«) = 8̂/ pour / Φj,

d'ou, en composant avec α/, on deduit apres simplification:

(3.6) a{ o βj = 0 pomj Φ i.

Par ailleurs, en tenant compte de (3.1) et (3.3), Γegalite (3.6) est equivalente

a

(3.7) β< = e,. <g)γ/ p o u r / = 1, ,/7θύγ/ G F*.

II resulte de (3.5) et de (3.7) qu'en modifiant les aj on peut supposer

β} = 0, i.e.,

<po(e, ® e7) = et ® α/, / < /?,y < n,

les formes lineaires ocf etant ainsi uniquement determinees. On montrera

maintenant que aj ne depend pas de i E {1, ,/?}. Pour cela, on se donne

i, A: E {1, ,/?},/ =7̂  A:. On peut supposery ^ A; on a alors

[ ? o ( U - %) ® e*)> Ψo(ek ® e')] = Φ 0 ( ^ ® ^ ) ,

laquelle s'ecrit

[ε, ® aj -εk® a{, εk ® < ] = ek ® < ,
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et qui, compte-tenu de (1) donne

εk ® a{ = εk ® <

i.e., α/ = a{. On posera α/ = aJ. De la bijectivite de φ 0 et du fait que

dimΔ g° = np resulte que α\ , an est une base de V*. De plus, en vertu de

(3.1), α1,- , α π est la base duale d'une base εv , εn de K commenςant

par βj,* , εp. Le lemme est demontre.

Soit φ Γautomoφhisme de V defini par ψ{et) = εz pour / = 1, , n. II est

clair que φ est independant de la base eu- , en choisie. D'apres ce qui

precede, si φ0 est Γextension de φ a F ® F*, alors φ 0 est Γextension de φ 0 a

g°. On resume ce qui precede dans

3.4. Proposition. Soient Uλ ® g? et U2 ® g^ ^ algebres tronquees d'ordre

1 d'une distribution graduee sur V et d'une sous-algebre graduee G2 de gr D( V)

respectiυement. Soit (φ, φ0): Ux® g®-*U2® g2 un isomorphisme d* algebres

de Lie tronquees. Si [ V, g2] c U2 il existe un unique automorphisme φ de V

egal a φ sur Uλ et dont Γextension φ0 a V ® V* est egale a φ0 sur gj. En

particulier g° = U2 ® V*.

Pour pouvoir passer aux tronquees d'ordre superieur on aura besoin de

3.5. Lemme. Soit B: g\ —» U2® Si+ι(V*) une application lineaire satisfai-

sant

(3.8) [ U2, B{Xk)} = 0 pour tout Xk E gf,

(3.9)

pour tout Yo G g? et tout Xk G gf. Alors si k > 0 et I > -1 on a B = 0. Si

k = -1 et I > -1 alors il existe γ G Sι+ι{V*) tel que dy/dy = 0 pour tout

y G l/2

 e t a u e B(x) = ΦW ® y pour x G t/j.

Preuυe. On examine d'abord le cas Λ = —1 et / > —1. Avec les notations

anterieures on pose 5(ez) = Σy = 1 ε7 ® γ/. La condition (3.8) s'exprime par

dyj/dy = 0 pour tout y G ί/2. En prenant Yo = es ® e', I < s < p et I < t

< n on obtient en explicitant (3.9)

εs ® ϊ/ = «/ £ εy ® γ/,

d'oύ γ/ = 0 si t Φ i et γ/ = γ/ pour tous i et ^. On pose γ = γ/ et Γon a

£(*i) = Φ(^ ) ® Y P O U Γ ' = 1, -.•»/>, i e » B(χ) = φ( «) ® Y P O U Γ t o u t x E t^i
On suppose maintenant k > 0 et / = - 1 . Pour i = 1, . . .,/? et 1 < y,

< < y£+i < « on pose

B(ei ® e7'1 e7*-") = B{ι'"Jk+i.
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On a pour 1 < s < p et I < t < n:

I e ®) e^ e §& e^x * * * e^k+x I

k+\

£i s i ^^ is

En explicitant (3.9) on a

(3.10) - e , ® <?'(£/• ••••A+')= 2 δί'B{ι'"J''"Jk+χt - 8;B{'" J^\

SupposonsyΊ = = j k + ι = /; en prenant s = / = / on a -ε, ® ε'(2?/"'')

= fcβ/""'; en composant avec ε' nous obtenons ε\Bj ') = 0 done si k > 0

on a Bf " ι = 0. Si & = 0 et si p = dim ί/j = dim U2 = 1 (done i = 1) il

resulte du fait que B\ G U2 et de Γegalite e ι(5{) = 0 que B\ = 0. Si k = 0 et

/? > 1 alors on peut choisir s φ i et / φ i et (3.10) donne ε'(2?/) = 0 pour tout

t φ i; comme par ailleurs cette egalite vaut meme pour t = i on a 5/ = 0.

Dans tous les cas on a done B*"1 = 0. On suppose par recurrence que

βj\ Λ+i — o des que au moins r des indices j λ sont egaux a / (1 < r < A: +

1). Par exemple, si^Ί = = j r = i e t 7 r + 1 , 9jk+ϊ Φ i en prenant s = /

ettφi dans (3.10) on obtient:

oύ le nombre des indices superieurs egaux a / est egal a r — 1. II s'ensuit que

βj\ jk+ι — o des que r — 1 des j λ sont egaux a /. On a ainsi montre par

recurrence que B{et ® ejχ ejk+x) = 0, i.e., B = 0.

Le lemme est ainsi demontre pour / = - 1 . On continue par recurrence sur /

en le supposant vrai pour / — 1 (/ > 0). Soit alors B: g( —»g2 satisfaisant (3.8)

et (3.9); alors pour tout z G V Γapplication B2: X G g\ -H> [Z, £ ( * ) ] G g 2

- 1

satisfait aussi (3.8) et (3.9) done Bz = 0. On en deduit par transitivite B = 0.

On peut maintenant enoncer

3.6. Theoreme. Soient Uλ θ g? θ θ g f e/ t/2 θ g^ θ θg 2* les

algebres tronquees a Γordre k + 1 d'une distribution graduee Gx sur V et d9une

sous-algebre de Lie graduee G2 de gr D(V). On suppose que [V, G2] C G2 et

quΊl existe un isomorphisme (φ, φo, , φ^) de Uι θ gj θ θ g f sur

U2 θ g2 θ ®g2. Alors (φ, φo, , φ^) se prolonge de maniere unique en

un automorphisme de V ® V ® V* ® - - - ®V ® Sk+\V*). En particulier

gι

2= U2® Sι+ι(V*)pour I < k.

Preuve. La proposition 3.4 est Γenonce de theoreme 3.6 pour k = 0. On

continue par recurrence sur k\ on suppose theoreme 3.6 vrai pour k — 1

(k > 1). Soit φ Γautomorphisme de V mis en evidence dans proposition 3.4.

On note φz Γextension de φ a V ® Sι+ι(V*). L'hypothese de recurrence
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s'exprime par: φι = <p7 sur g[ pour tout I < k — 1. Montrons que φk = φk sur

gk ce qui achevera la demonstration. Pour cela, posons B = φk - φk: g
k -+

U2® Sk+1(V*); on montre sans peine que B satisfait aux conditions du

lemme 3.5 done B = 0, i.e., φk = φk sur gk.

3.7. Corollaire. Soient Gλ une distribution graduee sur V et G2 une sous-

algebre de Lie graduee de gr D{V) telle que [V, G2] c G2. Λlors tout isomor-

phisme de Gλ sur G2 se prolonge de manure unique un automorphisme de

gr D( V). En particulier, un tel isomorphisme existe si et seulement si G2 est

aussi une distribution graduee de rang egal a celui de Gv

4. Isomorphismes entre distributions involutives

On considere deux distributions involutives L et M de rang p sur V. On

notera V£ et Vj^ leurs tronques a Γordre k respectivement.

4.1. Definition. Un isomorphisme de v£ sur Vfc est une suite

(h°, h\ ,A*)verifiant

(i) pour tout i E {0, •,£}, W est un isomorphisme de Δ-espaces

vectoriels de Vι

L sur Vι

M\

(ii) si 97, _! (ou simplement TΓ) designe la projection canonique de V sur

Vl~x on a W o π = TΓ ° A / + 1 pour tout i = 0, , k - 1;

(iii) pour tout / E {0, , fc - 1} et tous I J G F / + 1 on a h^X, Y] =

(iv) hk induit un isomorphisme d'algebres de Lie de ker(F£—» V£) sur

II est clair que si (A0, , hk) est un isomoφhisme de V£ sur F^, alors

pour / = 0, , k — 1, (A0, , A1') est un isomoφhisme de V[ sur Vj^.

Si A: L —» Λf est un isomoφhisme de L sur M, alors pour tout k > 0, h

induit un isomoφhisme de Vk sur VJ^.

Si (A°, , hk) est un isomoφhisme de Vk sur Kĵ , alors (A°, , hk)

induit un isomoφhisme de Γalgebre graduee tronquee a Γordre k — 1 de L

sur celle de M\ on le notera (φ, φ0, , φk_ x).

Dans la suite, on notera simplement hk: V^-^V^ Γisomoφhisme

(h°,- -,hk):Vk

L^Vk

M.

Avant d'etudier de plus pres les isomoφhismes entre algebres tronquees de

distributions, montrons les resultats suivants.

4.2. Lemme. Soit L une distribution et soit N = N(L) son normalisateur.

Λlors pour tout k > -1 on a

Vk+ι = [X E Vk+ι\[X, Vk+ι] C Vί}9ouV£x =0.

Preuυe. C'est vrai pour k = -1 puisque TV est transitive. Supposons le
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lemme vrai pour k - 1 (k > 0). Si X G F * + 1 est tel que [*, F*+ 1] c F* sa

projection π(X) sur F* verifie [ττ(X), Vk\ C F^" 1 , done, d'apres Γhypothese

de recurrence 77(*) G Nk. Soit 7 G 7V*+1 tel que π(X) = π(Y); o n a [ I -

Y, Vk+ι] C Vk; or X - Y G ker(F* + 1 -> F*) done [Jf - y, F°] C gr*^ L;

par suite X — Y B gτk N (puisque Λ̂  est projetable maximale) done X E

4.3. Corollaire. Si deux distributions ont des tronquees d'ordre k identiques,

il en est de meme de leurs normalisateurs.

4.4. Lemme. Si L et M sont deux distributions telles que V£ = V^, alors

Preuυe. Soit X G ker(F^+ 1 -> F^). Puisque F^ = F ^ il existe 7 6 F ^ + 1

ay ant la meme projection que X sur Vk.

Soient Z G F ^ J et Z r G V$^ ayant la meme projection sur Vk. Soit z la

projection de Z et Z ' sur F; puisque X, y G keriF*"1"1 -^ F) on a

μr- r,z]=[^,z]-[y,z]egrlt_1M,

done X — Y G gr^ Λf, et par suite

*eker(K*+>->»£).
4.5. Proposition. Soit k un entier superieur ou egal ά - 1 . <9w considere un

isomorphisme hk+ι: Vk+ι -^ Vj^+ι. On suppose quΊl existe un automorphisme

hk de Vk egal a hk sur Vk. Soit hk+ι une extension quelconque de hk a F * + 1 .

Alors si X G k e r ( F ^ + 1 -> V[) on a hk+ι(X) = ίik+ι(X).

Preuυe. Soit φ Γautomorphisme de F mis en evidence dans proposition

3.4; on notera, comme d'habitude φι son extension a V ® Sι+λ(V*). Si

X G ker(F£+ 1 -* Vk) on a hk+\X) = φk+ι(X) = hk+ι(X). On suppose
maintenant la propriete demontree pour X G ker(F^+ 1 -> F/) oύ 1 < / < k.

Sous cette hypothese hk+ι — hk+ι induit une application B de ker(F/—»

V[~ι) dans grk D(V). Puisque hk+ι est un automorphisme de F * + 1 ,

hk+ι(Vk+ι) est la tronquee a Γordre A: + 1 d'une distribution. Puisque

hk(Vk) = F^ on α, d'apres lemme 4.4,

Λ*+ I(ker(K*+ 1 -> K°)) = ker(F^ + 1 -> ^>).

En particulier, il s'ensuit que B est a valeurs dans gr^ M. Nous allons

demontrer que B = 0 en montrant que 5 satisfait aux conditions de lemme

3.5. Pour cela, soit Xι G ker(F/ — V[~ι% dont on notera Xk+ι un relevement

a Vk+ι; soient encore7 G F^ et yo G gr0 L. Si y est un relevement dey dans

K*+1. Puisque hk+\Xk+ι) et Λ/c+1(Λr

A:+1) ont une projection nulle sur F, on a

1, y]=o,
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puisque hk = hk sur Vk. On a aussi avec les memes notations

[B(X,),φάY0)] ~[hk+\Xk+ι) ~ hk+ί(Xk+ι),h*+\Y)],

oύ Y E Gk+ι = kcτ(Vk+ι —> KL) est un relevement de y0, et oύ le deuxieme

crochet est un crochet dans Gk+ι. Comme hk+ι(Xk+ι) E ker(F* + 1 -> V^) le

crochet [hk+\Xk+ι),hk+\Y)] depend seulement de h\Y) = **(y) done

[hk+\Xk+ι),hk+ι(Y)] = lhk+ι(Xk+ι),hk+\Y)] = hk+ι[Xk+ι,Y] et par

suite WXilφoiYJ] = hk+ι[Xk+l9Y]-hk+ι[Xk+l9Y] = B[Xl9 Yo]. Le

lemme est ainsi demontre.

4.6. Lemme. Avec les notations anterieures si X E ker(F^ + 1 -> KL) ê / /e/

<7«e 7r* +1(Ar) = ef ® e7', α/or5 // exwίe / G S*+ 1(F*) eί wn sew/, independent

de i, tel que dfJ/dx = 0 pour tout x E FL eί

A ^ 1 ^ ) = **+1pr) + φ(^)®/Λ l < ι </ι, l <y < Λ .
Demonstration. En vertu de proposition 4.5 Γapplication hk+ι — AΛ + 1:

G ^ 1 = ker(K^+1 -^ K)-> y ® 5 Λ + 1 (F*) induit une application lineaire 8̂:

g^ -> V ® S'Ac+1(K*). On montre comme dans proposition 4.5 que

(4.1) [ψ(VL),β(gΌ

L)}=0.

Par ailleurs si X°, Y° e g^ et si X et y sont des relevements de X 0 et Y°

respectivement, dans G£+' on a

/?[Λ-°, y°] = hk+x[x, Y] - fik+ι[x, Y]

= [hk+ι(X),hk+ι(Y)] -[iik+ι(X),hk+\Y)]

= [hk+ι(X),hk+ι(Y) - hk+ι(V)]

+ [A*+I(A") - Λ*+I(A"), hk+ι(Y)]

= [Ψo(Xo),β(Y°)]+[β(X%φo(Y0)].

Lorsque X° = e, <8> e7' et y° = es <S> e' cette egalite s'ecrit

(4.2) δ;β(es ® e>) - δ/(e,. ® e') = [ε, ® e', ̂ (e, ® e')]

On pose pour simplifier /8/ = )8(e, ® e*). En vertu de (4.1) on a

[ # , e, ® ε'] = e, ® (e' « ^/),

done (4.2) s'ecrit

(4.3) 8M - δjβ! = es ® (ε' ° # ) - ε,. ® (^ ° ft').

Posons dans (4.3) s = t = /; on obtient alors

y8/ = ε, ® (ε' ° ^/ - ε' ° ft') = ε, ® γ/, si i Φj.
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II en resulte que ε7 ° βj = 0 pour touty φ /, done on peut ecrire

βί = *i ® Y/

Appliquons de nouveau (4.3) avec t = i et s φj; on a alors compte tenu des

expressions anterieures des βj:

εs ® γ/ = εs® γ/,

done γ/ = γ/, i.e., γ/ est independant de i. On posera/-7 = γ/. On a ainsi

Le fait que dfs/dx = 0 pour x G φ(FL) resulte de 4.1.
4.7. Corollaire. Λt>ec les donnees et notations anterieures, il existe un unique

yk G V ® Sk+ι(V*) υerifiant

(4.4) [φ(vL)>yk] = o ,

(4.5) hk+ι(X) = hk + ι(X) +[φo(7rf+ 1X),γ*] P<>ur X G G^ + 1.

Demonstration. Par lemme 3.2, γfc est unique. Observons maintenant que
yk = - Σ " = 1 ε, ® /' repond a la question.

Nous venons ainsi de repondre a la question suivante: etant donne un
isomoφhisme tronque AΛ+1: Vk+ι -+ VJ^1 tel que hk: V£-+ V^ admette
une extension hk sur Vk, queues relations y a-t-il entre hk+ι et les divers
relevements de hk a Vk+ιΊ Notre prochaine etape sera d'examiner les
rapports qui existent entre deux extensions hk et hk de hk a Vk.

4.8. Lemme. Soient hk et hk deux extensions de hk a Vk. Alors
(ϊ)h_k-1 = hk~ι sur Vk~\

(ii) hk = hk sur Gk = ker(F* -* K),
(iii) // existe δk (ΞV® Sk+ι(V*) et un seul tel que [VM, 8k] = 0 et hk(X)

= hk(X) + [φ(77ί(X)), yk]pσur tout X G K*.

(i) Se montre par recurrence sur k. On sait par proposition 3.4 que e'est vrai
pour k = 1. Admettons le pour k — 1 (A: > 2) et montrons-le pour k. Puisque
hk = hk suτ_ Vk on a hk~ι = hk~ι sur F ^ " 1 done, d'apres Γhypothese de
recurrence hk~2 = hk~2 sur F^" 2 . II en resulte que hk~ι — hk~ι prend ses
valeurs dans gτk_2 D(V) = K ® Sk~\V*). En plus si .y 6 FL et si 7 6
F ^ " 1 est un relevement de.y, on a

[hk~\X) - hk-ι(X),φ(y)] =[hk~ι(X) - K*-\X),hk-\Y)\

= hk~2[X, Y] - hk~2[X, Y] = 0.

_Soit maintenant N le normalisateur de L. Si X e F^~' et si Y° e g^ a l ° r s

IX, Ϋ] e F^- ' oύ X, Ϋ sont des relevements de X et F° dans V% et F^
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respectivement; par consequent

[hk~\X) - hk-ι{X),Ψo(Y0)] = [hk(X) - hk(X),hk(Y)]

= hk~ι[X9 Ϋ] - hk~ι[X, Ϋ] = 0.

II en resulte alors de lemme 3.2 que hk~x = hk~λ sur V#~ι. Puisque TV est
transitive, la proposition 4 de [6] implique que hk~ι = hk~ι sur Vk~ι.

(ii) Soit X E Gk et soit >> G V. Si Y G Vk est un relevement de>̂  on a

[hk(X) - hk{X\ Ψ(y)] =[hk(X) - hk{X\ hk{Y)\

Or,

[hk(X),hk(Y)] =[hk(X),hk(Y)]

puisque hk(X) G Gk et A*"1 = hk~\ done [A^X) - A^X), φ(>>)] = 0 et par
suite hk(X) = hk(X).

(iii) D'apres (i) et (ii), hk - hk induit ε Ggrk_ιD(V)® V*. On remarque
que dε(x,y) = [φθ), ε(»] ~ [φθ)> ^(Λ:)] = 0 done il existe δk E grk D(V) =
V ® Sk+\V*) et un seul tel que ε(x) = [φ( c), δk]. Puisque AΛ = Â  sur Vk

ona[δk,VM] = 0.
4.9. Lemme. Avec les donnέes et notations de lemme 4.8 si hk+1 et hk+ι

sont des relevements de hk et hk respectivement a Vk+ι on a

hk+ι(X) +[φo(πk + \X)),δk] pourX E Gk + ι.

Demonstration. Soit I G G H 1 j G F e t 7 G F H 1 u n relevement
Comme hk = hk sur G^ona

[hk+1(X) - hk+ι(X), φ(y)] = [hk+ι(X) - hk+\X), hk+ι(X)]

= h~k[x, Y] - fik[x, Y]

+ [hk+ι(X),hk+ι(Y)- hk+ι(X)].

Or π£[X, Y] = [πk +ιX,y] done d'apres proposition 4.5—(iii), on a

hk[X, Y] - hk[X, Y] = [ [ φ o ( π k + λ X ]

Par ailleurs,

[hk+ι(X),hk+ι(Y) - hk+\Y)]

= -[Ψo(ττk+\X)),[β(y),δk]],
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done

[h*+\X)-hk+\X),φ(y)]

d'oύ par transitivite

hk+ϊ(X) - hk

On peut maintenant demontrer le resultat principal de cette section d'oύ
resultera le theoreme d'extension d'un homomorphisme injectif defini sur une
distribution.

4.10. Proposition. Soit L une distribution involutive de rang p > 0 dont on
notera Vk Γalgebre tronquee d'ordre k. On considere un homomorphisme
injectif d'algebres de Lie tronquees Λ*+1: F£ + 1 -H> Vk+ι (k > 0) et Von
suppose quΊl existe hk E KvX(Vk} tel que hk = hk sur Vk et que
[gτk hk+ι(gτk L), V] c BTh-ι hk*l(&τk-ι ^) H existe alors un unique automor-
phisme hk de Vk egal a hk sur Vk et possedant un relevement hk+ι sur Vk+ι

egal a hk+1 sur Vk+ι.

Demonstration. L'unicite de hk resulte de lemmes 4.8, 4.9 et 3.2.
Considerons maintenant un relevement hk+ι de hk a Vk+ι. D'apres corollaire
4.7 il existe un element γ* E V ® Sk+ι(V*) et un seul tel que

yk] = 0 , hk

pour tout X E Gk+1. Posons

hk(X) = hk(X) +[φ(π*A ), γ f c], X e Vk.

II est clair que hk est un automorphisme de Vk et est egal a hk sur v£. De
plus, d'apres lemme 4.9, tout relevement ψ d e P a K*+1 est egal a λ*+1 sur
Gk+ι ct par suite hk+ι - \p induit ε E grΛ Z>(F) ® FJ. On montre facilement
que [ε(x), φ(/)] — [ε(^), φ(jc)] = 0 pour tous x,y E: VL done (cf. [1]) il existe
# E gr^^j Z)(F) tel que ε(x) = [φ(jc), d] pour tout x E VL. On constate alors
que Ton obtient un relevement de hk egal a hk+ι sur Vk+ι en posant

En appliquant corollaire 3.7 et 2.7 on montre par recurrence le theoreme
suivant.

4.8. Theoreme. Soit L une distribution de rangp > 0 sur D(V) et soit h:
L —» D(V) un homomorphisme injectif d9algebres de Lie filtrees. Alors h se
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prolonge en un automorphisme de D( V) si et seulement si

[F,grΛ(grL)]cgr/KgrL).

De plus Vextension de h a D(V) est unique. En particulier h(L) est aussi une

distribution de rang p.

Remarque. L'unicite de Γextension h de h a D(V) peut se demontrer

facilement a Γaide du [9, Theoreme 2.5]. En effet si h! est une autre extension

de h on peut ecrire h = //+ et /*' = H^ oύ H, H' sont des automorphismes de

S(V*). On a alors pour tout X e L I ^ O e t tout/ e S(V*), h(flC) = h\p()

ou encore H(f)h(X) = H'{f)h'{X) done Ή = # ' et par suite Λ = h'.

Index des principales notations

S( V*) Algebre des series formelles definies sur V.

911 Ideal maximal de S{ V*).

D( V) Algebre de Lie filtree des Δ-derivations de S( V*).

{Lk}k>_x Filtration d'un sous-espace L de D{V).

gr L = 0 gτk L Espace gradue associe aL c D{V).
k>-\

L Sous-^ί K*)-module de D( V) engendre par L c D( V).

Vk Algebre de Lie tronquee a Γordre k de D( V).

Vjf Algebre de Lie tronquee a Γordre k d'une sous-algebre

LdeD(V).

I, ] Application de Vk /\ Vk dans Vk~ι induite par le
crochet de D{ V).

Ό'\sp(V) Ensemble des distributions de rang/? sur V.

jjmax̂  y^ Ensemble des algebresp-projetables maximales de

D(V).

G(K) voir [9, pp. 456-457.].
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