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SUR LΆLGEBRE DES AUTOMORPHISMES
INFINITESIMAUX D'UNE VARIETE

SYMPLECTIQUE

ANDRE AVEZ, ANDRE LICHNEROWICZ & A. DIAZ-MIRANDA

INTRODUCTION

On sait le role joue par les structures symplectiques en geometrie differen-
tielle, comme en dynamique analytique (classique ou quantique). Nous nous
proposons ici d'etudier la structure de Γalgebre de Lie L des automorphismes
infinitesimaux d'une variete symplectique (W,F), algebre de Lie a laquelle E.
Calabi s'est recemment interesse. On sait que L est de dimension infinie.
L'algebre de Lie des champs de vecteurs d'une variete differentiable, celle des
vecteurs laissant invariante une forme element de volume, Γalgebre de Lie des
automorphismes infinitesimaux d'une structure de contact fournissent d'autres
exemples naturels d'algebres de Lie de dimension infinie. Ces algebres ont fait
recemment Γobjet de travaux de Guelfand, Arnold et Rozenfeld dans le cas
oύ la variete est compacte, de Fun d'entre nous sans cette hypothese.

Les resultats principaux de ce travail apparaissent dans les parties III, IV
et V. Dans un but de simplicite, on a regroupe dans les deux premieres parties
les notations, formules et rappels utilises. L'un des principaux instruments est
fourni par une generalisation d'un lemme de Calabi (§ 11).

La partie III porte principalement sur les algebres de Lie admettant un
produit scalaire invariant et on y etablit des theoremes de reductivite con-
cernant certaines sous-algebres de L. La partie IV est consacree a Γetude des
ideaux de Γalgebre de Lie L ou de certains de ces ideaux. On montre en par-
ticulier que tous ces ideaux sont semi-simples et de dimension infinie, mais
qu'aucun ideal Φ {0} n'admet un ideal supplemental.

La partie V est relative a la determination complete des derivations de
Γalgebre de Lie L, de son ideal L* correspondant aux 1-formes exactes et de
Γalgebre de Lie N definie sur Γespace des fonctions C°° a valeurs reelles par la
parenthese de Poisson. On en deduit la cohomologie de ces algebres de Lie en
dimension 1. L'algebre de Lie Lc des transformations infinitesimales conformes
symplectiques joue ici un role essentiel. Si W est compacte, les derivations de
N ne sont pas toutes locales.
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Certaines resultats ont ete annonces dans des notes par Γun ou Γautre
d'entre nous.

I. GENERALITES

1. Notion de variete symplectique

a) Soit W une variete differentiable connexe, paracompacte, de dimension
2n; TW (resp. T*W) est le fibre des vecteurs (resp. covecteurs) tangents a W.
Tous les elements introduits sont supposes de classe C°°. Nous notons N
Γespace des fonctions C^iW, R), NQ le sous espace de N des fonctions a sup-
ports compacts. Une structure symplectique est definie sur W par une 2-forme
F fermee partout de rang In.

Nous notons {x1} (ΐ, tout indice latin = 1, , 2ή) une carte locale de W
de domaine U. De considerations locales chassiques, il resulte que W admet
d e s a t l a s d e c a r t e s l o c a l e s d i t e s canoniques {xa, x*}(a = 1, - - - , n ; a — a + ή)
telles que F puisse s'ecrire sur le domaine U d'une de ces cartes:

(1.1) F\π= Σdx" ΛΛc*

Une structure symplectique est—au sens des G-structures—une Sp(n,R)—
structure integrable; Sp(n,R) designe ici le groupe symplectique reel a In
variables.

Sur la variete symplectique (W, F) soit μ: TW —> T*W Γisomorphisme de
fibres defini par X —> —i(X)F, oύ /( ) designe le produit interieur. Cet iso-
morphisme s'etend naturellement aux fibres de tenseurs; en ce qui concerne les
tenseurs antisymetriques, il est compatible avec le produit exterieur. Pour deux
p-formes a, β, on a i(μ-\άj)β = (— \)H(μ~\β))a.

b) Sur la variete symplectique (W, F) la 2n-forme η — Fn/n\ definit un
element de volume, Velement de volume symplectique et la variete W admet
une orientation. Nous notons Nλ le sous espace de No defini par les fonctions u
a supports compacts telles que:

(1.2) f uη = 0 .
JW

Si W est compacte, Γelement de volume symplectique ne peut etre une forme
exacte; par suite la forme fermee F (et ses puissances) ne peut etre une forme
exacte.

Nous notons * Γoperateur d'adjonction symplectique sur les formes qui a
toute p-forme a fait correspondre la (In — p)-forme:

(1.3) *α = i V
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Si a et β sont deux formes arbitrages, on a:

* ( α Λ β) = i(μ-Ka A β))η = i{μ~Ka) Λ μ~Kβ)) = i(μ-Kβ))i(μ'Ka))η .

Ainsi

(1.4) *(α Λ ]8) = iiμ^φbba) .

On veriίie facilement que:

(1.5) *2 = I d .

Sur (ϊF, F), nous disposons aussi de Γoperateur L de degre 2 sur les formes,
defini par le produit exterieur par F. De L on deduit, a Γaide de *, Γoperateur
de degre — 2:

D'apres(1.4), on a:

Ainsi:

(1.6) A = i(μ

c) De Γoperateur d de differentiation exterieure sur les formes, on deduit
Γoperateur δ de codίβέrentiation symplectique defini de la maniere suivante:
si a est une p-ίorme:

(1.7) to= ( - l)**- 1 */** .

On a manifestement ^2 = 0. On a [8] les formules suivantes:

(1.8) (a) dA-Ad=-δ, (b) δL - Lδ = - d .

Nous utiliserons exclusivement ici (1.8) (a) pour une 1-forme.

2. Structure presque kahlerienne subordonnee

a) Sur la variete (W, F), on sait [8] qu'il existe des metriques g echange-
ables avec F, c'est-a-dire telles que μ^ig) soit le tenseur contravariant inverse
de g. Designons par v: X —> i(X)g la dualite definie par la metrique g. Le
produit μ~ιo\> determine sur W un operateur / de structure presque complexe.
On obtient ainsi sur W une structure (W, F, g) dite presque kahlerienne sub-
ordonnee a la structure symplectique envisagee.

On notera que Γelement de volume defini par g coincide avec η et que
v~\F) = μ~\F). La metrique g definit un operateur d'adjonction metrique *
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sur les formes, qui veriίie pour une variete de dimension paire la relation

(2.1) *2 = ( - l ) * I d .

Pour une variete presque hermitienne, on a:

*- χL* = i(v~\F)) .

Comme v'\F) = μ~ι{F), il vient:

(2.2) A = * ' X L* .

L'operateur de structure presque complexe β definit sur les p-formes un
operateur C par la relation:

Ca(Xω, , X(p)) = a(/Xa), •, / * ( p ) ) ,

oύ Xa)9 - - ,X(P) sont des vecteurs arbitrages. C commute avec * et L et
Γon a:

(2.3) C2 = ( - l )*Id .

L'operateur d'adjonction symplectique * peut s'exprimer, a partir de * et
C, par la relation

(2.4) * = 5 C ' 1 .

On note que cette relation entraine:

*2 = ϊC-'ZC-1 = * 2 C" 2 = Id ,

c'est-a-dire (1.5).
b) Sur un domaine U convenable de W, on peut ecrire:

g\jj = 2 Σ θa ® θ* , F|,T = i Σ ί " Λ ί β ,

oύ (^α, ̂ δ = $α) est un systeme adapte de formes de Pfaffl a valeurs com-
plexes. D'une maniere generale, nous decomposons les tenseurs selon les types
definis par l'operateur β de structure presque complexe.

Soit V l'operateur de derivation covariante dans la connexion riemannienne
definie par la metrique. Le tenseur FF relatif a toute structure presque her-
mitienne est tel que:

(2.5) r*Fββ = 0.

D'autre part de dF = 0, il resulte:

(dF)faβ = FfFaβ + FaFβf + FβFfa = 0
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et ainsi:

(2.6) FfFaβ = 0 .

Soit δ Γoperateur de codifferentiation metrique sur les formes. Si a est une

p-forme:

(2.7) δa = (- \y*~ιd*a .

Localement

En particulier:

(δF)β = - VrFrβ = - F»Fpβ - F?Fpβ = 0 .

Ainsi sur une varίέtέ munίe d'une structure presque kdhlerienne la forme
fondamentale F est a la fois fermee et cofermee par rapport a la metrique [8].

On peut evaluer δ en function de δ et C. Comme * = SC""1, il vient:

δ = ( - (

soit

δ = CδC~ι .

Ainsi, d'apres (2.3),

(2.8) δ = - C~ιδC .

La formule (1.8) (a) se reduit pour une 1-forme ξ a:

(2.9) Λdξ = δξ .

II est aise de la verifier en utilisant une structure presque kahlerienne auxiliaire
subordonnee a la structure symplectique. On a localement:

Λdξ = iFWiξj

Soit F etant cofermee.

Λdξ =

D'autre part:

δξ= - δCξ =

ce qui demontre (2.9).
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Comme δζ = — δCξ est une divergence metrique, il resulte de (2.9), pour
toute 1-forme ξ a support compact, la formule importante [9]:

(2.10) f Λέf£
Jw

II. TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES SYMPLECTIQUES
ET CONFORMES SYMPLECTIQUES

3. Transformations infinitesimales symplectiques

a) Etant donnee une variete symplectique (W', F), etudions Faction d'une
transformation infinitesimale (t.i.) X sur la 2-forme fondamentale F. Si S£(X)
est Γoperateur de derivation de Lie:

= di(X)F + i{X)dF ,

c'est-a-dire F etant fermee

(3.1) &iX)F = dί(X)F .

X definit une t.i. symplectique (ou est un champ de vecteurs hamiltonien) si F
reste invariant par X. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit la 1-forme μ(X)
= — i(X)F soit fermee.

Nous notons L Γalgebre de Lie des transformations infinitesimales symplec-
tiques de (W, F), Lo celles des transformations infinitesimales symplectiques
a supports compacts.

b) Soit Xy Y deux champs de vecteurs arbitrages de W. Evaluons Γimage
par μ de leur crochet, soit:

μ , Y]) = - i([X, Y])F = -

Or:

X{X)i(X)F = di(X)i(X)F + i{X)di(Y)F = di(X)i(Y)F + i(X)J?(Y)F .

II vient ainsi:

μdX, Y]) = di(X A Y)F - i(X)J?(Y)F + i(Y)j?(X)F .

Puisque pour des 2-formes i{μ~\ά))β = ί(μ~\β))a, on a:

i(X A Y)F = i(μ-KF))μ(X Λ Y) = Λ(μ(X) A μ{Y)) .

Ainsi pour tout couple de champs de vecteurs X, Y de W:
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(3.2) μ([X, Π) = dΛ(μ(X) A μ{Y)) - i{X)&{Y)F +

Si X, Y appartiennent a L , o n a &(X)F = &{Y)F = 0 et il vient:

(3.3) μ([X, Π) = dΛ(μ(X) A μOO) .

Soit L* le sous-espace de L defini par les vecteurs dont Γimage par μ est une
1-forme exacte. Un element de L* est encore dit un champ de vecteurs globale-
ment hamiltonien. II resulte de (3.3) que

[ L , L ] C L * .

Si X <= L et Y e L*, on a μ(Y) = dv, oύ i; € N, et

(3.4) A(μ(X) A dv) = JSPffli; = - Λd(yμ(X)) .

c) Designons par L? le sous-espace de Lo defini par les vecteurs X tels que
μ(X) = du oil u e No. I\ resulte de (3.3) que:

[L,L0] C L * .

Si X e L et Y e Lf (avec μ(Y) = dv, v € No), la 1-forme vμ(X) est a support
compact et il resulte de (3.4) et (2.10) que:

ί.Λ(μ(X) A dv)η = 0 .

AmύΛ{μ{X) A
Soit Lj le sous-espace de L* defini par les vecteurs X tels que μ(X) = du

oύ u g iV,. On a montre que:

On etablit de meme:

Nous enoncons:
Proposition 1. 1°) L* eίί MM ideal de L tel que L/L* soit abelienne.
2°) On a

(3.5) [ L , L O ] C L * .

£Ή parίiculier Lo et L$ sont des ideaux de L, et LJLf est abelienne.
3°) On a:
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(3.6) (i) [L, L*] C Lλ , (ii) [L*, Lo] C L, .

En partίculίer Lλ est un ideal de L.
d) Utilisons les theoremes de G. de Rham. Soit X un element de L, [γ]

un element de Γespace QH^W; R) d'homologie a support compact de W, ad-
mettant pour representant un 1-cycle γ difϊerentiable compact. Nous posons

oύ le second membre ne depend que de X et [γ]. A tout element Z d e L cor-
respond ainsi un element J(X) de hom^H^W\ R), R), c'est-a-dire de Γespace
H\W\ R) de cohomologie a supports fermes; μ{X) etant une 1-forme fermee
arbitraire, / : X -+ J(X) est une application lineaire de L sur Hι(W R) dont
le noyau est L*, d'apres la definition de cet ideal. Ainsi Γespace L/L* est
isomorphe a Γespace de cohomologie H\W R) et

dim L/L* = bx(W) ,

oύ b^W) est le premier nombre de Betti de W pour Γhomologie a supports
compacts.

Considerons Γespace Hλ(W\R) d'homologie a supports fermes de W. A
partir de homiH^W R),R), on definit de maniere analogue une application
lineaire JQ, de noyau Ljf, de Γespace Lo sur Γespace H\(W\ R) de cohomologie
a supports compacts. On obtient ainsi [3]:

Proposition 2. 1°) Uespace L/L* est isomorphe a Γespace de cohomo-
logie H\W R) a supports fermes et

dim L/L* = b,(W) .

2°) Uespace LJL* est isomorphe ά Vespace de cohomologie H\(W \ R) a
supports compacts et

bι(W) (resp. bl(W)) dέsίgne ici le premier nombre de Betti de W pour Γhomo-
logie a supports compacts (resp. fermes).

4. Parentheses de Poisson et produit scalaire invariant sur Lo

a) Soit N/R Γespace des classes de fonctions de N modulo les constantes
additives; nous notons π: u e N —> π(u) = UeN/R Γapplication canonique
de N sur N/R. Si u e N, sa difϊerentielle du ne depend que de la classes ΰ de u;
nous la notons eventuellement dΰ.

A chaque element X* de L correspond une 1-forme exacte
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μ(X) = du = dΰ ,

done une classe ΰ et inversement. Nour definissons ainsi un isomorphisme de
Γespace vectoriel L* sur N/R. La structure d'algebre de Lie induite sur N/R
est aisee a definir: si ϋ, v e N/R, il resulte de (3.3) que la fonction

(4.1) w = Λ(dΰΛdv)

definit une classe w qui est, pour l'algebre de Lie induite sur N/R, le crochet
[ϋ,v].

A la fonction (4.1), on donne le nom de parenthese de Poisson, par rapport
a la structure symplectique, de ΰ et v, ou de deux representants u et v dans N.
On note cette parenthese {ΰ, v) ou {u, v). Ainsi:

(4.2) {u, v] = {Q, v} = A(du A dv) = Λ(dΰ A dv) .

On a [w, v] = {«, v}, de telle sorte que, pour ce crochet, N/R est une algebre
de Lie isomorphe a L*.

Soit Or, xs) une carte canonique de domaine U. On deduit immediatement
de (4.2) Γexpression locale classique:

(4.3) {M, v}^ = Σ O « " 3 ^ - 3«M9-V) Of = 3/3Λ*)
a

b) La parenthese de Poisson definit sur Γespace N une structure d'algebre
de Lie et nous notons encore N cette algebre. II suffit d'etablir que Γidentite
de Jacobi est satisfaite. Si u, v, w e N, il resulte en effet de Γidentite de Jacobi
verifiee par N/R

{u, {v, w}} + {v, {w, u}} + {w, {u, v}} = const. = C .

Soit U un domaine arbitraire de W\ substituons a u une fonction u' de Λ̂  telle
que u\u = u'\υ et nulle sur un autre ouvert de W. On a:

{II, {V, W}} + {V, {W, U}} + {W, {II, V}}\π = 0

pour tout domaine U, ce qui etablit Γidentite de Jacobi.
Comme

(4.4) {iι, v} = Adiμdv) ,

on a, d'apres (2.10),

(4.5) {Λ^tfojcty.

Ainsi No et iVj sont des ideaux de N; N1 est le noyau de Γ application lineaire
de No sur R definie par:



10 ANDRE AVEZ, ANDRE LICHNEROWICZ & A. DIAZ-MIRANDA

U € NQ —> UΎ] € R .
Jw

Par suite dim NQ/N1 = 1.
c) Si W est non compacte, a chaque element X de Lf correspond par

μ(X) = du une fonction unique u de NQ. II en resulte que Lf est isomorphe a
NQ et Lλ a Nλ.

Si W est compacte LQ = L,Lf = L*. Pour X e L*, μ(X) = dΰ et la classe
ΰ contient un element u et un seul appartenant a Nλ. Ainsi Lx = Lf = L* et
L* est isomorphe a Nλ.

Dans tous les cas, nous ferons correspondre a l e L f une fonction unique
u a support compact pour W non compacte, ou verifiant (1.2) pour W com-
pacte. Nous poserons u = σ(X), oύ σ est un isomorphisme de Lf sur No dans
le cas non compact, sur Λ^ dans le cas compact.

d) Cela pose, soit X, Y e Lf auxquels correspondent les functions a sup-
ports compacts u = σ(X), v = σ(Y). Nous introduisons sur Lf la forme bili-
neaire symetrique:

(4.6) <Z, Γ> - f uv-η

qui definit sur Lf une structure d'espace prehilbertien.
Si Z € L et μ(Z) = ζ, il vient:

, [Z, Y]> = f ^((ζ Λ du)v
Jw

< > < > C Λ

Jw

soit

<(Z,Z], Y> + <Z, [Z, Π> = f A(ζ A d(uv))η = - f
J W J

oύ la 1-forme uvζ est a support compact. II resulte de (2.10):

(4.7) <[z, x], y> + < r̂, [z, y]> = o.

Ainsi le produit scalaire (X, y> defini sur Γideal Lf de L est invariant par
Γaction de ad(L).

L'existence de ce produit scalaire invariant va jouer un role important pour
Γetude de la reductivite de certaines sous-algebres de Lf

5. Transformations infinitesimales conformes symplectiques

a) X definit une t.i. conforme symplectique s'il existe a € TV telle que

&(X)F + aF = 0 ,
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soit

di(X)F + aF = 0 .

Par differentiation exterieure, il vient:

(5.1) daΛF = 0.

F etant partout de rang 2n, il resulte d'un theoreme classique de Lepage que,
pour n > 1, (5.1) entraίne da = 0, c'est-a-dire a = const. = K.

Pour tout n, nous notons Lc et appelons—par abus de langage—algebre de
Lie des t.i. conformes symplectiques, l'algebre de Lie des champs de vecteurs
X tels que:

(5.2) £?(X)F + KXF = 0 (Kx = const.) .

Pour X e U et Y e L, la relation (3.2) s'ecrit:

(5.3) μ([X, Y]) = ^(/i(Z) Λ M^)) +

etant fermee, μ([X, Y]) est fermee et [X, Y] € L. Ainsi L est un ideal
de Lc. Si Y e L*, le second membre de (5.3) est une 1-forme exacte et [X, Y]
€ L*; L* est aussi un ideal de Lc. La meme conclusion s'etend, a partir de

(5.3), hL^L*,^
Proposition 1. 5/ Lc est l'algebre de Lie des transformations infinitesimales

conformes symplectiques de W les algebres L, L^^L^Lf,^ sont des idέaux
de Lc.

b) Si X e Lc, (5.2) peut s'ecrire:

(5.4) KXF = dμiX) .

Si F n'est pas exacte (en particulier si W est compacte), il resulte de (5.4) que
Kx = 0 pour tout element X de Lc. Ainsi dans ce cas Lc coincide avec L.

Examinons le cas oύ F est exacte. On a F = da, oύ a est une 1-forme de
W; si Xo = μ~\a), il vient

(5.5) F = dμ(X0) ,

et XQ appartient a Lc avec KXQ = 1. Si X e Lc, on a:

et par suite:

dμ(X - KXXO) = 0 .

Ainsi X — KXXO e L. Tout element X de Lc admet une decomposition unique
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en somme d'un element proportionnel a Xo et d'un element de L:

(5.6) X = KXXO + Y (YeL).

Si X' est un autre element de Lc:

x' = κx,x, + y ( r β L).

II vient:

[x,xf] = κx[Xo, Y'] + κz,[γ,x0] + [Y, n ,

oύ chaque terme du second membre appartient a L. Par suite:

[ L C , L C ] C L .

Inversement, soit Y un element arbitraire de L; on deduit de (5.3) pour Xo

et Y:

μ(Y) = μ([XQ9 Y]) - dΛ(μ(X0) Λ μ{Y)) ,

soit:

(5.7) Y = [XQ9 Y] - μ-'{dΛ(μ(XQ) A μ(Y)} .

On sait [3]—et nous le reetablirons ulterieurement—que L* est Γideal derive
[L,L] de L. Le premier terme du second membre de (5.7) appartient a
[Lc, L c], le second a L*, done a [L, L]. II en resulte:

La [LC,LC] .

Ainsi [Lc, Lc] = L.

Proposition 2. 5/ /α 2-] or me fondamentale F d'une variέtέ symplectique
est exacte, Lc est, en tant qu'espace vectorίel, somme dίrecte de L et d'un sous-
espace Co de dimension 1:

U = L®C0.

En particulier dim. Lc/L = 1. On a de plus:
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III. REDUCTIVITE D'ALGEBRE DE TRANSFORMATIONS
INFINITESIMALES SYMPLECTIQUES

6. Semi-simplicite et reductivite

Les algebres de Lie A envisagees dans ce paragraphe et le suivant sont des
algebres de Lie quelconques sur le corps des reels, de dimension finie ou in-
finie. A l'algebre A, nous associons la suite des derivees:

Am = A , Aa) = [A,A], " , A™ = [A'P-V,A(v-l)],

a) Soit / un ideal de A. II resulte immediatement de Γidentite de Jacobi
que /(1) est aussi un ideal de A de plus, si 1{V~1) est un ideal de A, (/ (p-υ) (1)

= I(p) est un ideal de A. On voit ainsi par recurrence que pour tout p, I{p) est
un ideal de A.

L'ideal / est abέlien si /(1) = 0 il est resoluble s'il existe un entier positif
p tel que Iip) = 0.

b) Un ideal P de A est dit primίtίf si, pour tout ideal / de A tel que /(1)

C P, on a necessairement I a P.
II resulte de cette definition que A est un ideal primitif trivial et que toute

intersection d'ideaux primitifs de A est un ideal primitif de A.
P etant un ideal primitif, soit / un ideal de A tel que I(p) C P ; l{p~l) est

alors un ideal de A tel que (I{p~l)yi) c P, done I{p~l) C P. On voit ainsi de
proche en proche que I a P. En particulier, tout ideal resoluble de A est
contenu dans P.

Nous sommes conduits a la definition suivante
Definition. On appelle radical de A Γintersection RA de tous les ideaux

primitifs de A.
Si A est de dimension finie, RA coincide bien avec le radical usuel R de A,

defini comme le plus grand ideal resoluble de A. En eίϊet soit / un ideal de A
tel que Z(1) d R, I est resoluble done contenu dans R et R est primitif; ainsi
RA C R. Inversement R resoluble est contenu dans tout ideal primitif de A,
done dans leur intersection RA et R c RA.

c) Definition. Une algebre de Lie A est dite semi-simple si son radical
RA est nul ou—ce qui est equivalent—si elle n'admet pas d'ideal abelien ^{0}.

Montrons Γequivalence de ces deux conditions. Supposon RA = 0 et soit /
un ideal abelien de A; I etant resoluble est contenu dans tout ideal primitif,
done dans RA et / = {0}.

Inversement supposons que {0} soit le seul ideal abelien de A alors {0} est,
par definition, un ideal primitif de A et e'est le plus petit ideal primitif, done
RA = 0.

La reductivite d'une algebre de Lie A peut etre definie de la maniere sui-
vante:
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Definition. Une algebre de Lie A est dite reductive si elle est somme directe
de son centre et d'une algebre semi-simple.

On a

(6.1) A=C@B,

oύ C est le centre de A et B une algebre semi-simple. En fait B est necessaire-
ment un ideal de A, car [A,B] = [B, B] c B.

On a
Proposition. Pour qu'une algebre de Lie A soit reductive, il faut et il suffit

qu'elle soit somme directe d'un ideal abέlίen et d'un ideal semi-simple.
Montrons que la condition est suffisante. On a:

(6.2) A=Γ®B,

oύ Γ est un ideal abelien et B un ideal semi-simple Γ est manifestement con-
tenu dans le centre C de A. Decomposons C selon (6.2); il vient

C = Γ®M (M c B) .

On a [M, B] = 0 et M appartient au centre de Γalgebre semi-simple B. Ainsi
M = 0 et Γ = C.

7. Algebres de Lie admettant un produit scalaire invariant

Nous considerons dans ce paragraphe des algebres de Lie A admettant un
produit scalaire (X, Y> invariant par ad 04) et definissant sur A une structure
d'espace prehilbertien. L'hypothese d'invariance se traduit par la relation

(7.1) <[Z, X],Y> + <X9 [Z, Y]> = 0

pour tous X, Y, Z 6 A.

a) Nous etablissons d'abord la proposition suivante:
Proposition. Soit A une algebre de Lie admettant un produit scalaire in-

variant.
1°) Si I est un ideal de A, son centre est contenu dans le centre C de A.
2°) En particulier tout ideal abelien de A est contenu dans C. Pour que

A soit semi-simple, il faut et il suffit que C = 0.
Soit / un ideal de A, Γ son centre. Si X e A, Y e Γ, c e Γ o n a d'apres

(7.1):

<[c, X], [c, X]} + {X, [c, [c, Z]]> = 0 .

Or [c, X] e I et par la suite [c, [c, X]] = 0. II en resulte [c, X] = 0 pour tout
X e A. Ainsi ΓdC, ce qui demontre la proposition.

b) On en deduit
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Theoreme 1. Lf algebre dέrivέe Λa) d'une algebre A admettant un produit
scalaίre invariant est semi-simple.

En eίϊet soit Γ le centre de Aω d'apres la proposition precedente, il est
contenu dans le centre de A et si X e A, c e Γ, ona[c,Z] = 0. Si X, X' e A,
ilresulte de (7.1):

< [ * , * ' ] , c> + <X', [X, c]> = 0 ,

done

c est orthogonal a Aw done a lui-meme et c = 0. Ainsi Γ = 0. Le produit
scalaire de A induisant sur Aω un produit scalaire invariant, Aa) est semi-
simple d'apres le 2° de la proposition precedente.

c) On a:
Theoreme 2. Toute algebre de Lie A admettant un produit scalaire in-

variant et nίlpotente (resp. resoluble) est abέlienne.
En effet, si A est nilpotente, soit A(p) le premier terme nul de la serie cen-

trale descendante. Si p > 1, on a pour X e A, Y e A, Z e A{p_ί):

done:

Ainsi ^ ( p _ υ est orthogonal a Aa) done a lui-meme et A{p_X) = 0, contraire-
ment a Γhypothese faite sur p. Ainsi Aa) = 0 et ^ est abelienne.

Si >4 est resoluble, soit A{v) le premier terme nul de la serie derivee. Si
p>l,A(*-1) = [A(p~2\ A(P-2)] est semi-simple et abelienne, done nulle. C'est
que Aω = 0 et A est abelienne.

d) Theoreme 3. Soit A une algebre de Lie admettant un produit scalaire
invariant.

1°) Si C est le centre de A, A/C est semi-simple. Si A est somme directe
de C et d'un ideal, A est reductive.

2°) Si C est de dimension finίe, A est reductive.
3°) Si Aω est de dimension finie, A est reductive.
En effet soit / un ideal abelien de A/C, I Γensemble des representants dans

A des elements de /; / est un ideal de A tel que [/,/] c C Π Aa\ Or A{1)

etant semi-simple, C Γi Aa) = {0}. Ainsi / est abelien, done central et / = {0}.
S'il existe un ideal B de A tel que A = C 0 B, B est isomorphe k A/C done

semi-simple et A est reductive.
Supposons C de dimension finie; c'est un sous-espace complet de Γespace
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prehilbertien A. II existe un orthocomplement B at C dans A; C etant invari-
ant par ad(/4), B Test aussi, done est un ideal de A et A est reductive.

Supposons maintenant Aω de dimension finie; il existe un orthocomplement
Γ de Aω dans A et

A = Γ Θ ^ ( 1 ) ,

oύ Γ est un ideal de A. On a [Γ, Γ] c Γ Π ̂ ( 1 ) = {0} done Γ est abelien.
Ainsi A, somme directe d'un ideal abelien Γ et d'un ideal semi-simple Aa\
est reductive.

8. Lf et ses sous-algebres

a) Nous avons vu (§ 4) que Lf admet un produit scalaire invariant par
ad(L) definissant Lf comme espace prehilbertien. Par suite, toute sous-algebre
A de Lf admet un produit scalaire invariant par adO4) qui est la restriction a
A du produit scalaire precedent, et elle satisfait aux hypotheses du § 7. II en
resulte en particulier:

Theoreme. Soit A une sous-algebre de Lf de centre C.
1°) L'algebre dέrivee Aa) de A est semi-simple; A/C est semi-simple.
2°) Si le centre C de A est de dimension finie ou si Aω est de dimension

finie, l'algebre A est reductive.
On voit que si W est non compacte (resp. compacte), toute sous-algebre A

de No (resp. Λ )̂ dont le centre est de dimension finie est reductive. II en est
bien entendu ainsi pour les algebres de dimension finie.

b) Considerons Faction sur Lf d'un element Z de L. Si X e Lf, on a μ(X)
— du, ou u € No, et

(8.1) ad(Z)Z - μ-\dΛ(μ(Z) A du) = μ-\d&{Z)u) ,

oύ <£(Z)u verifie:

(8.2) f ^(Z)uv = 0 .
Jw

Pour que ad(Z)X = 0, il faut et il suffit que £?(Z)u = const. = C mais d'apres
(8.2), C = 0 done

(8.3) S?{Z)u = 0 .

Supposons que ad(Z)X = 0 pour tout X e Lf on a (8.3) pour tout u e N09

soit

i(μ~Kdu))μ(Z) = 0 .

Soit x un point arbitraire de W\ on peut trouver u e NQ tel que μ~ι(du) soit un
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vecteur arbitraire donne en x. II en resulte μ(Z)x = 0. Ainsi Z = 0 et le cen-
tralisateur de Lf dans L est nul.

Lf satisfaisant a Γhypothese de la proposition du § 7 et etant de centre nul,
il vient

Proposition. Le centralisateur de Lf dans L est nul. En particulier L$ esί
semi-simple.

c) Soit TV un entier > 1. On deduit de (8.1) par iteration:

et on voit comme au b que, pour que aά(Z)NX = 0, il faut et il suffit que:

seizyu = o .

Nous notons que si u, v e No, on a la formule de derivation:

Nous allons etablir [1]
Theoreme. // n'existe aucun element de L non nul qui soit nilpotent dans

son action sur L*.
Si Z est un element de L nilpotent dans son action sur Lf, soit N > 1 Γen-

tier minimum tel que pour tout X ε Lf, on ait a d ( Z ) ^ = 0. II est equivalent
de dire que pour tout u e No

(8.4) SeiZYu = 0 .

Si N = 2, on a pour tout u e No:

On en deduit que ££(Z)u = 0 pour tout u β No, ce qui contredit Γhypothese
faite sur N. Si N > 2, on a pour tout u,v e No

On en deduit:

N ) a v = 0 .
α = l

Prenons v = ^(Z)N~2u. II vient:

α=l

Pour a = 2, , N les termes de cette somme sont nuls. II reste le terme cor-
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respondant a a = 1, soit

ιuf = o .

Ainsi S£(Zy~xu = 0, ce qui contredit Γhypothese faite sur N.

On a done toujours N = 1 et Z appartient au centralisateur de Lf dans L,

ce qui demontre le theoreme d'apres la proposition precedents

9. Sous-algebres propres de N

a) Une fonction u e N sera dite propre si u~\c) est compact pour tout reel
c Φ 0. Une sous-algebre de Lie <$/ de N est propre si see elements sont des
fonctions propres. Toute sous-algebre de No est manifestement propre.

Nous allons etablir le lemme suivant
Lemme Si u,v e N et si u est propre, alors {u, v} = a2 > 0 entraine

{u, v} = 0.
Soit x0 un point de W tel que u(x0) Φ 0. Considerons la sous-variete compacte

K definie par les points x de W tels que u(x) = u(xQ). Le vecteur X = μ~\dύ)
veriίie <£(X)u = 0. Si pour * e K, Xx est ^ 0, x est un point regulierde K et
Z^ est tangent a K si X^ = 0, x est singulier pour £ . Nous notons iΠ'ouvert
de K defini par ses points reguliers Γensemble des points singuliers de K est
compact et en ces points {«, v) = 0.

Soit k la densite scalaire associee a η, τ Γ element de volume induit sur K
par η. Au voisinage de x e K, on a en coordonnees locales, d'apres (2.9):

{u, v} = λ d.ivX'k) .

X etant tangent a i^? on en deduitque si {xa} (a = 1, , In — 1) est un
systeme de coordonnees locales de K dont le domaine contient x, on a sur ce
domaine

(9.1) {w, v}k = da(vXak) .

On peut construire une suite Mί C M2 C C Mr C de sous-varietes
a bord portees par K, telles que lim Mr = K et que aire (3Mr) (au sens de
Γelement induit par r) soit bornee par un nombre fixe A. On deduit de (9.1):

(9.2) f ah - f [u,v}τ = fluxβJfr(ttSΓ) .
J Mr J Mr

Etant donne ε > 0. on peut choisir r suffisamment grand pour que fhxxdMr

(vX) < ε; on en deduit, d'apres (9.2), que pour chaque indice r, on a:



Ainsi: 

et a2 = 0 sur tout M,, donc sur K. 
En tous les points x de l'ouvert de W dCfini par u(x) f 0, on a {u, v) = 0. 

I1 en rCsulte que {u, v) = 0 sur S(u). Sur le complCmentaire CS(u), on a aussi 
manifestement {u, v) = 0 d'aprbs la dCfinition m&me de la parenthbse de Pois- 
son. Ainsi {u, v) = 0 sur W. 

b) De ce lemme, on peut dCduire la proposition suivante semblable A celle 
du 5 7 :  

Proposition. Soit d une sous-algdbre de Lie propre de N. 
1 ") Si I est un ide'al de d ,  son centre est contenu duns le centre 9 de d .  
2") En particulier tout ide'al abe'lien de d est contenu duns 9. Pour que 

d soit semi-simple il faut et il sufit que 9 = 0. 
Soit I un idCal de d ,  r son centre. Si u E d ,  c E r, on a {c, U )  E I ,  et 

On en dCduit : 

c Ctant propre, on dCduit du lemme prCcCdent que {c, u) = 0 pour tout u E d. 
Ainsi r c 9 ,  ce qui dCmontre la proposition 

I1 en rCsulte 
Theorbme 1. L'algdbre de'rive'e d") d'une sous-algdbre propre d de N est 

semi-simple. 
En effet soit T' le centre de d l )  ; d'aprks la proposition prCcCdente, il est 

contenu dans le centre de d. Si c E r ,  il existe u, v E d tels que c = {u, v) 
et l'on a :  

On en dCduit : 

u Ctant propre, on a {u, v) = c = 0 d'aprks le lemme et r = 0 ;  &'(I) est semi- 
simple d'aprbs le 2" de la proposition prCcCdente. 

Theorbme 2. Toute sous-algdbre de Lie propre d de N qui est nilpotente 
(resp. re'soluble) est abe'lienne. 



En effet, si d est nilpotente, soit d,,, le premier terme nu1 de la skrie cen- 
trale descendante. Si p > 1, l'alglbre d,,-,, est engendrte par les {u, v), ou 
u ~d et v E d(p-Z). Comme dce,,, = 0, on a 

et par suite: 

u ttant propre, on a {u, v) = 0 pour tout u E d ,  v E d,, -,,, donc = 0 
ce qui contredit l'hypothkse faite sur p. Ainsi d(,, = 0 et d est abklienne. 

Si d est rCsoluble, soit d ( p )  le premier terme nu1 de la serie dkrivke. Si p 
> 1, d ' p - l '  = [ . s ~ Z ( p - ~ ) ,  d ( p - 2 ) ]  est semi-simple et abelienne donc nulle. C'est 
que d(" = 0 et d est abklienne. 

On notera que les rksultats prtckdents s'appliquent aux sous-alglbres d de 
No et par suite aux sous-algkbres A de L:. On retrouve ainsi pour ces algkbres, 
par une voie difftrente, les rksultats provenant des thtorkmes 1 et 2 du 5 7. 

On dkduit immkdiatement de la proposition prtctdente et du thtorkme 1. 
ThCor&me 3. Soit d une sous-alg2bre de Lie propre de N. 
l o )  Si 9 est le centre de d ,  l'alg2bre de Lie dl9  est semi-simple. 
2") Si d est de dimension finie, elle est re'ductive. 
Le 1 ") rksulte du raisonnement meme qui conduit au 1 ") du thtorkme 3 du 

5 7. Le 2") est une constquence classique du l o )  pour une alglbre de Lie de 
dimension finie. 

On retrouve ainsi par une autre voie que toute sous-algkbre de dimension 
finie de L$ est rtductive. 

1V. LES IDEAUX DE L 

10. Introduction des (2n - 1)-formes 

a) Supposons W non compacte et considtrons un tltment u de N. La  
varittk W Ctant connexe, non compacte, son 2ne groupe de cohomologie rkelle 
a supports non restreints est trivial. I1 existe par suite sur W une (2n - 1)- 
forme +, telle que up = d+,. 

W ttant cornpacte ou non, considkrons un Cltment u de N,. D'aprls (1.2), 
il existe sur W une (2n - 1)-forme lbu, a support S(+,) compact, telle que 
up = d+,. 

Ainsi si W est non compacte (resp. quelconque) &ant donnt un Cltment X 
de L*(resp. L,), il existe une (2n - 1)-forme + de W (resp. B support com- 
pact) telle que, d'aprks (1.7): 
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μ(X) = du ,

avec:

(10.1) u = *dμ = - <5*ψ .

En ce qui concerne les supports, on a

(10.2) S(X) c S(u) C S(ψ) .

b) Soit X = /Γ^dw) 6 L* (resp. Lx) et Y <= L on a [Z, Y] e L* (resp. Lx)
et:

μdX, Y]) = rfw ,

oύd'apres (2.9):

(10.3) w = Λ(dw Λ μ(Y)) = Ad(μμ(X)) = δiμμOΠ) .

Une (2n — l)-forme de W7 (resp. a support compact) correspondant a w est:

(10.4) ψ w = *(n/i(ϊθ)

En particulier:

= s(u) n s(Y).

11. Lemme de Calabi generalise

Nous nous proposons d'etablir un lemme important qui nous sera utile a
difϊerentes reprises et qui constitue une generalisation d'un resultat de Calabi.

a) Soit V un domaine contractile de coordonnees locales arbitraires {**},
oύ xι e N. Soit U un autre domaine contractile tel que U/ C U. Introduisons
une fonction a a valeurs > 0, egale a 1 sur JJf et a support compact S(a) =
K C U. Les functions wa) = ax1 appartiennent a NQ, sont a supports dans K
et telles que wa)\Uf = x1^,. Considerons une fonction b a valeurs > 0, non
identiquement nulle, a support compact 5(6) C U — K il existe des constantes
di telles que:

w
_ djb)η = 0 .

Les functions wa) = wa) — dft appartiennent a N19 sont a supports S(wω) c
U et telles que wa\, — x%\jjt.

b) Lemme. Soit U, W deux domaines contractiles de W, avec Όr C U.
Donnons-nous 2n foncίions w(ί) e N19 a supports S(wa)) c U, telles que les xι =
w(ί) |P/ definissent une carte locale de domaine JJf. Si u est un element de Nλ
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ίel que S(u) c U', il exisίe 2n functions v{i) e N19 a supports S(v{i)) C U telles
que Von ait:

( l i . i) u=
i

Comme u verifie (1.2) et est a support S(μ) c U*', il existe une (2w — 1)-
forme ψ a support compact S(ψ) contenu dans U' telle que:

uη = dψ .

Nous posons *ψ = — ξ de telle sorte que u = δξ.
Introduisons un instant une structure presque kahlerienne subordonnee a la

structure symplectique. Avec les notations du § 2, il vient en coordonnees
locales sur £/':

(11.2) u = Pj(FJ%) .

D'autre part, pour des functions v(i) a supports S(v{i)) c U\ on a 5({t;(i), w
ιi)})

C C/7 et d'apres Γexpression des parentheses de Poisson:

Or, pour les coordonnees locales {x1} choisies sur U\ on a dkw
a) = 5| sur C/7

F etant cofermee metriquement, il en resulte:

En posant v{i) = ξt et compte-tenu de Γ)kF
jk = 0, on a d'apres (11.2)

« = Σ {^(i),^} ,

oύ v(ί) est a support compact S(v(ί)) C t/7.
Designons par K c ί / u n compact tel que S(wa)) c l£. Considerons une

fonction /z a valeurs > 0, non identiquement nulle, a support compact S(h) C
U — K il existe des constantes ct telles que:

f (v{i) - cth)v = 0 .

Pour v(i) = v(i) — cjτ, la consideration des supports donne {v(ί),w
a)} =

{v(i),w
U)}. Ainsi

oύ v(i) g iVj est a support S(v{ί)) c £/, ce qui demontre le lemme.
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12. Ideaux derivees

Calabi [3] a etudie les ideaux derives de L, L*, Lo, Lf, Lγ. Pour etre com-
plet, nous rappelons ici cette etude. Nous supposons W non compacte, mais
les enonces sont aussi valables daus le cas compact.

a) Introduisons un recouvrement {Uv}vζI de W par des domaines contrac-
tiles verifiant la condition suivante: il existe une partition de / en une collec-
tion finie de sous-ensembles Iμ(μ = 1, ,r) telle que, pour chaque μ, les
domaines pour lesquels v e Iμ soient deux a deux disjoints. Soit une partition
differentiate de Γunite subordonnee au recouvrement et posons

Soit X un element de L*. II existe une {In — l)-forme ψ de W telle que:

μ(X) = du , uη = dψ .

Posons ψμ = τμψ, uμη = dψμ(μ = 1, ,r). Pour μ fixe, considerons les
domaines {Uv}veIμ deux a deux disjoints la fonction uμ\Uv est telle que uμ\Uvη =
d(φvψ) done appartient aiV^ en appliquant a uμ\Uv le lemme de Calabi, on
voit que uμ est la somme des parentheses de 2n couples (v(ί),w

a)) d'elements
de N, oύ S(v(<)), 5(w«>) C U/, ϋ v .

Si Z^ = μ-\duμ). on a Z^ e [L*,L*] et X somme finie d'elements de
[L*,L*] appartient a [L*,L*]. II en resulte [L*,L*] = L*. Comme

[ L , L ] C L * = [L*,L*]C [L,L]

on a [L, L] = L*. Nous enonςons
Proposition 1. Les algebres L et L* admettent L* pour ideal derive.
b) Soit maintenant {Uv}vζI un recouvrement de W par des domaines con-

tractiles et soit {φv} une partition differentiate de Γunite subordonnee.
Si X est un element de L1? on a μ(X) = du, oύ u e Nλ. II existe une (2n — 1)-

forme ψ a support 5(ψ) compact telle que uη = dψ. Posons ψv = φvψ, uvη =
dψv. La forme ψ etant a support compact, il existe seulement un nombre fini
de ψv, done de uv, qui sont non nuls. Pour v fixe, la fonction uv e N1 est a sup-
port S(uv) C Uv en lui appliquant le lemme de Calabi, on voit que uv est la
somme des parentheses de In couples (v(i), wa)) d'elements de Nx.

Par suite Xv e [L19 LJ et X somme finie d'elements de [L1? LJ appartient a
[L^L^. II en resulte [L^LJ = Lλ. Comme

on obtient immediatement la proposition suivante:
Proposition 2. Les algebres Lf et Lλ admetίent Lx comme ideal derive.

De plus:
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Lλ = [L^L,] = [L*,L0] = [L*,L0] = [L19L] - [L*,L] .

c) Sur la variete symplectique (W, F) appelons forme cohomologique sym-
plectίque la 2-forme S sur Hl(W, R) definie de la maniere suivante: si [a] et
[β] sont deux elements de H\(W\R) admettant pour representants les deux
1-formes a, β fermees, a supports compacts, on a:

S([a], [β]) = ί A{a A β)η .
Jw

S peut etre triviale (c'est-a-dire identiquement nulle) ou non. On etablit aise-
ment:

Proposition 3. Uidέal derive de Lo est soit L1? soit Lf selon que S est
triviale ou non.

13. Fermes de nullite et ideaux canoniques associes

Soit P Γespace des (2n — l)-formes a supports compacts de W. Dans la
suite, nous introduisons sur P (resp. sur Nλ) la topologie usuelle qui intervient
sur les formes tests (2n — l)-formes ou 0-formes en theorie des distributions.
Nous definissons ainsi P, Nι et par suite Lx comme espaces vectoriels topo-
logiques. L'application ψ € P —* u = —d*ty€N1est continue. La topologie de
Lλ (resp. Nλ) est manifestement compatible avec le crochet de Lx (resp. NJ.

a) Soit M un sous-espace vectoriel de L. Nous appelons ferme de nullite
de M et notons n(M) Γensemble ferme / des points x de W tels que X(x) = 0
pour tout X de M 0/ = C^(^) est Γouvert complementaire. L'espace M est
dit transitij en x0 e ()/ si les valeurs en x0 des elements de M engendrent
l'espace vectoriel tangent en xQ a W; M est transitif sur un ouvert de W s'il
est transitif en tout point de cet ouvert. Nous notons que L :(et Lf, Lo, L*, L)
est transitive sur W.

Si M C L1? son adherence M dans Lλ a meme ferme de nullite. En effet on
a trivialement n(M) C n{M). D'autre part si μ~\dύ) C M on a, par passage
a la limite, μ~\du) = 0 sur n{M). Ainsi n(M) = n(M).

b) Etant donne un ferme / de W, considerons l'espace des elements ψ de
P tels que S(ψ) C (]/. A l'espace envisage correspond par ψ —> μ~ι (— dδ*ψ)
6 Lx un sous-espace vectoriel 7C(/) de Lλ. Si / = 0, 7C(/) = Lv

Si Z e 7C(/), Y e L, a [Z, Y] on peut associer d'apres (10.4) la (2n — 1)-
forme ψw = — *(w^(Y)), ou μ{X) = du, u = — δ*ψu. On a S(ψw) C 5(w)
C S(ψu) C C/. On voit ainsi que 7C(/) est un ideal de L. II en est de meme pour

7C(/), d'apres la continuite du crochet.
Ces ideaux admettent / comme ferme de nullite. En eίϊet il est clair que si

X β 7C(/), on a S(X) c C/; ainsi / c n(Ic(j)). D'autre part si x0 e C/? on peut
trouver un element ψ de P veriίiant S(ψ>) C ()/ et tel que d<5*ψ soit ^ O e n j c 0 ;

o n a C / c C^αc(/)). Ainsi n(Ic(f)) = / et n(/^)) = /.
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Proposition. /c(/), /c(/) sont des idέaux de L admettant f comme fermέ de
nullitέ /c(/) est dit Γideal canonique associέ a f.

c) Nous notons /c(/) Γideal de L associe a Γespace des elements ψ de P
tels que S(ψ) c β/ = C/° Pd(f) (resp. /d(/) est Γideal de L defini par les elements
X de Lx (resp. L) tels que S(X) c C/. Si X e 7^/), on a 5(Z) C C/ et il vient:

ΪJf) C 7i(/) C Id(f) .

/ = / on a / c / C / et par suite [/ C ()/ C C/ = C/ L έ ? 5 W^«^ /c(/),
/i(/), /d(/) admeίίenί j comme ferme de nullitέ. Raisonnons sur ΐc(f) de S(ψ)
C 0/ on deduit que ψ (resp. X) s'annule sur /, done sur / et ) c n(ΐc(f)). In-
versement si x0 e C/, il existe ψ e P verifiant S(ψ) c C/? telle que si X est le
vecteur correspondant X(x0) Φ 0. On a done ()/ C $n(ϊc(f)).

II resulte directement de (10.4), (10.5) que:

(13.1) [L*,/*(/)] C ϊc(f) , [L1?/,(/)] C 7C(/) .

Si Z e /c(/), il existe un element | d e P a support compact K = S(ψ) c ()/
tel que X = μ~\— dδ*ψ)\ ψ s'annulant sur f, on a K a (]/. On peut cons-
truire une suite {ψr} d'elements de P verifiant S(ψr) c K C β/ et qui converge
vers ψ. Si X r = μ~\— dδ*ψr), Xr e 7C(/) converge vers Z et Γon obtient:

(13.2) ϊe(f) C Icφ .

d) Nous nous proposons d'etablir le lemme suivant:
Lemme. Si M est un sous espace vectoriel de L tel que n{M) — ] et si M

est invariant par Ic(f), le sous-espace [M,Ic(f)] invariant par Ic(f) est transitij
sur 0/ et admet f pour ferme de nullitέ.

Comme [M,/c(/)] c M, on a [[M,/c(/)],/c(/)] c [M,/c(/)] et [M,/c(/)] est
bien invariant par Γideal Ic(f).

Si x0 e C/> il existe X e M tel que Z(JC0) ^ 0, element Z que nous fixons. Si
Y elc(f) (avec μ{Y) = dv,v = — δ*ψυ), on a //([X, Y]) = dw avec w =
ί(X)dv. Soit ί/ C [/ un domaine contractile de coordonnees contenant xQ. Nous
nous proposons de montrer que Γon peut choisir v telle que di(X)dv prenne
en x0 une valeur imposee ζ.

L'indice 0 indiquera que les valeurs sont prises en x0. On a en coordonnees
locales

{dk(X%v)}0 = ζk ,

soit:

Choississons (dv)0 = f, oύ f est un covecteur donne en JC0. II suίϊit alors de satis-
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faire la condition

(13.3) Xΐ(dίkv)0 = ζk ,

oύ ζ est un covecteur donne en x0.
Etant donnes en x0 un vecteur Xo Φ 0 et un covecteur arbitraire ζ, il existe

en ce point un 2-tenseur symetrique τ tel que:

(13.4) ί(X0)τ = ζ .

Pour le voir, adoptons un instant en x0 un repere tel que X\ Φ 0, Xl = 0 pour
u Φ 1. La. relation (13.4) s'ecrit dans ce repere:

et il suffit d'introduire le 2-tenseur τ dont les composantes dans ce repere sont:

Tik = r*i = ζfc/ZJ , τMυ = 0 pour u, v Φ 1 .

Cela pose, on peut trouver une fonction v a support compact X c ί / telle
qu'en x0:

(9<v)o = ξt , (dίkv\ = τίk .

En modifiant cette fonction dans U — K, on peut supposer que v € N1 avec
S(v) C U.

Pour y = μ~ι(dv), Z = [X, Y] = μ'\dw) prend en x0 une valeur arbitrai-
rement donnee il existe une (2n — l)-forme ψv correspondant a v, telle que
Siψv) C U done μ~\dv) = y appartient bien a /c(/). Ainsi [M, 7C(/)] est trans-
itif sur 0/ et, en particulier, admet / pour ferme de nullite.

On notera que comme S(v) c U, on α μ(Z) = dw, avec »S(w) c U.
e) De ce lemme, on deduit le theoreme suivant:
Theoreme. Si M est un sous-espαce vectoriel de L tel que n(M) = f et si

M est invariant par Zc(/), on a

7 C (/)CM, [M,/c(/)] = /c(/) .

En particulier, M Φ {0} ne peut etre de dimension finie.
En eίϊet si x0 e (]/, soit U C 0/ un domaine contractile contenant xQ. Chois-

issons une base (Z ( ί )) 0 de Γespace vectoriel tangent en xQ a W; d'apres le
lemme, il existe 2n elements Z ( ί ) de [M, 7C(/)] C M prenant en x0 les valeurs
(Z ( ί )) 0 . En vertu de la remarque de la fin du d, nous pouvons supposer que les
2n functions w(ί) 6 Nλ pour lesquelles μ(Z{i)) = dwa) ont leurs supports dans
un compact K c £/.

II existe alors un domaine contractile t/7 contenant JC0, avec U' C C/, tel que
les xι = w{i)\v, definisseur sur V un systeme de coordonnees locales. Soit u
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un element de Nλ tel que S(u) c [/'. D'apres le lemme de Calabi generalise,
il existe 2n functions v(ί) <= N19 a supports dans U, telles que:

soit.
Comme S(v{i)) C t/, il existe une (2n — /)-forme ψ ( ί ) correspondante, a

support compact contenu dans U et μ~\dv{i)) e Ie(f). Par suite μ~\du) eM.
Soit maintenant ψ une (2w — l)-forme a support compact S(ψ) C ()/ et soit

u — — δ*ψ Γelement correspondant de Nλ. Introduisons un recouvrement
fini convenable {£/„} d'un voisinage ouvert de 5(ψ) et une partition {φv} differ-
entiable de Γunite subordonnee. Si on pose ψy = φvψ, ujη = dψv, chaque
element μ~\duv) appartient k M et X = μ~ι(du), somme finie d'elements de
M, appartient a M. On a done Ic(f) c M et Ic(f) etant de dimension infinie
pour / Φ W, M est de dimension infinie.

L'espace [M, /c(/)] admet / comme ferme de nullite et est invariant par
/c(/). II resulte de la premiere partie et du fait que Ic(f) est un ideal de L:

ce qui entraίne bien:

et le theoreme demontre.
Pour / = 0, on a Ic(f) = Lx. II resulte du theoreme:
Corollaire. Tout sous-espace vectoriel M de L invariant par Lλ et tel que

n(M) = 0 verifie

14. Ideaux et ideaux canoniques—Semi-simplicite

a) Un ferme / de W etant donne, prenons M = Ic(f) ideal de L. On a:

On en deduit par passage a la limite:

Comme Pd(f) admet / comme ferme de nullite, on a [/c(/),/i(/)] = Ic(f) et par

passage a la limite ϋWXPM)] = ΊjJ). Ainsi d'apres (13.1) 7^|) c ϊc(f) et il
resulte de (13.2) que Ic(f) = /c(/). Nous enonςons:

Proposition 1. Si f est un ferme de W, et si f = /, on a
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Nous abandonnons dans la suite la notation /c(/).
b) D'apres le corollaire du § 13, tout ideal A de L tel que n(A) = 0 con-

tient L1? ce qui peut etre considere comme une generalisation d'un resultat de
Calabi. Dans la suite, A dέsignera une algebre contenant Lλ supposέe donnee.

Prenons pour M un ideal / de A tel que n(I) = f; I est invariant par L1?

done par /c(/). On deduit du theoreme du § 13:
Proposition 2. Si I est un ideal de A tel que n(I) = f, on a:

7 C ( / ) C / , U,Ie(f)] = Ic(f).

En particulier I Φ {0} ne peut etre de dimension finie et I est transitif sur (]/.
Soit 7 un ideal ferme de Lλ tel que nil) = f. On a d'apres la proposition 2

Z c ( / ) c 7 , [/,/,(/)] = /c(/)

De 7 C Pd(f), on deduit d'apres (13.1) que [7,L*] c ϊjj).
Supposons f = f. Comme:

le(f) = [7,/c(/)l c [7,7] c [7,LJ c [7,L*] c Icφ = Ic(f)

les inclusions sont toutes des egalites.
Inversement supposons que 7 soit un sous-espace ferme de Lγ (avec n(J) =

f;f=zf) contenant Ic(f). II resulte de (13.1) que comme 7 c Pd(f), 7 est in-
variant par L1? done est un ideal de Lλ. Ainsi: _

Proposition 3. Pour qu'un sous-espace fermέ 7 de Lλ tel que n(ϊ) = f = /
soit un ideal de L15 // faut et ίl suffit que

Ic(f)

en est ainsi, on a:

En particulier, 7 e,yί wπ ideal de L.
c) Soit / un ideal de A tel que n(I) = f, J un ideal de / tel que n(J) = f,

oύ necessairement / C f. D'apres (Jf c C/? on a /c(/0 c 7C(/). D'apres la pro-
position 2, / est invariant par Ic(f), done par Ic(f) et le theoreme du § 13
s'applique a /. II vient

Proposition 4. Si J est un ideal d'un ideal I de A tel que n(J) = f, on a:

En particulier J Φ {0} ne peut etre de dimension finie et J est transitif sur
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Soit / un sous-espace ferme de Lλ tel que n(J) = f = /', et qui est un ideal
d'un ideal I at A. On a d'apres la proposition precedente Ic(f) c /. II resulte
de la proposition 3 que / est un ideal ferme de Lλ et les autres resultats de
cette proposition s'appliquent a /.

Proposition 5. 5/ /, sous-espace jermέ de Lλ tel que n(J) = f = f est un
ideal d'un ideal de I de A, J est un ideal ferme de L1? done un ideal de L*.

d) Soit / un ideal de A, J un ideal abelien de / (avec n(J) = f). On a
d'apres la proposition 4

Ie(f) c /.

/ etant abelien:

et il resulte de la proposition 4:

W) = {0}.

Ainsi f = W et / = {0}. On obtient:
Theoreme. Tout ideal I de A est semi-simple. En particulίer L, L*, L09 Lf,

Lλ et tous leurs idέaux sont semi-simples.

15. Centralisateur d'un ideal—Ideaux supplementaires

Soit / un ideal de A, Z(I) le centralisateur de / dans A. L'ideal Z(/) Π / de
A est abelien, done nul et Γon a:

(15.1) Z(7) ΓΊ 7 = {0}.

a) Nous allons etablir la proposition suivante:
Proposition. Soit I un ideal de A tel que n(ΐ) — f. Le centralisateur Z(I)

de I dans A coincide avec Vensemble des elements de A qui s'annulent en tout
point de ()/.

En effet, designons par Γ Pensemble de ces elements; l'ideal / etant invari-
ant par L1? est invariant par Ic(f) done

ic(f) c / .

Soit X e Ic(f) et Z € Z(7). D'apres le § 8, b, [Z, X] = 0 se traduit par

(15.2) i(X)μ(Z) = 0 .

Ic(f) etant transitif sur C/> il resulte de (15.2) que Z s'annule en tout point de
C/, done en tout point de C/ Ainsi Z(7) c Γ.

Inversement soit X el, Y eΓ. On a localement
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(15.3) [X, YY = XrdrY
ι - YrdrX

ι .

On voit sur (15.3), d'apres les proprietes de Y, que [X, Y] | c / = 0, done que

Soit x 6 / un point interieur a /. On voit sur (15.3), d'apres les proprietes de
x, que [X, Y] (x) = 0. Done

[X,Y]\} =0 .

Ainsi [X, Y] = 0 sur W et Y e Z(I). On a done aussi V c Z(/), ce qui de-
mon tre la proposition.

b) Nous allons etablir le theoreme suivant:
Theoreme* Un ideal I non trivial de A ne pent admettre un ideal supple-

mentaire dans A. II en est ainsi en particulier pour A = L, L*, Lo, Lf, Lλ.
Supposons que / admette un ideal B supplemental de / dans A. On a

(15.4) A=IφB

avec [B, I] = {0}, done B c Z(/). En decomposant Z(/) selon (15.4), il vient:

Z(/) = / ® B (/ C /) .

Comme Z(/) Π / = {0}, on a / = {0} et B = Z(I). Ainsi

A = IΘ Z(/) .

Tout element de A s'annule sur / Π ()/ (oύ / = n(I)). Mais A contient Lx

transitif sur W; done

(15.5) / n c7 = 0 .

W etant connexe, (15.5) entraίne que Γun des fermes / ou ()/ est necessaire-

ment vide. Si / = 0, Z(/) = (0) et / = A. Si ff = 0, / = W et / = {0}. Dans

les deux cas, I est un ideal trivial de A.

V. DERIVATIONS ET PREMIERS GROUPES

DE COHOMOLOGIE

16. Caractere local des derivations de L, L* et Λ̂

Nous vous proposons, au cours de cette section, de determiner les deriva-
tions des algebres de Lie L, L*, N et Λ̂  [2] Une derivation de Γalgebre de
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Lie L est une application lineaire D: L —• L telle que pour tout Y, Z € L, on
ait:

(16.1) D[Y,Z] = [DY,Z] + [Y,DZ] .

Memes definitions pour une derivation D* de L*, ^ de iV, ^ de Λ^ ou Θ de
iV/jR. On rappelle (§ 4) que N/.R est isomorphe a L*.

Nous allons d'abord etablir le caractere local des derivations de L, L* et Λ .̂
a) Soit D une derivation de L, Y un element de L. Supposons que, sur

un ouvert U de W, on ait Y \π = 0 si x e U on peut trouver Z e Lλk support
K c U, tel que Z(x) soit un vecteur arbitrairement donne en x. On a [Y, Z]
= 0, done D[Y,Z] = 0; d'autre part [Y,DZ\Ό = 0, done, d'apres (16.1),
[DY9Z\Ό = 0. Ainsi [DY,Z] = 0, soit:

dΛ{μ{DY) A μ(Z)) = 0 , Λ(μ(DY) Λ μ(Z)) = C = const .

Le premier membre etant a support compact inclus dans K, on a C = 0 et
par suite:

(16.2) i{Z)μφY) = 0 .

(16.2) etant valable en x pour un vecteur arbitraire Z(x), on a (D7) (x) = 0,
done DY\V = 0. Le meme raisonnement s'applique aux derivations de L*.
Ainsi

Proposition 1. Toute derivation de L (resp. L*) ̂ .yί wn opέrateur local.
Pour des derivations de N ou Nλ, on etablit de meme que pour u e N,

Considerons en particulier la fonction u = 1 de N on a di^l = 0 sur PP con-
nexe. Ainsi /̂ Sf est une derivation de N, on a <2)\ = const, sur W.

Si ^ est une derivation de N/R, on a aussi pour ΰ e N/R

(16.3) S(d9ΰ) C 5(dδ) .

b) Soit D une derivation de L. Nous avons etabli (§ 12) que L* = [L, L].
Or d'apres (16.1):

D[L,L]C [L,L] .

Ainsi la restriction a L* d'une derivation D d e L est une derivation D* de L*.
Inversement, soit D* une derivation de L* si F e L introduisons Z e L*

tel que Y^ = Z\Ό sur un domaine contractile U de JF. D'apres son caractere
local, toute derivation D dont la restriction a L* coincide avec D* est telle que
DY\n = D*Z\V. D'apres le caractere local de D*, on definit ainsi une deriva-
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tion D necessairement unique de L dont la restriction a L* coincide avec D*.
Nous pouvons enoncer.

Proposition 2. Uespace des derivation de L* est Γespace des restrictions
a L* des derivations de L. II est isomorphe a Γespace des derivations de L.

c) Nous allons etablir
Proposition 3. Toute derivation Q)x de Nλ est une opέrateur local.
En effet soit U un domaine contractile. Si u e N1 est a support dans U, il

resulte du lemme de Calabi qu'il existe 2n couples (v(i), w(ί)) d'elements de Nί

a supports dans U tels que:

(16.4) u= Σ{v (*,,w«>}.
i

II vient:

i i

oύ chaque terme du second membre est a support dans U. Ainsi S ^ w ) C U.
Cela pose soit u un element de N1 il existe une (2n — l)-forme ψ a sup-

port compact S(ψ) = K telle que uη = dψ. Introduisons un recouvrement fini
{Uv} par des domaines contractiles d'un voisinage ouvert de K et soit {φv} une
partition differentiate de Γunite subordonnee. Posons ψv = φvψ, uvη e dψv,
oύ uv e t y et S(uv) c Uv. On a Q}λu = Σ^iu, o u S ( ^ A ) C UV. Par suite

) C \JUV. Ainsi

(16.5)

Soit V un domaine contractile tel que u \v = 0 on a dψ \v — d(ψ \v) = 0 et il
existe sur V une (2n — 2)-forme av telle que ψ | F = dav. Donnons-nous une
(In — 2)-forme βάtWh. support compact telle que β\v = α:F et substituons
a ψ la forme ψ = ψ — dβ on a ψ | F = 0 et u-η = dψ. Comme Si^^) c 5(ψ),
il vient Q}γu\v = 0 et ^ est un operateur local.

d) Soit Q> une derivation de N. Etudions sa restriction a Nv Si u € Nλ est
a support dans le domaine contractile U, on a (16.4) et il vient:

Comme ^ ( i ) ,w ( i ) giV15 chaque terme du second membre appartient a Nλ et

Si u est un element quelconque de N19 on voit comme au c que ^w est somme
finie d'elements S>uv, de iVl5 done ^w appartient a iVj.

Ainsi la restriction de <& a iVx est une derivation ^ x de Nx. Inversement, soit
Q)λ une derivation de Nλ si w e N introduisons Wi e Nλ telle que u\v = uλ\v

pour un domaine £/ et posons S)u\v = ^ M J ^ . D'apres le caractere local de ^ 1 ?

on definit ainsi une derivation Q) de N de caractere local dont la restriction a
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Nτ coincide avec Q)x. Si 2 est une derivation locale de N dont la restriction a
Nγ est nulle, on a necessairement Q)u \υ = 0 pour tout u e N et tout domaine
U, done @ = 0. Ainsi

Proposition 4. L'espace des derivations de Nι est Γespace des restrictions
a N1 des derivations de N. II est isomorphe a Γespace des derivations locales
de N.

17. Determination des derivations locales de N

a) Proposons-nous de determiner les derivations locales de N. A cet effet
nous utilisons le lemme suivant

Lemme. Si Q) est une derivation de N, on a pour tout u, v e N:

(17.1) @{u\ v) = {$>u2 — 2uQ)u, v) + 2u${u, v) + 29u{u, v} .

En effet:

Q){u\ v] = {9u\ v] + {u\ S)v} .

Or:

{u\ 9v} = 2M{M, @V} = 2uQ){u, v] — 2u{Q)u, v) ,

oύ Γon a:

w{^w, v} = A{d(uQ)ύ) A dv) — £duA{du Λ dv)

= {u@u, v) — @u{u, v] .

II en resulte:

[u\ Q)v\ = 2u®{u, v] + 2@u{u, v} - 2{uQ)u, v} ,

ce qui entraϊne (17.1).

b) Cela pose soit 9) une derivation locale de N et u un element de N. Si JC
est un point oύ (du)x Φ 0 on peut trouver une carte canonique (xa, x*) (α = 1,
. . ., n \a = a + n \xι <= N oύ i = 1, , 2ή) dont le domaine U contient x et
qui est telle que Λ;1^ = u\υ (Elie Cartan). On a sur U

{u, v}u = Sit; , {u\ v) = 2u{u9-v} .

Pour i; = jc" ou v = / (avec ^ ^ T), on a done:

{u, v}u = 0 , {M2, ^ = 0 .

Pour v = xι:

{u,v}u = 1 , {u\v}u = 2u\u .
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I I r e s u l t e d o n e d e ( 1 7 . 1 ) a p p l i q u e e kv = x a , x s ( a v e c a ψ\) q u e Γ o n a s u r U:

diiβu1 - 2u9ύ) = 0 , / Φ 1 .

Posons ^ 1 = A:. Pour v = x\ il vient sur £/ d'apres (17.1)

2 ^ M = dλ{βu2 - 2w^w) + 2Ku +

soit:

dλ(βιΐ - 2uS>u + Ku2) = 0 .

Ainsi au point x on a [d(^w2 — 2uS>u + Ku2)]x = 0. Si A est Pouvert defini
par les points de W oύ du ψ 0, on a sur A:

(17.2) (i(^w2 - 2w^w + Kw2) = 0 .

Si 0̂ 4 possede des points interieurs y, il existe un voisinage ouvert V de y tel
que dw|F = 0, du2\v = 0 done, d'apres § 16, a, tel que d@u\v = 0, d^w2 |F

= 0. On voit que (17.2) est satisfaite sur W connexe, et que par suite:

9)u2 - 2u9u + Ku2 = C = const.

@ etant de caractere local, en substituant a u une fonction U e N qui coincide
avec u sur un ouvert et qui est nulle sur un autre ouvert, on a C = 0. Aussi,
pour tout u εN: Du2 — 2u<3u + Ku2 — 0, et pour tout u,v e N, il vient par
polarite:

Kuv

= {β - K)(uv) - u{β - K)v - v{β - K)u = 0 .

(β — X) definit done un champ de vecteurs X de W et si Jδf (Z) est la deriva-
tion de Lie correspondante, o u a ^ = &{X) + K. Pour que 2 soit une deri-
vation de N, il faut et il suffit que:

- Λ(du A dv) - Λ(S?(X)du A dv)

- A(du A &{X)dv) - KA(du A dv) = 0 ,

soit, pour tout u,v e N

{&iX)A - KΛ)(du A dv) = 0 .

Ainsi ^ = i f (J) + K est une derivation si et seulement si

&(X)A - KΛ = 0 ou if(Z)F-1 - KF-1 = 0 ,

e'est-a-dire si
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KF = 0 ,

et X est une t.i. conforme symplectique de la variete (voir § 5). On obtient:
Theoreme. L'algebre de Lie naturelle des derivations locales de N est iso-

morphe a l'algebre de Lie Lc des transformations infinitesimales conformes
symplectiques de (W, F) par Γisomorphisme defini de la maniere suivante: si
X <= Lc, on a S£(X)F + KXF = 0 et X donne la derivation

®x = sew + κx .

18. Determination des derivations de L*, L et Lc

a) Soit Q> une derivation de N. A partir de £), on peut definir par 9U =
Qiu une derivation <B de N/R telle que 9 o π = π o Q) (notations du § 4, a).

Soit 9 une derivation de N/R. Cherchons une application lineaire βλ: N1 -+
N1 telle que Γon ait d^^ = d^ΰ1 pour tout uγ € N :. Une telle application est
necessairement unique, car S)xuλ = C n'appartient a Nλ que pour C = 0; 9
etant une derivation, on en deduit que:

^i{«i, Vi} - {®ιU19 v,} - {u19 ^{V,} = Cλ = const.

Le premier membre appartenant a N19 on a Cλ = 0 et Q)γ, si elle existe, est
une derivation de Nx.

Cela pose soit U un domaine contractile. Si u e N1 est a support dans U, on
pose par definition

oύ les notations sont celles du § 16, c. Les termes du second membre appar-
tiennent a Nx. Ainsi Q)xu ε N19 Si^μ) C U et dθ>λu = d®ΰ.

Soit u un element arbitraire de Λ .̂ Avec le meme recouvrement qu'au § 16,
c, posons <2)xu = J] 2)xuv oύ les Q>xuv sont definis comme ci-dessus on a Q)xu <z
Nx et d®xu = Σ d®ϋv = dm.

La derivation £dx de Nx ainsi construite est la restriction a N1 d'une deriva-
tion locale 3) de N. Si w € N, introduisons W! G iVj telle que u\O = ux\υ pour
un domaine U. On a

d'apres le caractere local de d9 traduit par (16.3). Ainsi Q>u = ^w et <2) est
telle que

(18.1) πoQs = 9oπ .

La derivation /ocα/e ^ de N jouissant de la propriete (18.1) est unique. En
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eίϊet si Q)u — 0 pour tout u e N, on a Q)u — C = const. en substituant a u
une fonction ur e N qui coincide avec u sur un ouvert et qui est nulle sur un
autre ouvert, on obtient C = 0 et pour tout u eiV, <2)u = 0, done Q) = 0.
Ainsi, d'apres le theoreme du § 17, a toute derivation de N/R correspond une
t.i. conforme symplectique unique X telle que la derivation s'ecrive:

(18.2) 9X = 2iX) + Kx .

b) L'algebre de Lie N/R est isomorphe a L* par Γisomorphisme σ: v €
N/R -> Y = / i " 1 ^ ) g L* σ dόfinit par:

un isomorphisme de Γespace des derivations de N/R sur Γespace des deriva-
tions de L*.

Si X <= Lc, il vient:

Kx)v} = ^^{

Or si a est une 1-forme:

<e{X)μ-\ά) = (^(Z)^-1)^ + μ-\&{X)a) = μ~ι{{^{X) + Kx)a] .

Ainsi:

On en deduit que si D* est une derivation de L*, il existe un element X de L c

tel que D* soit donne par D* : Y e L* -> &(X)Y € L*. De meme, d'apres la
proposition 2 du § 17, si D est une derivation de L, il existe un element X de
Lc tel que D soit donne par D : Y € L -> ££{X)Y e L. Nous enonςons

Theoreme 1. Toute derivation de L* (resp. L) est une transformation in-
finitesimale conforme symplectique Y —> [X, Y], oύ X e Lc.

c) Proposons-nous de determiner les derivations Dc de Lc. Si F n'est pas
exacte ΊJ = L. Nous supposons done F exacte et par suite W non compacte.
D'apres la proposition 2 du § 5, on a [Lc, Lc] = L. Si Dc est une derivation
de Lc, il resulte de la definition des derivations que:

DC[LC, Lc] = [DCLC, Lc] + [L c, DCLC] c [L c, L c ] .

Ainsi la restriction a L d'une derivation Dc de L c est une derivation D = J£(X)
(oύ X 6 Lc) de L.

Nous allons montrer que, sous Γhypothese faite, toute derivation de Lc est
interieure. Si Y € Lc, Z e L on a avec les notations precedenets:

DC[Y,Z] = [DCY,Z] + [Y,DCZ]
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soit:

] = [DCY,Z] + [

Or, J2f(X) definissant une derivation de Lc (Jacobi):

&{X)\Y,Z\ = [&(X)Y,Z\ + [Y,J?(X)Z] .

II en resulte que pour tout Z e L:

(18.3) [(Dc - S?(X)Y9Z\ = 0 .

(Dc — &(X)) Y est un element de Lc correspondant a une constante K. Prenons
pour Z un element de Lo* on a μ(Z) — dv, oύ v e No. D'apres (5.3), (18.3)
s'ecrit:

dA{μ(DeY - &(X)Y) A dv} + Kdv = 0

soit:

Λ{μ(DcY - &(X)Y) Λdv} + Kv = C - const.

Le premier membre etant a support compact, C = 0 et pour tout v e NQ

(18.4) Λ{μ(DcY - £>{X)Y) A dv} + Kv = 0 .

x etant un point de W, choisissons v e No de faςon que v s'annule en x et que
(dv)x soit egal a un covecteur arbitraire donne. On deduit de (18.4) que
{DCY - &(X)Y}YX = 0. Par suite pour tout Y e Lc

DCY = &{X)Y (X e Lc) ,

et Dc est une derivation interieure.
Si F n'est pas exacte, toute derivation de L = Lc est aussi interieure d'apres

le theoreme 1.
Theoreme 2. Toute derivation de Γalgebre de Lie Lc est interieure.

19. Cohomologie de L, L* et Lc

Les /7-cochaines b de L sont les applications p-lineaires alternees de Lp dans
L, les 6>-cochaίnes s'identifiant a des elements de L. La diίϊerentielle de la
p-cochaίne b est la (p + l)-cochaίne db definie par

db(X0, •• ,Xp)=t(- D * [ ^ p
k = 0

Xι\,χ,, •• ,χk, ,χι,- -,χp),
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oύ Xo, , Xp € L et oύ Λ designe Γomission. Si b = dZ, oύ Z e L, on a
Z>(X) = [X,Z] = [- Z,X], Si Z? est une 1-cochaίne

db(Y, Z) = [Y, b{Z)] + [b{Y), Z] - b([Y, Z]) (Y, Z 6 L) .

L'espace des 1-cochaίnes fermees de L coincide avec Γespace des derivations
de L, celui des 1-cochaines exactes avec celui des derivations interieures.
D'apres le theoreme 1 du § 18, ces deux espaces sont isomorphes respective-
ment a Lc et L leur quotient est l'espace de cohomologie Hι{L L). Le meme
raisonnement montre que Hι{L* L*) est isomorphe a l'espace Lc /L* et que
Hι(Lc Lc) = 0.

Nous avons vu d'autre part (proposition 2 du § 3) que l'espace de coho-
mologie Hι(W R) a supports fermes est isomorphe a L/L* et que si F est
exacte, dim Lc/L = 1 (§5). On en deduit

Theoreme. L'espace de cohomologie H\L L) est nul. L'espace de coho-
mologie H\L L) est isomorphe a Lc/L, Γespace de cohomologie H\L* L*)
a Lc/L*. Si F n'est pas exacte {en particulier si W est compacte) dim H\L L)
= 0, dim ff(L*;L*) = bx(W)\ si F est exacte dim H\L; L) = 1, dim
H\L* L*) = bx(W) + 1, oύ bλ(W) est le premier nombre de Betti de W pour
Γhomologie a supports compacts.

20. Derivations de N

a) Supposons W non compacte soit @ une derivation de N. Si u e N, il
existe une {In — l)-forme ψ άε W telle que uη = dψ.

Introduisons un recouvrement {Uv}veI par des domaines contractiles d'un
voisinage ouvert E de S(ψ) avec la condition suivante (voir § 12, a): il existe
une partition de / en une collection finie de sous ensembles Iμ{μ = 1, , r)
telle que, pour chaque μ, les domaines pour lesquelles v e Iμ soient deux a deux
disjoints. Soit {φv} une partition de Γunite subordonnee et posons τμ — ΣIμ φv,
ψμ = Tμψ, uμη — dλjrμ. Pour μ fixe, considerons les domaines {Uv}veIμ deux a
deux disjoints en appliquant a uμ\Uv le lemme de Calabi, on voit que uμ est la
somme des parentheses de 2n couples (vii)9 wa)) d'elements de N, oύ S(v(i)),
S{wa)) C UIμUv par suite S{@uμ) c UIμUv et S{Q)ύ) c E. Ainsi S(@u) c S{ψ).
On en deduit comme pour ^ x ( § 16, c) que @ est locale.

L' espace des derivations de Λf est isomorphe a Lc, celui des derivations in-
terieures a L*. Ainsi

Theoreme 1. Si W est non compacte, toute derivation de Γalgebre de Lie
N est locale et est donnee par 3?{X) + KΣ, oύ X e Lc. L'espace de cohomo-
logie H\N N) de Γalgebre N est isomorphe a l'espace Lc/L* et a meme dimen-
sion que H\L* \ L*).

b) Supposons W compacte. Tout element u de N admet la decomposi-
tion unique
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u = ux +
1 I uη ,

jw

oύ wx € Nλ et F est le volume de W. Si ^ est une derivation de N, sa restriction
a N1 est une derivation J£(X) de Λ ,̂ oύ X e L. On a:

II en resulte qu'a toute derivation Q) de N on peut associer un element X de
L et une const ante ^ 1 telle que Q> s'ecrive

r

Pour ^ 1 ^ 0, S est une derivation non locale.
Theoreme 2. 5/ W esί compacte, toute derivation de Γalgebre de Lie N

est donnέe par:

oύXeLet $1 ε R. On a dim H\N; R) = bλ(W) + 1.
c) Si W est non compacte, la "cohomologie a supports compacts" de N

peut etre defini par les cochaines de TV a valeurs dans Γideal No, les 0-chaίnes
s'identifiant aux elements de NQ. Une telle cochaine fermee est une derivation
Q) de N telle que pour tout u e N, @u soit a support compact. En particulier
Q>\ devant etre a support compact, on a Q)\ = 0. Par suite la derivation Q) de
N envisagee est necessairement de la forme Q) = J?(X), oύ X e L.

Montrons que S(X) est compact. S'il n'en est pas ainsi, il existe une suite
{xv} de points de W tels que X(xv) φOtt qui n'admet pas de point d'accumula-
tion. Introduisons des paves ouverts Pv deux a deux disjoints, arbitrairement
petits, de centres xv. A chaque Pv on peut faire correspondre une fonction
uv e N a support dans Pv, telle que ££(X)uv soit Φ 0 en xv. La fonction u =
J]uv e N est telle que Jg(X)u est differente de 0 aux points xv de la suite et
ne peut etre a support compact. Ainsi X e Lo.

L'espace des 1-cochaines fermees a valeurs dans No est done isomorphe a
Lo et celui des 1-cochaίnes exactes a Lf. Leur quotient est Yespace de cohomo-
logie QH\N\ N) a supports compacts isomorphe a LJLf. Sa dimension est le
premier nombre de Betti bliW) pour Γhomologie a supports fermes.
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