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VARIETES KAHLERIENNES

ET PREMIERE CLASSE DE CHERN

ANDRέ LICHNEROWICZ

Introduction

Dans deux interessants articles [3], [4], S. Kobayashi a etudie les varietes
kahleriennes compactes Wn admettant une premiere classe de Chern definie
positive ou definie negative. Le but du present article est d'obtenir certaines
proprietes des tenseurs holomorphes de Wn (contravariants ou covariants)
sous des hypotheses plus faibles concernant cτ(Wn) {caractere non positif ou
non nέgatif). On en deduit en particulier des proprietes du plus grand groupe
connexe de transformations holomorphes de Wn (voir [9]).

Les principaux resultats sont enonces dans les theoremes 1 et 2 (§ 11 et
12) et constituent, en un certain sens, une extension de resultats de Nakano,
Kobayashi et Kodaira.

Les lemmes 1, 2 et 3 donnent les principaux instruments peπnettant d'etablir
ces theoremes qui font intervenir aussi la proposition 2 du §10. Celle-ci
fournit une condition necessaire et suffisante commode, en teπnes d'operateurs
introduits par Kodaira, pour qu'un tenseur antisymetrique (contravariant)
soit holomorphe. Certains des resultats ont ete enonces dans [10].

Dans un but de simplicite, on a regroupe dans les §1 a 3 certaines des
notations et des formules utilisees.

1. Variete complexes

a) Wn etant une variete differentiable connexe, paracompacte, de dimen-
sion reelle 2n, supposons qu'elle admette une structure analytique complexe.
Un systeme de coordonnees locales complexes est defini dans un domaine U

ψuizeϋ-* {za} eCn (a = 1, -, n) .

Nous posons z* = Za (cc = n + 1, , 2ή) et designons par {zk} (k = 1, , 2ri)
Γensemble des 2n nombres complexes {za, z*}. Dans Γintersection U |Ί V des
domaines de deux systemes de coordonnees complexes, les coordonnees
complexes {za} de z considere comme appartenant a U, sont des fonctions
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holomorphes, a jacobien f^ non nul, des coordonnees complexes {zλ>} du
meme point z considere comme appartenant a V. La structure complexe munit
Wn d'une orientation naturelle.

On sait que la structure complexe de Wn determine en chaque point z de
la variete une structure complexe de Γespace vectoriel tangent Tz qui peut
etre definie soit par un sous-espace complexe convenable Sc

g9 de dimension
complexe n, du complexifie Ί\ de TZ(SC

Z f] Sc

z = 0), soit par Γoperateur Jz,
de carre—Id, defini de la manie re suivante: si v de composantes va, v* ap-
partient a TJ, on a:

(Jzv)a = iυ*, (Jzv)* = —iv*.

Le champ / des operateurs Jz definit la structure "presque complexe" de
Wn determinee par sa strutcture complexe; Sc

z et Sc

z sont les deux sous espaces
propres de Jz et

(1.1) TC

Z = SC

Z®SZ.

b) L'existence de cette decomposition—ou si Γon prefere celle d'indices
de deux especes—conduit a la notion de type pour un tenseur et pour un
operateur.

Nous appelons p-forme une forme difϊerentielle exterieure a valeurs
complexes de degre p. Par abreviation, nous appelons p-tenseur un tenseur
contravariant antisymέtrique complexe d'ordre p.

Soit d Γoperateur de differentiation exterieure sur les formes. Nous posons
ici d = df + d'\ oύ d' est de type (1, 0) et d" de type (0, 1). De d2 = 0, on
deduit par consideration des types:

(1.2) d'2=0, d"2 = 0 , d'd" + d"d' = 0 .

Une p-forme holomorphe est une p-forme β de type (p, 0) telle que d"β
= 0. II est equivalent de dire que c'est une forme de type (p, 0) qui, pour
tout voisinage U de coordonnees locales complexes, a pour coefficients des
fonctions holomorphes dans U des za.

Un p-tenseur holomorphe est un p-tenseur A de type (p, 0) qui, pour tout
voisinage U de coordonnees locales complexes, a pour composantes des
fonctions holomorphes dans U des za.

c) Une transformation holomorphe de Wn est une transformation de Wn

laissant invariante sa structure complexe, ou—ce qui est equivalent—laissant
/ invariant. Une transformation infinitesimale (t.i.) definie par un champ de
vecteurs X est une t.i. holomorphe si:

(1.3) &(X)J = 0

oύ S£(X) est l'operateur de transformation infinitesimale (ou de derivation de
Lie). En coordonnees locales complexes, (1.3) s'ecrit:
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(1.30 3 ^ = O,

(1.30 exprime que X(h0), partie de type (1,0) de X, est un 1-tenseur ou
vecteur holomorphe. Si X definit une t.i. holomorphe, il en est de meme pour
JX et l'on a:

(1.4) [JX,Y] = [X,JY] = J[X,Y] .

la suite Wn est suposέe compacte.
Soit G le plus grand groupe connexe de transformations holomorphes de

Wn compacte. Bochner et Montgomery ont etabli que G est un groupe de
Lie complexe operant sur Wn de maniere analytique complexe ou holomorphe.
L'algebre de Lie de G peut etre identifie a Γalgebre Lh des transformations
infinitέsimales holomorphes. D'apres (1.4), / definit sur Lh une structure
d'algebre de Lie complexe et celle-ci correspond a la structure complexe de G.

2. L'ideal I de Lh

a) Si h est une 1-forme holomorphe de Wn, X un element de Lh, le sca-
laire Xaha est holomorphe sur la variete compacte Wn. Par suite:

(2.1) i{X)h = Xaha = const.

ou i(X) designe Γoperateur de produit interieur par X.
Soit Hm Γespace vectoriel complexe des l-formes holomorphes fermέes.

On sait que toute forme h € Hw a periodes imaginaires pures est necessaire-
ment nulle. Si bp(Wn) designe le pe = nombre de Betti de la variete, on a done
dimΛ# ( 1 ) < bx(Wn). Nous designons par #(J> le sous-espace de Hω defini par
les elements h de Hω tels que i(X)h = 0 pour tout X 6 Lh.

b) Soit / Γespace vectoriel complexe defini par les X e Lh tels que:

i{X)h = 0 pour tout h ε

Si X, YeLh considerons le crochet Z = [X, Y] et le produit:

i(Z)h = Z"ha = XβdβY*ha - YβdβX
aha

soit:

i{Z)h = X?dβ(Y°ha) - Y'3,(*-A.) - XaYβ(dahβ - dβha) = 0 .

Ainsi si L'h = [Lh9 Lh] est l'ideal derive de LA, on a L'h c / et / est un ideal
de Lh tel que Lh/I soit abelien [9].

La forme bilineaire i(X)h (oύ XeLh, heHa)) met en dualite les espaces
vectoriels LJI et H{ι)jH{\\ Par suite:
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d i m c L Λ - d i m c / = ά i m c H m - d i c S

3. Varietes Kahleriennes

a) Dans toute la suite, nous supposons que la variete compacte Wn con-
sideree admet une mέtrique kάhlέrienne qui s'ecrit localement

(3.1) ds2 = 2gaJ}dzadzt

la 2-f orme (reelle) fondamentale associee etant:

(3.2) F = igaβdza Λ dzK

Pour que la metrique hermitienne (3.1) soit kahlerienne, il faut et il suffit

que la 2-f orme F soit fermee. Elle est alors a derivee covariante nulle dans la

connexion riemannienne definie par la metrique [8]. En coordonnees locales

complexes, les seuls coefficients non necessairement nuls de cette connexion

sont ceux de types purs:

βr ' i βf — L βr

Soit A un p-tenseur de type (p, 0). A un tel p-tenseur correspond de maniere
naturelle, par dualite definie par la metrique et conjugaison, une p-forme
notee a(A) de type (p, 0) avec:

Inversement toute forme de type (p, 0) est Γimage par a d'un p-tenseur de
type (p, 0).

Nous notons (a, β) le produit interieur de deux p-formes considere comme
une fonction du point z e Wn, par <αr, β> le produit scalaire global

χ,β> =

oύ η est la forme element de volume definie par la metrique et Γorientation

b) Soit δ Γoperateur de codifferentiation sur les formes qui s'exprime
immediatement, au signe pres, par la derivation covariante contractee. On
pose δ = δ' + δ", oύ δ' est de type ( - 1 , 0), et δ" de type (0, - 1 ) . De δ2 = 0,
on deduit encore:

(3.3) <5'2 = O, ^//2 = 0 , δ'δ" + δ"δ' = 0 .

On sait que δ est transpose de d par le produit scalaire introduit. De meme
δ' est transpose de ά' et δ" de d"', ce qui se traduit par les relations:
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<d'a, β> = <a, δ'β> , <d"a, β> = <a, δ"β> .

Le laplacien Δ = dδ + δd de G. de Rham sur les formes admet aussi, sur
une variete kahlerienne les expressions:

(3.4) Δ = 2{d'δr + δfdf) = 2(d"δ" + V'd") .

Soit enfin M Γoperateur lineaire sur les formes defini sur les formes de type

(P> Φ P a r la relation:

= (p- q)iap,q.

On etablit [8] que cet operateur satisfait aux relations de commutation:

(3.5) δM-Mδ = dΛ-Λd , dM - Md = - [δL - Lδ] = -i(d' - d") ,

oύ L (resp. yl) sont les operateurs de produit exterieur (resp. interieur) pour
la forme F. II en resulte aisement que Δ commute avec les operateurs L et Λ.

c) Soit H(p) Γespace complexe des p-formes holomorphes de Wn; nous
designons par bPi0(Wn) sa dimension complexe.

Si β € Hip\ elle verifie d" β = 0 et aussi δ" β = 0 pour une raison de type
β est par suite harmonique au sens de Δ d'apres (3.4), done feπnee (dβ = 0)
et cofermee (δβ = 0). Ainsi sur une variete kahlerienne, toute p-forme holo-
morphe est fermee et meme harmonique.

II en est en particulier ainsi pour les 1-formes holomorphes qui sont inter-
venues au §2. On voit de plus que bλ(Wn) = 2 &j,0(^n)

d) Soit A un p-tenseur holomorphe sur Wn. On a:

(3.6) dβA»-' 'fip = FfiA"" pp = 0 ,

oύ F est Γoperateur de derivation covariante dans la connexion riemanienne.
Par passage a la forme a(A), les relations (3.6) se traduisent par:

(3.7) Fβ«(A)Pi...Pp = 0.

Par antisymetrisation de (3.7), on voit que a(A) est necessairement J'-fermee
(d'a(A) = 0). On sait que df (ou d") definit une cohomologie localement
triviale. Du theoreme de decomposition de Hodge—de Rham il resulte que
Γon peut decomposer a(A), d;-fermee, selon:

(3.8) a(A) = d'β -f Ha(A) ,

oύ β est une (p-l)-forme et oύ Ha(A) est une p-forme holomorphe. Le
scalaire holomorphe defini par le produit interieur (a(A), Ha(A)) est une
constante et nous posons:
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(3.9) k(A) = (a(A), Ha(A)) .

On a par orthogonalite:

(3.10) <Ha(A), Ha(A)> = <a(A), Ha(A)> = k(A) J η .

Ainsi pour que k(A) = 0, il faut et il suffit que Ha(A) = 0 c'est-a-dire que
a(A) soit d'-cohomologue a zero.

Considerons en particulier le cas p= 1, c'est-a-dire le cas des t.i. holo-
morphes X. Nous pouvons les definir a partir des 1-formes ξ = α(2Γ(lϊ0)), de
type (1, 0), verifiant Fβξa — 0. La decomposition (3.8) s'ecrit dans ce cas

(3.11) ξ = d'p + Hξ ,

oύ p est un scalaire complexe. Pour que X € / , il faut et il suffit que k(XM)) =
i(X)Hξ = 0, c'est-a-dire que ξ verifie Fβξa = 0 et soit dr cohomologue a zero

[9].

4. Caractere positif ou nul d'une classe de cohomoloqie de type (1.1)

a) Soit γ une 2-forme reelle de type (1,1). A cette 2-forme qui s'ecrit
localement

r = ϊaβdza A dzβ

associons la forme hermitienne c de composantes

En particulier a la 2-forme F de Wn se trouve ainsi associee la metrique de
Wn. Nous ecrirons γ > 0 (resp < 0) si la forme hermitienne c associee a γ
est positive ou nulle (resp. negative ou nulle) aux differents points de Wn.

b) Supposons γ fermee et notons [γ] sa classe de cohomologie reelle.
D'apres la classique decomposition en classes primitives par rapport a la
classe fondamentale [F], on a:

(4.1) [r] = <*[F} + [β] (Λ[β] = O)

(oύ a est une constante reelle) ou en termes de formes:

(4.2) γ = aF + β + dμ

avec Λβ = 0 et μ, 1-forme. Par produit par Λ, il vient:

Aγ = an + Λdμ .
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Mais d'apres (3.5)

dΛμ — Λdμ = δMμ — Mδμ

oύ dΛμ = Mδμ = 0 pour des raisons de degre. Ainsi:

Ay = an — δMμ .

Par integration sur Wny il vient:

(4.3) anjv= J(Λγ)η .
wn wn

Si f, non identiquement nulle, est > 0, Λγ est > 0 et non identiquement nul.
On a done <z > 0 et, d'apres (4.1), la classe [γ] de la forme envisagee est
certainement Φ 0. II en resulte qu'une classe de cohomologie non nulle de
type (1, 1) ne peut contenir simultanement une forme > 0 et une forme < 0.

Nous dirons qu'une classe de type (7, 1) est ^ 0 (resp < 0) si elle contient
une forme fermee ^ 0 (resp. < 0). Une classe a la fois > 0 et < 0 est cer-
tainement nulle.

c) Nous notons c^Wn) la premiere classe de Chern e'est-a-dire celle de
degre 2—de la variete Wn. Soit R le tenseur de Ricci de la variete, dont nous
designons par Raβ les composantes en coordonnees locales complexes dans
un domaine [/. Si gv designe le descriminant dans U de la metrique:

(4.4) Raβ= -dadβ\og^ .

On sait que cΎ(Wn) peut etre definie par une 2-forme reelle fermee τ, a perio-
des entieres, qui ne differe de la 2-forme associee a R que par un facteur de
normalisation. Plus precisement sur U:

(4.5) τ = (2π)-HRafίdz" A dzK

Nous nous interessons id aux cas ou cx(Wn) > 0 et c-^W^) ^ 0, c'est-ά-dire
au cas ou la classe de cohomologie reelle definie par c^W^) est positive ou
nulle, ou bien negative ou nulle. II en est ainsi pour un certain nombre de
varietes algebriques interessantes.

Les cas oύ c2(PΓTO) contient une forme partout definie positive ou definie
negative ont ete etudies par de nombreux auteurs, en particulier Kodaira,
Nakano, Andreotti et S. Kobayashi [4], [5]. Une fraction notable de leurs
resultats se laisse generaliser de maniere convenable aux hypotheses faites ici.

5. Interpretation de cx{Wn) = 0

a) Rappelons a quelle condition une 2-forme reelle fermee γ de type (1,1)
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est homologue a 0. II existe alors une 1-forme reelle λ telle que:

γ = dλ.

Posons, par decomposition selon les types:

* — "(1,0) + ^(0,1)

oύ, d'apres la realite de λ, on a: 3( l f0) = λ{0Λ). Pour dλ, on obtient:

dλ = d%uo) + {d"λM) + d'λiOtl)) + d"λiOtl)

Pour que γ = dλ soit de type (1, 1), il faut et il suffit que d'λ{lt0} = 0; λ(h0)

etant d'-feπnee peut s'ecrire:

(̂i,o) = d'p + h,

oύ h est une 1-forme holomorphe {d"h = 0) et p un scalaire complexe. On
en deduit:

(5.1) dλ = d"d'p + d'd"-p = d'd"(β - p).

Posons p — p = ty, oύ p est un scalaire reel. II resulte de (5.1) que si γ de
type (1, 1) est homologue a 0, il existe un scalaire reel φ tel que:

(5.2) γ = id'd"φ .

Nous introduisons dans la suite le scalaire positif / = exp φ et ecrivons (5.2)
sous la forme:

(5.3) r = zW'log/ ( / > 0 ) .

Inversement a tout scalaire strictement positif /, (5.3) fait corresponds une
2-forme reelle γ de type (1, 1) homologue a 0. Si c est la forme hermitienne
associee a γ, on a en coordonnees locales:

(5.4) cm, = dj

ou indiίϊeremment:

b) Supposons que cλ(Wn) = 0. De Γetude precedente, il resulte que pour
qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'il existe un scalaire positif / tel que:

(5.5) * . j = 3 . ,

Nous sommes ainsi conduits a attacher a chaque domaine U de coordonnees
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locales complexes le scalaire local strictement positif kπ = /Jp^" qui d'apres
(4.4) et (5.5) verifϊe:

(5.6) dadβ log kπ = dadβ log / + dadβ log ^ = 0

De (5.6) on deduit immediatement qu'il existe une function holomorphe lo-
cale av telle que:

K = au(z) au(z)

kv etant strictement positif, au ne saurait s'annuler sur V.
Les kv correspondant aux differents domaines de coordonnees locales defi-

nissent sur Wn la densitέ scalaire (ou noyau) k associee a la 2n-forme jη.
Soit V un domaine tel que U Π V soit connexe, /f(z) le jacobien correspon-
dant a U et V. Si kv est la composante de k relative au domaine V, on a
d'apres la definition des densites scalaires, sur U ΠV,

Kγ JP V<f γKjj

II vient ainsi:

av(z) av(z) = /£(z) fϊ(z) <*uV) au(z) (zeUΠV).

II en resulte que les quantites

7 ) Cu = <*v(z) = Jf?(z) aσ(z)

sont sur U ΓiV des constantes ψ 0. On a done:

avec C^Cγ = I. II existe done des constantes reelles φ% telles que:

(5.8) av(z) = <& fUz) aπ{z) (z e U Π V).

Soit P^ un troisieme domaine de coordonnees locales tel que U Π W etV Π W
soient connexes. On a

M ή = *"fwiz) av(z) (zεVnW).

SizeU ΠV ΠW, on a done:

aw{z) = e^y^w) f*(z) /v

w{z) aπ{z).
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II en resulte que les constantes introduites verifient:

(5.9) φ& = φ% + ψlr (mod. 2π) .

c) Soit (Wn, p) le revetement universel de Wn. Nous munissons Wn des
elements images reciproques par p de ceux introduits sur Wn. Introduisons
un recouvrement de Wn par des domaines 0, V, W, etc. . . . tels que Γinter-
section de deux domaines soit connexe. Soit <p% une constante reelle attachee
au domaine U. On en deduit pour un domaine V tel que Ό Π V Φ φ une
constante ψγ definie par:

ψZ = φ% — ψy (mod. 2π) .

Siϋ Γ\V Γi W Φ φ, i l j a coherence d'apres Γanalogue de (5.9), puisque:

^ Ξ ^ - ^ Ξ (9£? - φύ) - (ψϋ - ψv) = ψy - ψw. (mod. 2π) .

Ces constantes modulo 2π etant ainsi choisies pour le recouvrement envisage
de Wn, on a

(5.10) e*v ay(z) = / | ( z ) έ*u 2^(2).

(5.10) exprime que les quantites eίφua^(z) sont les composantes sur Wn d'une
«-forme holomorphe 5, partout difϊerente de zero. Si s est un actomorphisme
de Wn correspondent a un element du groupe fundamental τr1(PΓΛ)5 on a

(5.11) 5 *α = e^s)a

oύ <p(s) est une constante reelle, definie modulo 2π.
Anisi si cλ(W^) = 0, // existe sur Wn une n-forme holomorphe a partout

Φθ, verifiant (5.11).
Un recouvrement satisfaisant a la condition enoncee peut, par exemple,

etre construit au moyen de "voisinages convexes" (voir Kobayashi—Nomizu
([5], p 166) pour la structure riemannienne envisagee.

d) Inversement supposant quΊl existe sur Wn une n-forme holomorphe a
partout Φ 0, verifiant (5.11), pour chaque element de πλ(Wn). La 2n-forme
K = a Λ a, partout Φ 0, de Wn satisfait

s*K = K .

Cette forme definit done une 2n-forme de Wn dont le noyan k qui peut s'ecrire
localement k = a 2 verifie:

u = 0 .
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Le premier membre definit une 2-forme de la classe de Chern. II en resulte
que c^Wn) = 0. Nous pouvons enoncer

Theorem. Pour que la premiere classe de Chern cΎ(Wn) d'une variέtέ
kahlerienne compacte Wn soit nulle, il faut et il sufβt qu'il existe sur le revete-
ment universel Wn une n-jorme holomorphe a partout differente de 0 et veri-
fiant (5.11) pour tout element de

6. Sous-algebre de Lh laissant invariante une 2/ι-forme > 0

Donnons-nous sur Wn, kahlerienne compacte, une 2n-forme non nulle

(6.1) K = fη (/>0)

oύ / est un scalaire > 0. Par abus de langage, nous dirons que la 2n-forme
K est supposee ̂  0.

A K est canoniquement associee un noyau k dont la composante relative a
un domaine U est:

(6.2) kυ = fjgϊ > 0 .

a) Soit Lh Γalgebre complexe de toutes les t-i holomorphes de Wn, L une
sous algebre complexe de Lh. Nous nous proposons d'exprimer que L laisse
invariante la forme K ou—ce qui est equivalent—le noyau k [11].

La relation Sf(X)k = 0 x'exprime localement, sur un domaine U, par:

(X°dakπ + d^'kv) + (X'djtv + dtX'kv) = 0.

De meme <£<JX)k = 0 s'ecrit:

iiX'dM + daX
akπ) - i(X'dJcπ + dJC*kπ) = 0.

Ainsi pour que X et JX laissent k invariant, il faut et il suffit que :

(6.3) Xadakv + daX
akΌ = 0 .

D'apres (6.2) la relation precedente peut s'ecrire:

Xm(?J \9Ϊ + fd«^) + dJC Ugϊ = 0

soit:

(6.4) / (daX° + ΪΆ.X>) + X'dJ = 0 .
\ 4ff j\

Or, d'apres des foπnules classiques de geometrie kahlerienne [8]:
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VaX* = 3aX* + Γ«aλX
λ = daX

a + ̂ 0-X" .
Ίffu

(6.4) peut ainsi s'ecrire

fΓaX* + XΨJ = 0

c'est-a-dire

(6.5) Fα(/Z") = 0 .

Si ξ = αr(Zα'0)) est la 1-forme de type (1, 0) associee a Z(1'0), la relation (6.5)
est equivalente a

(6.6) δ'(fξ) = O.

Ainsi pour que L laisse K invariante, il faut et il suffit que la 1-forme
ξ = α(AΓ(1'0)) associee ά tout element X de L verifie la relation (6.6).

b) Si XeL, la 1-forme d'-fermee ξ peut s'ecrire:

(6.7) ξ = dfp + Hξ.

Si X e L Π /, ξ est d'-homologue a 0:

(6.8) ξ = d'p.

ξ verifiant (6.6), on a:

(6.9) <fd'p, d'P> = <δ'(fd'ρ), P>=0

et par suite, / etant > 0, fd'p = 0. Soit V un domaine de Wn sur lequel / ne
s'annule pas; d'ρ = ξ, done le champ de vecteurs X correspondant, sont
identiquement nuls sur V. Par analyticite, X est identiquement nul sur Wn et

L n / = o.
En particulier [L, L] qui est contenu dans L Γ\ I est nul.
Considerons Γ application lineaire de Γespace vectoriel complexe L dans

Γespace vectoriel complexe Ha) des 1-formes holomorphes definie par:

X e L ~> Hξ =

Cette application est injective puisque son noyau est L Π / = 0. II en resulte:

dimc L < dimc H™ = 6 l i 0 (Wn).

Lemme 1. Γowr̂  sous-algebre complexe L de Lh qui laisse invariante une
2n-forme K^0 est abέlienne et:

(6.10)
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c) Soit TP Γespace complexe des p-tenseurs holomorphes sur Wn. La
situation precedente et les travaux de Kodaira nous conduisent a introduire
le sous-espace Up(f) de Tp defini par les p-tenseurs holomorphes A verifiant
la condition:

(6.11) d'{fa(A)} = 0

oύ / est un scalaire > 0 ([6]).
Si A e U*(f) et si k(A) = 0, on sait que Ha(A) = 0 et on deduit de (6.11)

par un raisonnement identique a celui du lemme 1 que A = 0. L'application
lineaire de Γespace vectoriel complexe Up(f) dans Γespace vectoriel complexe
Hip) des /?-formes holomorphes definie par:

A e UP(f) -» Ha(A) € HW

est injective. Ainsi:

Lemme 2. Pour tout f > 0, tout element A de U*(f) qui verifie k(A) = 0
est identiquement nul et

(6.12) dimcUP(f)^bp,0(Wn).

On notera qu'il resulte de ce lemme qu'wrc element A de Up(f) ne peut
s'annuler sans etre identiquement nul. En effet si A s'annule en un point de
Wn, k(A) = 0.

7. Invariance par L des elements de Up(f)

a) Soit X une t. i. holomorphe et soit A un /?-tenseur holomorphe. Le
transforme infinitesimal de A par X est le tenseur de type (p, 0) defini, sur
un domaine U de coordonnees locales complexes, par:

(7.1) {&(X)Aγi'~pp = XλdλA
pι-'pP - f; dλX'*A'ϊ"ι~"* .

1 = 1

Les composantes de X et de A etant des functions holomorphes sur U, il en
est de meme des composantes du p-tenseur &(X)A. Ainsi si A e Tp, X e Lh

on a S£(X)A e Tp.

En introduisant des derivees covariantes, (7.1) peut s'ecrire:

ou comme on le verifie immediatement:
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(7.2) 1 ε F i X
(p — 1 ) ! στ2'"τP

oύ ε est le tenseur-indicateur de Kronecker.

b) Supposons maintenant que A e Up(f), c'est-a-dire verifie en outre:

δ'{fa(A)} = 0.

Cette relation peut s'ecrire sur le domaine U:

(7.3) Vλ(SAλt"'*) = 0 .

En explicitant la derivation covariante, il vient sur U:

II en resulte, par produit par jffo, que (7.3) peut s'ecrire:

dλ(A^'"ppUg^) = 0

ou si Γon introduit le noyau k de composantes ku = / ^ ^ :

(7.4)

Soit X € L laissant K = jη invariante J2?(X) commute avec dλ et annule /t
par produit de (7.4) par S£(X) on a ainsi:

qui exprime que <£{X)A appartient a Up(f).
c) Soit β une p-forme holomorphe sur Wn. Nous nous proposons d'abord

d'obtenir une expression commode pour:

(a(JP(X)A), β) = ±{<?(X)Aγϊ "pβPi...,p .

D'apres (7.2), il vient:

, β) = λxψAA'ϊ-'pβ^J - λxΆ'ϊ' 'pl?^...^

VX A**~'τ*βVλXAβmv ...r .0-1)! 2 p

Le premier terme du second membre etant nul, on peut ecrire:
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(P-l)!

l 4,ro...Γ

Soit en modifiant le nom des indices:

La forme holomorphe β etant d'-fermee, on a:

En effectuant le produit contracte par AΊ—P et distinguant les termes corres-
pondant a λ = σ0 ou λ = σ15 , σp, il vient:

ce qui peut s'ecrire:

^-"'r.oβ.y :, - p* r*'~v>r.β.QTr..Vp = o .

Le dernier terme du second rnembre de (7.5) est done mil et Ton a:

(7.6) (a(J?(X)A), β)=- —±—A^ -v

Par produit par / il vient:

), β) = - _ J _ / Λ * . -^
( p 1 ) !

Mais y4 appartenant a C/p(/) verifie (7.3). Par suite:

, β) = - _L^/7,(/^ -

Par integration sur Wn, on obtient:
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(7.7) <fa(X(X)A), β> = 0 .

En particulier:

<fa(&(X)A), Ha(&(X)A)> = k{X{X)A) <f, 1> = 0.

Ainsi k(&(X)A) = 0 et du lemme 2 il resulte S?(X)A = 0. Nous enonςons:
Lemme 3. Toute sous-algebre complexe L de Lh qui laisse invariante une

2n-forme K = fη ^ 0, laisse invariant chaque element de Up(f).

8. Invariance des formes holomorphes—Application

a) Nous avons vu que sur une variete kahlerienne compacte Wn, toute
p-forme holomorphe β est fermee. Si AT € Lh9 on a:

(8.1) X(X)β = (di(X) + i(X)d)β = di(X)β .

La forme i(X)β, de type (p — 1, 0) a pour composantes sur un domaine U
de coordonnees locales

Ainsi ί(-Y)jβ est holomorphe, done fermee et &{X)β = 0.
Proposition 1. Sur une variete kahlerienne compacte Wn, toute p-forme

holomorphe est invariante par le plus grand groupe connexe de transforma-
tions holomorphes de Wn.

b) Reprenons une variete kahlerienne compacte Wn telle que bny0(Wn) Φ 0.
II existe done sur Wn une π-forme holomorphe β non identiquement nulle.
Celle-ci est invariante pour toute t. i. holomorphe. II en est done de meme
pour la 2n-forme K = εnβ Λ ~β manifestement ^ 0. Nous posons:

(8.2) K = εnβΛβ = fv (f>0).

Relativement a K, Γalgebre de Lie Lh de toutes les t. i. holomorphes verifie
les hypotheses du lemme 1. Ainsi:

Proposition 2. Si Wn est une variete kahlerienne compacte telle que
bny0(Wn) Φ 0, le plus grand groupe connexe G de transformations holomorphes
de Wn est abέlien et dimR G < ί>i(Wn).

f etant defini par (8.2), il resulte du lemme 3 que le groupe G laisse invari-
ant tout element A de Up(f).

9. Identites relatives aux tenseurs holomorphes

a) A tout p-forme a de type (p, 0), associons le (p + l)-tenseur covariant
de type (p + 1,0) defini par*
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(9-1) *(«)*•..„ = *W..,,-

D'apres (3.7), pour que le p-tenseur A de type (p, 0) soit holomorphe, il faut
et il suffit que a {cc(A)} = 0. Compte-tenu de la compacite de Wn, nous allons
mettre cette condition du premier ordre sous la forme d'une condition du
second ordre.

Etant donne un tenseur covariant t de type (1, 1), nous introduisons Γope-
rateur Q(t) sur les formes a de type (p, 0) defini par:

Q(t)a = 2
( p - 1 ) !

On en deduit sur U:

(9.2)

Soit R le tenseur de Ricci de la variete. D'apres l'expression generale du
Laplacien Δa d'une forme, on a avec la notation (9.2):

On en deduit:

(9.3) (Δa v p ^ , n p

Or d'apres Γidentite de Ricci

soit:

(9.4) F / ' v . , , = W>«Py..Pp - \{Q(R)a\n...fp.

De (9.3) et (9.4), il resulte:

(Δa - Q(R)a)^..,p = - 2FΨ,an...,p

c'est-a-dire Γidentite:

(9.5) {Δa - Q(R)a)n...,p = - 2F>a(a)λpv..Pp .

Si A est un p-tenseur holomorphe a{a(A)} = 0 et a(A) est solution de Γequ-
ation elliptique:
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(9.6) MA) - Q(RMA) = 0.

b) Associons a un p-tenseur A de type (p, 0) la 1-forme b(A) definie par:

b(A)λ= ±A>v '*a{a(A)}^...,p.

Dans la suite, nous ecrivons a(a) pour a{a(A)}. Par derivation il vient:

δ'b(A) = - J-FM'i 'pflία)^...,, - ±A^-Wa{a)Xpv..P

De (9.5) on deduit ainsi:

(9.7) (α, Δa - Q(R)a) = 2(p + l)(fl(α), Φ ) ) + 2δ'b(A).

Par integration sur Wn, il vient:

<Δa - Q(R)a, cc> = 2(p

oύ le second membre est positif et n'est nul que pour a{ά) = 0. Ainsi (voir

[8]):
Proposition 1. Etant donnέe une variέtέ kάhlerienne compacte Wn, on a

pour toute forme a de type (p, 0) la relation:

(9.8) <Δa - Q(R)a, a> = 2(p + l)<fl(α), a(a)>.

Pour qu'un p-tenseur A de type (p, 0) soit holomorphe, il faut et il suffit que
a(A) verifte:

(9.9) <Δa(A) - Q(R)a(A), a(A)> = 0

ou soit solution de I'equation:

Δa{A) - Q(R)a(A) = 0.

10. Introduction d'un scalaire / > 0

a) Sur la vaiete kahlerienne compacte Wn, donnons-nous un scalaire f>0
et introduisons, en accord avec les travaux de Kodaira, Γespace complexe
F*(f) des /7-formes a de type (p, 0), ίf-fermees

(10.1) d'a = 0

et verifiant la condition

(10.2) s'(ja) = 0 .
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Soit !F le fibre vectoriel complexe trivial de Wn9 Ω°(&) le faisceau des fonc-
tions holomorphes a coefficients dans ^\ D'apres Kodaira:

dimcF*(f) = dimcH*(Wn9

et d'apres un resultat classique de Dolbeault:

dimcHP(Wn, Ω°{&)) = bp^Wn).

II vient ainsi:

(10.3) dimcF*(f) = bp,0(Wn) .

Introduisons sur les formes a de type (p, 0) les operateurs:

(10.4) Vfa = Pδ'ifcc), Δf = 2(d% + δ'fd')

et le produit scalaire global:

= <a,fβ> .

δ'f est le transpose de df pour ce produit scalaire. En efϊet si a est une forme
de type (p + 1, 0) et β une forme de type (p, 0), on a:

/

/α, β>f = <δ'(fa), β> = <fa, d'β> =

Δf est une generalisation du laplacien JdeG.de Rham. Si a est une forme
de type (p, 0):

, fa> = < J/α, α>/ = 2<J>α, 5 /

/α> / + 2<d/α, d'a>f .

II vient ainsi:

(10.5) <Δfa, fa> = 2<ί /

/ α, /ί>α> + 2<ί//α:5 fd'a> .

Nous voyons que <.Δfa, fay est positif et n'est nul que pour:

c'est-a-dire pour les elements de Fp(f). II en resulte que les elements de F?(f)
coincident avec les solutions de Γequation:

Δfa = 0 .

b) II est aise de donner de Δf une expression simple en fonction de Δ et
de /. Pour une forme a de type (p, 0), on a:

ΔfOt = 2d'{f-ψ(fa)} + 2f'Ψ(fd'a).
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On en deduit en explicitant en coordonnees locales les derivations:

ou en developpant:

2 Mt
-ε

Sous forme intrinseque, il vient:

(10.6) Δf = Δ - 2d'i(j-1d"j) - 2i{j'λdfrj)df

oύ, pour une forme a de type (p, 0), on a pose:

c) Nous posons dans la suite:

(10.8) Ra? = ca} + dβp log / (/ > 0)

oύ la forme hermitienne c definit ainsi une 2-forme reelle fermee γ de type
(1, 1) telle que [γ] est proportionnelle a c^Wn). On peut obtenir, pour / > 0
arbitraire, une generalisation de la proposition du paragraphe precedent.
D'apres(9.7):

(fa, Δa - Q(R)a) = 2(p + l)(/fl(α), a(aj) + 2fδ'b(A) .

Or:

fδ'b(A) = δ'(fb(A)) + i(d"f)b(A)

oύ

Kd"f)b{A) = VλfA>r~>P

Posons:

On obtient ainsi:

(10.9) (fa, da - Q(R)a - 2 F / - v v α ) = 2(p
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Par integration sur Wn, nous obtenons:

(10.10) <Δa - Q(R)a - 2Pf-ia,,fa, fa> = 2{p + l)<α(α), fa(a)>

oύ le second membre est encore positif et n'est nul que pour a(ά) = 0.
d) De la decomposition (10.8) de R on deduit d'autre part que si a est

une forme de type (p, 0):

{Q{R)cc - Q(c)a}n...,p = —1—^ 'v^

II en resulte

( p - 1)! Ί V

ce qui peut s'ecrire, avec la notation introduite dans (10.7):

(10.11) {Q(R)a - Q(c)a - 2dΊ(f-^f)a}Pι^Pp

" " ( p — l)\£Pl -Pp >at">2 -pp '

Considerons la forme 2i(f~1d"f)d'a qui a pour composantes:

En distinguant le cas p0 = λ et le cas pQ = σ19 , σp, il vient:

(10.12)

De (10.11) et (10.12), on deduit ainsi que si a est une forme de type (p, 0),
on a la relation:

(10.13) Q(R)a + 2Ff-id,,fa = Q(c)a + 2{d'i(J-*d"f) + i{j-λ

et (10.10) peut s'ecrire compte-tenu de Γexpression (10.6) de Δf:

<Δfa - Q(c)a, fa> = 2(p + l)<a(a), fa(a)> .
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Nous pouvons enoncer:
Proposition 2. Etant donnee une variete kάhlerienne compacίe Wn et un

scalaire f > 0 sur Wn, on a pour toute forme a de type (p, 0) la relation:

(10.14) < Δ f a - Q(c)a, fa> = 2(p + l)<α(α), fa(a)> .

Pour qu'un p-tenseur A de type (pβ 0) soit holomorphe, il faut et il suffit que

a(A) verifie:

(10.15) <Δfa(A) - Q{c)ct{A)y fa(A)> = 0

ou soit solution de Vequation:

(10.16) Δfa(A) - Q(c)a(A) = 0 .

11. Variete kahlerienne a classe de Chern c^Wn) < 0

Supposons que la variete kahlerienne compacte Wn admette au sens du
paragraphe 4, une premiere classe de Chern cx(Wn) < 0. Le tenseur de Ricci
de la variete verifie alors la relation (10.8), soit:

(11.1) R., = c.9 + dj3,)ogi (/>0)

oύ la forme heπnitienne c, de coefficients caβ, est negative ou nulle en tout
point de Wn.

a) Si a est une p-forme arbitraire de type (p, 0), considerons la forme
Q(c)a donnee par

Par abus de notation, nous notons encore a le p-tenseur associe a la forme a
par conjugaison et dualite definie par la metrique. II vient:

, a) = I a

Soit

(11.2) (β(c)α, a) = J 2 cλβcί *' '°

De Γhypothese faite sur c, il resulte ainsi:

(11.3) (Q(c)a,a)<0

en tout point de Wn.
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b) Soit A e TP un /?-tenseur holomorphe arbitraire de Wn. D'apres la
proposition 2 du paragraphe 10

(11.4) <Δsa{Λ) - Q(c)a(A), fa(A)> = 0 .

Mais d'apres (10.5) et (11.3):

<Δsa{A\ fa(A)> > 0 , - <Q(c)a(A), fa(A)> > 0 .

II en resulte, en vertu de (10.5), δ'fa(A) = 0, soit la relation:

δ'{fa(A)}=0

et Tp coincide avec Up(f). II en est en particulier ainsi pour p = 1, c'est-a-
dire pour Γespace des vecteurs holomorphes. Par suite Γalgebre Lh laisse
invariante la 2n-forme positive K = fη. Des lemmes 1 et 3, on deduit le
theoreme suivant:

Theoreme 1. Si une variέtέ kάhlerienne compacte Wn verifie c^W^) < 0,
tout p-tenseur holomorphe est invariant par le plus grand groupe connexe G
de transformations holomorphes de Wn et:

En particulier G est abelien et:

12. Variete kahlerienne a classe de Chern c,(Wn) > 0

Supposons maintenant que la variete kahlerienne compacte Wn admette,
au sens du paragraphe 4, une premiere classe de Chern cx(Wn) > 0. On a
encore (11.1) oύ la forme hermitienne c est positive ou nulle en tout point de
Wn.

a) Si or € F*>(f), on a Δfa = 0 et il resulte de (10.14) :

<Q(c)a, fa> = - 2(p + 1) <a(a), fa(a)> .

Mais d'apres (11.2) et Γhypothese faite sur c

<Q(c)a,fcc>>0.

On en deduit:

(12.1) <a(a), fa(a)> = 0 , <Q(c)a9 fa> = 0

et par suite a(ά) = 0. Ainsi a e Fp(f) est necessairement forme associee a un
p-tenseur holomorphe A e Up(f) et Γon a:
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dimcU
p(f) = dimcF

p(f) = bp

II resulte de lemme 2 du paragraphe 6 que si la constante (a, Ha) est nulle,
a est necessairement nulle. L'application lineaire de Γespace vectoriel com-
plexe Fp(f) dans Γespace vectoriel complexe H{p) definie par:

a € Fp(f) ->Hae Wp)

est bijective. D'autre part une p-forme holomorphe de Wn ne peut s'annuler
en un point sans etre identiquement nulle. II en resulte:

b) Considerons en particulier le cas p = 1. Soit L la sous-algebre com-
plexe de Lh definie par les t.i. holomorphes laissant invariante la 2n-forme
positive K = fη. Cette sous algebre de dimension b^0(Wn) est abelienne d'a-
pres le lemme 1 du paragraphe 6 et laisse invariant chaque element de Up(f)
d'apres le lemme 3.

Si / est Γideal introduit au paragraphe 2, il resulte de Γanalyse du a que
Lh/I admet un isomorphisme naturel sur L et Lh admet la decomposition en
somme directe Lh = I + L. Nous obtenons

Theoreme 2. Si une variέtέ kdhlerienne compacte Wn verifie cx(W^) > 0,
on a pour le scalaire f > 0 verifiant (11.1):

dimcUP(f) = bv,0(Wn) < C*

et par suite dimcT
p > bp,0(Wn). Une forme holomorphe non identiquement

nulle ne peut s'annuler. L'algebre Lh admet la decomposition en somme
directe:

(12.2) Lh = I + L,

oύ L est une sous-algebre complexe abelienne de Lh, de dimension complexe
bU0(Wn), qui laisse invariant chaque element de Up(f).

Supposons toujours Ci(W»)>0; si bn^{Wn) ψ 0, il existe une n-forme
holomorphe non identiquement nulle sur Wn et cette forme ne peut s'annuler
nulle part. Par suite cx(Wn) = 0.

Ainsi si cx(P^n) > 0 nfest pas nulle, on a bn,Q(Wn) = 0.

13. Έtude de cas particuliers

a) Supposons que c^W^) contienne une 2-forme telle que la forme her-
mitienne associee c, partout negative ou nulle, soit definie negative en un
point Zo de Wn. Nous dirons que c^W^ < 0 est localement definie negative.
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Si A est un p-tenseur holomorphe de Wn, il appartient a Up(f) et il resulte
de (11.4) que a(A) verifie partout

(Q(c)a(A), fa(A)) = 0 .

D'apres (11.2), cette egalite entraine qu'au point z0, a(A) done A s'annulent.
Mais A appartenant a £/*>(/) ne peut, d'apres le lemme 2, s'annuler sans etre
identiquement nul. Ainsi:

Corollaire 1. Si cΎ(Wn) < 0 est localement definie negative, il n'existe sur
Wn aucun p-tenseur holomorphe non identiquement nul. En particulier le
plus grand groupe connexe G de transformations holomorphes de Wn est rέ-
duit a Videntitέ.

Nous obtenons ainsi une generalisation d'un theoreme dύ a Nakano et re-
latif au cas oύ cλ(Wn) est definie negative (c partout definie negative). Sous
cette derniere hypothese, Andreotti et S Kobayashi [3] ont montre recemment
que le groupe de toutes les transformations holomorphes de Wn est fini.

b) Supposons maintenant que Cj(Ψn) contienne une 2-forme telle que la
forme hermitienne c associee, partout positive ou nulle, soit definie positive
en un point z0 de Wn. Nous dirons alors que c^Wn) > 0 est localement definie
positive.

Si aeFP(f), il resulte de (12.1) que a verifie partout:

(β(c)α, a) = 0 .

D'apres (11.2) cette egalite entraine encore qu'au point z0, a s'annule. Mais,
d'apres Γhypothese faite, a est associee a un element A de Uv(f) et ne peut
s'annuler sans etre identiquement nulle. On voit ainsi que bPi0(Wn) = 0
(p = 1, . , ή). Ainsi:

Corollaire 2. Si cλ(Wn) > 0 est localement definie positive, il n'existe sur
Wn aucune p-forme holomorphe non identiquement nulle. En particulier le
premier nombre de Betti b^Wn) est nul.

c) Supposons enfin c1(PΓn) = 0. Les resultats des deux theoremes fonda-
mentaux des paragraphes 11 et 12 sont simultanement valables. De

dimc T* < bp,Q(Wn), dimc T* > b

on deduit

Pour p = 1

et / est nul. Ainsi



220 ANDRE LICHNEROWICZ

Corollaire 3. Si c^Wn) = 0, un p-tenseur holomorphe ou une p-forme
holomorphe ^ 0 ne peuvent s'annuler. Tout p-tenseur holomorphe est in-
variant par toute transformation infinitesimale holomorphe et

En particulier le plus grand groupe connexe G de transformations holo-
morphes de Wn est abέlien et

dimBG = bτ(Wn) .

14. Variete de Hodge a cλ{Wn) > 0 et localement definie positive

a) Supposons que Wn soit une variete de Hodge (variete algebrique)
compacte: la 2-forme fondamentale F de Wn admet des periodes entieres. Si
X(Wn) est le genre arithmetique de la variete, on a, d'apres un resultat classi-
que de Kodaira et Spencer:

(14.1) X(Wn) = Σ ( - l)pb,Awn) -
p = 0

Soit Wn un revetement d'ordre q de Wn que nous supposerons muni de la
metrique et de la 2-forme images reciproques de celles de Wn. La variete Wn

est aussi variete de Hodge. En appliquant la version de Hirzeburch du theo-
reme de Riemann-Roch, S. Kobayashi [4] a etabli le lemme suivant:

Lemme 4. Soit Wn un revetement d'ordre q d'une variete de Hodge com-
pacte Wn. On a:

(14.2) X(Wn) = qX(Wn) .

b) Supposons en outre que Cj(Wn) > 0 soit localement definie positive. II
en est alors έvidemment de meme pour Wn et il resulte de (14.1) et du corol-
laire 2 du paragraphe 13:

X(Wn) = 1 , X(Wn) = 1 .

On a done necessairement q = 1 d'apres le lemme 4. Le groupe fundamental
^i(Wn) de la variete envisagee ne peut admetre de sous-groupe propre d'in-
dice fini.

Le premier nombre de Betti de Wn etant nul, le groupe H^Wn, Z) est fini.
Le sous-groupe des commutateurs de π^W^) ne peut que coϊncider avec
πx(Wn) e t l 'ona :

H^Wn Z) = 0 .

Ce raisonnement, dύ a Kobayashi, conduit au theoreme suivant
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Theoreme 3. Soit Wn une variέtέ de Hodge compacte telle que c^W^ > 0
soit localement definie positive. Pour une telle variέtέ:

H^W*, Z) = 0.

15. Cas d'une courbure scalaire constante

Nous nous proposons d'etudier le cas d'une variete kahlerienne dont la
courbure scalaire Tr. R est constante.

a) Nous allons d'abord etablir le lemme suivant
Lemme 5. Pour toute p-forme holomorphe β, on a sur une variέtέ kahle-

rienne:

(15.1) δ'Q(R)β = ~ i(4Ίτ. R)β .

En efϊet de:

On deduit qu'en coordonnees locales complexes:

En distinguant au second membre les termes pour lesquels v = λ et ceux pour

lesquels v = σ2, , σpi il vient

(d'Q(R)β\,.,p = - 2VR>βw.^ + j-λ— A . J Γ Λ / ^ . . ^ .

Le tenseur de Ricci d'une variete kahlerienne verifie:

Comme βμva ...„ est antisymetrique en μ et v le second terme du membre de

droite est nul. D'autre part, d'apres Γidentite de Bianchi:

et il vient:

δ'Q(R)β= -i(dTτ.R)β.

Si Tr. R = const., δ'Q(R)β = 0 .
b) Du lemme precedent, on deduit:
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Lemme 6. Soit AeT? un p-tenseur holomorphe sur la variέtέ kahlerienne
compacte Wn a courbure scalaire constante. Dans la decomposition:

a(A) = d'μ + Ha(A)

la p-forme holomorphe Ha(A) est a dέrivέe covariante nulle.
D'apres la proposition 1 du paragraphe 9, a(A) verifie Γequation:

Δa(A) - Q(R)a(A) = 0 .

On en deduit:

<Δd'μ - Q(R)d'μ9 d'μ> = - <ΔHa(A) - Q(R)Ha(A), d'μ>

= <Q(R)Ha(A),d'μ>

soit

<Δdrμ - Q(R)d?μ9 d'μ> = <δ'Q(R)Ha(A), μ> .

Mais d'apres le lemme 5, le second membre est nul. De la proposition 1 du
paragraphe 9, il resulte que la p-forme d'μ et, par suite, la p-forme Ha(A)
sont associees a des p-tenseurs holomorphes Ha(A) verifie done les relations:

Vλ{Ha{A)}n...Pp = 0 , V-λ{Ha{A)}n...Pp = 0

et est ainsi a derivee covariante nulle.
c) Une variete riemannienne est dite irreductible si son groupe d'holono-

mie connexe est irreductible (dans le reel). Nous allons etablir le lemme sui-
vant:

Lemme 7. Soit Wn une variέtέ kahlerienne compacte telle que c^W^ > 0,
sans etre nulle. Si Wn est irreductible et a courbure scalaire constante, on a:

bp,o(Wn) = 0 ( p = 1, •-.,/!).

En effet, d'apres le raisonnement conduisant au theoreme 2, toute p-forme
holomorphe β de Wn peut s'ecrire β = Ha(A), oϋ A est un p-tenseur holo-
morphe. II resulte du lemme 6 que, sous les hypotheses faites, toute p-forme
holomorphe β de Wn est a derivee covariante nulle, done verifie simultane-
ment Δβ = 0, Δβ - Q(R)β = 0 et par suite Q(R)β = 0.

On en deduit:

<Q(c)β, β) + 2F a(F, logfβ**'-pβ\%...0p) = 0 .

Par integration sur Wn, il vient:
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(Q(c)β, β) etant necessairement > 0, on en deduit:

(Q(c)β, β) = 0

soit en coordonnees locales:

(15.2) c»β2"*""*ββ.r...p = O.

Si β & 0 est une p-forme holomorphe, il resulte de l'irreductibilite de Wn:

βλa*'"aψo2. .<,p = agλμ {a = const, ψ 0)

puisque le premier membre est a derivee covariante nulle. De (15.2), il re-

sulterait alors Tr. c = 0, ce qui est contraire aux hypotheses du lemme. On

en deduit bp,0(Wn) = 0 (p = 1, ή).

b) Supposons que Wn, variete de Hodge, satisfasse aux hypotheses du

lemme 7. Le raisonnement du paragraphe 14 s'applique sans modification a

la situation presente et Γon a (voir [4])

Theoreme 4. Soit Wn une variete de Hodge compacte telle que cx(W^ ^ 0,

sans etre nulle. Si Wn est irrέductible et a courbure scalaire constante, on a:

H1{Wn9Z) = 0.
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