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\S 1. Probl\‘emes et r\’esultats.

1.0. R\’esum\’e.
Ce travail est consacr\’e \‘a une etude des probl\‘emes mixtes dans un

quadrant pour les op\’erateurs scalaires non homog\‘enes \‘a coefficients con-
stants.

Chazarain et Piriou $[2][3]$ ont caract\’eris\’e les probl\‘emes mixtes hy-
perboliques bien pos\’es sous une hypoth\‘ese de Lopatinski non n\’ecessaire-
ment uniforme pour les op\’erateurs homog\‘enes \‘a coefficients constants.
En employant ainsi qu’eux la m\’ethode introduite par Calder\’on pour le
cas elliptique, nous \’etendons leurs r\’esultats aux op\’erateurs non homo-
g\‘enes. D’autre part, nous \’etudions \’egalement les probl\‘emes mixtes
avec le bord caract\’eristique pour les op\’erateurs d’\’evolution non nec\’es-
sairement hyperboliques.

Dans le \S 2, nous \’etudions le projecteur de Calder6n pour ces
op\’erateurs. Dans le \S 3, nous caract\’erisons les probl\‘emes mixtes bien
pos\’es dans des espaces de Sobolev pour des op\’erateurs d’evolution. Cela
donne dans le cas scalaire une d\’emonstration rigoureuse d’un r\’esultat
de Hersh [4] concernant les systemes. Au \S 4 nous d\’emontrons une
estimation de la solution du probl\‘eme mixte hyperbolique pour un
op\’erateur strictement hyperbolique, ainsi que Chazarain et Piriou [3].

Dans les articles prochains, nous ferons des applications aux pro-
bl\‘emes mixtes hyperboliques avec le bord caract\’eristique. La partie es-
sentielle de ce travail a \’et\’e accomplie en 1977 a l’Universit\’e de Nice
grace \‘a une bourse du gouvernement frangais. L’auteur remercie vive-
ment Monsieur J. Chazarain pour ses conseils.

1.1. Enonc\’e des probl\‘emes.
Pour \’enoncer les probl\‘emes et les principaux r\’esultats, pr\’ecisons

Regu 10 mars, 1978
Revis\‘e 4 septembre 1978



370 $K6ICHI$ UCHIYAMA

d’abord quelques notations:
$R^{n+1}=R_{x}^{1}\times Rt^{-1}\times R_{t}^{1}\ni(x, y, t)$ ,

$=R_{x}^{1}\times R_{l}$ $\ni(x, z)$ ,
$R\dotplus+1=R_{\$}^{+}\times R_{l}=\{(x, z)\in R^{n+1};x>0\}$ ,
$\overline{R_{+}^{+1}}=\overline{R_{x}^{+}}\times R_{l}^{l}=\{(x, z)\in R^{\iota+1};x\geqq 0\}$ .

Le dual de $R_{x,z}^{+1}$ est not\’e par

$R+1=R_{\epsilon}^{1}\times R_{\eta}^{\prime*-1}\times R_{r}^{1}\ni(\xi, \eta, \tau)$ ,
$=R_{\epsilon}^{1}\times R_{\zeta}^{l}$ $\ni(\xi, \zeta)$ ,

et son complexifi\’e sera not\’e par les m\^eme symbols $(\xi, \eta, \tau)$ . On pose

$D_{x}=\frac{\partial}{i\partial x}$ , $D_{\nu}=(\frac{\partial}{i\partial y_{1}},$ $\cdots,$ $\frac{\partial}{i\partial y-1})$ , $D_{t}=\frac{\partial}{i\partial t}$ ,

et
$\gamma_{k}u=D_{x}^{k}u|_{x=0}$ pour $u\in C^{\infty}(R^{n+1})$ .

Pour $s$ un r\’eel, posons

$H.(R^{\prime})=\{v(y, t);ve\mathscr{L}^{\prime}(R^{n})$ telle que

$||v||_{*}^{2}=\int\int_{R}.(1+|\eta|+|\tau|^{2})|_{\hat{v}}(\eta, \tau)|^{8}d\eta d\tau<+\infty\}1)$

Pour $s,$ $reR$ , posons

$H_{e.r}(R+1)=\{u(x, y, t);u\in \mathscr{L}^{\prime}(R^{n+1})$ telle que

$||u||_{\epsilon,r}^{2}=\int\int_{R+1}(1+|\xi|^{2}+|\zeta|^{g})(1+|\zeta|^{3})^{r}|\hat{u}(\xi, \zeta)|^{2}d\xi d\zeta<+\infty\}$ .
Pour $s,$ $r\in R$ et $\gamma>0$ , posons $\zeta=(\eta, \sigma-i\gamma),\hat{u}(\xi, \zeta)^{\bigwedge_{=e^{-\gamma t}u}}(\xi, \eta, \sigma)$ et

$H_{l.r;\gamma(R+)}1=\{u(x, y, t);e^{-\gamma t}u(x, y, t)\in H.,r(R’+\iota)\}$

et

$||u||_{*,r:\gamma}^{2}=\int\int\int_{R^{n+1}}(1+|\xi|^{2}+|\zeta|^{2})(1+|\zeta|^{2})^{r}|\hat{u}(\xi, \zeta)|^{2}d\xi d\eta d\sigma$ .
Posons de la m\^eme mani\‘ere

$H_{l:\gamma}(R^{t})=\{v(y, t);e^{-\gamma t}v(y, t)eH.(R)\}$

1)
$\hat{v}(\eta, \tau)$ d\’esigne la transform\’ee de Fourier (-Laplace) d\’efinie par $\int\int_{R}e^{-t(y\cdot\eta+\tau)}v(y,t)dydt$ .
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et
$\langle v\rangle_{:r}^{2}=\int\int_{R\sim}(1+|\zeta|^{2})^{*}|\hat{v}(\zeta)|^{2}d\eta d\sigma$ .

D\’efinissons les espaces dans $R\dotplus\iota+1$ par

$H_{r:\gamma}(R_{+}^{n+1})=\{u(x, y, t)|_{R^{n+1}};+ueH_{\epsilon,r;\gamma}(R^{n+1})\}$

et
$|u|.,r;\gamma=\inf$ { $||\tilde{u}||_{\epsilon,r;\gamma};\tilde{u}\in H_{r;\gamma}(R^{n+1})$ et $\tilde{u}=u$ dans $R_{+}^{+1}$}.

Si $r=0$ , on posera $H_{s;\gamma}(R\dotplus+1)=H_{*,0;\gamma}(R_{+}^{n+1})$ et $|u|_{\epsilon;\gamma}=|u|..0;\gamma$ . Enfin, em-
ployons les notations

$H_{\infty:\gamma}=\bigcap_{*eR}H_{\epsilon:\gamma}$ ,

$H_{-\infty;\gamma}=\bigcup_{eR}H_{\epsilon;\gamma}$ .

Dor\’enavant, soit $P(D_{x}, D_{y}, D_{t})$ un op\’erateur diff\’erentiel \‘a coefficients
constants de degr\’e $m$ .

DEFINITION 1.1. Un polyn\^ome $P(\xi, \eta, \tau)$ est \’evolutif en $\tau$ , si les
deux conditions suivantes sont satisfaites:

(1.1) il existe une constante $\gamma_{0}(\geqq 0)$ telle que $P(\xi, \eta, \tau)\neq 0$ pour
$(\xi, \eta, \tau)eR^{n}\times\{\tau eC;{\rm Im}\tau<-\gamma_{0}\}$ .

(1.2) le polyn\^ome $P(\xi, \eta, \tau)$ est de la forme

$P(\xi, \eta, \tau)=a\tau^{p}+\sum_{k=0}^{p-1}A_{k}(\xi, \eta)\tau^{k}$ ,

o\‘u $a$ est une constante non nulle.
De plus, le polyn\^ome $P(\xi, \eta, \tau)=\sum_{j=0}^{q}P_{j}(\eta, \tau)\xi^{j}(q\leqq m)$ est dit normal en
$\xi$ , si

(1.3) le polyn\^ome $P_{q}(\eta, \tau)$ v\’erifie (1.1). Le polyn\^ome $P(\xi, \eta, \tau)$ est
hyperbolique en $\tau$ , si $P(\xi, \eta, \tau)$ est \’evolutif en $\tau$ avec $P^{0}(0,0,1)\neq 0$ o\‘u
$P^{0}$ est la partie principale de $P$.

REMARQUE. Si un polyn\^ome $P(\xi, \eta, \tau)$ est hyperbolique en $\tau$ , il est
forc\’ement normal en $\xi$ . En effect, $P_{q}(\eta, \tau)$ est hyperbolique en $\tau$ , ce qui
a \’et\’e remarqu\’e par T. Kasahara.

On se donne $\mu^{\prime}$ op\’erateurs diff\’erentiels \‘a coefficients constants
$B_{j}(D_{x}, D_{y}, D_{t})=\sum_{k=0}^{m_{\dot{J}}}B_{j,k}(D_{\nu}, D_{t})D_{x}^{k}$ ($j=0,1,$ $\cdots,$

$\mu^{\prime}-1$ ; degr\’e $B_{\dot{g}}=b_{j}$) d’ordre
$m_{j}$ par rapport \‘a $D_{x}$ .

On consid\‘ere le probl\‘eme mixte $(P)$ :
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$(P)\left\{\begin{array}{ll}P(D_{x}, D_{y}, D_{t})u=f(x, y, t) & pour (x, y, t)\in R_{+}^{\vdash 1} ;\\B_{j}(D_{x}, D_{y}, D_{t})u|_{x=0}=g_{j}(y, t) & pour (y, t)\in R^{n} ;\end{array}\right.$

$(j=0,1,$ $\cdots,$
$\mu^{\prime}-1$ .

Plus pr\’ecis\’ement on consid\‘ere les probl\‘emes:
$(P1)$ Etant donn\’e l’op\’erateur $P$ \’evolutif en $t$ normal en $x$ , carac-

t\’eriser les op\’erateurs $B_{j}(j=0,1, \cdots, \mu^{\prime}-1)$ pour lesquels le probl\‘eme $(P)$

est bien pos\’e dans l’espace de Sobolev $H_{\infty:\gamma}$ .
$(P2)$ Dans le probl\‘eme $(P1)$ on suppose de plus que $P$ est stric-

tement hyperbolique en $t$ . Caract\’eriser $B_{j}$ pour lesquels la solution
$u\in H_{m,-1:\gamma}(R_{+}^{n+1})$ a une estimation de la forme

(1.4) $\gamma|u|_{m,-1;\gamma}^{2}+\sum_{j=0}^{m-1}\langle\gamma_{j}u\rangle_{m-1-j.\gamma}^{2}$

$\leqq\frac{C}{\gamma^{2\theta}}(\frac{1}{\gamma}|f|_{0,\theta.\gamma}^{2}+\sum_{j=0}^{\mu^{\prime}-1}\langle g_{j}\rangle_{m-1-b_{j}+\theta;\gamma}^{2})$ avec $\theta\geqq 0$ .

1.2. Enonc\’e des r\’esultats.
Nous allons introduire la matrice de Lopatinski et le d\’eterminant

de Lopatinski.
Soit $P(\xi, \eta, \tau)$ \’evolutif en $\tau$ et normal en $\xi$ . Pour $\zeta=(\eta, \tau)\in R^{n-1}$

$\times\{\tau\in C;{\rm Im}\tau<-\gamma_{0}\}$ , on d\’esigne par $\xi_{j}^{+}(\zeta)(j=0,1, \cdots, \mu-1)$ les z\’eros en
$\xi$ , distincts ou non, du polyn\^ome $P(\xi, \eta, \tau)$ tels que ${\rm Im}\xi>0$ . Le nombre
$\mu$ est ind\’ependant de $\zeta=(\eta, \tau)$ grace aux hypoth\‘eses (1.1) et (1.3).

Dor\’enavant on fait l’hypoth\‘ese

(1.5) $\mu^{\prime}=\mu$ .
Pour $\zeta=(\eta, \tau)\in R^{n-1}\times\{\tau\in C;{\rm Im}\tau<-\gamma_{0}\}$ , posons

(1.6) $P^{+}(\xi, \zeta)=\prod_{\dot{g}=0}^{\mu-1}(\xi-\xi_{\dot{f}}^{+}(\zeta))$ ,

et d\’esignons par

(1.7) $B_{j}^{\prime}(\xi, \zeta)=\sum_{k=0}^{\mu-1}B_{\dot{g}k}^{\prime}(\zeta)\xi^{k}$

le reste de la division euclidienne, entre polyn\^omes en $\xi$ , de $B_{j}(\xi, \zeta)$ par
$P^{+}(\xi, \zeta)(i=0,1, \cdots, \mu-1)$ .

DEFINITION 1.2. On appelle matrice de Lopatinski la matrice carr\’ee

(1.8) $B^{\prime}(\zeta)=(B_{\dot{g},k}^{\prime}(\zeta))_{j,k=0.1\ldots..\mu-1}$ ,
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et d\’eterminant de Lopatinski son d\’eterminant

(1.9) $R(\zeta)=\det B^{\prime}(\zeta)$ .
Pour le probl\‘eme $(P1)$ nous avons le

THEOREME I. Sous les hypoth\‘eses (1.1), (1.2), (1.3), et (1.5), les deux
assertions suivantes sont \’equivalentes:

(i) pour tout $f\in H_{\infty;\gamma}(R_{+}^{n+\iota}),$ $g=(g_{j})\in H_{\infty:\gamma}(R^{n};C^{\mu})$ avec $\gamma>\gamma_{0}$ , le
probl\‘eme $(P)$ admet une solution unique $u\in H_{\infty j\gamma}(R\dotplus\iota+1)$ .

(ii) $R(\zeta)\neq 0$ pour $\zeta=(\eta, \tau)\in R^{n-1}\times\{\tau\in C;{\rm Im}\tau<-\gamma_{0}\}$ .
Le probl\‘eme $(P1)$ a \’et\’e \’etudi\’e dans un cadre plus g\’en\’eral par

Hersh [4]. Mais sa d\’emonstration n’\’etait pas compl\‘ete. Dans le cas du
syst\‘eme du premier ordre, une d\’emonstration rigoureuse a \’et\’e donn\’ee
par Kasahara [8]. R. Melrose a trait\’e le m\^eme sujet que le n\^otre, mais
par une m\’ethode diff\’erente.

Pour le probl\‘eme $(P2)$ , nous g\’en\’eralisons au cas non homog\‘ene avec
le bord non caract\’eristique le th\’eor\‘eme 2 de Chazarain-Piriou [3]. . Sup-
posons que $m_{j}\leqq m-1$ pour $j=0,1,$ $\cdots,$ $\mu-1$ .

THEOREME II. On suppose $P(\xi, \eta, \tau)$ strictement hyperbolique en $\tau$ et
le bord non caract\’eristique. Alors, sous l’hypoth\‘ese (1.5), deux asser-
tions suivantes sont \’equivalentes:

(i) Il existe $C>0$ et $\gamma_{1}$ telles que pour $\gamma>\gamma_{1},$ $f\in H_{0.\theta:\gamma}(R_{+}^{n+1})$ , et
$g_{j}\in H_{m-1-b_{j}+\theta;\gamma}(R$“ $)$ $(j=0, \cdots, \mu-1)$ , le probl\‘eme $(P)$ admet une solution
unique $u\in H_{m,-1;\gamma}(R_{+}^{n+1})$ , qui v\’erifie (1.4). De plus, si $f\in H_{\infty;\gamma}(R_{+}^{n+1})$ ,
$g_{j}\in H_{\infty:r}(R$“ $)$ , alors $u\in H_{\infty;\gamma}(R_{+}^{n+1})$ .

(ii) La matrice inverse $A=(A_{kj}(\zeta))$ de $B^{\prime}(\zeta)$ v\’erifie une majoration
de la forme

$(L_{\theta})$
$|A_{k,j}(\zeta)|\leqq C\frac{|\zeta|^{k-b_{j}+\theta}}{|{\rm Im}\tau|^{\theta}}$ pour $\zeta=(\eta, \tau)\in R^{n-1}\times\{{\rm Im}\tau<-\gamma_{1}\}$ .

REMARQUE. $\theta$ s’interpr\‘ete “la d\’eviation’’ de la condition uniforme
de Lopatinski. En effet, dans le cas $\theta=0$ , l’in\’egalit\’e (1.4) est stable
sous la perturbation des termes inf\’erieurs, aussi est (1.4) avec $\theta=0$

caract\’eris\’ee par les probl\‘emes $(P, B)$ dont la partie homog\‘ene $(P^{0}, B^{0})$

v\’erifie $(L_{0})$ . Autrement dit, $(P, B)$ v\’erifie la condition uniforme de
Lopatinski. Une autre caract\’erisation a \’et\’e donn\’ee par Agemi et
Shirota [1].

On signale que si le bord est caract\’eristique, l’estimation caract\’eri-
s\’ee par $(L_{\theta})$ subit une perte d\’ependante de $(m, m_{j})$ en direction tangen-
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tielle, ceci sera d\’etaill\’e dans l’article prochain.

\S 2. Projecteur de Calder\’on.

2.1. Potentiels de multi-couches.
On fait quelques rappels sur la transformation de Fourier-Laplac $\{$

des distributions. Pour simplicit\’e, $(x, y)$ est not\’e par $y$ . La trans
form\’ee de Fourier de $Q(y, t)e\mathscr{L}^{\prime}(R+1)$ est d\’efinie par

$\mathscr{G}_{y,t}^{-}Q(\eta, \tau)=\int_{R+1}e^{-:(\eta\cdot v+\tau t)}Q(y, t)dydt$

et sera not\’ee simplement $\hat{Q}(\eta, \tau)$ s’il n’y a pas de confusion. $S$

exp $[{\rm Im}\tau t]Q(y, t)\in \mathscr{L}^{\prime}(R_{y,t}^{\prime+1})$ , la transform\’ee de Fourier-Laplace de $Q$ est
d\’efinie par

$\mathscr{G}_{y,t}^{\sim}Q(\eta, \tau)=\mathscr{G}_{ut}^{-}[\exp({\rm Im}\tau t)Q(y, t)](\eta, {\rm Re}\tau)$ .
PROPOSITION 2.1. Soit $q(\eta, \tau)$ une fonction continue dans $R‘‘\times\{\tau\in C$

${\rm Im}\tau<-\gamma_{0}\}$ telle que
(2.1) pour toute $\gamma_{1}>\gamma_{0}$ il existe $C>0$ et $b$ r\’eelle telles que

$|q(\eta, \tau)|\leqq C(1+|\eta|+|\tau|)^{b}$ dans $R’\times\{\tau;{\rm Im}\tau<-\gamma_{1}\}$ ,

et que
(2.2) pour chaque $\eta\in R$

“ fix\’e $q(\eta, \tau)$ soit holomorphe en $\tau$ avec
${\rm Im}\tau<-\gamma_{1}$ .

Alors il existe $Q(y, t)\in\bigcap_{\gamma>\gamma_{0}}H_{-\infty.r}(R^{\prime+1})$ unique telle que $\Psi Q(\eta, \tau)=$

$q(\eta, \tau)$ dans $R\times\{\tau;{\rm Im}\tau<-\gamma_{0}\}$ . De plus, on $a$ supp $Q\subset\{(y, t)\in R+1;t\geqq 0\}$

Les details se trouvent dans Schwartz [11].
On construit d’abord une solution fondamentale de $P(D)$ .
LEMME 2.2. Soit $P(\xi, \eta, \tau)$ \’evolutif par rapport \‘a $\tau$ . Alors on a

(2.3) $|P(\xi, \eta, \tau)|\geqq|a||{\rm Im}\tau+\gamma_{0}|^{p}$ pour $(\xi, \eta, \tau)\in R\times\{\tau;{\rm Im}\tau<-\gamma_{0}\}$ .
DEMONSTRATION. $|P(\xi, \eta, \sigma-i\gamma)|=|a|\prod_{i=1}^{p}|\gamma-\gamma_{\dot{f}}(\xi, \eta, \sigma)|\geqq|a|\prod_{i\Rightarrow 1}^{p}|\gamma-$

${\rm Re}\gamma_{\dot{f}}(\xi, \eta, \sigma)|\geqq|a|\prod_{i=1}^{p}|\gamma-\gamma_{0}|$ . c.q.f.d.
De la proposition et de ce lemme, on d\’eduit la

PROPOSITION 2.3. Soit $P(\xi, \eta, \tau)$ \’evolutif par rapport \‘a $\tau$ . Alors $i$

existe $E(x, y, t)e\bigcap_{\gamma>\gamma_{0}}H_{-\infty,r}(R^{*+1})$ unique telle que
(i) $P(D_{x}, D_{y}, D_{t})E=\delta(x, y, t)$ ,
(ii) $\mathscr{G}^{-}E(\xi, \eta, \tau)=[P(\xi, \eta, \tau)]^{-1}$ pour $(\xi, \eta)\in R’,$ ${\rm Im}\tau<-\gamma_{0}$ .
(iii) supp $E\subset\{(x, y, t);t\geqq 0\}$ .



PROBL\‘EMES MIXTES BIEN POS\’ES POUR DES OP\’ERATEURS \’EVOLUTIFS 375

Soit $ueC^{\infty}(R^{n+1})$ . On note

(2.4) $u^{0}(x, y, t)=\left\{\begin{array}{ll}u(x, y, t) & x\geqq 0\\0 & x<0.\end{array}\right.$

Alors on a la formule des sauts pour $P(D_{x}, D_{\nu}, D_{t})=\sum_{k=0}^{q}P_{k}(D_{z})D_{x}^{k}$ :

(2.5) $P(u^{0})=(Pu)^{0}+\frac{1}{i}\sum_{\dot{g}=0}^{q-1}\sum_{l=0}^{q-1-j}P_{j+l+1}(D_{Z})(D_{x}^{\dot{f}}\delta(x)\otimes\gamma_{l}u)$ .
On d\’esigne pour $v=(v_{0}, v_{1}, \cdots, v_{q-1})\in C^{\infty}(R_{z}^{n};C^{q})$ ,

(2.6) $\tilde{P}v=\frac{1}{i}\sum_{J=0}^{q-1}\sum_{l=0}^{q-1-j}P_{j+l+1}(D_{Z})(D_{x}^{\dot{f}}\delta(x)\otimes v_{l}(z))$ .
REMARQUE 2.4. La formule des sauts (2.5) est valable pour

$u\in H_{m,,:}\gamma(R_{+}^{n+1})$ pour $s\in R$ :

(2.5) $P(u^{0})=(Pu)^{0}+\tilde{P}\gamma u$

o\‘u $\gamma u=(\gamma_{0}u, \cdots, \gamma_{q-1}u)\in\prod_{j=0}^{q-1}H_{m+\iota-j-1/2;^{\gamma}}(R^{n})$ .
Nous allons \’etudier la repr\’esentation de la solution $Pu=0$ par les

potentiels de multi-couches, c’est-\‘a-dire,

(2.7) $u(x, y, t)|_{x>0}=E*\tilde{P}\gamma u$ ,

o\‘u $E$ est une solution fondamentale de $P$.
LEMME 2.5. Soit $P(\xi, \eta, \tau)=\sum_{\dot{g}=0}^{q}P_{j}(\eta, \tau)\xi^{j}$ un polyn\^ome d’ordre $m$

normal en $\xi$ tel que $P_{q}(\eta, \tau)\neq 0$ pour $(\eta, \tau)\in R-1\times\{{\rm Im}\tau<-\gamma_{0}\}$ . Alors
pour $\gamma_{1}>\gamma_{0}$ , il existe $C>0$ et $d$ telles que les z\’eros $\xi_{j}(\zeta)(j=0,1, \cdots, q-1)$

de $P(\xi, \zeta)$ en $\xi$ soient major\’es par

$|\xi_{j}(\zeta)|\leqq C|\zeta|^{d}$ pour $\zeta=(\eta, \tau)\in R^{n-1}\times\{{\rm Im}\tau\leqq-\gamma_{1}\}$ .
DEMONSTRATION. Posons $S_{t}=\{({\rm Re}\xi, {\rm Im}\xi, \eta, {\rm Re}\tau, {\rm Im}\tau)\in R^{\iota+3};t^{2}=|\eta|^{2}+$

$|{\rm Re}\tau|^{2}+|{\rm Im}\tau|^{2},$ ${\rm Re} P({\rm Re}\xi+i{\rm Im}\xi, \eta, {\rm Re}\tau+i{\rm Im}\tau)=0,$ ${\rm Im} P({\rm Re}\xi+i{\rm Im}\xi,$ $\eta$ ,
${\rm Re}\tau+i{\rm Im}\tau)=0,$ ${\rm Im}\tau\leqq-\gamma_{1}$ } et $Q({\rm Re}\xi, {\rm Im}\xi)=|{\rm Re}\xi|^{2}+|{\rm Im}\xi|^{2}$ . Alors $S_{t}$ est
non vide pour $t$ assez grand, dont la projection $R_{t}$ sur $({\rm Re}\xi, {\rm Im}\xi)$ est
compacte. Donc, d’apr\‘es le lemme de Seidenberg-Tarski, il existe $C>0$

et $d$ telles que

$|\xi_{j}(\zeta)|^{2}\leqq\sup_{R_{t}}Q({\rm Re}\xi, {\rm Im}\xi)=Ct^{d}(1+o(1))$ , $ t\rightarrow\infty$ .
Comme $t=|\zeta|\geqq|\gamma_{1}-\gamma_{0}|>0$ , on a l’in\’egalit\’e demand\’ee. c.q. $f.d$ .
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REMARQUE. En g\’en\’eral, il est facile de montrer $1’ estimatiol$

$|P_{q}(\zeta)\xi_{j}(\zeta)|\leqq C|\zeta|^{m-q+1}$ (voir Hormander [7] Lemme A.3). Si $P_{q}(\eta, \tau)$ es
\’evolutif, c’est-\‘a-dire, si $P_{q}(\eta, \tau)=a\tau^{p^{\prime}}+\sum_{k=0}^{p^{\prime}-1}A_{k}(\eta)\tau^{k}\neq 0(a\neq 0)$ pour $(\eta, \tau)\not\in$

$R-1\times\{{\rm Im}\tau<-\gamma_{0}\}$ , il d\’ecoule du lemme 2.2

$|\xi_{\dot{f}}(\zeta)|\leqq\frac{C}{{\rm Im}\tau|^{p^{t}}}|\zeta|^{m-q+1}|$ pour $\zeta=(\eta, \tau)\in R-1\times\{{\rm Im}\tau\leqq-\gamma_{1}\}$ .

Pour $P(\xi, \eta, \tau)$ \’evolutif en $\tau$ et normal en $\xi$ , on d\’esigne par $ C^{+}(\zeta$

un contour de $\{{\rm Im}\xi\geqq 0\}$ entourant les z\’eros $\xi_{j}^{+}(\zeta)$ $j=0,1,$ $\cdots,$ $\mu-$

$({\rm Im}\xi_{\dot{f}}^{+}>0)$ .
LEMME 2.6. Soit

(2.8) $F_{j}(\zeta)=\int_{C^{+}(\zeta)}\frac{\xi^{j}}{P(\xi,\zeta)}\frac{d\xi}{2\pi i}$ .

Si $P(\xi, \eta, \tau)$ est un polyn\^ome \’evolutif en $\tau$ et normal en $\xi$ , le secon $($

membre de (2.8) garde un sens pour $\zeta=(\eta, \tau)\in R-1\times\{{\rm Im}\tau<-\gamma_{0}\}$ et $ F_{j}(\zeta$

v\’erifie les hypoth\‘eses de la proposition 2.1.

DEMONSTRATION. Gr\^ace au lemme 2.5, on peut poser $C^{+}(\zeta)=$

$\{-2C|\zeta|^{d}\leqq\xi\leqq 2C|\zeta|^{d}\}\cup\{\xi=re^{i\theta};\gamma=2C|\zeta|^{d}, 0\leqq\theta\leqq\pi\}$ . La majoration d\’ecoul$($

du lemme 2.2. c.q.f.d.

PROPOSITION 2.7. Soit $P(\xi, \eta, \tau)$ \’evolutif en $\tau$ normal en $\xi$ . Soien
un entier $j\geqq 0$ et $\gamma>\gamma_{0}$ . Pour $\psi\in H_{\infty;^{\gamma}}(R_{z})$ , la fonction $\varphi(x, z)=$

$(E*(D^{j}\delta(x)\otimes\psi))|_{x>0}$ admet la transform\’ee de Fourier-Laplace en $z$

(2.9) $(\mathscr{G}_{l}^{-}\varphi)(x, \zeta)=(F_{z}\psi)(\zeta)\int_{c+}(\zeta)P(\xi,\zeta)e^{:x\xi}\xi^{j}2\pi d\xi$

pour $\zeta=(\eta, \tau)\in R‘‘\times\{{\rm Im}\tau<-\gamma_{0}\}$ . De plus il existe une constante C.,,. $>1$

telle que

(2.10) $|\varphi|_{\delta,fj}\gamma\leqq\underline,\langle\psi\rangle_{\iota+r+j+1/2;\gamma}C_{*}\prime_{f}$,
$|\gamma-\gamma_{0}|^{p}$

si $s^{\prime}+j<-1/2$ .
DEMONSTRATION. Soit $h(x)eC_{0}^{\infty}(R)$ telle que $h(x)\geqq 0,$ $\int_{-\infty}^{\infty}h(x)dx=$ .

avec supp $ h\subset$ ] $-\infty,$
$0$]. La transform\’ee de Fourier-Laplace de $ E*(h\otimes\psi$

converge \‘a (2.9) gr\^ace au lemme 2.5 lorsque $h(x)$ tend vers $D^{j}\delta(x)$

L’estimation (2.10) d\’ecoule du lemme 2.2 et de ce que
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$||D^{j}\delta(x)\otimes\psi||_{\iota.r;\gamma}^{2}\leqq C_{j},.’||\psi||_{s+r+j+1/2;^{\gamma}}^{2}$

si $s^{\prime}+j<-1/2$ . c.q.f.d.

PROPOSITION 2.8. L’application $\psi=(\psi_{0}, \cdots, \psi_{q-1})->\varphi=(E*\tilde{P}\psi)|_{x>0}$ est
continue de $H_{\infty:}\gamma(R^{n};C^{q})$ dans $H_{\infty;}\gamma(R_{+}^{n+1})$ avec $\gamma>\gamma_{0}$ .

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que pour tout $q=0,1,2,$ $\cdots$ ,

(2.11) $ c||\varphi||_{\epsilon,t;}^{2}\gamma\leqq\sum_{j=0}^{q}||D_{x}^{\dot{f}}\varphi||_{\epsilon- q,t+q- i:}^{2}\gamma\leqq C||\varphi||_{\epsilon,t;}^{2}\gamma$ .
Remarquons ensuite que pour $\gamma>\gamma_{0}$ , il existe $C>0$ et $b(\geqq 0)$ telles que

(2.12) $|P_{q}(\eta, \tau)|\geqq C(1+|\eta|+|\tau|)^{-b}$ pour $(\eta, \tau)\in R^{n-I}\times\{{\rm Im}\tau\leqq-\gamma\}$ ,

ce qui est preuv\’e par le lemme de Seidenberg. (Si $P_{q}$ verifie la condi-
tion (1.2), on a (2.12) avec $b=0$ comme lemme 2.2.)

Comme $P\varphi=0$ , il d\’ecoule de (2.12) et (2.11)

(2.13) I $D_{x}^{q}\varphi||_{\epsilon,;}^{2}’\gamma\leqq C\sum_{i=0}^{q- 1}||D_{x}^{j}\varphi||_{\epsilon.t^{\prime}+b+m-j:}^{z}\gamma\leqq C||\varphi||_{\epsilon+q-1,t^{\prime}+b+m-q+1;^{\gamma}}^{2}$ .
En majorant le second membre de (2.11) $||D_{x}^{q}\varphi||_{\epsilon-q,t;^{\gamma}}^{2}+\sum_{j=0}^{q-1}||D_{x}^{j}\varphi||_{s-q.t+q-j;r}^{2}$

d’apr\‘es (2.13) et (2.11), on en d\’eduit $||\varphi||_{*,t;\gamma}^{2}\leqq C^{\prime}||\varphi||_{\epsilon-1t+b+m-q+1;}^{2}\gamma+$

$C^{\prime}||\varphi||_{s-1,t+\gamma}^{2}1;\leqq C^{\prime\prime\prime}||\varphi||_{s-1,t+b+m-q+1:r}^{2}$ . D’o\‘u on a $|\varphi|_{s:\gamma}^{2}=|\varphi|_{\epsilon,0:^{\gamma}}^{2}\leqq$

$ C|\varphi|_{\epsilon-r,r(b+m-q+1):}^{2}\gamma$ pour tout $\gamma=0,1,2,$ $\cdots$ avec $C$ positive ind\’ependante
de $\varphi$ . En prenant $r$ assez grand pour utiliser la proposition 2.7, on a
enfin

$|\varphi|_{s;\gamma}\leqq C|\varphi|_{\epsilon-r,r(b+m-q+1);r}\leqq C\sum_{j+1+1\leqq q}\langle\psi_{j}\rangle_{-r+r(b+m-q+1)+m-1-1/2}$

c.q. $f.d$ .
COROLLAIRE 2.9. Pour tout

$\bigcap_{\gamma>\gamma}{}_{0}H_{-\infty^{\gamma}},(R^{n})$ telle que
entier $k,$ $j\geqq 0$ , il existe $ E_{k,j}\in$

$\gamma_{k}(E*(D^{j}\delta(x)\otimes\psi))=E_{k,j}*\psi$

pour $\psi\in H_{\infty;r}$ avec $\gamma>\gamma_{0}$ . Sa transform\’ee de Fourier-Laplace est donn\’ee
par

(2.14) $E_{k,j}(\zeta)=\int_{c+tC)}\frac{\xi^{j+k}d\xi}{P(\xi,\zeta)2\pi}$ .

2.2. $Projecteu\gamma s$ de Calder\’on.
Soit $P(\xi, \zeta)=P(\xi, \eta, \tau)$ \’evolutif en $\tau$ et normal en $\xi$ . On pose
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(2.15) $Q_{k,l}(\zeta)=\int_{C^{+}(\zeta)}\frac{1}{P(\xi,\zeta)}\sum_{J=0}^{q-l-1}P_{j+l+1}(\zeta)\xi^{j+k}\frac{d\xi}{2\pi i}$

pour $\zeta=(\eta, \tau)\in R-1\times\{{\rm Im}\tau<-\gamma_{0}\}$ . $Q_{kl}(\zeta)$ est la transform\’ee de Fourier
Laplace de la distribution unique $Q_{k,l}e\bigcap_{\gamma>\gamma_{0}}H_{-\infty,\gamma}(R$“ $)$ d’apr\’es le corol
laire 2.9.

DEFINITION 2.1. On appelle projecteur de Calder6n l’op\’erateur $d\langle$

convolution associ\’e \‘a la matrice carr\’ee de distributions $Q=(Q_{k,l})_{k,l=0,1,\ldots,q-1}$

On peut d\’efinir le projecteur de Calder6n aussi pour $P^{+}(\xi, \zeta)=$

$\prod_{\dot{g}=0}^{\mu-1}(\xi-\xi_{\dot{f}}^{+}(\zeta))$ . En effect, en posant

(2.16) $P^{+}(\xi, \zeta)=\xi^{\mu}+P_{\mu-1}^{+}(\zeta)\xi^{\mu-1}+\cdots+P_{1}^{+}(\zeta)\xi+P_{0}^{+}(\zeta)$ ,

on a le

LEMME 2.10. $P_{j}^{+}(\zeta)$ et $P^{+}(\xi, \zeta)^{-1}$ v\’erifient les hypoth\‘eses de la pro
position 2.1.

DEMONSTRATION. L’holomorphie d\’ecoule de ce que

$\sum_{\dot{g}=0}^{\mu-\iota}(\xi_{\dot{f}}^{+}(\zeta))^{k}=\frac{1}{2\pi i}\int_{c+}(\zeta)\lambda^{k}\frac{\frac P(\lambda,\zeta)d\lambda d}{P(\lambda,\zeta)}d\lambda$

$k=0,1,$ $\cdots$ . La majoration de $P_{j}^{+}(\zeta)$ d\’ecoule du lemme 2.5. Celle $d\langle$

$P^{+}(\xi, \zeta)^{-1}$ d\’ecoule du lemme de Seidenberg appliqu\’e de la mani\‘er$($

usuelle. En effet, on pose $A=\{(\xi_{0}, \cdots, \xi_{q-\iota}, \eta, \tau)\in C^{q}\times R^{n-1}\times C$

$(-1)^{j}P_{q}(\eta, \tau)\sum_{t_{1}<l_{2}<\cdots l_{\dot{f}}}\xi_{t_{1}}\cdots\xi_{l_{j}}=P_{q-\dot{J}}(\eta, \tau)$ pour $1\leqq j\leqq q,$ ${\rm Im}\xi_{0}\geqq\cdots\geqq{\rm Im}\xi_{q-1}$

${\rm Im}\tau\leqq-\gamma\}$ , et $P^{+}(\xi, \xi_{0}, \cdots, \xi_{\mu-1})=\prod_{j=0}^{\mu-1}(\xi-\xi_{\dot{f}})$ . Alors $P^{+}(\xi, \zeta)=P^{+}(\xi,$ $\xi_{0},$ $\cdots$

$\xi_{\mu-1})=0$ pour $(\xi, \xi_{0}, \cdots, \xi_{q-1}, \eta, \tau)\in R\times A$ . c.q.f.d.
Ainsi, on d\’efinit

$Q_{kl}^{+}(\zeta)=\int_{C^{+}(\zeta)}\frac{1}{P^{+}(\xi,\zeta)}\sum_{J=0}^{\mu-l-1}P_{\dot{g}+l+1}^{+}(\zeta)\xi^{j+k}\frac{d\xi}{2\pi i}$ ,

c’est la transform\’ee de Fourier-Laplace de $Q_{kl}^{+}\in\bigcap_{\gamma>\gamma_{0}}H_{-\infty^{\gamma}}$, $(R)$ . Par de:
calculs simples, on voit que $Q_{kl}^{+}(\zeta)=\delta_{kl},$ $0\leqq k,$ $l\leqq\mu-1$ . Posons

$Q^{+}=(Q_{kl}^{+})_{\mu\leqq k\leq q-1,0\leq l\leq\mu-\iota}$ .
Nous allons caract\’eriser l’image du projecteur.

PROPOSITION 2.11. Soit $P(\xi, \eta, \tau)$ \’evolutif en $\tau$ et normal en $\xi$ . Le;
trois assertions suivantes sont \’equivalentes pour $\zeta\in R-1\times\{{\rm Im}\tau<-\gamma_{0}\}$ .

(i) $Q(\zeta)w=w$ pour $w=(w^{\prime}, w^{\prime\prime})\in C^{\mu}\times C^{q-\mu}=C^{q}$ .
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(ii) La solution $U(x)du$ probl\‘eme de Cauchy pour l’\’equation dif-
f\’erentielle ordinaire en $x$ de degr\’e $q$

(2.17) $\left\{\begin{array}{l}P(D_{x}, \zeta)U(x)=0\\\gamma U=(U(O), D_{x}U(0),\cdots,D_{x}^{q-1}U(O))=w\end{array}\right.$

est born\’ee pour $x\geqq 0$ .
(iii) $Q^{+}(\zeta)w^{\prime}=w^{\prime\prime}$ .
DEMONSTRATION. (i) implique (ii). Posons

(2.18) $V(x)=\int_{C(\zeta)}+\frac{e^{ix\text{\’{e}}}}{P(\xi,\zeta)}\sum_{j+l+1\leqq q}P_{j+l+1}(\zeta)w_{l}\xi^{j}\frac{d\xi}{2\pi i}$ .

Alors $V(x)$ est born\’e pour $x\geqq 0$ et v\’erifie $P(D., \zeta)V=0$ . $\gamma V=Q(\zeta)w=w$ .
La solution de (2.17) est unique: alors $V(x)=U(x)$ .

(ii) implique (iii). Comme $U(x)$ est born\’e pour $x\geqq 0,$ $U^{0}\in \mathscr{L}^{\prime}(R)$ .
Donc, d’apr\‘es la formule des sauts, $U(x)$ admet l’expression (2.18), d’o\‘u
$P^{+}(D_{x}, \zeta)U(x)=0$ . De la m\^eme mani\‘ere, d’apr\‘es la formule des sauts
pour $P^{+}(D_{x}, \zeta)$ , on a

(2.19) $U(x)=\int_{c+tC)}\frac{e^{ix\xi}}{P^{+}(\xi,\zeta)}.\sum_{s+l+1\leq\mu}P_{j+l+1}^{+}(\zeta)w_{l}\xi^{j}\frac{d\xi}{2\pi i}$ ,

d’o\’u $\gamma^{\prime\prime}U=(D_{x}^{\mu}U(0), \cdots, D_{x}^{q-1}U(O))=Q^{+}(\zeta)w^{\prime}$ . D’autre part $\gamma U=w$ impli-
que $\gamma^{\prime\prime}U=w^{\prime\prime}$ .

(iii) implique (i). La solution du probl\‘eme $P^{+}(D_{x}, \zeta)U=0$ avec
7’ $U=(U(0), \cdots, D_{l}^{\mu-1}U(O))=w^{\prime}\in C^{\mu}$ est toujours born\’ee. Donc elle admet
l’expression (2.19), d’o\‘u $\gamma U=(\gamma^{\prime}U, \gamma^{\prime\prime}U)=(w^{\prime}, Q^{+}(\zeta)w^{\prime})=(w^{\prime}, w^{\prime\prime})$ . D’autre
part, $P(D_{x}, \zeta)=P^{-}(D_{x}, \zeta)\cdot P^{+}(D_{x}, \zeta)U=0$ . Puisque $U$ est born\’e, $U$ admet
l’expression (2.18) d’o\‘u on a $\gamma U=Q(\zeta)\gamma U=Q(\zeta)w=w$ . c.q.f.d.

REMARQUE 2.12. Soient $e_{t}(i=0,1, \cdots, \mu-1)$ une base de $C^{\mu}$ . Alors
$(e_{i}, Q^{+}(\zeta)e_{i})_{i=0,\ldots,\mu-1}$ est une base de Image $Q(\zeta)$ . En particulier dim Image
$ Q(\zeta)=\mu$ .

Ainsi nous avons demontr\’e la

PROPOSITION 2.13. Soit $P(\xi, \eta, \tau)$ \’evolutif en $\tau$ et normal en $\xi$ . Les
trois assertions suivantes sont \’equivalentes.

(i) $v\in\prod_{j=1}^{q-1}H_{m+\cdot-j-1/2;\gamma}(R)$ v\’erifie $Q*v=v$ .
(ii) $u\in H_{m,.;^{\gamma}}(R_{+}^{\prime*+1})$ v\’erifie $P(D_{x}, D_{y}, D_{t})u=0$ avec $v=\gamma u$ .
(iii) $v=(v^{\prime}, v^{\prime\prime})\in\prod_{\dot{J}^{\leftarrow-0}}^{\mu-1}\times\prod_{\dot{g}=\mu}^{q-1}H_{m+\cdot-j-1/2:^{\gamma}}$ v\’erifie $Q^{+}*v^{\prime}=v^{\prime}’$ .
Si (i), (ii) ou (iii) est vraie, $u=E*\tilde{P}v|_{x>0}$ .



380 K\^OICHI UCHIYAMA

\S 3. $Pro$bl\‘emes mixtes pour les op\’erateurs \’evolutifs.

En utilisant les r\’esultats obtenus dans \S 2, nous allons \’etudier le
probl\‘eme $(P1)$ du \S 1.

3.1. D\’emonstration $du$ th\’eor\‘eme I: $(i)\rightarrow(ii)$ .
Soit $u(x, y, t)\in H_{\infty:}\gamma(R_{+}^{n+1})$ la solution unique du probl\‘eme

(3.1) $\left\{\begin{array}{l}P(D_{x}, D_{y}, D_{t})u=0\\B_{j}(D_{x}, D_{\nu}, D_{t})u=g_{j}(y, t)x=0\\g_{\dot{f}}(y, t)\in H_{\infty;r}(R^{n}),j=0,1,\cdots,\mu-1\end{array}\right.$

D’apr\‘es les propositions 2.7 et 2.13, la solution $u(x, z)$ admet la trans.
form\’ee de Fourier-Laplace en $z$ not\’ee par $\hat{u}(x, \zeta)$ :

(3.2) $\hat{u}(x, \zeta)=\int_{c+tC)}\frac{e^{x\xi}}{P(\xi,\zeta)}\sum_{j+l+1\leqq q}P_{j+l+1}(\zeta)(\xi^{j}\gamma_{l}\hat{u}(\zeta))\frac{d\xi}{2\pi i}$

d’o\‘u on a

(3.3) $\gamma_{k}\hat{u}(\zeta)=\int_{C(\zeta)}+\frac{\xi^{k}}{P(\xi,\zeta)}\sum_{j+l+1\leqq q}P_{j+l+1}(\zeta)(\xi^{j}\gamma_{\iota}\hat{u}(\zeta))\frac{d\xi}{2\pi i}$ .

Donc, on a

$\sum_{k=0}^{q-1}B_{\epsilon k}(\zeta)\gamma_{k}\hat{u}(\zeta)=\int_{c+tC)}\frac{B.(\xi,\zeta}{P(\xi,\zeta)})\sum_{j+l+1\leqq q}P_{j+l+1}(\zeta)(\xi^{\dot{J}}\gamma_{l}\hat{u}(\zeta))\frac{d\xi}{2\pi i}$

$=\int_{\sigma+}(\zeta)\frac{\sum_{k=0}^{\mu-1}B_{\epsilon,k}^{\prime}(\zeta)\xi^{k}}{P(\xi,\zeta)}\sum P_{j+l+1}(\zeta)(\xi^{j}\gamma_{l}\hat{u}(\zeta))\frac{d\xi}{2\pi i}$

$=g.(\zeta),$ $s=0,1,$ $\cdots,$ $\mu-1$ .
Alors, on a un syst\‘eme d’\’equations lin\’eaires:

(3.4) $\sum_{k=0}^{\mu-1}B_{\epsilon,k}^{\prime}(\zeta)v_{k}(\zeta)=g.(\zeta)$ , $s=0,1,$ $\cdots,$ $\mu-1$ .
Par l’hypoth\‘ese (i), ce syst\‘eme (3.4) est soluble pour tout $\zeta=(\eta, \tau)$ avet
$\eta\in R^{n-1},$ ${\rm Im}\tau<-\gamma_{0}$ . Cela nous montre que

(3.5) $\det(B_{l,k}^{\prime}(\zeta)).,k=R(\zeta)\neq 0$ .
3.2. D\’emonstration $du$ th\’eor\‘eme I: $(ii)\rightarrow(I)$ .
On pose
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(3.6) $\left\{\begin{array}{ll}P^{+}(\xi, \zeta)=\sum_{g=}^{\mu-1}(\xi-\xi_{j}^{+}(\zeta))=\sum_{g0=0}^{\mu} & (\zeta)\xi^{j}\\L_{k}^{+}(\xi, \zeta)=\sum_{j=0}^{\mu-1-k}P_{j+k+1}^{+}(\zeta)\xi^{j}, & k=0,1, \cdots, \mu-1.\end{array}\right.$

On voit facilement que

(3.7)
$\int_{c(\zeta)}+\frac{B.(\xi,\zeta)L_{k}^{+}(\xi,\zeta)d\xi}{P^{+}(\xi,\zeta)2\pi i}=\int_{C^{+}(\zeta)}\frac{\sum_{j=0}^{\mu-1}B_{s,j}^{\prime}(\zeta)\xi^{j}L_{k}^{+}(\xi,\zeta)}{P^{+}(\xi,\zeta)}\frac{d\xi}{2\pi i}=B_{\epsilon,k}^{\prime}(\zeta)$ .

Comme $\det(B_{\epsilon,k}^{\prime}(\zeta))\neq 0$ , il existe une matrice $A_{k,t}(\zeta)(k, t=0,1, \cdots, \mu-1)$

unique telle que

(3.8) $\sum_{k=0}^{\mu-1}B_{\epsilon.k}^{\prime}(\zeta)A_{k,t}(\zeta)=\delta_{\iota,t}$ .
Puisque $P^{+}(\xi, \zeta)=P^{+}(\xi, \eta, \tau)$ est holomorphe en $\tau$ , l’expression (3.7)
montre que $B_{\epsilon,k}^{\prime}(\zeta)$ est holomorphe, par cons\’equent, $A_{k,t}(\zeta)$ en est dans
$\{\tau\in C;{\rm Im}\tau<-\gamma_{0}\}$ . Pour appliquer la proposition 2.1, on utilise le

LEMME 3.1. Pour $\gamma>\gamma_{0}$ , il existe $C>0$ et $b$ telles que

(3.9) $|A_{k,t}(\zeta)|\leqq C(1+|\zeta|)^{b}$ pour $\zeta=(\eta, \tau)\in R^{n-1}\times\{{\rm Im}\tau<-\gamma\}$ .
DEMONSTRATION. Consid\’erons une application, avec param\‘etre $\zeta$ ,

d\’efinie sur un voisinage de $(\xi_{0}^{+}(\zeta), \cdots, \xi_{\mu-1}^{+}(\zeta))$ :
$C^{\mu}\ni(x_{0}, x_{1}, \cdots, \lambda_{\mu-1})-\succ R(\lambda_{0}, \lambda_{1}, \cdots, \lambda_{\mu-\iota};\zeta)$

$=\det(\int_{c+t\zeta)}\frac{B_{l}(\xi,\zeta)L_{k}^{+}(\xi,\zeta)}{\prod_{\dot{g}=0}^{\mu-1}(\xi-\lambda_{j})}\frac{d\xi}{2\pi i})$

.

Quand $\lambda_{i}$ sont distincts deux \‘a deux, on a
$ R(\lambda_{0}, \cdots, x_{\mu-1};\zeta)=\det(B_{\iota}(\lambda_{t}, \zeta))\prod_{t<j}(\lambda_{l}-\lambda_{j})^{-2}\times$

$\times|\lambda_{0},:\cdot.’\lambda_{\mu-1}|$

$=\det(B.(\lambda_{t}, \zeta))\prod_{l<j}(\lambda_{l}-\lambda_{j})^{-1}$ .
Comme il existe un polyn\^ome $D(\lambda, \zeta)$ tel que $\det(B.(\lambda_{t}, \zeta))=\prod_{l<j}$

$(\lambda_{l}-\lambda_{j})D(\lambda, \zeta),$ $R(\lambda, \zeta)$ est aussi un polyn\^ome. On a donc $\det(B_{k}^{\prime}(\zeta))=$
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$R(\xi_{0}^{+}(\zeta), \cdots, \xi_{\mu-1}^{+}(\zeta), \zeta)$ . On peut enfin utiliser le lemme de Seidenberg de
la mani\‘ere habitu\‘elle pour trouver $C$ et $b$ de (3.9). c.q. $f.d$ .

REMARQUE. Le d\’eterminant de Lopatinski est pareil \‘a celui de
Sakamoto [10], bien que la matrice de Lopatinski soit l\’eg\‘erement dif-
f\’erente.

On construit d’abord la solution du probl\‘eme (3.1). En posant
$\hat{v}(\zeta)=(A(\zeta)\hat{g}(\zeta), Q^{+}(\zeta)A(\zeta)g(\zeta))$ , on voit que $v(\zeta)\in{\rm Im} Q(\zeta)$ d’apr\‘es la remar-
que 2.12, d’o\‘u $Q(\zeta)\hat{v}(\zeta)=\hat{v}(\zeta)$ . Il existe $v(z)\in H_{\infty;r}(R$“: $C^{q})$ dont la trans-
form\’ee de Fourier-Laplace est $\hat{v}(\zeta)$ . Posons $u(x, z)=E*\tilde{P}(v(z))$ . En vertu
de la repr\’esentation de Fourier-Laplace, il en r\’esulte que $P(D)u=0$ pour
$x>0$ , et que

$B_{j}(D)u|_{x=0}=\sum_{k=0}^{q-1}B_{jk}(D_{z})\gamma_{k}u=\sum_{=k0}^{q-\tau}B_{\dot{g}k}(D_{z})\sum_{l=0}^{q-1}Q_{kl}*v_{l}$

$=\sum_{k=0}^{\mu-1}B_{\dot{g}k}^{\prime}*\sum_{l=0}^{q-1}Q_{kt^{*}}v_{\iota}=\sum_{k=0}^{\mu-1}B_{jk}^{\prime}*v_{k}=\sum_{k=0}^{\mu-1}B_{\dot{g}k}^{\prime}*\sum_{\iota=0}^{\mu-1}A_{kl}*g_{l}=g_{j}$ .
Ensuite la solution du probl\‘eme $(P):Pu=f$, $Bu=g$ , est donn\’ee par
$u=E*(\tilde{f}+\tilde{P}v)$ o\‘u $\tilde{f}\in H_{\infty;\gamma}(R^{n+1})$ est un prolongement de $f$ et $v=(v^{\prime}, v^{\prime})=$

$(A*(g-B(E*\tilde{f})), Q^{+}*A*(g-B(E*\tilde{f})))\in H_{\infty;}\gamma(R^{l};C^{q})$ . A la fin, on montrera
l’unicit\’e. Soit $u(x, y, t)\in H_{\infty:\gamma}(R^{\prime}\dotplus+1)$ telle que $P(D)u=0,$ $B_{j}(D)u|_{x=0}=0$ ,
$j=0,1,$ $\cdots,$ $\mu-1$ . La transform\’ee de Fourier-Laplace parti\‘elle $\hat{u}(x, \zeta)$

v\’erifie

(3.10) $\left\{\begin{array}{ll}P(D_{x}, \zeta)\hat{u}(x, \zeta)=0 & \\\sum_{k=0}^{q-1}B_{j,k}(\zeta)\gamma_{k}\hat{u}(\zeta)=0, & j=0,1, \cdots, \mu-1.\end{array}\right.$

On sait que pour chaque $\zeta,$ $(\gamma_{0}\hat{u}(\zeta), \cdots, \gamma_{q-1}\hat{u}(\zeta))\in ImageQ(\zeta)$ et que dim
Image $ Q(\zeta)=\mu$ d’apr\‘es la remarque 2.12. Comme l’application lin\‘eaire

Image $Q(\zeta)\ni(\gamma_{0}\hat{u}, \cdots, \gamma_{q-1}\hat{u})\mapsto(\sum_{k=0}^{q-1}B_{jk}(\zeta)\gamma_{k}\hat{u}(\zeta))_{0\leq j\leqq\mu-1}\in C^{\mu}$

est surjective d’apr\‘es l’existence de la solution $u(x, z)$ , elle est forc\’ement
injective. Donc (3.10) implique $\hat{u}(x, \zeta)=0$ , d’o\‘u $u(x, z)=0$ .

Ainsi nous avons d\’emontr\’e le th\’eor\‘eme I.

\S 4. Estimation des solutions.

En utilisant des r\’esultats que nous avons obtenus dans les para-
graphes pr\’ec\’edents, nous pouvons avoir l’estimation des solutions. En
effet, les raisonnemnets principales dans Chazarain-Piriou [3] (II\‘eme
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partie) sont valables aussi dans notre cas. Donc, nous allons seulement
reprendre des points essentiels.

4.1. Expression de $u$ et $\gamma u$ .
Soit $P(\xi, \eta, \tau)$ \’evolutif en $\tau$ et normal en $\xi$ . Consid\’erons le probl\‘eme

mixte $(P, B_{j})$ , on suppose que le d\’eterminant de Lopatinski $R(\zeta)\neq 0$ pour
$\zeta=(\eta, \tau)\in R^{n-1}\times\{{\rm Im}\tau<-\gamma_{1}\}$ . Soit $u\in H_{\infty;r}(R_{+}^{+1})$ la solution du probl\‘eme:

$(P)\left\{\begin{array}{ll}P(D_{x}, D_{y}, D_{t})u=f(x, y, t)eC_{0}^{\infty}(R_{+}^{n+1}) & \\B_{j}(D_{x}, D_{y}, D_{t})u|_{x=0}=g_{j}(y, t)\in H_{\infty;\gamma}(R^{n}), & j=0,1, \cdots, \mu-1.\end{array}\right.$

Pour exprimer $u$ par $f$ et par $\gamma_{j}u$ , on d\’ecompose $u$ en trois parties.
D’abord posons

(4.1) $u_{1}=E*f$ .
En posant $v=u-u_{1}$ , on a

(4.2) $\left\{\begin{array}{l}Pv=0\\B_{j}v=g_{j}-B_{j}(E*f)\end{array}\right.$

qui est d\’ecompos\’e en deux:

$i=0,1,$ $\cdots,$ $\mu-1$ ,

(4.3) $\left\{\begin{array}{ll}Pu_{2}=0 & \\\gamma_{j}u_{2}=\gamma_{j}u, & j=0,1, \cdots, \mu-1,\end{array}\right.$

(4.4) $\left\{\begin{array}{ll}Pu_{3}=0 & \\\gamma_{j}u_{3}=-\gamma_{j}(E*f), & j=0,1, \cdots, \mu-1.\end{array}\right.$

Ainsi $u=u_{1}+u_{2}+u_{3}$ . Or, $Pu_{i}=0$ implique $P^{+}(D_{x}, \zeta)\hat{u}_{i}(x, \zeta)=0$ pour $i=2,3$ .
A l’aide de la formule des sauts et des potentiels de multi-couches, on a

(4.5) $\hat{u}_{2}(x, \zeta)=\int_{C^{+}(\zeta)}\frac{e^{x\text{\’{e}}}}{P^{+}(\xi,\zeta)}\sum_{j+l+1\leqq\mu}P_{j+l+1}^{+}(\zeta)\xi^{j}\gamma_{l}\hat{u}(\zeta)\frac{d\xi}{2\pi i}$ ,

et

(4.6) $\hat{u}_{3}(x, \zeta)=\int_{0}^{\infty}\hat{f}(x^{\prime}, \zeta)dx^{\prime}\int_{c+}(\zeta)\frac{e^{ix\xi}}{P^{+}(\xi,\zeta)}\frac{d\xi}{2\pi}\int_{c-(C)}\frac{e^{-ix^{\prime}\xi}’}{i(\xi^{\prime}-\xi)P^{-}(\xi^{\prime},\zeta)}\frac{d\xi^{\prime}}{2\pi}$

o\‘u on a pos\’e $P(\xi, \zeta)=P^{+}(\xi, \zeta)P^{-}(\xi, \zeta)$ et o\‘u $C^{-}(\zeta)$ d\’esigne un contour de
demi-plan $\{{\rm Im}\xi<0\}$ entourant les z\’eros $\xi_{j}^{-}(\zeta)(j=0,1, \cdots, q-\mu-1)$ du
polyn\^ome $P^{-}(\xi, \zeta)$ . Ensuite, en profitant de ce que $R(\zeta)\neq 0$ , on va ex-
primer $\gamma_{\dot{g}}u(j=0,1, \cdots, \mu, \cdots)$ par $f$ et $g_{j}(0\leqq j\leqq\mu-1)$ . Soit $(A_{kl}(\zeta))_{0\leqq k,l\leqq\mu-1}$

l’inverse de la matrice de Lopatinski $(B_{kl}^{\prime}(\zeta))_{0\leqq k,l\leqq\mu-1}$ . Posons
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(4.7) $B_{j}(\xi, \zeta)=S_{j}(\xi, \zeta)P^{+}(\xi, \zeta)+B;(\xi, \zeta)$

o\‘u

$S_{j}(\xi, \zeta)=\sum_{h=0}^{q-1}S_{\dot{g},h}(\zeta)\xi^{h}$ .
Par une transformation de Fourier-Laplace parti\‘elle de la formule des
sauts, on a

$P^{+}(D_{x}, \zeta)\hat{u}(x, \zeta)=\int_{-\infty}^{\infty}\frac{e^{:x\text{\’{e}}}\hat{f}(\xi,\zeta)}{P^{-}(\xi,\zeta)}\frac{d\xi}{2\pi}$

pour $x\geqq 0$ . Ceci et les \’equation $(P)$ et (4.7) nous montrent

(4.8) $\left\{\begin{array}{l}\gamma_{k}\hat{u}(\zeta)=\sum_{\dot{g}=0}^{\mu-1}A_{k,j}(\zeta)\hat{g}_{\dot{f}}(\zeta)-\sum_{\dot{g}=0}^{\mu-\iota}A_{k,j}(\zeta)\sum_{h=0}^{q-1}S_{j,h}(\zeta)\times\\\times\int_{0}^{\infty}\hat{f}(x, \zeta)dx(\int_{c-(\zeta)}\frac{\xi^{h}e^{:x\xi}}{P^{-}(\xi,\zeta)}\frac{d\xi}{2\pi})\\k=0,1,\cdots,\mu-1\end{array}\right.$

Etant donn\’e $P^{+}(D_{x}, \zeta)=D_{x}^{\mu}+\sum_{j=0}^{\mu-1}P_{\dot{f}}^{+}(\zeta)D_{x}^{\dot{f}}$ , on a

(4.9)
$\left\{\begin{array}{l}\gamma_{\mu+l}\hat{u}(\zeta)=\int_{0}^{\infty}\hat{f}(x, \zeta)dx(\int_{c-(\zeta)}\frac{e^{ix\text{\’{e}}}\xi^{l}}{P^{-}(\xi,\zeta)}\frac{d\xi}{2\pi})\\-\sum_{\dot{g}=0}^{\mu-1}P_{\dot{f}}^{+}(\zeta)\gamma_{j+l}\hat{u}(\zeta)\\l=0,1,\cdots\end{array}\right.$

4.2. Estimation des solutions.
Dans ce sous-paragraphe, on adjoute l’hypoth\‘ese:

(4.10) $P(\xi, \eta, \tau)$ est strictement hyperbolique en $\tau$ , et le bord est
non caract\’eristique pour $P:P^{0}(1,0,0)=c\neq 0$ .

Puisque $P(\xi, \eta, \tau)=c\xi^{m}+\sum_{\dot{g}=0}^{m-1}P_{j}(\eta, \tau)\xi^{j}$ , on a par le remarque au lemme
2.5 l’estimation

(4.11) $|\xi_{j}(\zeta)|\leqq C|\zeta|$ .
On d\’eduit de (4.7) et (4.11),

(4.12) $|S_{j.h}(\zeta)|\leqq C|\zeta|^{b_{j}-t\mu+h)}$ , $j=0,1,$ $\cdots,$ $\mu-1$ .
LEMME 4.1. Soit $P(\xi, \eta, \tau)$ un polyn\^ome de degr\’e $m$ , strictement

hyperbolique en $\tau$ . Alors il existe $C>0$ et $\gamma_{1}(\geqq 0)$ telles que pour tout
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$\gamma>\gamma_{1}$ , on ait

(4.13) $\gamma|u|_{m-1;\gamma}^{2}\leqq c(\frac{1}{\gamma}|Pu|_{o_{j}r}^{2}+\sum_{=\dot{f}0}^{m-1}\langle\gamma_{j}u\rangle_{m-1-j;^{\gamma}}^{2})$

pour tout $u\in H_{m;^{\gamma}}(R_{+}^{n+1})$ .
DEMONSTRATION. On peut adapter une technique classique de Leray

pour \’etablir l’in\’egalit\’e (4.13) pour $P=P^{0}$ . (Hormander [5], Sakamoto
[9], Chazarain-Piriou [3], Proposition 9.1.) Le terme perturb\’e est absorb\’e
dans le premier membre de (4.13) lorsque $\gamma_{1}$ est assez grand. c.q. $f.d$ .

On consid\‘ere le probl\‘eme

(4.14) $\left\{\begin{array}{l}Pu=0\\\gamma_{0}u=\gamma_{1}u=\cdots=\gamma_{\mu-2}u=0\\\gamma_{\mu-1}u=g\in C_{0}^{\infty}(R)\end{array}\right.$

Le lemme 4.1 et (4.9) nous montrent que

(4.15) $\gamma|u|_{m-1;r}^{2}\leqq C\langle g\rangle_{m-\mu;^{\gamma}}^{2}$ .
D’autre part, de $Pu=0$ r\’esulte que

(4.16) $D_{x}^{k}\hat{u}(x, \zeta)=g(\zeta)\int_{c+}(\zeta)\frac{e^{ix\xi}\xi^{k}d\xi}{P^{+}(\xi,\zeta)2\pi}$ .

Apr\‘es la substitution de (4.16) \‘a (4.15), un th\’eor\‘eme des multiplicateurs
de $L^{2}(R$“ $)$ nous donne la

PROPOSITION 4.2. Sous les m\^eme hypoth\‘eses que le lemme 4.1, $il$

existe $C>0,$ $\gamma_{1}$ telle que

(4.17) $\int_{0}^{\infty}|\int_{c+t\zeta)}\frac{e^{ix\xi}\xi^{h}}{P^{+}(\xi,\zeta)}d\xi|^{2}dx\leqq\frac{C}{\gamma}|\zeta|^{2(-\mu+h+1)}$

(4.18) $\int_{0}^{\infty}|\int_{c-(()}\frac{e^{-ix\xi}\xi^{h}}{P^{-}(\xi,\zeta)}d\xi|^{2}dx\leqq\frac{C}{\gamma}|\zeta|^{2(-m+\mu+h+1)}$

pour $\gamma>\gamma_{1}(h=0,1, \cdots, m-1)$ .
On fait l’hypoth\‘ese sur la matrice inverse $A_{j,k}$ :

$(L_{\theta})$ il existe $C>0$ et $\gamma_{1}$ telles que la matrice $A(\zeta)$ v\’erifie

$|A_{j,k}(\zeta)|\leqq\frac{C}{\gamma^{\theta}}|\zeta|^{j-b_{k}+\theta}$

pour $\zeta=(\eta, \tau)\in R^{n-1}\times\{{\rm Im}\tau<-\gamma_{1}\},$ $j,$ $k=0,1,$ $\cdots,$ $\mu-1$ .
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Alors, on a un th\’eor\‘eme analogue au cas homog\‘ene avec le bord
noncaract\’eristique, d’o\‘u d\’ecoule le th\’eor\‘eme II.

THEOREAE 4.3. Sous les hypoth\‘eses (1.5) et (4.10), les deux assertiong

suivantes sont \’equivalentes.
(i) Il existe $C>0$ et $7_{1}$ telles que pour $\gamma>\gamma_{1},$ $f\in H_{\infty;\gamma}(R_{+}^{+1}),$ $ g_{j}\in$

$H_{\infty;\gamma}(R$“ $)$ $(j=0, \cdots, \mu-1)$ , la solution unique $u\in H_{\infty;r}(R\dotplus\iota+1)du$ probl\‘eme
$(P)$ v\’erifie l’in\’egalit\’e d’\’energie:

(4.19) $\gamma|u|_{m,-1\dagger\gamma}^{2}+\sum_{\dot{g}=0}^{m-1}\langle\gamma_{j}u\rangle_{m-1-j:\gamma}^{2}\leqq\frac{C}{\gamma^{l\theta}}(\frac{1}{\gamma}|f|_{0,\theta;^{\gamma}}^{2}+\sum_{\dot{g}=0}^{\mu-1}\langle g_{j}\rangle_{m-1-b_{j}+\theta;r}^{2})$ .

De plus, si $f$ et $g$ sont nulles pour $t<0$ , alors $u$ est nulle pour $t<0$ .
(ii) La condition $(L_{\theta})$ est satisfaite.
DEMONSTRATION. $(i)\rightarrow(ii)$ . Soient $f=0$ et $g\in C_{0}^{\infty}(R; C^{\mu})$ . Posons $v=$

$(v_{0}, \cdots, v_{\mu-1})=(\gamma_{0}u, \gamma_{1}u, \cdots, \gamma_{\mu-1}u)$ . L’application $g\rightarrow v$ d\’efinit un op\’erateul
continu de $C_{0}^{\infty}(R ; C^{\mu})$ dans $C^{\infty}(R$“; $C^{\mu})$ qui commute avce les $translation$

Donc il existe une matrice de distributions $A=(A_{j,k})_{j,k=0,1,\ldots,\mu-1}$ \‘a supporl
contenu dans $\{t\geqq 0\}$ telle que $v=A*g$ . Alors on a

(4.20) $A*(B’*v)=v$

pour $g\in C_{0}^{\infty}(R ; C^{\mu})$ , (voir la d\’emonstration du th\’eor\‘eme I). Comme $B$

est isomorphe de $H_{\infty;^{\gamma}}(R’ ; C^{\mu}),\check{B}^{\prime}$ , d\’efinie par $\langle\check{B}_{\dot{g}k}^{\prime}, \varphi\rangle=\int B_{\dot{g}k}^{\prime}(z)\varphi(-z)dz$ esl
isomorphe de $H_{\infty;-\gamma}(R$“; $C^{\mu})$ . Consid\’erons une suite $h_{j}\in C_{0}^{\infty}$ qui tend verf
$h$ dans $H_{\infty;-\gamma}(R : C^{\mu})$ . Il existe une suite $u_{j}$ qui tend vers $u$ dans $H_{\infty;-}$

telle que $\check{B}^{\prime}*u_{\dot{f}}=h_{j}$ . Comme $\langle A, h_{j}\rangle=\langle A,\check{B}’*u_{j}\rangle=\langle A*B’, u_{j}\rangle=u_{\dot{f}}(0)$ , or
a $A_{jk}\in H_{-\infty;\gamma}(R)$ pour tout $\gamma>\gamma_{1}$ . Ainsi on a $A(\zeta)B^{\prime}(\zeta)=id$ , d’o\‘u $\det$

$B^{\prime}(\zeta)=R(\zeta)\neq 0$ , pour $\zeta=(\eta, \tau)eR^{n-1}\times\{{\rm Im}\tau<-\gamma_{1}\}$ . D’autre part d’apr\‘ef
(4.19) avec $f=0$ , on a pour chaque $(j, k)$ ,

$\langle v_{j}\rangle_{m-1-j;\gamma}^{2}\leqq\frac{C}{\gamma^{2\theta}}\langle g_{k}\rangle_{m-1-b_{k}+\theta;^{\gamma}}^{2}$ ,

d’o\‘u on a

$\int|A_{j,k}(\zeta)g_{k}(\zeta)|^{2}(1+|\zeta|^{2})^{m-1-j}d\eta d\sigma\leqq\frac{C}{\gamma^{2\theta}}\int|g_{k}(\zeta)|^{2}(1+|\zeta|^{2})^{m-1-b_{k}+\theta}d\eta d\sigma$ .

Enfin on a

$|A_{j,k}(\zeta)|\leqq\frac{C}{\gamma^{\theta}}|\zeta|^{j-b_{k}+\theta}$ pour $\gamma>\gamma_{1}$ .
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$(ii)\rightarrow(i)$ . Gr\^ace au lemme 4.1, on a seulement \‘a majorer
$\langle\gamma_{j}u\rangle_{m-1-j;^{\gamma}}^{2}j=0,1,$

$\cdots,$ $m-1$ . Pour $j\leqq\mu-1,$ $(4.8)$ est major\’ee par (4.12)
et la proposition 4.2. De m\^eme, pour $j\geqq\mu,$ $(4.9)$ est major\’ee cons\’ecu-
tivement. c.q.f.d.

REMARQUE 4.1. Soit $R^{0}(\zeta)$ la partie principale de $R(\zeta)$ . La condition
$(L_{\theta})$ implique $R^{0}(0, -i)\neq 0$ . En effet,

$\frac{1}{|R(\zeta)|}=|\det A_{j,k}(\zeta)|\leqq c\gamma^{\mu(\mu-1)-\Sigma_{k=0^{b_{k}}}^{\mu-1}}$

si $\zeta=(0, -i\gamma)$ , et d’autre part, par la d\’efinition de $B_{j,k}^{\prime}$ ,

$|R(\zeta)|\leqq C|\zeta|^{\Sigma_{k=0^{b_{k}-\mu(\mu-1)}}^{\mu-1}}$ .
EXEMPLE. $\left\{\begin{array}{l}P=D_{x}^{2}+|D_{y}|^{2}-D_{t}^{2}+P^{\prime}(D_{x}, D_{y}, D_{t})\\B=B(D_{y}, D_{t})\end{array}\right.$

o\‘u $P^{\prime}$ est un op\’erateur de degr\’e $\leqq 1$ et $B$ est un op\’erateur strictement
hyperbolique par rapport \‘a $t$ de degr\’e $\leqq b$ . Alors on a

$(L_{1})$
$|A(\zeta)|=\frac{1}{|B(\zeta)|}\leqq C\frac{|\zeta|^{-b+1}}{\gamma}$ .

REMARQUE 4.2. Il $y$ a une autre in\’egalit\’e d’\’energie plus forte \‘a
l’int\’erieur et plus faible au bord que (4.19) $(\theta=0)$ :

(4.21) $\gamma|u|_{m-1;r}^{2}+\gamma\sum_{j=0}^{q-1}\langle\gamma_{j}u\rangle_{m-1-j-1/2;\gamma}^{2}\leqq\frac{C}{\gamma}\{|f|_{0;r}^{2}+\sum_{j=0}^{\mu-1}\langle g_{j}\rangle_{m-1-b_{j}+\iota/2;r}^{2}\}$ .
Nous n’y sommes pas parvenus par notre m\’ethode bas\’ee sur le cas de
Dirichlet. Il nous semble n\’ecessaire de traiter directement les noyaux
de (4.5) et (4.6) pour caract\’eriser (4.21).

Le noyau paru dans (4.6) est major\’e grace au (4.19) de la m\^eme
fagon que la proposition 4.2.

PROPOSITION 4.4. Sous les hypoth\‘eses $du$ lemme 4.1, il existe $C>0$ ,
$\gamma_{1}$ telles que

$\int_{0}^{\infty}dx\int_{0}^{\infty}dx^{\prime}|D_{x}^{k}\int_{C^{+}(\zeta)}\frac{e^{ix\xi}d\xi}{P^{+}(\xi,\zeta)2\pi}\int_{c^{-}(\zeta)}\frac{e^{-ix^{\prime}\xi^{\prime}}d\xi^{\prime}}{i(\xi^{\prime}-\xi)P^{-}(\xi^{\prime},\zeta)2\pi}|^{2}$

$\leqq\frac{C}{\gamma^{2}}|\zeta|^{2(-m+k+1)}$

pour $\zeta=(\eta, \tau)\in R^{n-1}\times\{{\rm Im}\tau<-\gamma_{1}\},$ $k=0,1,$ $\cdots,$ $m-1$ .
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