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§1. Problemes et résultats.

1.0. Résumé.

Ce travail est consacré 4 une étude des problémes mixtes dans un
quadrant pour les opérateurs scalaires non homogénes a coefficients con-
stants. .

Chazarain et Piriou [2][3] ont caractérisé les problémes mixtes hy-
perboliques bien posés sous une hypothése de Lopatinski non nécessaire-
ment uniforme pour les opérateurs homogénes a coefficients constants.
En employant ainsi qu’eux la méthode introduite par Calderén pour le
cas elliptique, nous étendons leurs résultats aux opérateurs non homo-
génes. D’autre part, nous étudions également les problémes mixtes
avec le bord caractéristique pour les opérateurs d’évolution non necés-
sairement hyperboliques.

Dans le §2, nous étudions le projecteur de Calderdon pour -ces
opérateurs. Dans le §8, nous caractérisons les problémes mixtes bien
posés dans des espaces de Sobolev pour des opérateurs d’évolution. Cela
donne dans le cas scalaire une démonstration rigoureuse d’un résultat
de Hersh [4] concernant les systemes. Au §4 nous démontrons une
estimation de la solution du probléme mixte hyperbolique pour un
opérateur strictement hyperbolique, ainsi que Chazarain et Piriou [3].

Dans les articles prochains, nous ferons des applications aux pro-
blémes mixtes hyperboliques avec le bord caractéristique. La partie es-
sentielle de ce travail a été accomplie en 1977 a I’Université de Nice
grace 4 une bourse du gouvernement francais. L’auteur remercie vive-
ment Monsieur J. Chazarain pour ses conseils.

1.1. Enoncé des problemes.
Pour énoncer les problémes et les principaux résultats, précisons

Recu 10 mars, 1978
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d’abord quelques notations:

R*"=R.XR}"*<XR;>(x,y,t),

=R. X R? 2 (w, 2) ,
RY"'=R} X R*={(x, z) € R*™; x>0} ,
R>7=R} X Rr={(z, 2) e R***; =0} .

Le dual de R*%' est noté par
R*"'"=R.xRy;'xR:2(&7,1),
=R X R? 9,0,
et son complexifié sera noté par les méme symbols (¢, 7, 7). On pose

0 0 0 0
z = ’ D, = ( . y %y — ’ D,= .
i0x Y \idy, 10Y._, "ot

14

et
v =Dktu|,_, pour wueC=(R"*).
Pour s un réel, posons
H(R"={v(y, t); ve F'(R*) telle que
oltz={{,, @+ imr+ e, o dndr < + o} 0

Pour s, r € R, posons

H,,,(R”"‘):{u(w, Y, t); we ' (R**) telle que

i, = . @Hlel+EDQ+IEY G, OFdeds<+eo | .

~
Pour s, re R et v>0, posons {=(y, 0—17), 4(§, {)=e"""u(s, 7, 0) et

H, .. ;goey={u(z, ¥, t); e "ulx, y, t) ¢ H, (B**"))}
et

fullt = ({1 . @+ lel+Iemr+Igrrtae, OF dedndo .

Posons de la méme maniére

H,; (R*)={v(y, t); e""v(y, t) e H,(R")}

D $(y, ) désigne la transformée de Fourier (—Laplace) définie par SS”e'“”‘v*‘f’v(y,t)dydt.
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et
wt.=([_ a+iere@rdnds .

Définissons les espaces dans R**' par

Ha,r: T(R:‘H) = {u(x, y, t) }R1+1; U e Hv,r; T(R”-H)}
et
‘u|""; 7=inf{Ha”a,r: 7 % e 'Ha,r; 7(R”+1) et U=u dans R1+1} .

Si =0, on posera H, ,(R:*)=H,, (R"*") et [|ul,.,=[ul,0 . Enfin, em-
ployons les notations

Dorénavant, soit P(D,, D,, D,) un opérateur différentiel a coefficients
constants de degré m.

DEFINITION 1.1. Un polynome P(, 7, 7) est évolutif en 7, si les
deux conditions suivantes sont satisfaites:

(1.1) il existe une constante v,(=0) telle que P(, 7, 7)#0 pour
@& n, 7)eR*xX{teC; Im7<—7,}.

(1.2) le polynome P(¢, 7, 7) est de la forme

P, 7, D) =as*+ 3, Au(e, 1)

ol a est une constante non nulle.
De plus, le polyndme P(g, 7, 7)= 3%, P;(n, )& (¢=m) est dit normal en
g, si «

(1.3) le polyndéme P,n, ) vérifie (1.1). Le polynome P(¢, 7, ) est
hyperbolique en 7, si P(&, 7, v) est évolutif en = avee P°0,0,1)%0 ou
P° est la partie principale de P.

REMARQUE. Si un polyndéme P(&, 7, 7) est hyperbolique en 7, il est
forcément normal en &. En effect, P,(y, ) est hyperbolique en 7, ce qui
a été remarqué par T. Kasahara.

On se donne g opérateurs différentiels & coefficients constants.
B;(D,, D,, Dz)=ZZ‘io Bi,k(Dw DQD:(.’}———‘O, 1., #'""‘1; degré B;=b;) d’ordre
m; par rapport a4 D,.

On considére le probléme mixte (P):
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PWD,, D,, Dyu=f(x, y,t) pour (x,y,t)c R ;
(P) B:i(Dzy Dw Dz)u]z=0=g.‘i(yr t) pour (yy t) € R“ ’
J=0,1, .-, p'—1.

Plus précisément on considére les problémes:

(P1) Etant donné ’opérateur P évolutif en t normal en =z, carac-
tériser les opérateurs B;(j=0, 1, - --, £/ —1) pour lesquels le probléme (P)
est bien posé dans ’espace de Sobolev H...,.

(P2) Dans le probléeme (P1l) on suppose de plus que P est stric-
tement hyperbolique en t. Caractériser B; pour lesquels la solution
we H, .. ,(R*") a une estimation de la forme

m—1
(1'4) vluﬁn,——n T+1_Z=0 <7iu>fn-—1—1‘: T
C /1 . St .
S— = 100 7+ 2G50 0n1-b;40: 7)) aVec 620 .
'Y 7 §=0

1.2. Enoncé des résultats.

Nous allons introduire la matrice de Lopatinski et le déterminant
de Lopatinski. ‘

Soit P(&, 7, 7) évolutif en 7 et normal en &. Pour {=(7, 7)e R*
x{reC; Im7< —7,}, on désigne par £f({) (=0,1, ---, £—1) les zéros en
&, distincts ou non, du polynome P(g, 7, 7) tels que Im £>0. Le nombre
¢t est indépendant de {=(7, r) grace aux hypothéses (1.1) et (1.3).

Dorénavant on fait 1’hypothése

(1.5) H=p.
Pour {=(n, 7) e R*'x{r € C; Im < —",}, posons
(L.6) P O=IT -0 ,
et désignons par
(. Bi¢, 0=, Bi(0)g*

le reste de la division euclidienne, entre polynomes en ¢, de B;(g, {) par
P70 (1=0,1, ---, p—1).

DEFINITION 1.2. On appelle matrice de Lopatinski la matrice carrée

(1.8) B'(Q)=(Bi,sQisk=0,1,wetm1 5
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et déterminant de Lopatinski son déterminant
(1.9) R(&)=det B'(Q) .
Pour le probléme (P1) nous avons le

THEOREME 1. Sous les hypothéses (1.1), (1.2), (1.8), et (1.5), les deux
assertions suivantes sont équivalentes:

(1) pour tout fe H.,.,  (RY™),g=(g9,)c H,.,(R"*; C*) avec Y>7, Ile
probleme (P) admet une solution unique w e H,, ,(R"™).

(ii) R +#0 pour {=m,7) e R**x{reC; Imt<—"7,).

Le probléeme (P1l) a été étudié dans un cadre plus général par
Hersh [4]. Mais sa démonstration n’était pas compléte. Dans le cas du
systéme du premier ordre, une démonstration rigoureuse a été donnée
par Kasahara [8]. R. Melrose a traité le méme sujet que le notre, mais
par une méthode différente.

Pour le probléme (P2), nous généralisons au cas non homogeéne avec
le bord non caractéristique le théoréme 2 de Chazarain-Piriou [3].. Sup-
posons que m;<m—1 pour j=0,1, ---, £—1.

THEOREME II. On suppose P(g, v, T) strictement hyperbolique en T et
le bord mon caractéristique. Alors, sous I’hypothése (1.5), deux asser-
tions suivantes sont équivalentes:

(1) Il existe C>0 et v, telles que pour Y>v, fe H,q (R, et
9;€H, _y;10,/(R") (=0, -+, t—1), le probléme (P) admet une solution
unique w € H, . (R*"), qui vérifie (1.4). De plus, st fe H, (R,
g; € H,.,(R"), alors we H,. (R"").

(ii) La matrice inverse A=(A,;)) de B'({) vérifie une majoration
de la forme

Lo 14@QIsCLEE pour £=(, ) e Rix{Ime< —7) .
[Im z|?

REMARQUE. 6 s’interpréte “la déviation” de la condition uniforme
de Lopatinski. En effet, dans le cas =0, 1’inégalité (1.4) est stable
sous la perturbation des termes inférieurs, aussi est (1.4) avec 6=0
caractérisée par les problémes (P, B) dont la partie homogéne (P°, B°)
vérifie (L,). Autrement dit, (P, B) vérifie la condition uniforme de
Lopatinski. TUne autre caractérisation a été donnée par Agemi et
Shirota [1]. ’

On signale que si le bord est caractéristique, I’estimation caractéri-
sée par (L,) subit une perte dépendante de (m, m;) en direction tangen-
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tielle, ceci sera détaillé dans ’article prochain.

§2. Projecteur de Calderon.

2.1. Potentiels de multi-couches.
On fait quelques rappels sur la transformation de Fourier-Laplace

des distributions. Pour simplicité, (x, ¥) est noté par y. La trans-
formée de Fourier de Q(y, t) € &7’ (R**') est définie par

MQ(‘)], r):SMH e—i(v.v+rt)Q(y’ t)dydt
Si

et sera notée simplement Q(v, 7) 8’ill n’y a pas de confusion.
exp [Im zt]Q(y, t) € ~’'(R+Y), la transformée de Fourier-Laplace de Q est

définie par
@M, ©)=F,.,[exp(Im 7t)Q(y, )](n, Re 7) .

PROPOSITION 2.1. Soit q(%, 7) une fonction continue dans R* X {r € C;

Im < —7,} telle que
(2.1) pour toute v,>7, il existe C>0 et b réelle telles que

la(n, DI=CA+[7|+[z))* dans R*x{r; Im7<—7},

et que
(2.2) pour chaque n € R fixé q(7, ) soit holomorphe en T avec

Im T< —"71 .
Alors il existe Q¥,t)€ Mrsr, How,(R**") unique telle que F Q(, 7)=
q(, 7) dans R*x {z; Im z< —7,}. De plus, on a supp Q{(y, t) € R***; t=0}.

Les details se trouvent dans Schwartz [11].
On construit d’abord une solution fondamentale de P(D).
LEMME 2.2. Soit P(g, 1, ) évolutif par rapport @ t. Alors on a

pour (&7, 7)eR"x{t; Imz<—"7,}.

DEMONSTRATION. [P(¢, 7, 0 —47)|=|a| [1%-, |[v—7;(&, 7, o) = |a| 1=, |7 —

Re 'YJ'(E’ n, a)lglal H?:l l'Y'—"'Yol- C.q.f.d.
De la proposition et de ce lemme, on déduit la

PROPOSITION 2.3. Soit P(&, 7, T) évolutif par rapport a T
existe E(x, ¥, t) € Nr>ry How, (R*™) unique telle que
(i) P®D,, D,, D)E=0i(, y, 1),
(ii) F E(E, 9, ©)=[PE, 7, 7)™ pour (& n)eR", Imzl—7,,

(iii) supp Ec{(z, v, t); t=0}.

2.3) |P, 1, D)l=lal [ Im 747,

. Alors 4l
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Soit 4 € C*(R*™). On note

u(x, ¥, t) x=0
2.4 (x, ¥, t)=
(2.4) u’(x, ¥, t) 0 2<0 .

“Alors on a la formule des sauts pour P(D,, D,, D,)=32_, P.(D,)Dk:

(2.5) P(u’)=(Pu)’+= Z Z Prin(D)DB@HRV) -

On désigne pour v=(v,, v,, *--, v,_,) € C°(R?; C?),

g—1qg—1—3

2.6) P =l>: > Pyt n(D)DB@RV() -

REMARQUE 2.4. La formule des sauts (2.5) est wvalable pour
weH,, (R pour s R:

(2.5) Pu®) = (Pu)’+ Pvu

Oﬁ TU= (’You’ *T ’Yq—lu) € Hg';l Hm+n——.1'—1/2; T(R”)°
Nous allons étudier la représentation de la solution Pu=0 par les
potentiels de multi-couches, c¢’est-a-dire,

(2'7) 'N/(x, y! t)]z>o=E*P7u ’
ou FE est une solution fondamentale de P.

LEMME 2.5. Soit P(&, n, 7)=>0-, P;(n, )& un polynéme d’ordre m
normal en & tel que P,7, T)*0 pour (7, z‘)eR"“x{Im T — ’Yo} Alors
pour v,>%, il existe C>0 et d telles que les zéros £;(€) (7=0,1, -+, ¢—1)
de P(&, L) en & soient majorés par

8:@DI=CIEl* pour L=, t)e R"*xX{Imz<—7} .

DEMONSTRATION. Posons S,={(Re &, Im &, », Re 7, Im 7) € R**3; t*=|n|*+
[Re7/*+|Im 7[>, Re P(Re &£+ 1Im¢&, 7, Ret+ 1 Im7)=0, Im P(Re & +1Im ¢, %,
"Rez+1tIm7)=0,Im7<—7,} et QRe g, Im &)=|Re &*+|Im &>. Alors S, est
non vide pour ¢ assez grand, dont la projection R, sur (Re&, Im¢&) est
compacte. Donc, d’aprés le lemme de Seidenberg-Tarski, il existe C>0
et d telles que

I&-(C)lzésgp QRe ¢, Im £)=Ct*(L+o(1)) , t—oo.

Comme t=|{|=]7,—7,|>0, on a I’inégalité demandée. c.q.f.d.
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REMARQUE. En général, il est facile de montrer 1’estimation
|P(0)&; O|=Cl¢|m** (voir Hormander [7] Lemme A.3). Si P,(%,7) est
évolutif, c’est-a-dire, si P,(n, 7)=az? + 2 A.(9)c*~0(a+0) pour (, 7) €
R* ' x{Im << —"7,}, il découle du lemme 2.2

1&:Ol= = |C|™ et pour L=, 7)e R*'x{Imz=—7}.

1|r

Pour P(g, 7, 7) évolutif en 7 et normal en & on désigne par C*({)
un contour de {Im&=0} entourant les zéros &7 () 5=0,1, ..., p—1
(Im &5 >0).

LEMME 2.6. Soit

2. ; =S S

2.8 FQ ctwr P(§,§) 2mi

Si P&, 7, 7) est un polynome évolutif em T et mormal en &, le second
membre de (2.8) garde un sens pour L=, 7)€ R**X{Im < —7,} et F;{)
vérifie les hypotheses de la proposition 2.1.

DEMONSTRATION. Grace au lemme 2.5, on peut poser CT({{)=
{—2C|¢*<es2CL| U {e=re®; »r=2C|¢|¢, 0=<6<rm}. La majoration découle
du lemme 2.2. c.q.f.d.

PropPoSITION 2.7. Soit P(g, 7, T) évolutif en T normal en é&. Soient
un entier 7=0 et v>v,. Pour +eH., (R, la fornction p(x, z)=
(B * (D0(x)R@V))].>0 admet la transformée de Fourier-Laplace en z

—( e el dg
(2.9) (F)w O=(FWO|,, | e
pour {=m,7)e R*x{Im < —",}. De plus il existe une constante C,,.>0
telle que

C,

8'yr; TS————;‘<"/’>3 +r+g+1/237
Y =l

(2.10) Pl

8t 8 +j5<—1/2.

DEMONSTRATION. Soit h(x) € C(R) telle que h(x)=0, S h(x)de=1
avec supp hC]— oo, 0]. La transformée de Fourier-Laplace de Ex(h@~yr)
converge a (2.9) grace au lemme 2.5 lorsque Ah(x) tend vers D/o(x).
L’estimation (2.10) découle du lemme 2.2 et de ce que
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HDJB(x)®'1/I‘HE;,,. réc.'i,s’ H"Sh'Hf'+r+i+1/2; r
si 8'+7<~—1/2. c.q.f.d.

PROPOSITION 2.8. L’application r=(vq, «-+, Yo )@= (ExPy)|,s, est
continue de H,. ,(R*; C") dans H.. . (R%™") avec 7¥>7,.

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que pour tout ¢=0,1,2, ---,
q .
(2.11) ¢ llolls,e: réjZ:,o | Diplli—gt40-5: r=Cllpll2 e 7 -

Remarquons ensuite que pour v>7v,, il existe C>0 et b(=0) telles que
(2.12) [Py, 0)|2zCA+p|+|z)7® pour (3, 7)eR"'x{Imz<—7},

ce qui est preuvé par le lemme de Seidenberg. (Si P, verifie la condi-
tion (1.2), on a (2.12) avec b=0 comme lemme 2.2.)
Comme Pp=0, il découle de (2.12) et (2.11)

g—1t .
(2.13) H-D2¢HE',V; =C %HDi¢H§',t'+b+m—j: 7§CH¢i[§/+q——1,t'+b+m—q+1; 7 e

En majorant le second membre de (2.11) ||Dip||2_,,¢ r+ 2528 || Dipl|i_a,enais 7
d’aprés (2.13) et (2.11), on en déduit ||p|%. ZC'|lP|li s irbrmeqrn:r T
C"||plli-1,t41: r =C" ||l ot s b+ mmgta: 70 D’ou on a |3 r=pl,o; ré
Clpl_, rs4mqsn: 7 POUr tout r=0,1,2, --- avec C positive indépendante
de ¢. En prenant » assez grand pour utiliser la proposition 2.7, on a
enfin

|¢|a; 7 é Cl?la—r,r(b+1n—q+1); T g C Z.’i+1+1§q<",l".'i>a——r+r(b+m—~q+1)+m—1—1/2
c.q.f.d.

COROLLAIRE 2.9. Pour tout entier k,3j=0, il existe K, ;€
Nyr>roH-_o.,,(R") telle que

Vu(E* (D3 (@) Ry) = By,
pour € H,., avec Y>7, Sa transformée de Fourier-Laplace est donnée
par
Ej+k ds
ety P&, 0 2m

2.14) Bs©=|

2.2. Projecteurs de Calderin.
Soit P(¢, {)=P(s, n, ) évolutif en 7 et normal en &, On pose
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(2.15) Q""(C):Scm, P(; . v;é—,; Pj+l+1(C)£j+k%i_

pour {=®, 7) e R* ' X{Im t< —7,}. Qu) est la transformée de Fourier-
Laplace de la distribution unique Q€ \rss, H_.(R*) d’aprés le corol-
laire 2.9.

DEFINITION 2.1. On appelle projecteur de Calderén 1’opérateur de
convolution associé 4 la matrice carrée de distributions Q=(Q;, )r.1—0.1,...q_1-

On peut définir le projecteur de Calderén aussi pour P*(g, {)=
11525 (6 —¢&7()). En effect, en posant

(2.16) PrE, O=+Pr (0 '+ -+ - +PF Qe+ PO,
on a le

LEMME 2.10. Pj() et P*(, L)~ vérifient les hypothéses de la pro-
position 2.1.

DEMONSTRATION. L’holomorphie découle de ce que

d
——P(, §)
S _ 1 dn
:‘24(8, © 2T SC+(C) M P(\, ©) ax

k=0,1, --- . La majoration de P; () découle du lemme 2.5. Celle de
P+, )™t découle du lemme de Seidenberg appliqué de la maniére
usuelle. En effet, on pose A={(&, -+, & 1,7 7)eC'XR"*XC,
(_l)qu(v’ T)Ezl<zz<---zjéz,' ¢ '515=Pq—a'(77, Z') pour 1§j§Q9 Im 50% e ;Im Eq-—u
Im T= _’7}! et P+($9 Eoy ** % 5#—1)=H;";(§ (8—5.1)' Alors P+(E’ C)=P+(E, Soy *
E#—1)=0 pour (‘S’ S ** 5 &1y 7y T) eRXA. C.q.f.d.

Ainsi, on définit

—l—1
LS pa e S

QII(C)—:SG*‘(C) Pt L) =0 21

c’est la transformée de Fourier-Laplace de Qi€ MNrsr, H_.../(R*). Par des
calculs simples, on voit que Q#({)=0d,, 0=k, I<p¢—1. Posons

Q+ = (Q:l)#SIcSq—l,OSlS#—-l .

Nous allons caractériser I’image du projecteur.

PROPOSITION 2.11. Soit P(¢, 7, T) évolutif en © et mormal en & Les
trois assertions suivantes sont équivalentes pour { e R*'x{Im < —",}.
(i) QQw=w pour w=w', w')eCrxC*=C?". ’
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(ii) La solution U(x) du probléme de Cauchy pour léquation dif-
Jérentielle ordinaire en x de degré q
{P(Dm OU(x)=0

(2.17) yU=(U(0), D,U0), ---, DI*U0)=w

est bornée pour x=0.

(i) @ TQw'=w".

DEMONSTRATION. (i) implique (ii). Posons

. eize ' ; d&
(2.18) V(x)—gcﬂc) P(¢g, C)f+%§qPJH+1(C)w£ omi
Alors V(x) est borné pour =0 et vérifie P(D,, ) V=0. YV=QQw=w.
La solution de (2.17) est unique: alors V(x)= U(x).

(ii) implique (iii). Comme U(x) est borné pour x=0, U'c $'(R).
Done, d’aprés la formule des sauts, U(x) admet 1’expression (2.18), d’ou
P*(D,, H)U(x)=0. De la méme maniére, d’aprés la formule des sauts
pour P*(D, ), on a
eixé

P Pa’fuﬂ(C)szj“'c'l'E—

(2.19) V@)=, . P s 2i

d’ot v"U=(D:U(0), ---, DI'U0)=Q*)w’. D’autre part yU=w impli-
que Y'U=w".

(iii) implique @{). La solution du probléme P+(D,,{)U=0 avec
Y U=(U(), +-+, D:'UW0)=w' € C* est toujours bornée. Donc elle admet
Pexpression (2.19), d’ou vU="'U, v"U)=(w’, @*Qw')=(w’, w"”). D’autre
part, P(D,, {)=P~(D,, )-P*(D,, )U=0. Puisque U est borné, U admet
Pexpression (2.18) d’ot on a vU=Q)vyU=QQ)w=w. c.q.f.d.

REMARQUE 2.12. Soient ez(fi=0, 1, ---, #—1) une base de C*. Alors
(e, QT (©)e)i,...,n, €st une base de Image Q). En particulier dim Image
Q) =p.

Ainsi nous avons demontré la

PROPOSITION 2.13. Soit P&, 1, T) évolutif en = et normal en &. Les
trois assertions suivantes sont équivalentes.

(1) vellizst Huraojore, (R") vérifie Qrv=v.

(ii) weH,,, (R vérifie P(D,, D,, D)u=0 avec v="u.

(iii) v=(', v") e II§=s X [1§=h Hpmromjormr Vérifie @ +v' =",

St (i), (if) ow (iii) est vraie, u=E*Pv|,.,.
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§3. Problémes mixtes pour les opérateurs évolutifs.

En utilisant les résultats obtenus dans §2, nous allons étudier le
probléme (P1) du §1.

3.1. Démonstration du théoréeme I: (i)—(ii).
Soit u(zx, ¥, t) € H... ,(R"*") la solution unique du probléme

PD,, Dw D)u=0
(3.1) B;(D,, D,, D)u=g;(y,t) pour x=0
Oﬁ g:i(y’ t) € Hco; T(R“), .7=0; 1’ * %y ”—1-

D’aprés les propositions 2.7 et 2.13, la solution wu(x, z) admet la trans-
formée de Fourier-Laplace en z notée par #(z, {):

3.2) e, 0)= Scﬂc; P?;EC) a‘+§isq Pirn©@Ema)) _é%
d’ou on a

. o Ek . i dé
3.9) 10=\ 55, 5., PrnOEma) & .

Done, on a

d & __ Ba(E’ C) A Jry 47 __d_&:_
3 BaOma=| | PED S P QE i) S

. SBLO® . o
_So+m __13('5_’2—)—_2 ir1(E)(E ’Y;u(C))_z_E’_L_

ZQJ(C)’ 3:0, 19 °* % [1—'1 .

Alors, on a un systéme d’équations linéaires:
p—1
(3.4) kZﬂB;,k ©v(8)=9.0), 8=0,1,---, p—1.

Par ’hypothése (i), ce systéme (3.4) est soluble pour tout {=(7, ) avee
neR* ', Imz<—7, Cela nous montre que
(3.5) det(B.,i(D)..r=R()+#0 .

3.2. Démonstration du théoréeme I. (ii)—(i).
On pose
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PHE, O=3, —&©)=3, PO

(3.6) i"_k
L;—(Ey C): % Pjt—k+1(C)§j ’ k:O’ 19 tt %y #_1 .

On voit facilement que

B, OLi(6, ) de _ SBLOFLGO g
&0 SC+“’ P*¢, 0 o2ri §0+(c) Pt 0 21 B..0) .

Comme det(B, .())#0, il existe une matrice A,.Q) k%, t=0,1, ---, £—1)
unique telle que

(3.8) S BLi© A4 (O=0, -

Puisque P*(E, )=P7*(¢, 70, 7) est holomorphe en 7, l’expression (3.7)
montre que B, .({) est holomorphe, par conséquent, A,,{) en est dans
{reC; Im7<—7v,). Pour appliquer la proposition 2.1, on utilise le

LEMME 3.1. Pour 7>, il existe C>0 et b telles que
3.9) |4, DI=CA+(L])? pour =@, 7)e R 'X{ImTt<—"7}.

DEMONSTRATION. Considérons une application, avec paramétre ¢,
définie sur un voisinage de (& (Q), ---, &,(0):

C#s (7\'0: Agy * 00, 7\'#—-1) = RO"O; Ayt 00y, Apy; C)
#—1 -
¢+ };IO E—x)) 271

Quand A, sont distincts deux a deux, on a

B\, « vy Muoy; &) =det(B,(he; ONILici(i—25)7" X

1, coceccccccccanas , 1
>< )’0, ............... ) k’#.—l
O L R R R , (vu)rt

=det(B,(\s, C))g_ =27

Comme il existe un polynome D\, {) tel que det(B,(\, &)=1I:<;
—N;) D, £), RO\, ) est aussi un polynome. On a donc det(B.,.()=
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R(ES), + -+, £-.(0), 0. On peut enfin utiliser le lemme de Seidenberg de
la maniére habituélle pour trouver C et b de (3.9). c.q.f.d.

REMARQUE. Le déterminant de Lopatinski est pareil a4 celui de
Sakamoto [10], bien que la matrice de Lopatinski soit légérement dif-
férente.

On construit d’abord la solution du probléme (3.1). En posant
() =(A)F(©), M) AX)g()), on voit que v({) € Im Q({) d’aprés la remar-
que 2.12, d’ou Q)9()=5(C). Il existe v(z) e H..,(R": C% dont la trans-
formée de Fourier-Laplace est 9(¢). Posons u(x, 2)=ExPw(z)). En vertu
de la représentation de Fourier-Laplace, il en résulte que P(D)u=0 pour
x>0, et que

-1 q—1 q—1
Bi(D)u]z=0 = k§=:(‘) Bjk(D,_)Fqu = EIOB.‘H:(D:)% le*’vl
e S pmr i S o
=2, Biu*X2, Quxv,=23, Bj*xv,=>, Bj; D Au*xg=9; .
=0 1=0 k=0 k=0 i=0

Ensuite la solution du probléme (P): Pu=f, Bu=g, est donnée par
w=E*(f+Pv) ou fe H,.,(R*™) est un prolongement de f et v=(v', v")=
(Ax(g— B(E*f)), Q++Ax(g— B(E~* f))) € H.,(R*; C%. A la fin, on montrera
P’unicité. Soit wu(z, v, t) € H,,(R*™) telle que P(D)u=0, B;(D)u|,-,=0,
j=0,1, .-, £—1. La transformée de Fourier-Laplace partielle ii(z, {)
vérifie

P(D,, Q)u(z, £)=0
(3.10) {

S Biu@ma@=0, §=0,1, -, p—1.

On sait que pour chaque &, (7, @), * -, V-, #(&)) € Image Q) et que dim
Image Q({)=p d’aprés la remarque 2.12. Comme ’application linéaire

Image Q(0) > (7,8, - -+, Vo i) — (ki‘;o B;1,(0)78(8))ogisu— € CH

est surjective d’aprés ’existence de la solution u(z, ), elle est forcément
injective. Donc (8.10) implique #@(x, {)=0, d’ou u(x, 2)=0.
Ainsi nous avons démontré le théoréme I.

§4. Estimation des solutions.

En utilisant des résultats que nous avons obtenus dans les para-
graphes précédents, nous pouvons avoir l’estimation des solutions. En
effet, les raisonnemnets principales dans Chazarain-Piriou [3] (IIéme
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partie) sont valables aussi dans notre cas. Donec, nous allons seulement
reprendre des points essentiels.

4.1. FExpression de u et Yu.

Soit P(¢g, 1, 7) évolutif en 7 et normal en &. Considérons le probléme
mixte (P, B;), on suppose que le déterminant de Lopatinski R()+#0 pour
E=m, )eR"**x{Imzt< —7}. Soit we H,., (R"*") la solution du probléme:
P(D,, D,, D)u=f(x, y, t) € C(R™)

(P) .
Bj(-Dm Dm Dt)u]x=0:g.'i(yr t) € Hoo;T(Rn) ’ .7:Oy 1’ M) l"—l .

Pour exprimer u par f et par v;u, on décompose u en trois parties.
D’abord posons
(4.1) | u=KExf.
En posant v=u—wu,, on a

{Pvzo

4.2
( ) Bﬂ):g.‘i_B.'i(E*f) ’ -7.::0, 1, *t %y [,t—]_ ’

qui est décomposé en deux:

(4.3) { w=0
ViU =% , J=0,1, -, p—1,
Pu,=0

(4.4) { )
’Y,-u,.,—:—’Y,-(E*f) ’ .7=0; 17 cc ﬂ—-l .

Ainsi w=u,+u,+u;. Or, Pu,=0 implique P*(D,, {)4,(x, £ =0 pour i=2, 3.
. A T’aide de la formule des sauts et des potentiels de multi-couches, on a

A = + i)
(4.5) W, O=| e B, Pran@era0E

eimE

et

~ _ © . , , eia:e d& e-—-ia;’E’ d&'
@ e 0=| fe 00 |, sln i erE o
ou on a posé P(¢, {)=P*(E, OP (5 &) et o C(¢) désigne un contour de
demi-plan {Im £<0} entourant les zéros £;({) (=0,1, -++, g—p—1) du
polynome P~(¢, (). Ensuite, en profitant de ce que R(()+0, on va ex-
primer v;u(j=0,1, -, g, --+) par f et 9;0=7=p—-1). Soit (4.(0))osr,izr1
I’inverse de la matrice de Lopatinski (B}:())ess.1<n_y- Posons
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(4.7) Bj(g, =8 OP*(, O+ Bi& )

816 =3 818" -

Par une transformation de Fourier-Laplace partiélle de la formule des
sauts, on a

P+(D,, Oit, O=|"_ e"”;’ig' 8 =

pour £=0. Ceci et les équation (P) et (4.7) nous montrent
#—1 u—1 q—1
7:8(C) =,Z=‘6 Ak,i(C)gi(C)—’_ga Ak,:i(C)h};oS.i,h(C) X

S <im0 (], 2 5)

k:()’ 1’ °t Y #_‘1 .
Etant donné P*(D,, {)=D*+ 3}t P ({)Di, on a

'7,,+,12(¢) = S: Flx, Odx (So_m P‘f;;slc) gj
(4.9) ) _ ”z;, PO, )
1=0,1, --- .

4.2. Estimation des solutions.
Dans ce sous-paragraphe, on adjoute ’hypothése:

(4.10) P(, 7, ) est strictement hyperbolique en 7, et le bord est
non caractéristique pour P: P°(1, 0, 0)=c+0 .

Puisque P(¢, 1, 7)=ct™+ > 7= P;(, 7)8, on a par le remarque au lemme
2.5 I’estimation

(4.11) l£;OI=CIL] .
On déduit de (4.7) et (4.11),
4.12) IS;s@I=CIEPi~*m,  §=0,1, -+, p—1.

LEMME 4.1. Soit P(¢, 7, 7) un polynome de degré m, strictement
hyperbolique en 7. Alors il existe C>0 et v,(=0) telles que pour tout
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% >, on ait
m—1
(4.13) Hufhosr S O( P55 CTiwdhesosor)

pour tout we H, (R,

DEMONSTRATION. On peut adapter une technique classique de Leray
pour établir 1’inégalité (4.18) pour P=P°. (Hormander [5], Sakamoto
[9], Chazarain-Piriou [3], Proposition 9.1.) Le terme perturbé est absorbé
dans le premier membre de (4.13) lorsque 7, est assez grand. c.q.f.d.

On considére le probléme

Pu=0

(4.14) VoU=T U=+ =T u=0
Va4 =g € C7(R") .

Le lemme 4.1 et (4.9) nous montrent que

(4.15) YNl S CLGD o sr

D’autre part, de Pu=0 résulte que

-~

(4.16) Dia, =9 e’ dé

ctwy PY(E, Q) 2m

Aprés la substitution de (4.16) 4 (4.15), un théoréme des multiplicateurs
de L*(R*) nous donne la

PROPOSITION 4.2. Sous les méme hypothéses que le lemme 4.1, il
existe C>0, v, telle que

” efgh 2 C v io—ptns

(4.17) S SM) A d,sl dos Cigprmen
* g gt z C riz—miptnt
(4.18) So Sc—(o P~ 0 dE, dwé?lcl o )

pour v>v7,(h=0,1, -+, m—1).

On fait ’hypothése sur la matrice inverse A4; ,:
(Ly) il existe C>0 et v, telles que la matrice A({) vérifie

lAi,k(C)lé—%IC'i—bHo
v

pour (=7, 0)e R 'x{Im7t<—",}, 7,k=0,1, ---, p—1,
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Alors, on a un théoréme analogue au cas homogéne avec le bord
noncaractéristique, d’oi découle le théoréme II.

THEOREME 4.3. Sous les hypotheses (1.5) et (4.10), les deux assertions
suivantes sont équivalentes.

(i) I existe C>0 et 7, telles que pour Y>v, fe H,, (R, g;¢€
H_.(R") (j=0, -+, #—1), la solution wunique u e H,,(R**) du probléme
(P) vérifie I’inégalité d’énergie:

C (1irp s
(4-19) ’YIuI -1 r+z <71u>m —1—73 T— 720 (7[f|0,0;r +jga<g:i>1n——1—bj+6;r> .

De plus, st f et g sont nulles pour t<0, alors w est nulle pour t<O0.
(ii) La condition (L, est satisfaite.

DEMONSTRATION. (i)—(ii). Soient f=0 et g € CP(R"; C*). Posons v=
Woy ** =y Vu_)=(Vou, Y, U, +++, Yu_,u). L’application g—v définit un opérateur
continu de C{(R"; C*) dans C”(R"; C*) qui commute avece les translation.
Donc il existe une matrice de distributions A=(A4;,.);r-0,....._. & support
contenu dans {{=0} telle que v=Axg. Alors on a

(4.20) Ax(B'xv)=wv
pour g € Co(R*; C¥), (voir la démonstration du théoréme I). Comme B’
est isomorphe de H.. ., (R*; C¥), B’, définie par (lvi’;-,,, @)= SB,’-,,(z)cp(-—z)dz est

isomorphe de H.. ,(R*; C*). Considérons une suite h; € C7 qui tend vers
h dans H_._,(R"*: C*). Il existe une suite w; qui tend vers w dans H,,_;
telle que B'su;=h;. Comme (A, h;>={(A, B'»u;>=<{A*B’, u;>=u;(0), on
a A;,e H ., (R") pour tout v>7v,. Ainsi on a A{)B'({)=id, d’ou det
B'Q)=R()#0, pour {=®,7)e R*'x{Im < —7,}). D’autre part d’aprés
(4.19) avec f=0, on a pour chaque (7, k),

<'U,>2 —1—7; TS ge <gk>m—1 bp+057 9
d’ou on a
[14:.4@au@ra-+1ER™ - dndo =2 {04+ CPym -5 dndo .

Enfin on a

IAj,k(C)IéglCI"bk+” pour v>7, .
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(ii)—(i). Grace au lemme 4.1, on a seulement & majorer
YiUPma1-3;7§=0,1, «++,m—1. Pour j=<p—1, (4.8) est majorée par (4.12)
et la proposition 4.2. De méme, pour j=p, (4.9) est majorée consécu-
tivement. c.q.f.d.

REMARQUE 4.1. Soit R°() la partie principale de R(). La condition
(Ly) implique R°(0, —14)%0. En effet,

1
RO

si {=(0, —17), et d’autre part, par la définition de B;,,

=|det 4; (0 éC'Y”(‘“_”*zl’:;éb"

[RO)I=Clg[=ezatemra

P:D:+]Dylz—D?+P’<Dm’ Dyy Dt) ’

EXEMPLE.
132213(l)y,17Q ’

ou P’ est un opérateur de degré =<1 et B est un opérateur strictement
hyperbolique par rapport a ¢ de degré <b. Alors on a

1 ,CI—b+1
L, AQ)| = =C .
(L) A IB(C)I< o

REMARQUE 4.2. Il y a une autre inégalité d’énergie plus forte a
- Pintérieur et plus faible au bord que (4.19) (=0):

q—1 #-1
I R MRS (S SR T

Nous n’y sommes pas parvenus par notre méthode basée sur le cas de
Dirichlet. Il nous semble nécessaire de traiter directement les noyaux
de (4.5) et (4.6) pour caractériser (4.21).

Le noyau paru dans (4.6) est majoré grace au (4.19) de la méme
facon que la proposition 4.2.

ProOPOSITION 4.4. Sous les hypothéses du lemme 4.1, il existe C>0,
Y, telles que

(" ao | o gt |
0 0 c— ()

oty PY(E, ) 2w W(&'—8P (0 2rn

D’;S

é __C; ]ClZ(—m+k+1)

pour (=, 7) e R**'x{Imz<—7}, k=0,1, ---, m~—1.
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