
No. 4] Proc. Japan Acad., 61, Ser. A (1985) 91

24. Sur l’quation de Boussinesq des ondes de surface de l’eau

Par Tadayoshi KANO*) et Takaaki NISHIDA**)

(Communicated by KSsaku YOSIDA, M. ,l. A., April 12, 1985)

1o Le problme de Cauchy non-dimensionnel pour les ondes de surface
de l’eau remplissant la r6gion t?(t)= {(x, y) x e R, O<y<F(t, x)} se ram6ne
dterminer la representation conforme z=z(t, {)=x+i6y, oh

de t0(t) sur 9,={@, 1): e R, 0<1<1} et l’image du potentiel de vitesses
(t, x, y) par cette repr6sentation soit =(t, , 1) [1], [2].

Le paramtre/ est le rapport de la profondeur h de l’eau la longueur
des ondes qui s’introduit d’une manire naturelle dans la non-dimen-

sionalisation du probl6me original" -- h/2.
Sous la condition de l’interdiction du bas-fond sec et pour les donn6es

initiales analytiques, on a une fonction analytique F(t, x 6) de la t’ronti6re
libre et une autre O(t, x, y ;/), analytique galement, du potentiel de vitesses
d6finies dans tO(t) d6pendant toutes les deux du param6tre non-dimensionnel
d’une manire ind6finiment diff6rentiable dans une classe de fonctions

analytiques.
La proondeur non-dimensionnelle y’ avait 6t6 introduite en haut par

y=hy’, y 6rant la profondeur originale dimensionnelle. Compte tenu,
maintenant, de l’ampleur a des ondes, on considre ici l’ampleur non-
dimensionnelle yl dfinie par y--h-y’, d’ofi yt--l+yl avec -/h.

On va consid6rer dans ce qui suit les ondes pour lesquelles et / sont
de m6me ordre comme infinit6simaux lorsque a<<h et 2>>h, en posant
carr6ment en fait =/.

Conform6ment cette non-dimensionalisation, on considre, en omet-
tant le signe prime "’", les autres quantits non-dimensionnelles
(1.1) x:+62x’, y:]+62y’, : --t--6’,
pour e R,

Au lieu de considrer {x, y, } dans [1], on va considrer le problme
de Cauchy pour les quations correspondantes par rapport
Avec les notations dans [1], [2], on a pour ]: 1:
(1.2) y:(A/6)x,

6 w AxA--B(w A)--6 xB(w A),(1.3) (x--
12 12[=--(A/6)x +(6/2)w {(A,) --() }--6 ,B(w’A9),

(A x -w [(l+x)+
2. D’aprs le thorme abstrait non-linaire de Cauchy-Kowalevski

[1], le problme de Cauchy pour (1.3): systme quasi-linaire par rapport
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{x, }, avec des donnes {x, }(0, ) e Xo admet une et une seule solution
{x, }(t, 3) e X, quel que soit pp0, pour I$1a(p0-p). Elle est indfini-
ment diffrentiable dans X, quel que soit pp0, pour Itla(po--p), par
rapport /} et peut tre prolonge comme fonction harmonique de (,
pour (, ]) e 2/--{(, ) e R, 0__<l+ap, a0} d’une manire qu’elle
est aussi indfiniment diffrentiable par rapport / comme telle.

Dfinissons r(t, x ) par
(2.1) ’(t, x; )=y(t, (t, x;3), 1 )
Oil (t, x; 3) est la onction implicite dfinie par x=x(t, , 1 ). Alors la
rontire libre F(t, x; ) s’crit comme suit"
(2.2) F(t, x; )= 1+’(t, x;).
De mme pour le potentiel
(2.3) (t, x, y; ()=- t+(t, x, y; ),
oil (t, x, y; )=9(t, (t, x, y; 6), ;(t, x, y; ) ) d6finie pour (,

Si on considre le potentiel de vitesses sur la surface, c’est--dire
(2.4) q](t, x )=(t, x, l+’(t, x ,) 3),
alors, vu (1.2), (1.3) et leurs d6veloppements par rapport 3, on a la

Proposition 2.1. La solution {’, } satisfait l’ gquation suivante pour
]t]<a(p--p) dana X,, quel que soit p<p pour les donndes initiales {r, q}(0)
eXe"
(2.5)

tq,+ "+ (-/2)-- 0(60.
3. Notons que l’on ale lemme suivant (cf. (4.7) dans [2]):
Lemme 3.1. Le potentiel de vitesses a le ddveloppement suivant"

(nyn n0(t X; ) +0(((+))(3.1) (t, X, y;)=, (--1)
=0 (2n)! 8x

o. (t, x; )=(t, x, 0; ).
De (2.5) et (3.1), on a pour It[<a,(p,--p), vp<p,

[,,+o+o.(roD (o./6)o 0(o0,(3.2)
[4- 7+ ($/2)()- ($* /2)

pour 7 d6finie par (2.1), dans X,.
On va comparer notre solution {L o} de (3.2) avec celle du systme ci-

dessous (3.3) avec les donn6es de Cauchy {’, }(0)= {?, }(0)
-0 --0 -0

(3.3) ’7 + +8 (7) (o /6) O,
-0 -0 -0[t+’-+-(/2)() --(/2)t=0.

Or, le thor&me abstrait non-linaire de Cauchy-Kowalevski montre
que la solution existante de (3.2) dpende continfiment de donnes initiales

et de second membre au sens de norme suivante

M’[w] sup llw(t)l, (1- t )
si les donnes initiales appartiennent X.. off

]lull.=max{]ul.., ]u]}, X.={u e_;, u eL}.
D’ofi, on ale
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Theoreme 3.1. Quel que soit p.pl, positif, on a pour tla(p-p),
quel que soit pp"

r(t) (t) O(a’), (t) --(t)I1
4. En rapporgang la seeonde 6quagion de (g.) dans la premiere, on

obieng

(41) , (2/),+(2/) 2aoao =0().Cxxx+2xCx+ ,xx

La solution (t, x; ) de (4.1) ne se diff6re que de termes d’ordre O()
de la solution (t, x; a) pour
(4.2) ?_ -0 -0 -0 020 06)xxx+2 OtOx+ x-
C’est--dire que l’on ale

Theoreme 4.1. Quel que soit ppp, on a, pour t]a(p-p),
10-60 =o(’).

I1 est noter que l’quation (4.2), de mme que (3.3), admet une solu-
tion des ondes permanantes du type (t, x )=f(x ct; 6).

5. Vu les considerations dans n 3-4, il nous semble raisonable
d’appeler (4.2) l’quation de Boussinesq plutSt que celle propose par
Boussinesq lui-mme en 1869-72 [3]"

(5.1) dh .dh d (3 h H dh)dt.= gH. +gH.
dx dx 3 dx

off h reprsente la frontiSre libre.
En effet, si on remplace 3/3t par 3/x dans "les termes d’ordre

suprieur par rapport " dans (4.2) et si on suppose que soit approche
par -, comme a ait Boussinesq dans son article de 1872, on peut dduire
(5.1) de (4.2). Mais l’quation (5.1) n’a pas de bonne relation linaire de
dispersion contrairement ce qui est pour (4.2)"

 our
+(/

pour (g.1).=--gH 1-- g

I1 serait done diNeile de dire si les solutions de (g.1) donnent une bonne

aroximation our les solutions du roblme de Cauehy de (.2), ou encore
de (4.1).

6. Remarques finales. 1 . Le roblme de Cauehy pour (.), ou
(.2), est bien os dans l’esaee de Sobolev H. Une estimation a riori
nous assure l’existenee globale de solution de (4.2) ar rapport au temps
dans H, 14.

2. Darts [1] on avait intgrdit le bas-fond see. Ce qui n’exelut as
ngeessairement les ondes telles que l’on air s=/h=O(1) lorsque
C’est--dire que l’on a eonsidr darts [1] les ondes de surface de l’eau dans
le eas o <<s lorsque <<h et 2>)h. Ainsi la remire aroximation
tait les quations des ondes de surface en eau eu rofonde, eonform-
ment l’armation de G. B. Airy []. e eas rsent o s8, au eon-

traire, exlique bien l’existenee des ondes ermanantes et solitaires
observges ar J. Scott Nussell [].
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