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33. Sommes de Gauss modulo p. I

Par J.-L. :M:AUCLAIRE
C.N.R.S. et Universit Waseda

(Communicated by Shokichi IYAN_(., M. J.-., March 12, 1983)

1. Soit p un nombre premier, a un entier 1, ; un caractre
primitif modulo, p. On dfinit la somme de Gauss r(z) mod p par

(Z)- (x)exp(2iz-).(Z/paZ) X

On se propose de donner ici le rsultat suivant"

Theoreme 1. p grant un nombre premier impair, et un entier
1, Z un caractre primi$if modulo p, alors

1. Si =2k, on pose z(l+p)=exp (-2i=(h/p)), ot O<h<p (et
(h, p)= 1 puisque Z est primitif). Alors, pour tout L=_h mod p, on. a

r(Z) pz(L)exp(2iz- ).
2. Si cr=2k+ 1, on dgtermine de faon unique un entier h par les

relations

Z(1 +p+2*p) exp 2iz
P

0<:hp+1 (et (h, p)=l car Zest primitif), ot 2"2-1 modulo p. Alors,
pour tout L h mod p+, on a

r(;)=p// exp 2iz p .z(L).

oh =-1 si p=l (4), i si p--3 mod 4, et (./p) est le symbole de Legendre.
On peut do.nner une ormulatio.n qui condense le Tho.rme I de la

ao.n suivante
Theoreme 1. his. Soient p premier impair, k1, un caractre

primitif modulo p, Z* le groupe multiplicatif des unitgs de Z, F,_, le
sous-groupe cyclique d’ordre p-1 de Z*, ce qui fair que , considgrg

comme caractre sur Z* trivial sur (l+pZ) s’identifie pour e I_,
ueZ Z((l+pu))=(D exp (-2iz(h/p)) log (l/pu), o (h,p)=l, h
fixg, Ohp-l, 4x est un caractre mod p fixg, log (.) est le logarithme
p-adique usuel. Comme h e Z, h s’ gcrit"

h=(l/p/), eFp_l, ;--hmodp, eZ.
Alors on a pour la somme de Gauss r(Z)rood p

r(Z) p/ ( 2h ,(h) exp ( h log ( l +pf ,
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O (./p) est le symbole de Legendre, log e=1, =1 si p--1 mod 4, i si
p--3 mod 4.

2. Demonstration pour le cas de Z/pZ. Ici, p sera un nombre
premier impair ou 2. On remarque que tout lment x de (Z/pZ)
s’crit nodulo p sous la forme

x-?. y,
off (8, p)=l, 0Ogp, et y=l+pm, Ogmp-l, de fao.n unique.
On a donc, en posant G (Z/pZ) G’ (Z/pZ)

( )r()= Z(x)exp 2i x Z(8(1 +pm)) exp 2iu (1 +pm)
xG xG’ m=O 2k

Z(O) exp 2iu (1+pm) exp 2i pme,
xG m=O 2

Or, {y=l+pm, 0gmp--l}, muni la loi interne X, est un sous-
groupe multiplicatif de G isomorphe Z/pZ; on remarque que

1 +pm (1+pgm,
et en posant

on o.btient

z(l+p)-exp(-2iu-h-h )

(z(l+pm) exp 2iPmO si 0=h
--0 p sinon

d’ofi r(Z)--pz(h) exp 2i(h/p9.
Remarques. 1) Si (h, p) 1, la o.rmule est encore vraie et cor-

respand un caractre Z non primitiL
2) Si L=h mod p, alors L= h. (1 +pl) et

z(L) exp (2i)=z(h)z(l + pl) exp (2i h+phl )
( Ph l)exp (2i5)exp(2il)=r(Z),z(h) expk-2i

d’o.fi le 1) du Tho.rme 1.. Demonstration pour le cas de Z/p+Z, p impair. On re-
marque que tout x de (Z/p+Z) s’crit de fao.n unique sous la forme
x=8.(l+pm), o,fi O8p, (,p)=l et Omp+--l.

On co.nsidre le sous-gro.upe F+, de (Z/p+’Z) do,nt les lments
s’crivent sous la 2o,rme l+pm, OEmEp+’-l. On dtermine son
dual + comme suit"

e Y+ si ((l+pm).(l+pn))=(l+pm).(l+pn).
On vrifie que l’o.n a

( h .(-pm+ p2*m))(l+pm) =(l+pm)=exp 2i
P+

o.fi Oghgp+--l, et 2"21 mod p. En effet"
Si hlmodp+ alors
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En outre
h p.2,m p2,n)4x(l+pm)(l+pn)= exp 2i p (--pm+ --pn+

exp 2i h (- (p(m+n)+pmn)
2k+

+2*p(m+n))

exp 2iu h (- (p(m+n) +pmn))

+2*p((m+n)+pmn))
=@((1+pm). (1+pn)).

Doric, {@, 0hp+-l}=+, puisque chaque est un caractre et
que le hombre de tels distincts est le cardinal de F+,.

On a alo.rs, en posant G (Z/p+Z) G’ (Z/pZ)

r()=xea Z(x)exp (2i.-pi+)
o’ Z(0(1 +pm))exp (2i0KmKp +- 2+

( )0 Z(I+pm) exp 2i P+Z(O) exp 2i
G 0KmKp+-1

Or Z, restreint F+, est un lment de fl+. I1 existe donc h tel que

Z=. On a done"

z(l+m) exp 2i

o o exp 2i= +.. (0-- h)(r+ pv) +2"
p

exp2i= 1 (0-h)r+ 2*r 2i (O-h)v

Mais

-’=0exp( O-h ) {p‘sio-h--Omdp2i
P

v
0 sino.n.

Comme h vrifie 0_h_p’+’-l, et que t vrifie 08p-l, on a une
seule valeur de 0 vrifiant 0-h--0 mod p (pourvu que h0 mod p, ce
qui signifie que Zest primiti). On crit O=h+up, oh 0-up, et
notre somme devient, en posant h-’hl mod p,

upr. + p=p exp 2*h((r+uh-’)-(uh-Y)exp2i
P+

=p’exp(-2i2"u’h-)’-( ).exp 2i2*hx
p =o p

d’oh
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d’o5
h [2i 2*hxr()=P(h)exp(2ir p/)i exp \ p )’

D’o, en utilisant la valeur connue de la "somme de Gauss" histo,rique
ep’/2, 0’

Sp() p+ (/)(h) exp 2i
P+

o.h (./p) est le symbole de Legendre.
Or, si Lh rood p+, on a L=h(l+p+l) et

Z(L) exp(2i L p+ exp(2i h (2iP+ )=Z(h)(1 + l) -p+;)exp hl)
h exp(2i hl:Z(h) exp (--2i)exp (2i P+ )

=Z(h) e,x i

d’o, le 2) du ho,rme 1, ear

(l+p+p2.)=exp(_2i. h)
Addendum. Aprs presentation de cette note, l’auteur a t in-

form du ait que les sommes de Guss modulo p, p impair,
avient djt dtermines par R. Odoni On Gauss sums roodp2,
Bull. London Math. Soc. S (1973), 325-327. Les mthodes suivies ici
ainsi que la 2ormulation des rsultats sont cependant entirement
diffrentes.


