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91. Uber die Nullstellen der von Potenzsummen
der natiirlichen Zahlen definierten
Polynome

Von Noriaki KIMURA
College of Industrial Technology, Nihon University

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., Sept. 13, 1982)

Es handelt sich in [1] um die Nullstellen der Polynome P, (x)
€ Q[x], ke N, die durch

P, (n)= i} Pl fir alle ne N
v=1

erklirt sind. Da wurde es beweisen, daB kein P,(x) andere rationale
Nullstellen haben kann als =0, = —1, x=—1/2. Inder vorliegenden
Arbeit beweisen wir zwei Sitze liber die Nullstellen dieser Polynome.
Der Satz 1 behauptet, daB kein P,(x) imaginire Nullstellen haben
kann, deren reelle Teile zwischen —1 und 0 liegen. Der Satz 2 gibt
Auskunft iber die Nullstellen in den quadratischen Zahlkorpern.

Satz 1. P,(2)#0 fiir ze C, J(z)+0, —1< R() <0, wobel I(2)
bzw. R(2) den imaginiren Teil bzw. den reellen Teil von z respektiv
bedeutet.

Beweis. Nach der Formel (6) in [1], d.h.

P(—2)=(—D*'P(x—1) (k=1)
geniigt es zu beweisen, dafl P,(z)+0 fiir J(z)#0, —1<R(R) L --1/2 ist.
Setze z=x—1+yi, #, ye R, i=+—1. Fiir y>0, 0<x<1/2 beweisen
wir P,(x—1+y)0.

In Anbetracht der Darstellung der P,(x) durch Bernoullische
Polynome B, (xz) bzw. Bernoullische Zahlen B,,, haben wir

(k+1DP(2)=(Fk+1P,(x—14yi)
_ (BN kg
—jZ=:0 ] (y?) Bj(x)“‘Bkn-
Dabei sind die folgenden vier Fille zu unterscheiden.
1) Fall k=1 (mod 4).
Wenn 0<<x<{1/2 ist,
_1 E4+1\, ~ivi-g
k+DIP D= 2] i (y1) B ,(2)<0.

1 0sjsk+1
J3 ungerade

Ist nimlich j=2m+1, m>=0, so folgt
1*7IBy(®) = (=1)"By () <0

(s. [2D.

Fir =1/2, haben wir



No. 7]

E+DREP,D= 2,
oxigha

Ist ndmlich 7=2m, m >0, so erhalten wir
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(’“;fl)wi)k“-fB,a/z)—Bk+1<o.

i**+1-1B (1/2)=(—1)""'B,,(1/2)= l‘.ﬂ (—=1)™'B,, <0,

und B,,,>0 in diesem Fall.
Fiir =0 erhilt man

22m—1

E+DREPD)= 3. (’“J_Fl)(yi)k“—pro,
0<T=k J

7; gerade

da ik+1-ij=(_1)”‘“B2m>0 fiur 7=2m ist.

im Fall k=1 (mod 4).

Also haben wir P,(z)#0

Die gleichartige Rechnung 148t sich auch in
den anderen drei Fillen ebenso ausfiihren.

2) Fall k=2 (mod 4); RP,(2))>0 fiir 0<z<<1/2
I(P.(2)<0 fir x=1/2
IJ(P.(z)>0 fiir =0

3) Fall k=3 (mod 4); JY(P,(2)>0 fir 0<z<1/2
RPL(2)>0 fir x=1/2
RP()<K0 fiir =0

4) Fall k=4 (mod 4); QRP,(2)H<K0 fir 0<e<1/2
I(P,(2)>0 fir x=1/2
J(PL(2) <0 fiir £=0.

Jedenfalls ergibt sich P,(z)#0 fiir y>0, 0<x<1/2, damit haben wir
unsere Behauptung bewiesen.
Satz 2. Sei d die Diskriminonte eines quadratischen Korpers

QW d) und a, B ganze Zahlen in Q(W d) mit der Norm Np=+1 und

(@, =1. Wenn P,(«x/B)=0 ist, dann bestehen nur folgende Moglich-
keiten :

B)=3 oder 2 fiir 3fd

B)=3"l* oder 20* fiir3|d,

wobei 3 bzw. [ ein Primdivisor von 2 bzw. 3 in Q(v/ d) ist und t, s=0,
1 ist, die nicht beide gleichzeitig Null sein konnen.

Beweis. Sei p einin g aufgehender Primdivisor und p eine Prim-
zahl (e Q) mit p|p. Da nach dem Satz von v. Staudt B,#=0 (mod p)
fiir >3 gilt, haben wir aus der Annahme P,(a/8)=0
() a4+ (k+1)(—1/2)a*B+ (k(k+1)/2)(1/6)a*'F=0  (mod p).
Wenn ptd ist, so ist p=p oder p=pp’ (wo p’ die Assozierte ist) und B,5*
=p?/6=0 (mod ). Wenn B,f=—p/2=0 (mod p) ist, dann folgt aus
(*) =0 (mod p), was ein Widerspruch ist. Also haben wir p=2 und
4fd und k ist gerade und p| g (d.h. g ist teilbar durch p aber nicht durch
). Wenn p|d ist, so ist p=p? und es folgt aus (x), daBl p=2 oder p=3
sein mufl. Setzen wir 3‘||p und [*||3, dann haben wir =0, 1, 2 und
s=0, 1. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.
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