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86. Sur l’Unicit du Prolongement des Solutions pour
Quelques Equations Diffrentielles Parabolklues

Par Yujiro OYA
Universit de Kyoto

(Comm. by K. KUNU(, M.J..k., July 12, 1961)

1. Introduction. Nous voulons donner un rsultat pour l’unicit
des solutions dans la direction de l’espace pour l’quation parabolique
de la forme:

(1.1) It --L(x, t, --)lu(, t)--O

off L est un oprateur elliptique du quatrime ordre:

(1.2) L-- ( as(x, t)
,=

a(x,t) itant des fonctions valeurs relles, v6rifiant la condition
suivante:

(1.3) . a,(x, t),>$(x, t) l , (x, t)> 0
i,j=l

et de plus, pour simplifier le raisonnement, supposons que tous les
eoeflicients dans (1.1) soient indfiniment diffrentiables.

Notre but est de montrer le

THEOREMS. Soit u(x,t) une solution de (1.1) au voisinage de
l’origine ((x,t)--(0,0)). Si, sur l’hyperplan x,=O, u(x,t) s’annule
avec ses drives jusqu’a l’ordre 8, alors u(x, t) s’annu[e identiquement
dans un voisinage de l’origine.

M. Miohata

L es un Olrateur elliptique du seeond ordre. Mais, me eonnais-
senee,
inspir pr [8. Voiei 1 raison: Considrons le eas trs simple, L=A.
lors,

Comma on verra dans la suite, les dux olrateurs dans le seeond
membre, ont le mme
etteients rels) du quatrime ordre.

Je tiens exprimer ma viva gratitude M. S. Miohata pour
ses suggestions et ses conseils.

2. On fait le changement des variables de telle manire que la
solution transforme air son support strictement convexe dans z_0:
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’-- (1<i< 1), t’=x=x+ ,x]-t-t, x, x n-- t. Ensuite on change la nota-

tion des variables x: xt, t’x, c’est--dire, (x,...x_,x, t’)(x,
..x_, t, x). On pose l’quation transforme sous la forme.

(2.1) p+A,_ O u-Su,

oh S est un oprateur diffrentiel en

++.--+,_,g3), P=Ao(x, t) +2A x, t, +A x, t,

et on voit facilement que A--AoA>O, A0>0, au voisinage de l’origine.
Et puis, on dcompose le premier membre de (2.1) en deux

membres

.. II I! pour toute u<x, t) sup-

port compact dans un compact fixe de

P--3zP--A’+,3 qui est unEn effet, S est gale _v

orateur born de L dans lui-mme (voir [3]).
Donc, afortiori, on a

(2.2) (P+4--A’+)(P--4--’+)u--(S+S)uSou.
Compte tenu de (2.1) et (2.2), on considre l’quation caractris-

tique

(2.a) Ao(x, t)Z+2A(x, t, 2i’)+A(x, t, 2i’)g4l +2i.=0.
CalderSn a utilis ()-] ]. Par contre, Mizohata a utilis ()

=’]+ dans [3J. Ici on va utiliser ()-J]’]+. (Notre
dcompositions (2.1) et (2.2) nous semblent artificielles, mais pour
notre raisonnement elles sont trs commodes.)

Remarquons que (2.3) admet quatre racines:, (, t, )
(.)

_1 Ao](AIAo_A,)_4421," ’(’ *’ ) t-A
off on fixe la d6termination de -.. comme sa partie r6elles 0.

On d6signe

(2.5) ,(x, t, )-(a(P,)(x, t, )+ia(Q,)(x, t, ))() (i-1, 2, a, 4)
oh les a(P,) et a(Q,) sont des parties r6elles et imaginaires respec-
tivement. On constate facilement qu’il existe une constante positive
c>0 telle que
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(2.6)
Re a(P1)(x, t, ), Re a(P3)(x, t, ) >_ c
Re a(P.)(x, t, ), Re a(P,)(x, t, ) --c

pour tout .
Ceci remarqu, on peut dcomposer P+/- --A’+ sous la forme;

(2.7)

Pour justifier cette dcomposition avec une majoration de l’opra-
teur C, nous devons examiner les symboles de plus prs. Nous nous
appuyons sur le

Thorme 2.1 (Th. 2 de [3). Soient H, H, H, des op$rateurs dont
les symboles v$rifient les conditions suivantes:

q(U) =(x,)- a(x)() a(x)--(a(x),...,
0

o () gK< (pour tout O)
a,(x) ]g < 1 i- 1, 2,..., p a(x) ()

() est localement borne, ind$finiment diff$rentiable dans le corn-

2) pour

pour [a]_>l, [$1_>R>I tout

4) o[ () est un polynme _0
>1 pour
degr$ de ()gq (q 2).

Alors, HA--AH, H’A--AS*, (H*--Ha)A, A(H*--Ha), (HoH--HH)A
A(HoH--HH) sont des opdrateurs born$s de L dans lui-mme.

Maintenant nous voulons montrer que les oprateurs =P+iQ
vrifient (3). Pour cela, dveloppons 2(x, t, ) suivant les puissances
de a--a(x,t)--a(O, 0), et regardons tous les symboles ci-dessus
comme des fonctions de deux variables (;a).

Alors on peut constater que
i) ces symboles admettent des dveloppements sous la forme nonce
dans le thorme ci-dessus.
ii) la condition (3) est vraie.

En effet, crivons un des symboles sous la forme (; a)-- a($).
0

Pour notre but, il suffit de vrifier les deux ingalits:

(I) [()(; ) N
I ("- our 1, I 121.

(I) h(e,)lel
Or, on
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(x,t,)l<C pour

off C et c sont des constantes convenablement choisies. En appliquant

la formule de Cauchy -.(x, t, ), on a (3).

En rdsumd,
Lemme 2.1. L’oprateur C est majord sous la forme:

o C est une constante.

3. InSgalit$ pour ] ]P--’W)u](dt. Nous allons
11

J.:fl[<+<P+Q>) II
+ll ul , dt

o M(n) est une suite tendant vers+ avee n, et k est une eonstante
>0.

Preuve. Limitons-nous xplieiter les modifications faire.
D’abord par l’in6galit6

(Is) (p_I)+Z>-- p+1/2 pour nk2
n-3 n

il n’est pas neessaire que nous prenons "une suite partielle des ,(t)".
De plus, en utilisant l’ingalit6 priori

(I,) la+blZial
_

1 Ibl o 1,

on eut amliorer l’valuation our II ()’ gt. 8i l’on utilise ees

deux fairs, (8.1) deoule immdiatement, e.q.f.d.
D’autre art, outre les hypotheses du Lemme 8.1, si l’on suose

que le symbole a(P) soit ositif our I I 1, on est rivilgi d’user
l’ingalit suivante.

II
(volt Lemme 2.2 de [4).

Alors on al la
Proposition 3.1. Posons

f" o dtu
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oie l’un des a(P,) (i--1, 3) est positif pour [ [>_ 1. Alors on a deux
sortes des majorations.

d u(3.4) K:>_aM(n)nf o {ll- l, T’[ Au Tn u }dt,

Montrons ees ingalits pour (2.7). Si l’on tient eompte du Lemme
2.1, ees ingalits ne sont que des consequences immdiates des (3.1)
et (32).

Finalement, on a la majoration suivante,

dt

(3.6)

o5 pest une constante positive.
D’autre part, compte tenu de (2.2)

Ce qui es absurde. Cee contradiction prouve que u(t, t)
s’annu]er ideniquemen dans un voisinage de ]’origine. Nous avons
done prouv6 notre TOR.
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